3 Generierung und Bewertung von Zufallszahlen

Warum brauchen wir den Zufall in der Simulation?

Unsere Wahrnehmung der Realitét ist 1.d.R. nicht deterministisch
Beispiele:

 Ausfallzeit und Reparaturzeit einer Maschine

e Ankunftszeiten von Kunden

* Einschlagstellen von Blitzen, ......

Einsatz von Zufall, wenn

» Komplexitit vermieden werden soll
» Details nicht bekannt sind

» Zusammenhinge nicht bekannt sind

» zufillige Prozesse in der Natur auftreten

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 1
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Zufall 1st ein zentrales Element der diskreten Simulation

Damit sind auch Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik
unverzichtbar

Ziele dieses Kapitels:

» Kurze Einflihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
(Wiederholung!)

» Kennen lernen, wie Zufall im Rechner gehandhabt wird
» Wissen wie aus Zufallszahlen einer bestimmten Verteilung generiert werden
» Wissen was gute Zufallszahlen sind und wie man diese erkennen kann

» Grenzen der Darstellung kennen lernen

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 2
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Gliederung

3.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(emne Wiederholung!?)

3.2 Grundlagen der Generierung von Zufallszahlen

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 3
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3.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zufallsexperiment ist ein Prozess, dessen Ausgang wir nicht mit Gewissheit
vorhersagen konnen

* Die Menge der moglichen einander ausschlieBenden Ausgédnge S heif3t die
Menge der Elementarereignisse

* E ist eine Ereignismenge, falls gilt
« PeEund SeE
« AeE = S\A €E
* A;eE = UA, eEund A, €E
« Wahrscheinlichkeitsmal3 P(A) bildet A €E auf reelle Zahlen ab, so dass
« 0<P(A)<1, P(S)=1 und P()=0
e fallsAnB=J = P(AuU B)=P(A)+P(B)

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 4
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Allgemein gilt P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AnB)

A|B beschreibt, dass A eintritt unter der Bedingung, dass B eintritt/eingetreten
1st

Es gilt dann P(A|B) = P(AnB) / P(B)
Se1 B=A,UA,U...UA, und alle A, seien disjunkt, dann

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(B) =X\, . xP(B|A) - P(Ay)

Satz von Bavyes

P(A[B) = P(B|A) - P(A) / P(B)

Zweil Ereignisse A und B heillen unabhangig, wenn eine der folgenden
Bedingungen gilt
P(A|B) = P(A) oder P(B|A) =P(B) oder P(AnB) =P(A)-P(B)

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 5
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Zufallsvariable (ZV) ist eine Variable, deren Wert durch den Ausgang eines
Zufallsexperiments bestimmt ist und eine reelle Zahl ist.

Bezeichnung fiir ZVs: X, Y, Z, ...

Bezeichnung fiir den Wert einer ZVs: X, vy, z, ....

Unterscheidung in

diskrete Zufallsvariablen mit endlichem oder abzahlbarem Wertebereich
Beispiele: Miinzwurf, Wiirfeln, Anzahl eingehender Telefonanrufe, ...

kontinuierliche Zufallsvariablen mit iiberabzihlbarem Wertebereich

Beispiele: Zwischenankunftszeit, Bedienzeit, Regenmenge, ...

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 6
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FX(x)

Charakterisierung von Zufallsvariablen

Verteilungsfunktion (Vikt) F(x)=P[X<x] flir -oc <x <cc

Es gilt:

« 0<FXx)<I

¢ X,<x, = F(x)) £F(x,)

* lm,_, Fx)=1undlim, _, F(x)=0

Graphische Reprisentation
diskrete ZV
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 ;E 0.4
0.2 Treppen- 0
funktion
00— ' ' ' 0.0
0.0 2.0 4.0 8.0 10.0

© Peter Buchholz 2023
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Diskrete ZV X mit Wertebereich W
Wahrscheinlichkeit p(x)=P[X=x], es gilt

Graphische Reprasentation

p(x)=0 fur x ¢ Wy 0.3

0.2

0<p(x) <1 fur x € Wy
ZX e Wx p(X): 1.0

z X € WxAx<y p(X):F(Y)

0.2

0.2

p(x)

0.1

0.1

0.0

Momente der Verteilung 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

* B(X')= 2 c wy P(X)'X' i-tes Moment
« E(X)= E(X') erstes Moment oder Erwartungswert
Beispiel fairer Wiirfel: p(x) = 1/6 furx =1,...,6
Damit gilt E(X)=2%,_, (x/6="/2
© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 8
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Einige Identitidten fiir Erwartungswerte:

> E(c-X)=c-E(X) (c ER)

> E(h(0) = Syew, P@) - h(x)
> EQlLic X)) =Ximi¢-EX;) (¢ ER)
(gilt auch fiir abhingige X, !)

Weitere Mal3zahlen:

o?2(X) =E(X—-EX))?) = Yxew, P(X) - (x — E(X))?

= Yxewy P(x) - x* —E(X)* =EX?) - E(X)’
Varianz und o(X) Standardabweichung

> VK(X) = e, ;Varlatlonskoefﬁzwnt

> CX,Y)=E((X—EX))- (Y —E)) =EX-Y)—EX)-E(Y) Kovarianz

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 9
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Typische/Wichtige diskrete Verteilungen

Bernoulli-Verteilung

Parameter pe[0,1]:
([ p  fallsx=1
p(x)=<1-p fallsx=0
| 0 sonst
(0 fallsx <0
F(x)=<1-p falls0<x<l
] falls1 <x
E(X)=p

o*(X)=p-(1-p)
Anwendung:
bindre Entscheidungen

© Peter

Buchholz 2023

Geometrische-Verteilung
Parameter pe(0,1]:

() = {p - (10— p)" fallsxe {0,1,2,...}

sonst

|_xj+1 >

Fx)= {1 (1- p) falls x > 0
0 sonst

E(X)=(1-p)/p
o*(X)=(1-p)/p
Anwendung:

Anzahl erfolgloser Versuche bis zum Erfolg
be1 Erfolgswahrscheinlichkeit p

Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 10
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Poisson-Prozess (Parameter A>0)

p(x) =1

F(x)=+

© Peter Buchholz 2023

e

r —

A .Ax
—— fallsxe {0,1,2,...}

x!

0 sonst
x| g

_127 fallsx >0

i=0 L
0 sonst

p(x)

p(x)

Zufallszahlen

0.3

0.3

0.2

0.2

0.2

0.1

0.1
0.0

0.4

0.3

0.3

0.2

0.2

0.2

0.1

0.1

0.0

A=1.0

0.0

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

A=2.0

0.0

Modellgestiitzte Analyse und Optimierung
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Anwendungen des Poisson-Prozesses:

Angenommen wir hitten ein Intervall, in dem zufallig Ereignisse auftreten.
Dieses Intervall kann so in Subintervalle partitioniert werden, dass

1. die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein Ereignis im Subintervall auftritt
vernachlissigbar ist,

2. die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem Subintervall auftritt, fiir
alle Subintervalle identisch 1st und

3. die Ereignisse unabhangig in den Subintervallen auftreten

dann entspricht die Verteilung der Ereignisse im Intervall einem Poisson Prozess

Anwendungsbeispiele:
e Telefonanrufe an einer Vermittlungsstelle

« Fehler in einer Fertigung

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 12
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Kontinuierliche ZV X mit Wertebereich W

Dichtefunktion (Dfkt) f(x), es gilt
> f(x) =0 firx & Wy

> 0<f(x)fur x € Wy

> fxEWXf(x)dx = 1.0

> Jeew nrsy ()X = F(3)

> [, f()dx =F(2) —F(y) fallsz> y

f(x)

Momente E(X') = ferXf(x) - xtdx

700 = |

XEW x

FGO) - (x — E(X)) dx = f

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Graphische Reprasentation

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

f(x) - x%dx — E(X)*?

XEW x
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Wichtige kontinuierliche Verteillungen

Exponentialverteilung (Parameter A>0) 3.0 e

A- e_ix fallsx >0 2.0

1.5

l—e™™ fall 0 N ’
—p > :
F(X):{ ° s \

f(X)={

0 sonst

£(X)

0.0
0 sonst 00 05 10 15 20 25 3.0
X
1.0 lambda=] ———
 E(X)=1/A
(%) = VK(X)=1 08
¢ oX(X)=1/A? g
2
=
0.4
Anwendung:
Addition vieler seltener Ereignisse, 02 |
z.B. Zwischenankunftszeiten o0 S
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X
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Gedachtnislosigkeitseigenschaft der Exponentialverteilung:
Falls eine ZV X exponentialverteilt ist, so gilt
P[X>t+s|X>t] =P[X >5s], da
P[X>t+s|X>t]=eM™ /egMM=gh =P[X >g]

Dies hat zur Folge, dass die Restzeit einer Exponentialverteilung immer
exponentialverteilt 1st mit einer festen Rate

Damit ist die Exponentialverteilung fiir analytische Berechnungen interessant

Falls Ereignisse mit einer exponentialverteilten Generierungszeit mit Rate A
erzeugt werden, so entspricht die Anzahl der Ereignisse, die in einem Intervall

[0,t] erzeugt werden, einem Poisson-Prozess mit Rate At.

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 15
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Erweiterung der Modellierungsmachtigkeit der Exponentialverteilung:
« Kombination von exponentiellen Phasen

Erlang-Verteilung: k exponentielle Phasen mit Rate A

E(X)=k/A, o?(X)=k/A? und VK(X)=1/k!?
(weniger variabel als Exp.-Verteilung)

Hyperexponential-Verteilung:

7\‘1

* E(X)=p/A+(1-p)/A,,

* o X)=p(2-p)/Ay* + (1-p%) /Ay* = 2p(1-p)/ (A 2,)
(mindestens so variabel wie Exp.-Verteilung,

A, beliebige VK>1 realisierbar)

p

1-p

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung
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Erlang-Verteilung

05

=T

T_ 1
o

L
i

T T T R

0.4

0.3

0.2

|IIIIIIliIIFrIIlllllllllllliIlFr

=
-

=
e o = S N e A i |
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Cox-Verteilungen als Erweiterung der Phasenverteilungen

k exponentielle Phasen mit Raten p.

k i—

1
1 1

a; |— und VKX) = —
1 e vk

FOO = )

=1 \ j=

Jede Erlang- oder Hyperexponentialverteilung mit k Phasen kann durch eine Cox-
Verteilung mit k Phasen dargestellt werden.

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 18
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Gleichvertellung (Parameter a,b)

1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

) 0.30
f(X)=<bia fallsa<x<b 0.25
0 sonst 020
0 falls x < a g o
0.10
F(x):<z_z fallsa < x <b
1 fallsb<x
1.00
« E(X)=(atb)/2 — VK(X)~1.73 0.80
¢ o4(X)=(b-a)*/12 s
Anwendung;: T o
[0,1]-Gleichverteilung ist die Basis zur 0.20
Generierung allg. Verteilungen. 000
0.00
© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung

Kap. 3 Generierung und Bewertung von

Zufallszahlen

1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

19



Normalverteilung (Parameter u,c)

R
f()=—p—c

Keine geschlossene Form fur F(X)

£(X)

* E(X)=u
¢ o*(X)=c?

Normalverteilt mit Parametern u, c =
Schreibweise X ~ N(u, 6?)

Falls X ~N(0,1) =>Y=pn+0o - X~N(u, o?)

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

-1.00 0.00 1.00 2.0 3.00 4.00

—u—>

N(O, 1) 1st die Standardnormalverteilung, aus ihr konnen Realisierungen fiir

beliebige Normalverteilungen erzeugt werden

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 20
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Zentraler Grenzwertsatz:

Setl X,,...,X, eine Menge 1dentisch unabhéngig verteilter ZVs mit

Erwartungswert pu und Standardabweichung G, dann gilt fiir den
Mittelwert X,, = % X

~

lim 22=£ N (0,1).

n—oo J/\/ﬁ

Anwendungen:

Durch mehrfaches/vielfaches Beobachten einer Zufallsvariablen konnen Aussagen
uiber die Verteilung des Mittelwertschatzers gemacht werden, ohne die
Verteilung der ZV zu kennen!

e Bestimmung von Konfidenzintervallen (Kap. 5)

» Testverfahren (Kap. 3, 4, 5, 8)

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 21
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Statistik in der Modellierung und Simulation

* mathematisches Modell zufalliger Prozesse = Wahrscheinlichkeitsrechnung
* Modellierung realer Phanomene mit Hilfe des mathematischen Modells =
1. Beobachte Realisierungen

2. Finde eine passende mathematische Beschreibung

Daraus ergeben sich Fragen:

Wie oft/lange muss ich beobachten, bis ich geniigend Informationen habe?

(Beobachtungen schwanken!)

Welche Aussagen darf ich aus einer endlichen Zahl von Beobachtungen

ableiten?

Ist mein gewahltes Modell fiir die Beobachtungsdaten passend?

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 22
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Stichproben und Schéatzer

Se1 X eine ZV mit unbekannter Verteilung
X1,.-» X, S€1 €In€ Menge von Beobachtungen von X (eine Stichprobe)
alle Beobachtungen seien unabhangig und aus derselben Verteilung

Oft sollen Aussagen tiber Parameter ® der Verteilung von X mit Hilfe von x,..., X,
gewonnen werden

Ein Schitzer O fiir einen Parameter © der Verteilung einer ZV X auf Basis einer
Stichprobe x,,..., X, 1st eine Funktion
g(xq,-+,x,) > O (g ist die Schitzfunktion, © ist eine ZV).

heif3t
e erwartungstreu, wenn E (@) =0

 asymptotisch erwartungstreu, wenn lim E (@) =0

n—oo
* konsistent, wenn lim P[|® — ®| > e] = 0 fiirjedese >0
n—oo
© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 23
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Auswertungen und Tests

Ziel ist eine formalere Uberpriifung iiber die Giiltigkeit von Modellen
Beispiele:
* Se1 ® ein Schitzwert flir den Erwartungswert einer Grof3e, der aus einer

endlichen Stichprobe geschitzt wurde.
Wie grof3 1st der Unterschied zwischen dem wahren Wert und dem Schiatzwert?

* Konnen wir auf Basis einer Stichprobe entscheiden, dass ein Wert nie grof3er als

eine vorgegebene Schranke wird?

Ohne zusatzliche Informationen konnen endliche Stichproben zu falschen

Aussagen/Schliissen fiihren!

Die Wahrscheinlichkeit einer falschen Aussage fallt meistens mit einer steigenden

Zahl verfiigbarer Beobachtungen!
Methoden der Statistik:

» Konfidenzintervalle und Testverfahren

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 24
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3.2 Grundlagen der Generierung von Zufallszahlen

Ziel: Realisierungen einer ZV X sollen generiert werden

,,Zichen von Zufallszahlen (ZZ)*

Gesucht Methode zz(X) — x, so dass
fuir so erzeugte x, P(x<y)=P(X<y) fur alle y
(= E(x')=E(X") fiir alle 1)

Eine Sequenz x,,X,, ... liefere unabhdngige 77

Schritte der Erzeugung von ZZs:

1.
2.
3.

Erzeugung von gleichverteilten ganzzahlige ZZs 1m Intervall [0,m)
Transformation in (approximativ) [0,1)-gleichverteilte ZZs

Transformation in ZZs der gewiinschten Verteilung

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung
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Basis aller ZZ-Generatoren: Erzeugung von [0,1)-gleichverteilten ZZs

Echte Zufallszahlen: Pseudozufallszahlen:

* Minzwurf (Z=1, K=0) Sequenz von ZZs, die fur einen Beobachter

+ Wiirfeln (Zahlen 1,..6) zufdllig aussicht

e Tafeln mit ZZs
(z.B. Tippett 1927, 41600 gleichvert.
Zahlen aus Daten der Finanzverwaltung)

« Physikalische Messungen
(z.B. radioaktiver Zerfall)

echte ZZs sind nicht

reproduzierbar! * Generierungsalgorithmus

Pseudo-ZZs sind reproduzierbar!

In der Simulation werden fast nur Pseudozufallszahlen eingesetzt

(Reproduzierbarkeit von Programmlaufen, ...)

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 26
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Jeder Generierungsalgorithmus erzeugt eine endliche Sequenz von ZZs

Anforderungen

1. Generierte ZZs miissen gleichverteilt sein

2. Generierte ZZs miissen unabhingig sein
(d.h. Kenntnis von n ZZs darf keine zusatzliche Information iiber die n+1te ZZ
liefern, ohne dass der Generierungsalgorithmus bekannt ist)

3. die Sequenzlange bis zur Wiederholung muss grof3 sein

4. die Erzeugung muss effizient sein

5. der Algorithmus muss portabel sein

Unterschiedliche Klassen von Generatoren existieren, wir betrachten nur die am

weltesten verbreitete Klasse!
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Ein erster Versuch: Midsquare Methode (von Neumann 1940)

1. Wahle eine vierstellige Zahl

2. Quadriere diese

(= achtstellige Zahl, u.U. von Links mit 0 auffiillen)

3. Waihle die mittleren vier Stellen als Nachkommastellen einer ZZ und fahre
mit der Zahl bei 1. fort

Beispiel:

7182
5811
7677
9363

6657
Usw.

© Peter Buchholz 2023
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51581124
33767721
58936329
87665769
44315649
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/77:0.7677
Z77:0.9363
/27:0.6657
/77:0.3156

(Generierte
Zufallszahlen sind
sehr schlecht!
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Lineare Kongruenzgeneratoren (Lehmer 1951)

Eine Funktion x; = (257:1 aj - xj_j+ ¢)(mod m)

mit X, X1, ", Xp—1,aq,**,ar, C EN

hei3t linearer Kongruenzgenerator (LCQG)

Heute meist verwendet x; = (a - x;_; + ¢)(mod m)

Falls c=0 multiplikativer Generator, sonst gemischter Generator!

X, 1st die Saat des Generators

Eigenschaften:
* x.€[0,m) falls c>0 und x,e(0,m) falls c=0 (notwendigerweise)
* X{7X; = X=Xy fur alle k>0 (Generator beginnt von vorn)

* k=ming; (X=X heildt die Periode des LCGs

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung
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Ein einfaches Beispiel:

a=5, ¢=0 und m=17 also x,;; = (5x;)(mod 17) mit Saat x,=5

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
5, | 25 | 40 | 30 | 65 | 70 | 10 | 50 | 80 | 60
x.; | 8 6 | 13 | 14 | 2 | 10| 16 | 12| 9

i o | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
5, | 45 | 55 | 20 | 15 | 75 | 35 | 5 | 25
x., | 11 | 4 3 15 | 7 1 5 8

Maximale Periode 1,...,16 wird erreicht!

© Peter Buchholz 2023
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Beispiele fiir (einige altere) Generatoren:

e Unix m=232, a=1103515245, c=12345
« RANDU m=23!, a=65539 schlechte
’ LCGs!
e Simula/Univac m=231, a=513
« SIMPL-I (IBM) m=21-1, a=48271
e SIMSCRIPT I1.5 m=231-1, a=630360016
« L‘Ecuyer m= 293-25, a=4645906587823291368
Anforderungen an einen guten LCG:
1. grof3e Periode (grof3es m)
2. effiziente Berechnung
3. generierte ZZs bestehen statistische Tests
© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 31
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Grof3e Periode eines LCG = moglichst m oder m-1 Werte!

Ein gemischter LCG hat genau dann volle Periodenldnge, wenn:
1. ggT(m,c)=1 (c und m sind relativ prim)
2. amod p; =1 fur alle Primfaktoren p, von m

3. amod4 =1 falls 4 Faktor von m i1st

Ein multiplikativer LCG hat genau dann volle Periodenlange, wenn

1. Falls m = 2b, dann ist der maximale Wert fiir K = m/4 = 22, wird erreicht fur

ungerade Saaten und a =3 + 8k oder a =5 + 8k mit
k=0,1,...

2. Falls m eine Primzahl 1st, dann wird k = m-1 erreicht, falls die kleinste Zahl k,
fir die ak-1 durch m ganzzahlig dividiert werden kann, gleich m-1 ist
(d.h. a 1st Primitivwurzel von m)
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Effizienz der Generierung

Division ist aufwéandig = Effizienz erfordert wenige/keine Divisionen!

Falls m=2¢, kann mod durch ,,Weglassen* von Stellen realisiert werden! (shiften auf

Bitebene)
Beispiel: 10111011 mod 26 =00111011

in Dezimaldarstellung 187 mod 64 = 59

Aber m=2¢ bedingt Zyklen der niederwertigen Bits (schlechte ZZs!)
Beispiel: x,,; = (5x, + 1) mod 16

i 0 1 2 3 4 5 6
X, 1 6 15 12 13 2 11
b, 1 0 1 0 1 0 1

bb, 0l 10 11 00 01 10 11
bbb, 001 110 111 100 101 010 011
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Alternative: Wihle m = 2¢ -1
Effiziente Berechnung ohne Division:

Gesuchtz=(a - x) (mod 2°— 1)

Se1 y = (a - X) (mod 2°) (effizient berechenbar)
Es gilt:
y+k fallsy+k <2° -1
Z =
y+k—(2°-1) sonst

mitk =|a-x /2¢]

Ahnlich effizient, aber mit besseren Eigenschaften als 2¢!
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I](”Q_J)

i=1

Wie grof} sollte/muss m heute sein? ( A j

Periode vieler heutiger Generatoren k~231-232 o

VergroB3erung der Periode z.B. durch

-l11 2

Kombination von Generatoren:

 k Generatoren mit Periode und
Modul m; fiir den j-ten Generator

PC mit 3.0 GHz se1 x; ; 1-ter Wert des j-ten

_ Generators
Prozessor benotigt

ca. 10-15 Minuten um

‘_1(—1)71x; ;)(mod my — 1)

xl
(25

232 Zufallszahlen zu J

erzeugen . . .
ist [0,m ;-2]-gleichverteilt
 maximal erreichbare Periode
(H?=1(mi — 1))/
2k—1
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Linear feedback shift Register (LFSR) Generatoren

» W = byb, ... b; Binidrdarstellung einer natiirlichen Zahl (Lange L)

» W, W,, ... ist eine Sequenz solcher Zahlen, die als eine Bitsequenz aufgefasst

werden

» Die i-te Binérstelle entsteht aus der (i-q)-ten und (i-r)-ten Binérstelle
(1 <r< q < l) durch bi = (bi—r -+ bi_q)mad 2 = bi—r@bi—q

Realisierung fiir r=3, g=5 1n einem shift Register

>[ bi—s@bi—s]
)

| b \bi_4 bi_s

b

b1

Rekurrenz
Wi — Wi—?" @ Wi—q

» Statistische Eigenschaften der Basisvariante nicht gut, deshalb Erweiterung
Y, =Y, D AY,_, wobeiY; Vektoren der Linge L und A L X L Matrix

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung
Kap. 3 Generierung und Bewertung von

Zufallszahlen

36



Aktueller Generator: Mersenne-Twister Generator

Erste Publikation 1998, seitdem kontinuierlich weiterentwickelt, heute
MT19937

Generierung auf Basis so genannter Matrixrekurrenzen

Relativ komplexe Generierungsvorschrift, die allerdings auf XOR und shift-
Operationen basiert und dadurch effizient 1st (vergleichbar mit LCGs mit

grof3em m)

Eigenschaften:

* Periodenldnge 21°°37-1 ~ 1006900

* Gleichverteilung 1n 623 Dimensionen
 Besteht viele statistische Tests

* aber es wurden auch Schwachen entdeckt
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U [
Rekurrenz Xk+n — .rk+m® (.rk | Xk+] ).44 (k: 0, ], &b )
Code fur den Mersenne-Twister Generator

Step 0. u—1:---10---0 :(bitmask for upper w — r bits)
vv
IH—0---01---1 :(bitmask for lower r bits)
Swm, e’ e,

w-—nr T

a— Ay _10yu_o-+-a1ag :(the last row of the matrix A)

Step 1. i — 0

x[0]. x[1]. -+ .x[n — 1] — “any non-zero initial values”
Step 2. y «— (x[:] AND u) OR (x[(¢41) mod »] AND 1l) :(computing (x:-’le-+l ))
Step 3. x[i] — x[( 4+ m) mod n] XOR (y >> 1)

XOR { 0 if the least significant bit of y = 0

: Bl . :(multiplying A
a if the least significant bit of y =1 ( PIYIng A)

Step 4. :(calculate x[:]T")
y «— x[i]
y — ¥y XOR (y >> u) :shiftright y by « bits and add to y)
y — Yy XOR ((y << s) AND b)
y — Yy XOR ((y << t) AND ¢)
y —Yy XOR (y >>1)
output y
Step 5. 1 — (14 1) mod n
Step 6. Goto Step 2.
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Weitere Anwendung fiir Pseudozufallszahlen:

* Schliisselgenerierung in Verschliisselungsalgorithmen
Schliissel miissen zufallig sein
Pseudozufallszahlen miissen nicht reproduzierbar sein

Notwendigkeit deterministische Algorithmen zur Generierung zu nutzen entfallt

Oft werden physikalische Phinomene genutzt

 LavaRand Blaschenbildung bei Lavalampen wird simuliert
*  Weilles Rauschen

»  Zeitverschiebung bei Hardware-Uhren

Fiir die Simulation auf Grund der fehlenden Reproduzierbarkeit nicht geeignet!
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Generierung von [0,1)-gleichverteilten reellwertigen ZZs aus
[0,m)-gleichverteilten ganzzahligen Z.Zs

~—2—

0 u u, (m-1)/m

Streng genommen werden nur diskrete Werte 1/m aus [0,1) erzeugt

» aber die Werte liegen sehr dicht
(be1 Beachtung der Maschinendarstellung sogar optimal dicht)

* d.h. bei voller Periode sind alle im Intervall darstellbaren Zahlen enthalten
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Testverfahren fir Zufallszahlen

[0,1)-gleichverteilte ZZs sind die Basis fiir weitere (oft exakte) Transformationen
= gute [0,1)-Gleichverteilung 1st notwendig

Anforderungen an generierte ZZs:

« Sie miissen gleichverteilt in [0,1) sein

« Sie miissen von unabhingigen ZZs nicht unterscheidbar sein
Testverfahren dienen zur Bewertung dieser Eigenschaften

Man unterscheidet:

* Empirische Testverfahren
Bewertung der ZZ auf Basis einer Stichprobe

* Theoretische Testverfahren
Bewertung aller generierten ZZ (oft schwieriger)
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Testen von Zufallszahlengeneratoren:

Grundsatzliches Vorgehen beim Testen:

Aufstellen einer Hypothese H,. Hier z.B.

« mit Generator G erzeugte ZZs sind unabhangig, identisch [0,1)-gleichverteilt

oder

» mit Generator G erzeugte ZZs sind nicht unabhéangig, identisch [0,1)-
gleichverteilt

H, hei3t Nullhypothese, H, = —H,, heilit Alternativhypothese

Testverfahren dienen dazu herauszufinden, ob H, gilt

Auf Grund statistischer Schwankungen von Stichproben, konnen falsche

Folgerungen gezogen werden (Tests sind keine Beweise!)
Mogliche Fehler
(statistischer) Fehler der 1. Art (a Fehler): H, wird angenommen, obwohl H,,

gegeben (falschliches Verwerfen der Nullhypothese)
(statistischer) Fehler der 2. Art (3 Fehler): H, wird angenommen, obwohl H,
gegeben (falschliches Annehmen der Nullhypothese)
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Impliziert ein bestimmter Test mit Wahrscheinlichkeit < a Fehler der
1. Art, so heil}t er ,,Test zum (Signifikanz-)Niveau o

unabhingig (!) von der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers der 2. Art!

Vorgehen beim Testen auf Basis einer Stichprobe
(d.h. einer Realisierung der ZVs Y, ..., Y):

Teststatistik S(Y,, ..., Y,) ,,bewertet* die Stichprobe, je grofler der Wert, desto
unwahrscheinlicher H,,
(und 1mplizit je wahrscheinlicher H,)

Zur Anwendung erforderlich:

* Bestimme die Verteilung von S
(unter der Voraussetzung, dass H,, gilt)

« Ermittlung der kritischen Werte ¢, (oder c,_,) ab denen H, zum Niveau o

verworfen wird
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Skizze des Prinzips
C,, SO bestimmt, dass
P[S(Y,,....Y )>c H)] = a

09 T

08 1 spezielle o.-Werte:
0,7 1
06 T

e a=0.05 signifikant

0,5 T

fS(s)

* a=0.01 hochsignifikant

04 1
03+
0,2 1

01

///////////////M’Mm

Verteilung sagt nichts iiber den Fehler 2. Art aus

Testverfahren konnen schlechte Generatoren identifizieren, nicht aber die
generelle Giite eines Generators nachweisen!
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Runs Test

Paare aufeinander folgender ZZs werden in Klassen unterteilt:

« Ein Paar fallt in Klasse +, wenn der erste Wert kleiner als der zweite 1st
« Ansonsten fallt das Paar in Klasse —

Ein run ist eine Folge identischer Zeichen + oder —

Se1 R die Anzahl der runs, n die GroB3e der Stichprobe, dann ist

die Anzahl der runs fiir groB3e n normalverteilt mit

e Erwartungswert E(R) =(2n - 1)/3

« Varianz ¢?(R) = (16n - 29)/90

Auf Basis der kritischen Werte der Normalverteilung kann ein statistischer Test
durchgefiihrt werden und damit die Hypothese ,,unabhingige [0,1)-verteilte

/7s* abgelehnt oder angenommen werden
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Beispiel x.,; = (5-x;) (mod 17)
Generierte ZZs fur x,=5:
3,6,13,14,2,10,16,12,9, 11,4, 3, 15,7

H_’Hr—’LY_,Hr—"LH'LH'LH

e T e T T SR
— _/
~

10 runs

Laut Theorie: E(R;()=(2 - 16 —-1)/3 =10.333
(Gute Ubereinstimmung)

Fur =0.05 wiirde die Hypothese unabhiangig [0,1)-verteilt (H,)
fiir 8 bis 13 runs akzeptiert!

Verschiedene dhnliche Tests existieren
(zum Teil auch unter dem Namen runs-Test)
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Test der Autokorrelation
Seien X, ..., X, ZVs mit Erwartungswert p und Varianz 2
Der Autokorrelationskoeffizient der Ordnung s p(s) ist definiert als
o(s) = Z?=_1S(Xi_+s —W&X - O Xiys) G
Lico Xy — p)? g*(X) Co
Es gilt:

e -1<p(5)<1

 falls X, und X, unabhingig, so gilt p(s) =0

Fiir [0,1)-verteilte ZV X gilt ferner

« E(X)=12und c*(X)=C,=1/12,

Da C= E(X;X,,)-E(X,))E(X,,,) gilt in diesem Fall auch

EXiXiys)—E(X)EXiys) _ E(XiXjps)—1/
p(s) = . 200 = = 1;;2 * = 12E(X;Xi4s) — 3
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Ein Schatzer fiir p(s) lautet:

h
12

T h+1
k

, n—1
(XrksXrsgesns) =3 mith = [—| -1

p(s) .
=0

Einsetzen der konkreten Werte x; statt der Zufallsvariablen X; liefert den
konkreten Schatzwert p(s).

Fiir unabhéngige [0,1)-verteilte X; ist p(s) normalverteilt mit

Erwartungswert 0 und Standardabweichung V13"t7/, .

Testverfahren untersuchen, ob p(s) = 0 gilt (Hy: p(s) = 0), indem

, — P (ht1)
Vv13h+7

gegen die kritischen Werte einer N(0,1)-Verteilung getestet wird

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung
Kap. 3 Generierung und Bewertung von
Zufallszahlen

49



Theoretische Testverfahren

Erkennung der Struktur der generierten Sequenzen von ZZs:
Sel X, X,, .... die Sequenz der erzeugten ZZs

Uberlappende d-Tupel (X{5e.5Xq)s (X9se.05Xg41)s, --. definieren jeweils Punkte im d-

dimensionalen Hyperraum
Beobachtung: Punkte fallen auf ,,relativ wenige* Hyperebenen der Dimension d-1
Im zweidimensionalen Fall liegen die Punkte auf einem Gitter
Punkte aullerhalb des Gitters sind nicht erreichbar
Anzahl der Gitterlinien bestimmt die Qualitit des Generators

Verfahren wie der Spektraltest oder Gittertest bestimmen die Abdeckung des
Hyperraums durch den Generator!

Visuelle Darstellung durch uiberlappende Tupel ..., (x;, X \1), X5 Xizn)s ----
oder Tripel ..., (X}, Xji15 Xi12)s (Xis1s Xjig > Xji3)s oooe
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Beispiel fiir einen schlechten Generator RANDU

Darstellung fiir Tupel Darstellung von Tripeln (x,y,z)
als 9x-6y+z
1.00
8.00
0.80 6.00
4.00
0.60 N
= +
.";I \? 2.00
” 0.40 &
0.00
0.20 -2.00
-4.00
0.00 :
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
X i X

Alle Werte liegen auf einer von 15 Hyperebenen, die durch die Gleichung 9x-6y+z
gegeben sind

Bei einem guten Generator wiirden die Werte in einem Band um die Diagonale

verteilt liegen!

© Peter Buchholz 2023 Modellgestiitzte Analyse und Optimierung 51
Kap. 3 Generierung und Bewertung von
Zufallszahlen



Dreidimensional Darstellung der ZZ aus dem Generator RANDU

L3

os.Js.. T
T W S

B essens b TR S

0o ,
0.8

© Wikipedia 2019 https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3832343
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Aussagen zu Testverfahren und der Qualitdt von Generatoren:

» Es existiert eine Vielzahl von Testverfahren, aber es ist unklar, welcher Test
das beste Ergebnis liefert

» Test konnen keine beweisbar guten Zufallsgeneratoren liefern, sondern nur
schlechte aussondern

» Einige Generatoren wurden aufwindig getestet und haben sich bzgl. dieser
Tests als ,,gut* erwiesen. Moglichst diese Generatoren in der Simulation
verwenden.

» Durch Nutzung mehrerer unterschiedlicher Generatoren, konnen Verzerrungen
durch einzelne Generatoren aufgedeckt werden.
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Generierung von Zufallszahlen der gewunschten
Verteilung

Bisherige Schritte

r

0 fallsu <0
I fallsO0<u<x<l
Also FU(u)=<qu falls0<u<l fU(u):{
0 sonst
| falls u >1

.

Benotigt werden aber ZZs mit Verteilungsfunktion FX(x)

= Transformation der [0,1)-gleichverteilten ZZs u. in ZZs x,, die
nach Fy(x) verteilt sind
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Wir beginnen mit kontinuierlichen Verteilungen, so dass fiir
X;<x, mit 0 <F(x,) £ F(x,) <1 auch F(x,) <F(x,) gelte
Damit existiert die Umkehrfunktion F-! von F
Naheliegendes Vorgehen (Inverse Transformation):

1. Generiere u aus [0,1)-Gleichverteilung

2. Transformiere x = F-1(u)

Uy

F(x)

Formal gilt: P[X<x] = P[F-(U)<x] = P[U<F(x)] = F(x)
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Beispiel: Exponentialverteilung

Fiir x>0: F(x) = 1 —e™* Seiu ZZ aus (0,1)-Gleichverteilung

Transformationsschritte:

l—eM=uy = e™=1-u = -Ax=In(l-v) :sx=(1n/-x

Da I-u ebenfalls (0,1)-

gleichverteilt, kann es
1. Generiere u aus (0,1)-Gleichverteilung durch u ersetzt werden!

Erzeugung exponentiell vert. ZZs:

2. Transformiere x = In(u)/(-1)

Funktioniert dies fiir alle kontinuierlichen Verteilungen?

Nein, F-1(x) muss in geschlossener Form vorliegen oder einfach berechenbar
sein! (gleich mehr dazu)
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Inverse Transformation fur diskrete Verteilungen

Es gilt F(x) = P(X<x) = =, _. p(X.) Datenstrukturen zum
- . effizienten Suchen
. . . ;  verwenden
Generiere u aus [0,1)-Gleichverteiluag:====*=*======reuee,

.
.
P

Finde ganze Zahl I, so dass‘f,Z..i<I p(x) <u< px)

F(X) B P L P .

u-"r--~- -~ ~"~"T~"""~""~""="7="=7=°=-° >
|
I
|
|
]

| | | g

X X, Xj X, Xs
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Konvolutionsverfahren

Falls ZV X als Summe von ZVs X,
(1=1,...I) mit Vikt. F.(x) darstellbar 1st
und Generatoren fur die X, existieren,
so konnen Realisierungen von X wie

folgt generiert werden:

x=0;

fori1=1toIdo
ziehe ZZ y aus F(y) ;
X=XtVy;

end for

return (X) ;

Beispiel: Erlang-Verteilung

Kompositionsverfahren

Falls ZV X eine Vikt F(x) hat, die sich
wie folgt darstellen lasst

F(x) =Ziq p; - Fi(x)

und Generatoren existieren, die
Realisierungen X. aus F,(x) erzeugen,
so konnen Realisierungen von X wie
folgt generiert werden:

generiere 1 gemal3 Verteilung p. ;
zieche 77 x aus Fi(X) ;

return(x) ;

Beispiel: Hyperexponentialvert.
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Verwerfungsmethode

Anwendbar fiir diskrete und kontinuierliche Verteilungen, wir
betrachten den kontinuierlichen Fall!

Ges: Realisierungen ZV X mit bekannter Dtkt. f,(x)

Voraussetzung: Generator fur ZV Y mit Dikt. f,,(x) bekannt und
es existiert ae(1,0c) so dass fur alle x gilt £, (x)< a-1(x)

Skizze: Generierungsmethode:

repeat

ziche 77 y gemal} {(x) ;

zieche ZZ x aus [0,a- £(y))-Gleichv,;
until x < £ (y);

return(y) ;
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Beispiel: B(2,4)-Vert. mit f(x) =20 - x - (1 — x)? falls 0<x<1 und 0 sonst

Dichtefunktion wird beschrankt durch Rechteck der Hohe 2.11
Alternative stiickweise lineare Approximation

2,50 +

2,00 +

1,50 +

Generierungsmethode:

f(x)

LT repeat

ziehe y aus [0,1)-Gl. Vert. ;
ziche x aus [0,2.11)-Gl. Vert.;
until x <20 -y - (1 —y)*;

0,50 +

0,00

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

X

Effizienz der Methode hangt ab von
1. der W., dass eine ZZ akzeptiert wird 1 - J (o-fy(x)- £, (x))dx/a
2. der Effizienz der Generierung von ZZs mit Dfkt. {,(x)
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Generierung von normalverteilten ZZs

Se1 X eine N(0,1)-verteilte ZV, dann 1st
Y = u + o-X eine N(u,0?)-verteilte ZV
Methode zur Generierung von N(0,1)-verteilten ZZ 1st ausreichend!

Verteilungsfunktion und auch inverse Verteilungsfunktion der Normalverteilung

haben keine geschlossene Darstellung

— 1nverse Transformation nicht einsetzbar!
Konvolution Methode von Box-Muller (1958)

(nach dem zentralen Grenzwertsatz!)

_ (Z; “i ) B % (oft n=12)

X = \/m x2 — sin(27zu1 )\/_ 2 ln(uz)

u; aus [0,1)-Gleichverteilung u, aus [0,1)-Gleichverteilung
= x 1st approx. aus N(0,1) — x. aus N(0,1)

X, = cos(27zu1)\/ —2In(u,)

Weitere Methoden existieren !!
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Generierung von abhingigen Zufallsvariablen

Viele Parameter sind in der Realitat korreliert, z.B.:
e Grofle und Gewicht von Menschen
« Temperatur und Regenmenge

* Ein-/Ausgabeoperationen und CPU-Zeitbedarf
Dadurch bedingte Probleme:

« Verwendung unabhingiger Zufallsvariablen verfalscht Verhalten
« mehrdimensionale Verteilung muss spezifiziert werden
« Abhéangigkeiten sind schwer zu schatzen

* in allgemeiner Form nicht kompakt darstellbar
Formale Darstellung als Zufallsvektor (X,X,,...,X,) mit Verteilungsfunktion

Alternativ: Darstellung als bedingte Verteilung mit F.(x, | x4,...,X; ;)
» falls bedingte Verteilungen bekannt, dann Generierung einfach

* 1.d.R. 1st diese detaillierte Information aber kaum ermittelbar
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Beispiel bivariate Normalverteilung

X, und X, sind korrelierte normalverteilte ZVs

* mit Erwartungswert . und Standardabweichung o,

 und Korrelation p = COV(X,,X,) / (,0,)

Erzeugung der ZZs:

1. Erzeuge z, und z, als unabhéngige N(0,1) verteilte ZZs
(z.B. mit der Box-Muller-Methode)

2. x1 —_ ,u1 + O-1Z1

3. X, = Uy + 0y (p21 + 1 - pzzz)

* Generalisierung auf multivariate Normalverteilungen moglich
« flir andere Verteilungen sind andere Methoden notwendig

* oft verwendet stochastische Prozesse (MA-,AR-Modelle) etc.
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