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Definition 2.1 (Gruppe)

Sei G eine Menge und o eine Verkniipfung auf G
(d.-h.Vx,y € G. xoy € G und x oy ist eindeutig). Das Paar (G, o) heiit
eine Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Vx,y,z€ G. (xoy)oz=xo(yoz). (Assoziativitit)

2. Es gibt ein Element n € G mit der Eigenschaft
Vx € G. nox = xon = x (Existenz des neutralen Elements).

3. Zu jedem x € G gibt es genau ein X € G mit der Eigenschaft
x o X = Xox = n (Existenz des inversen Elements).

Falls zusatzlich Vx,y € G. x oy = y o x (Kommutativitat) gilt, spricht
man von einer kommutativen (oder abelschen) Gruppe.
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Definition 2.2 (Kérper)

Auf einer Menge G sind zwei Verkniipfungen + und - mit folgenden
Eigenschaften gegeben:

1. (G,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0

2. (G\ {0},-) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1

3. Vx,y,z€ G.x-(y+z)=(x-y)+(x-2)
und (x+y)-z=(x-2)+(y-2) (Distributivgesetze)

In diesem Fall wird (G, +,-) ein Kérper genannt.
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2.2 Anordnungsaxiome
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Definition 2.3 (Ordnung)

Sei M eine Menge und v eine Relation auf M (d. h. eine Teilmenge von
M x M). Fiir (x,y) € v schreiben wir xvy. Die Relation v heift eine
Ordnung und (M, v) eine geordnete Menge, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. Vx € M. xvx (Reflexivitat)

2. Vx,y € M. xvy A yvx = x =y (Antisymmetrie)
Gilt dariiber hinaus

4. Vx,y € M. xvy V yvx,

so heillt v eine lineare (oder totale) Ordnung und (M, v) eine linear
(oder total) geordnete Menge.
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Definition 2.4 (R als linear geordneter Kérper)

Wir definieren eine lineare Ordnung < ("kleiner oder gleich") auf R,
sodass (R, <) eine linear geordnete Menge mit folgenden Eigenschaften
ist:

1. Vx,y,zeR. fallsx<y = x+z<y-+z
(Vertraglichkeit mit der Addition)

2. Vx,y,zeR. fallsx<y N 0<z = xz2<yz
(Vertraglichkeit mit der Multiplikation)

Die Beziehung x < y heilt Ungleichung.
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Definition 2.5

Seien x,y € R:
1. y > x ("groBer oder gleich") bedeutet x < y
2. x <y ("kleiner") bedeutet x <y N x#y
3. x>y ("gréBer") bedeutet x >y N x#y
4. y heiBt nichtnegativ (bzw. positiv) wenn 0 <y (bzw. 0 < y)
5

. x heift nichtpositiv (bzw. negativ) wenn x < 0 (bzw. x < 0).
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Fiir je zwei Elemente x,y € R gilt genau eine der drei Beziehungen:
X<y, X=y,x>y.

Beweisidee
Beweis in zwei Schritten:

1. Mindestens eine der drei Beziehungen trifft zu.

2. Hochstens eine der drei Beziehungen trifft zu.
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Fiir alle a, b, c,d € R gilt:
1. a<b = a+c < b+ c (Vertraglichkeit mit der Addition)
2. a<bAc<d = at+c<b+d
a<bANc<d = at+c<b+d
3. a<bA0<c = ac< bc (Vertraglichkeit mit der Multiplikation)
4. 0<a<bA0<c<d = ac< bd
0<a<bAO<c<d = ac< bd

5. a<bAc<0 = ac> bc
a<bAc<0 = ac> bc

6.0<a = 0< 1

0<a<hb = 1<l

7.0<1
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Beweisidee

Herleitung aus den Rechenregeln.

Zum Beispiel Beweis von 1.:

Nach Definition von < gilt a< b= a < b.

Also folgt aufgrund der Vertraglichkeit mit der Addition a+ ¢ < b+ c.
Gleichheit kann nicht gelten, da aus a+ ¢ = b+ c auch a = b folgt, was
aber a < b widerspricht. O
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2.3 Betrag und Dreiecksungleichung
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Definition 2.8 (Betrag)

Fiir x € R heilt

Ix| = x fallsx >0
XI'Z —=x fallsx < 0

der (Absolut-)Betrag von x.
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Der Absolutbetrag hat folgende Eigenschaften
L.VxeR. x| >0 A (Jx]=0 = x=0)
2. Vx,y eR|x-y| = |x| - |yl
3. ¥x,y € R. |x+y| < |x| + |y| (Dreiecksungleichung)

Beweisidee

1. folgt aus der Definition

2. mit Fallunterscheidung positiv/negativ

3. Nutzung von Satz 2.7.2. O
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Satz 2.10

Fiir a,x,e € R mit e > 0 gilt:
1. |x|]<e & x<eund —e<x & —e<x<e¢
2. |[x—al<e & a—e<x<a+e

3. Die Aussagen 1. und 2. gelten auch, wenn < durch < ersetzt wird.

V.

Beweisidee
Nutzung der Rechenregeln. O
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Satz 2.11 (Bernoullische Ungleichung)

Fiir alle x € R mit x > —1 und alle n € Ny gilt

14+x)">1+n-x

Beweisidee
Induktion uber n. O
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Archimedisches Axiom

Zu jedem x € R gibt es ein n € N mit x < n.
Fir x,y € R mit 0 < x < y existiert ein n € N, sodass n- x > y ist.

Ein Kérper, in dem das archimedische Axiom gilt, heift archimedisch
geordnet.

Peter Buchholz: Mafl 2
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2.4 Darstellung von Zahlen im Rechner
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Definition 2.12 (Stellenwertsystem)

n .
Seien ag, a1,...,an, € {0,1,...,9} Ziffern, dann ist p= > a;- 10’ € Ny
i=0
und es existiert eine Darstellung by, b1, ..., bm € {0,1}, sodass

m .
p:Zb;-Q'GNo
i=0

» Darstellung von natiirlichen/ganzen Zahlen durch Zeichenketten
fester Lange

» Vorzeichenbit erlaubt die Darstellung von ganzen Zahlen

> Vorgegebene Linge definiert darstellbaren Zahlenbereich

Peter Buchholz: Mafl 2 21
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Man unterscheidet Festkomma- und Gleitkommadarstellung

Festkommadarstellung
(feste Anzahl von Stellen vor und nach dem Komma)
> 30,31, .5 3n; n+t1s-- -, antm € {0,1}, so dass
X = Z?;—n djt+n - 2! eR
: : i
» eigentlich nur x € Q darstellbar, da x = E* ey )

» vorgegebene Lange definiert darstellbaren Zahlenberelch

» zusatzliches Vorzeichenbit erlaubt die Darstellung negativer Zahlen

Peter Buchholz: Mafl 2
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Gleitkommadarstellung

x=M-bEmitbh <M <1, EcZ
es gilt
> M=2+0.mmy...m :l:ZJ 1mJ b~/ und
E=2de_1...6160 = j:z 0 g -
> M heillt Mantisse, E heifit Exponent, b heillt Basis
Jedes darstellbare x gehort zu Q

Aber nicht jedes x € Q ist darstellbar

Peter Buchholz: Mafl 2
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Standardisierte Darstellung der IEEE:
» Single precision t = 24 und E € [—-125, 128]
groRte darstellbare Zahl xyay ~ 3.40 - 1038
kleinste positive darstellbare Zahl xmin ~ 1.18 - 10738
» Double precision t =53 und E € [—1021,1024]
groRte darstellbare Zahl xmax ~ 1.80 - 10308
kleinste positive darstellbare Zahl xmin ~ 2.23 - 107308
» Zusatzlich spezielle Symbole +/NF oder NaN

» Spezielle Software erlaubt die Nutzung frei definierbarer
Darstellungen
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Jede Zahl muss durch eine darstellbare Zahl dargestellt
(bzw. approximiert) werden

> Seix=a-2°mit 0.5 <a<1und xmin < x < Xmax

» Seien u, v zwei benachbarte darstellbare Zahlen mit u < x < v

» Sei u=2¢-3"t  b;- 27" (wir nehmen zur Vereinfachung an, dass

27t 43t b - 277 keinen Uberlauf erzeugt),

> dannist v=2%- (37_; b - 277 +27F), so dass

> u—v=2%"und |rd(x) — x| < 3(v—u) =271 mit
rd(x)optimale Darstellung von x

> relative Fehler |rd(>;)_xl < 2:_.;1 <27t
(relative Maschinengenauigkeit eps)

Rundungsfehler treten bei jeder Berechnung auf
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2.5 Intervalle
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Definition 2.13 (Erweiterung von R)

R :=RU{—00,00} heit erweiterte reelle Zahlengerade
Es gilt —0co < 00 und —o0 < x < oo fiir alle x € R

Peter Buchholz: Mafl 2 27
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a) Abgeschlossene Intervalle
Seien a,b € R,a < b, dann ist [a,b] . ={x € R|a < x < b}.
b) Offene Intervalle
Seien a,b € R,a < b, dann ist (a,b) :={x € R | a < x < b}
(Man schreibt manchmal auch |a, b[ statt (a, b))
c) Halboffene Intervalle
Seien a,b € R,a < b:
[a,b) ={x€eR|a<x<b}
(a,b] ={xeR|a<x<b}
d) Uneigentliche Intervalle
Seia e R:
[a,+00) ;== {x e R | x > a}
(a,+0) :={x eR | x > a}
(—o0,a]:={xeR|x<a}
(—00,a) ={xeR|x < a}

Peter Buchholz: Mafl 2
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Definition 2.14 (Lange eines Intervalls)

Fiir ein abgeschlossenes Intervall a, b] bezeichnet |[a, b]| = b — a die
Linge des Intervalls.

Definition kann auf offene, halboffene und uneigentliche Intervalle
iibertragen werden.
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Einige weitere weitere Bezeichnungen:
> Ryg:={xeR| x>0}

R>g:={x€R|x >0}

Ry :={x € R|x #0}

Rogi={x e R | x>0}

Rsg = {x e R | x>0}

Ryo = {x € R | x#0}

vVvyYyyvy

Intervalle definieren Mengen!

Peter Buchholz: Mafl 2
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Definition 2.15 (Beschrénkte Menge)

Sei A C R nichtleer.

A heilt nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, wenn es eine
Konstante K € R gibt, sodass x < K (bzw. x > K) fiir alle x € A.

Man nennt K dann obere (bzw. untere) Schranke von A.

Die Menge A wird beschrinkte Menge genannt, wenn sie nach oben
und nach unten beschrankt ist.

Peter Buchholz: Mafl 2 31



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

Definition 2.16 (Supremum und Infimum)

Sei A C R nichtleer.

Eine Zahl K € R heift Supremum (bzw. Infimum) von A, wenn K die
kleinste obere (bzw. grofte untere) Schranke von A ist.

Dabei heift K kleinste obere Schranke, falls gilt

i) K ist eine obere Schranke von A,

ii) fiir jede obere Schranke K’ von A gilt K < K’
und gréBte untere Schranke, falls gilt

i) K ist eine untere Schranke von A,

ii) fiir jede untere Schranke K’ von A gilt K > K'.
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Satz 2.17 (Eindeutigkeit des Supremums/Infimums)

Jede nichtleere Teilmenge A von R hat héchstens ein Supremum und
héchsten ein Infimum. D. h. das Supremum (bzw. Infimum) von A ist,
falls vorhanden, eindeutig und wird mit sup(A) (bzw. inf(A)) bezeichnet.

Beweisidee
Zwei obere/untere Schranken, die nicht gleich sind, miissen in Relation >
stehen. n
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Wir sagen: [a,b] C [c,d], fallsc <aAd>bA(a#cVd+#Db)

Definition 2.18 (Intervallschachtelung)

Eine Folge von abgeschlossenen Intervallen Iy, b, Is, ... heift
Intervallschachtelung, falls gilt:

i) Ihy1 Cly flirn=1,2,3,...
i) Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein Intervall I, mit |I,| < e.

Wir fordern folgendes Axiom:
Fiir jede Intervallschachtellung gibt es genau ein x € R, sodass x € /, fiir
allen=1,23,....
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Satz 2.19 (Existenz des Supremums/Infimums)

Jede nichtleere nach oben (bzw. unten) beschrankte Menge A besitzt ein
Supremum (bzw. Infimum).

Beweisidee

Konstruktion des Supremums/Infimums per Intervallschachtelung
beginnen mit einer beliebigen oberen/unteren Schranke und einem
Element aus der Menge. O
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Satz 2.20 (Existenz von Wurzeln)

Zu jedem x € R~q und jedem k € N gibt es genau ein y € R~y mit
1
yK=x,d h.y = x¥ odery = ¥/x (k-te Wurzel von x).

Beweisidee
Konstruktion einer Intervallschachtelung per Induktion, sodass y in allen
Intervallen liegt und Nachweis, dass y die gesuchte Wurzel ist. Ol
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Satz 2.21 (Uberabzihlbarkeit von R)

Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht abzdhlbar.

Wenn R abzihlbar wire, so kdnnte man eine Anordnung xi, X2, ... aller
reellen Zahlen finden.

Wir konstruieren eine Intervallschachtelung, deren Intervalle eine Zahl y
enthalten, die nicht zur Aufzdhlung gehort.
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3. Folgen und Reihen
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3.1 Folgen und Grenzwerte
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Definition 3.1 (Folge)

Unter einer Folge versteht man eine Abbildung f : N — R. Jedem n € N
wird ein a, € R zugeordnet. Man schreibt (ap)nen oder (a1, a2, .. .).

n Index der Folge

ap Glieder der Folge
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f = (an)nen sei eine Folge, dann ist
|fll :=sup{|an| | n € N} die Norm der Folge.

Definition 3.2 (konvergente Folgen)

Eine Folge (an)nen heilt konvergent gegen a € R, falls gilt: zu jedem
e > 0 existiert ein ng € N, sodass |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng

Beachte, dass ng von ¢ abhangt!
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Falls f gegen a konvergiert, so nennt man a den Grenzwert von f und
schreibt:

lim a, = a oder a, — a fir n = oo
n—o0

Eine Folge die gegen 0 konvergiert, heifft Nullfolge.

Der Grenzwert einer Folge ist, falls er existiert, eindeutig.

Beweisidee

Die Annahme, dass zwei Grenzwerte existieren wird zum Widerspruch
gefiihrt indem gezeigt wird, dass der Abstand der beiden Grenzwerte zu
groB ist und die Folge nur gegen einen von ihnen konvergieren kann.  [J
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Definition 3.4 (Beschréankte Folge)

Eine Folge f = (an)nen heift nach oben (bzw. nach unten)
beschrinkt, falls es eine Konstante K € R gibt, sodass a, < K fiir alle
n € N (bzw. a, > K fiir alle n € N). Die Folge heilt beschrdnkt, falls
lan| < K fiir alle n € N,
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Definition 3.5 (Bestimmt divergente Folge)

Eine Folge f = (an)nen heilt bestimmt divergent gegen oo, falls ein
ng € N existiert, sodass fiir alle n > ng, a, > 0 und (al,,)neN,nzno gegen 0
konvergiert.

Entsprechend kann man bestimmt Divergenz gegen —oo definieren.
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Jede konvergente Folge f ist beschrankt.

Beweisidee
Ab einem vorgegebenem Index ng weichen alle Glieder der Folge um nicht
mehr als ein vorgegebenes € vom Grenzwert ab.

Damit kann kein Glied groRer als eines der Glieder mit Indizes kleiner ng
oder der Grenzwert plus dem vorgegebenen ¢ sein.

Durch diese Schritte wurde ein Grenzwert definiert. ]

Die Umkehrung des Satzes gilt natiirlich nicht!
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3.2 Rechenregeln fiir konvergente Folgen
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Definition 3.7 (Rechenregeln fiir Folgen)

Seien (an)nen und (bp)nen zwei konvergente Folgen und ¢ € R.
Dann definieren wir:

L. (an)neN + (bn)nen = (an + bn)nen
2. c- (an)nGN = (C . an)nGN
3. (an)neN : (bn)nEN = (an : bn)neN

(an)neN (an) -
4, = | — falls b, # 0 fiir alle n € N
(bn)nGN bn neN ! 7&
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Satz 3.8 (Grenzwerte kombinierter Folgen)

Seien (an)nen und (bp)nen zwei konvergente Folgen und ¢ € R.
Dann gilt:
) 00 (an - n) = i (an) =+ Jirm (Be)

i) lim(c-ap)=c- nIi_}rr;O(a,,)

n—o0
Y g (an- o) = Ji (an) - g (bn)
2 lim (a,
iv) lim () =222 falls b, # 0 fiir alle n € N und
n—oo \ by ||_>m (bn)
Jim o #0 )
Beweisidee
Jeweils geschickter Einsatz der Definition des Grenzwertes von Folgen.
O
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Seien (an)nen und (bn)nen zwei konvergente Folgen mit ap, < by,.

Dann gilt auch lim a, < lim b,.
n—o0 n—o0

Beweisidee
Nachweis, dass der Grenzwert der Differenzfolge ¢, = b, — a, groler

gleich 0 ist. O

Vorsicht, der Satz gilt nicht, wenn < durch < ersetzt wird!
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Satz 3.10 (Sandwich-Theorem)

Seien (an)nen, (bn)nen und (cn)nen Folgen mit a, < b, < cp.

Sind (an)nen und (cp)nen konvergent mit lim a, = lim ¢,
n—o0 n—oo

dann ist auch (bp)nen konvergent und es gilt

lim a, = lim b, = lim c,.
n—oo n—o00 n—oo
i
Beweisidee
Vorgabe von ng und e fiir die Folgen a, und c¢,. Daraus Ableitung eines
passenden ng und € fiir Folge by,. O
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3.3 Monotone Folgen und Teilfolgen
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Definition 3.11 (Monotone Folge)

Eine Folge (an)nen heilt
» monoton wachsend, falls a, < a,,1 fiir alle n € N,

streng monoton wachsend, falls a, < apy1 fir alle n € N,

| 2
» monoton fallend, falls a,, > a,.1 fiir alle n € N, und
>

streng monoton fallend, falls a, > a,1 fiir alle n € N.
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Definition 3.12 (Teilfolge)

Sei (an)nen eine Folge und ny < my < n3 < ... eine aufsteigende
unendliche Folge natiirlicher Zahlen, dann heilt (ap, )ken = any; any, - - -
eine Teilfolge der Folge (ap)nen-
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Jede Teilfolge (an, )ken einer konvergenten Folge (an)nen ist konvergent
und es gilt lim a, = lim a, = a.
k—o0 n—00

Beweisidee

Das €, np-Kriterium gilt auch, wenn nur ein Teil der Folgenglieder
betrachtet werden. O
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Satz 3.14 (Divergenzkriterium)

Besitzt eine Folge (an)nen
i) eine divergente Teilfolge oder
ii) zwei konvergente Teilfolgen (apn, )ken und (an,)ieny mit
kli—>r20(ank )7 /l—i>r20(a"’ )

so ist die Folge divergent.

Beweisidee
i) folgt aus Satz 3.13 und bei ii) kann der Grenzwert nicht eindeutig sein,
wenn die Folge konvergent wire. O
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Satz 3.15 (Konvergenzkriterium)

Jede beschriankte monotone Folge ist konvergent. Genauer formuliert:
i) Ist f = (an)neny monoton wachsend und nach oben
beschrankt, so ist f konvergent und es gilt
lim a, =sup{a, | n € N}
n—o0
i) Ist f = (an)neny monoton fallend und nach unten
beschrankt, so ist f konvergent und es gilt
lim a, =inf{a, | n€ N}
n—o0

Beweisidee
Beschrankte Folgen haben ein Supremum bzw. Infimum. Es wird gezeigt,
dass das Supremum (Infimum) dem Grenzwert bei monotonen Folgen

entspricht. ]
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Jede Folge enthilt eine monotone Teilfolge.

Beweisidee

Betrachte Menge N; von nicht kleiner werdenden Elementen. Falls Ny
unbeschrankt, dann ist dies die monotone Teilfolge, ansonsten wir eine
monoton fallende Folge rekursiv erzeugt. O
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Satz 3.17 (Bolzano-Weierstral})

Jede beschrinkte Folge (ap)nen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweisidee
Folgt aus den S&tzen 3.15 und 3.16. Ol
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Definition 3.18 (Haufungspunkt)

Fiir eine Folge (an)nen heift a Haufungspunkt, wenn es eine Teilfolge
(an,)ken von (an)nen gibt und klim an, = a.
—00
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Definition 3.19 (Cauchy-Folge)

Eine Folge (an)nen heit Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve >0 3dng € NVn > ng = |a, — an,| < €.
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i) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

i) Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt.

iii) Besitzt die Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge,
so ist sie selbst konvergent.

Beweisidee
i) aus der €, ny Bedingung abgeleitet.
i) Ab ng kann kein Folgenglied groRer als ap, + € sein, damit
kann kein Folgenglied groBer als
max (Maxnp<n, (an) , an, + €) sein.
iiif) Herleitung der €, ny Bedingung fiir die Folgenglieder, die
nicht zur konvergenten Teilfolge gehdren.
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Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweisidee
Folgt aus den vorherigen Satzen. Ol
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Eine Folge (an)nen ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.
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3.4 Ein Algorithmus zur Wurzelberechnung
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Seien a > 0 und x; > 0 reelle Zahlen.

Sei (xn)nen definiert als xp41 1= %(x,7 4= Xin)

Dann konvergiert (xp)nen gegen v/a (d.h. x*> = a).

Beweisidee

In 4 Schritten:

i) zeige x, > 0.

ii) zeige x2 > a fiir n > 1.

iii) zeige xpy1 < Xxp flir n > 1.

iv) zeige: Grenzwert der Folge ist gerade die gesuchte Wurzel. O
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3.5 Reihen
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Definition 3.24 (Reihe)

Man nennt den formalen Ausdruck

o
Z ax = a1+ ax +--- mit ax € R eine (unendliche) Reihe und

k=1
n

Sp = Z ax die n-te Teilsumme.
k=1
Wenn die Folge der Teilsummen konvergiert, dann heiit die Reihe

konvergent. Eine nicht konvergente Reihe heifit divergent.
o0

Konvergiert sogar > |ak
k=1

, so nennt man die Reihe absolut konvergent.
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Korollar 3.25 (Cauchy-Konvergenzkriterium)

o0
Die Reihe > ax konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
k=1
n
> ak

k=m

no € N gibt, sodass < e firalle n > m > ng.
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o0

Eine Reihe > ay mit ay > 0 fiir alle k € N konvergiert genau dann,
k=1

wenn die Folge der Teilsummen beschrinkt ist.

Beweisidee

Sp ist monoton wachsend, so dass Satz 3.15 gilt.

Bei unbeschrankten Teilsummen gilt offensichtlich lim,_, . s, = 00, so
dass die Reihe divergent ist. O
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Satz 3.27 (Rechnen mit konvergenter Reihe)

o0 o0
i) Seien Y ax und ) by konvergente Reihen, so sind auch

k=1 k=1
> (ak + bk) und " (ak — bk) konvergent, und es gilt:
k=1 k=1
[e.°] o0 [e.e]
> (ak +bk) = > axk+ > by und
k=1 k=1 k=1
Z(ak—bk): Zak— Zbk-
k=1 k=1 k=1

o
ii) Ist die Reihe > a) konvergent und c € R, dann gilt:
k=1

oo o0
docrag=c- )Y, ak.
k=1 k=1
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Satz 3.27 (Fortsetzung)
iif) FurJedes I € N mit | > 1 gilt:

Z a konvergent & Z ai konvergent.
k=I k=1

iv) Sind die Reihen Y ax und Z by konvergent und gilt
k=1 k=1

o0 o0
ax < bVk €N, so gilt > ax < > bx.
k=1 k=1

Beweisidee
Wie bei der Grenzwertbestimmung konvergenter Folgen. Ol
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Satz 3.28 (Leibniz Kriterium)

Sei (ak)ken eine monoton fallende Folge reeller nicht negativer Zahlen

&)
mit klim ax = 0. Dann konvergiert die alternierende Reihe S (—1)kay.
— 00

k=1
Beweisidee
Betrachte die Teilfolgen mit positivem und negativem Vorzeichen und
zeige die Konvergenz gegen einen identischen Grenzwert. Ol
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3.6 Absolut konvergente Reihen
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oo

Wenn die Reihe ) ay absolut konvergiert, so konvergiert sie auch im
k=1

gewdhnlichen Sinne.

Beweisidee
Nutzung der Dreiecksungleichung. O
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Satz 3.30 (Majorantenkriterium)

o
Sei > ck eine konvergente Reihe mit ausschlieBlich nicht-negativen
k=1
Gliedern und (ax)ken eine Folge mit |ax| < cx fiir alle k € N, dann
o0

konvergiert die Reihe ) aj absolut.
k=1

Beweisidee
Nutzung der €, ng Bedingung fiir die Partialsummen und der
Rechenregeln fiir konvergente Reihen. O
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Satz 3.31 (Minorantenkriterium)

o
Sei Y ck eine divergente Reihe mit ausschlieBlich nicht-negativen
k=1
Gliedern und (ax)ken eine Folge mit ay > ¢y fiir alle k € N. Dann
o0

divergiert die Reihe ) ay.
k=1

Beweisidee
Ahnlich zum Majorantenkriterium. O
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Satz 3.32 (Wurzelkriterium)

o0

Sei Y ay eine Reihe. Gibt es ein c € R und g € R mit 0 < g < 1, sodass
k=1
lak| < c- g fiir alle k € N, dann ist die Reihe absolut konvergent.

Beweisidee
Nutzung der geometrischen Reihe als Majorante. Ol
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Satz 3.33 (Quotientenkriterium)

oo
Sei > ax eine Reihe mit ay # 0 fiir alle k > ng. Es gebe eine reelle Zahl
k=1
g€ R mit0< g <1, sodass a’;:l < q fiir alle k > ng, dann ist die
Reihe absolut konvergent.
Beweisidee
Nutzung der geometrischen Reihe als Majorante (wie im
Wurzelkriterium). O
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Satz 3.34 (Umordnung)

o

Sei > ax eine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert jede
k=1

Umordnung der Glieder der Reihe gegen den selben Grenzwert.

Beweisidee

Darstellung der Umordnung als bijektive Abbildung und Berechnung von
zwei Teilsummen fiir gegebenes &, ng, eine mit allen Indizes 1,..., ng und
eine fiir die restlichen Indizes. O
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3.7 Die Exponentialreihe

Peter Buchholz: Mafl 2

81



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

Satz 3.35 (Exponentialreihe)

Fiir jedes x € R ist die Exponentialreihe

> X
exp Z k_
k=0

absolut konvergent.

Beweisidee
Mit Hilfe des Quotientenkriteriums. ]
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Satz 3.36 (Cauchy-Produkt)

o0 o0
Seien _ ax und ) by absolut konvergente Reihen. Fiir n € N sei

k=0 k=0
n

Cni= > ak - bp_kx = aobn+ aibp—1 + - + anbo. Dann ist die Reihe

k=0
ek = (Z ak> . (Z bk> absolut konvergent.
k=0 k=0 k=0 |
Beweisidee

Beweis iiber zwei Indexmengen, von denen eine alle Indizes umfasst und
die zweite nur einen Teil der Indizes umfasst. Nachweis, dass die Differenz
der beiden Reihen gegen O konvergiert. Ol
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Satz 3.37 (Eigenschaften der Exponentialreihe)

Fiir die Exponentialreihe exp(x) gelten folgende Eigenschaften:
i) ¥x,y € R. exp(x + y) = exp(x) - exp(y)
) Vx € R. exp(—x) = expl(x)
iif) ¥x € R. exp(x) > 0
)

iv) Vn € Z. exp(n) = e"

i

Beweisidee

i) Nutzung der Ergebnisse fiir das Cauchy-Produkt.

i) Nutzung von i) und Berechnung von exp(x) - exp(—x).

iiif) Einsetzen in die Reihenformel fiir x > 0 und Nutzung von ii) fir

x < 0.

iv) per Induktion. O
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3.8 Potenzreihen
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Definition 3.38

Sei (ak)ken, eine Folge und x € R, dann ist eine Potenzreihe P(x) wie
folgt definiert:

(o]
P(x)=> ax-x*=ag+aix+ax’+...
k=0

mit ax € R.

Alternative Darstellung:

P(X): Z ak-(X—Xo)k :a()—|-31(X—X0)—|-32(X—X0)2—|-...
k=0
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Satz 3.39 (Konvergenz von Potenzreihen)

Konvergiert eine Potenzreihe P(x) in einem Punkt xo # 0, so konvergiert
sie in jedem Punkt x mit |x| < |xo| absolut.

Beweisidee
Beweis mit Hilfe des Wurzelkriteriums. O

Konvergenzradius einer Potenzreihe r = sup {x € R | P(x) konvergiert} .
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4. Funktionen

Peter Buchholz: Mafl 2

88



technische universitat
dortmund

LS Informatik IV

Kapitelgliederung
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4.1 Grundlegende Definitionen
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Definition 4.1 (Funktion)

Seien A und B zwei nichtleere Mengen. Eine Funktion f mit
Definitionsbereich A und Zielbereich (oder Bildbereich) B ist eine
Vorschrift, die jedem Element aus A ein eindeutiges Element aus B
zuordnet.
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Definition 4.2 (Eigenschaft von Funktionen)

Eine Funktion f : A — B heift
1. injektiv, wenn zu jedem y € B héchstens ein x € A mit f(x) =y
gehért (d h. x1 55 Xo = f(Xl) 75 f(Xz)),
2. surjektiv, wenn jedes y € B als Abbild eines x € A auftaucht (d. h.
Vy € Bix € Af(x) =y),
3. bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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Definition 4.3 (Umkehrfunktion)

Fiir eine bijektive Funktion f : A — B definieren wir die Umkehrfunktion
f1:B — Aals f~}(y) = x genau dann wenn f(x) = y.
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Definition 4.4 (Rationale Operationen auf Funktionen)

Seien f,g : A — R Funktionen und c € R. Dann sind die Funktionen
f+g:A—= R, cf : A= R, fg: A— R definiert durch

(F+g)x) = f(x)+elx),
(cHx) = cf(x),
(f)(x) = f(x)g(x).

Sei A= {x € A| g(x) # 0}, dann ist die Funktion gfr : A" — R definiert

durch . F(x)
(&) 0=
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Definition 4.5 (Konkatenation von Funktionen)

Seien f : A— R und g : B — R Funktionen und f(x) € B fiir alle x € A.
Dann ist die Funktion g o f : A — R definiert durch (g o f)(x) = g(f(x)).

Peter Buchholz: Mafl 2 95



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

4.2 Polynome und rationale Funktionen
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Polynomfunktionen: Seien n € Ny, ag,a1,...,a, € R, p: R — R mit
p(x) = apx" 4+ -+ a1x + ag.

Das grolite n mit a, # 0 heilt der Grad des Polynoms.
Multiplikation von Polynomfunktionen

p(x) = apx" + -+ a1x + ap und

q(x) = bpx™ + -+ bix + by

Polynomfunktionen vom Grade n und m. Dann ist

h(x) = (p- q)(x) = cmynx™ "+ - + ax + @

eine Polynomfunktion vom Grad n+ mund ¢, = > a,bs.
0<r<n
0<s<m
r+s=k
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Seien p(x) und q(x) Polynome vom Grad n und m mit m < n. Dann gibt
es Polynome s(x) und r(x), so dass

p(x) = s(x)q(x) + r(x).

Der Grad von s(x) entspricht der Differenz Grad p - Grad q und Grad r <
Grad q.

v

Beweisidee

Schrittweise Konstruktion des Polynoms s(x), so dass jeweils der
Koeffizient der hochsten Potenz des Restpolynoms zu 0 wird.

Zeigen, dass die resultierende Darstellung eindeutig ist. Ol
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Korollar 4.7

Ein Polynom p(x) ldsst sich genau dann ohne Rest durch q(x) = x — x
teilen (x1 € R), wenn x; eine Nullstelle von p(x) ist.

q(x) = x — x1 bezeichnet man auch als einen Linearfaktor.
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Seien p(x) = apx" + -+ + a1x + ap und
q(x) = bpx™ + -+ bix + by
Polynome und A = {x | q(x) # 0}.

Dann ist die rationale Funktion r : A — R definiert durch

r(x) = (”) (x) = PX).

q a(x)
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4.3 Beschrankte und monotone Funktionen
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Definition 4.8 (Beschréankte Funktion)

Eine Funktion f : A— R heilt beschrdnkt, wenn |f(x)| < K fir K € R
und alle x € A.
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Definition 4.9 (Kompaktes Intervall)

Unter einem kompakten Intervall versteht man ein abgeschlossenes und
beschrénktes Intervall [a, b] C R.
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Definition 4.10 (Monotonie von Funktionen)

Sei ACR und f: A— R eine Funktion,

monoton wachsend f(x) < f(xX)

. streng monoton wachsend f(x) < f(x)

f heikt monoton fallend falls f(x) > f(x)
streng monoton fallend f(x) > f(x)

fir x,x' € A mit x < x'.
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Sei ACR und f : A— R eine Funktion. Ist f streng monoton, so ist
injektiv und die Umkehrfunktion f=1 : f(A) — A ist ebenfalls streng
monoton (im gleichen Sinne).

Beweisidee

Beide Richtungen einzelnen zeigen.

=1 Aus strenger Monotonie folgt x # x’ — f(x) # f(x).

<: Widerspruchsbeweis unter Nutzung der Beziehung
fog=fofl=id O
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4.4 Grenzwerte von Funktionen
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Definition 4.12 (Beriihrungspunkt/Haufungspunkt)
SeiACRundacR

1. a heiBt Beriihrungspunkt von A, falls in jeder e-Umgebung von a,
d.h. Us(a) = (a—e,a+¢),e > 0, mindestens ein Punkt von A liegt.

2. a heit Haufungspunkt, falls in jeder e-Umgebung von a unendlich
viele Punkte von A liegen.
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Definition 4.13 (Grenzwert einer Funktion)

Seif:A— R, ACR und a € R ein Beriihrungspunkt von A. Man
definiert dann Ii_r)n f(x) = c als Grenzwert, falls fiir jede Folge (xn)nen,
X—a

Xp € Amit lim x, =a, lim f(x,) = c gilt.
n—oo n—0o0
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Einige spezielle Grenzwerte:
1. Ii{"n f(x) = c bedeutet: a ist Berithrungspunkt von AN (a, c0) und
X \a

fir jede Folge (x5)neny mit x, € A, x, > a und lim x, = a gilt
n—oo
i, ) = €
2. Ii}n f(x) = c bedeutet: a ist Beriihrungspunkt von AN (—o0, a) und
X /'a
fiir jede Folge (xn)nen mit x, € A, x, < aund lim x, = a gilt
. n—o0o
g ) = €
3. lim f(x) = c bedeutet: A ist nach oben unbeschrankt und fiir jede
X—00
Folge (xn)nen mit lim x, = oo gilt lim f(x,) = c.
n—oo n—o0

4. lim f(x) = c bedeutet: A ist nach unten unbeschrankt und fiir
X——00

jede Folge (xp)nen mit nI|_>r20 xp = —oo gilt nli_>moo f(xn) = c.

Peter Buchholz: Mafl 2 109



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

4.5 Stetige Funktionen
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Definition 4.14 (Stetigkeit)

Sei f : A — R eine Funktion und a € A. Die Funktion f heilit stetig im
Punkt a, falls Iil1>1 f(x) = f(a).
X—a

f heiBt stetig (in A), falls f in jedem Punkt aus A stetig ist.
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Satz 4.15 (Operationen auf stetigen Funktionen)

Seien f, g : A — R Funktionen, die in a € A stetig sind und sei c € R.
Dann sind auch die Funktionen

i)f+g:A—=>R
i) ef :A—=R
i) f-g:A—=>R
im Punkt a stetig.
Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion
iv) é A SR

in a stetig. Dabei ist A = {x € A | g(x) # 0}.

Beweisidee
Nutzung der Rechenregeln fiir Folgen. O
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Korollar 4.16

Jede rationale Funktion ist in ihrem Definitionsbereich stetig.
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Satz 4.17 (Komposition stetiger Funktionen)

Seif:A— R undg: B — R Funktionen mit f(A) C B. Die Funktion f
seiina € A und g in b= f(a) € B stetig. Dann ist die Funktion
gof:A— R in a stetig.

Beweisidee
Fortsetzung der Stetigkeit der ersten Funktion als Argument der zweiten
Funktion. O
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Satz 4.18 (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0 (bzw.
f(a) > 0 und f(b) < 0). Dann existiert ein c € (a,b) mit f(c) = 0.

Beweisidee
Konstruktion einer Intervallschachtelung, die die Nullstelle direkt bestimmt
oder diese als eindeutigen Wert enthilt, der in allen Intervallen liegt. [
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Korollar 4.19

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion und y € R mit f(a) <y < f(b)
(bzw. f(a) > y > f(b) ). Dann existiert ein c € (a, b) mit f(c) = y.
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Korollar 4.20

Sei | C R ein Intervall und f : | — R eine stetige Funktion. Dann ist auch
J=f(I) CR ein Intervall.
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Satz 4.21 (Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen)

Jede in einem kompakten Intervall stetige Funktion f : [a, b] — R ist
beschrankt und nimmt thr Minimum und Maximum an.

D. h. es existiert ein ¢ € [a, b], sodass f(c) = sup{f(x) | x € [a, b]} und
ein d € [a, b], sodass f(d) = inf{f(x) | x € [a, b]}.

Beweisidee

Beweis iiber die Konvergenz von (Teil-)Folgen, die in Verbindung mit der
Stetigkeit dazu fiihrt, dass f beschrankt ist und ein Maximum in Intervall
annehmen muss. O
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Satz 4.22 (¢ — 0 - Definition von Stetigkeit)

Sei ACR und f : A— R eine Funktion. f ist genau dann im Punkt
a € A stetig, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein 0 > 0, sodass |f(x) — f(a)| < ¢ fiir alle
x € A mit |x — a| <.

Beweisidee

Beweis jeweils in eine Richtung:

€, 0 existieren = Stetigkeit: Zu zeigen, dass aus der Konvergenz der x,
gegen a die Konvergenz der f(x,) gegen f(a) folgt.

Stetigkeit = ¢, d existieren: Widerspruchsbeweis unter der Annahme, es
gibe zu einem ¢ kein passendes §. Ol
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Korollar 4.23

Sei f : A — R stetig im Punkt a € A und f(a) # 0. Dann ist f(x) # 0 fiir
alle x in einer Umgebung von a. D. h. es existiert ein 6 > 0, sodass

f(x) # 0 fiir alle x € A mit |x — a| < .
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Korollar 4.24

Sei | C R ein Intervall und f : | — R stetig und streng monoton

(wachsend oder fallend). Sei J = f(I), dann bildet f das Intervall |
bijektiv auf J ab und die Umkehrfunktion f=1 : J — R ist stetig.
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Definition 4.25 (GleichmaBige Stetigkeit)

Eine Funktion f : A — R heit in A gleichmiRig stetig, wenn gilt: Zu
Jedem £ > 0 existiert ein 6 > 0 so dass |f(x) — f(x')| < ¢ fiir alle
x,x' € A mit |x — x'| < 6.
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Satz 4.26 (Stetigkeit auf kompakten Intervallen)

Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion f : [a, b] — R ist
dort gleichmaBig stetig.

Beweisidee
Widerspruchsbeweis unter Nutzung der Existenz konvergenter Teilfolgen
fiir beschrankte Folgen. O
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4.6 Logarithmen und allgemeine Potenzen
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Definition der Exponentialfunktion iiber die Exponentialreihe:

1. exp bildet R bijektiv auf R ab
2. exp ist streng monoton wachsend
= Umbkehrfunktion In(x) : Rso — R existiert
» In(exp(x)) = exp(In(x)) = x
» In(1) =0und In(e) =1
<0 fir x€(0,1)
> In(x) = 0 fir x=1
>0 fir xe(1,00)
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Bisherige Potenzen, die wir fiir n € N betrachtet haben

> 3" =a-a-a-...-a(aeR)
—_—
n-mal

» %=1 (acR\{0})
> a "= 4 (aeR\{0})

an

> an = {/a (a € Rao)

Daraus kann man ableiten:
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Definition 4.27 (Exponentialfunktion fiir allgemeine Basen)

Fiir a € R~ sei die Funktion exp, : R — R definiert als

exp,(x) = exp(xIn a).
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Satz 4.28

Die Funktion exp,(x) ist stetig und es gilt
i) expy(x +y) = exp,(x) exp,(y) fir alle x,y € R
ii) exp,(n) = a" fir alle n € Z

iii) exp, (g) = /aP fiiralle p € Z und q € N\ {1}

Beweisidee
Anwendung der Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion. O

Peter Buchholz: Mafl 2 128



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

Satz 4.29

Fiir a,b € R~g und x,y € R gelten folgende Rechenregeln:
i) aa = aty
i) () = 2
i) a*b* = (ab)*
)

iv ( L) =a~
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Definition 4.30
Seia € Rog \ {1}, dann ist der Logarithmus zur Basis a definiert als

o8, (x) = ',EX§
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4.7 Trigonometrische Funktionen
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—27 —17 0|
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Definition 4.31

Fiir alle x € R sind die Funktionen cos : R — R und sin : R — R definiert
als

ce « X2k K X2k+1
cos(x):kz:zo(—l) 20 und sin(x Z(— ) T
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Die Reihen fiir cos(x) und sin(x) konvergieren absolut fiir alle x € R.

Beweisidee
Beweis unter Nutzung des Quotientenkriteriums. Ol
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Restglied bei Abbruch der Summation nach endlicher Schrittzahl

n n
2k x2k+1

cos(x) = kz_;)(l)k(21<)!+r2"+2(x)’ sin(x) = g(l)km—iﬁl)lﬂz”“(x)'

Satz 4.33
Fiir die Restglieder der Cosinus- und Sinus-Reihe gelten die folgenden
Abschétzungen

|r2n42(x)| < (2] fiir x| < 2n+3

|2043(X)| < GGppay fir x| <20+ 4

Beweisidee
Abschatzung der unendlichen Summen. Ol
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Definition 4.34 (Periodische Funktion)

Eine Funktion f : R — R heilt periodische Funktion, wenn es ein p > 0
gibt, so dass

() = F(x + )
fiir alle x € R.

Das kleinste p € R<q mit der obigen Eigenschaft heilt Periode der
Funktion f.
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Satz 4.35 (Eigenschaften von sin und cos)

Es gilt:

i) sin? x + cos?> x = 1 (Satz des Pythagoras)

i) cos(—x) = cos(x)
sin(—x) = —sin(x)

iii) cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

iv) cos(x + 27) = cos(x)
sin(x + 27) = sin(x)

v) cos(x) =0 x € {5+ kr| k€Z}
sin(x) =0 x e {kr | ke Z}

vi) |sin(x)] <1
|cos(x)] <1
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5. Differenzierbare Funktionen
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Kapitelgliederung

5.1 Differenzierbarkeit einer Funktion
5.2 Differentiations-Regeln

5.3 Ableitungen héherer Ordnung

5.4 Numerisches Differenzieren

5.5 Lokale Extrema und Mittelwertsatze

5.6 Kurvendiskussion
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5.1 Differenzierbarkeit einer Funktion
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Definition 5.1 (Differenzierbarkeit)

Seiac ACR undsei f: A— R eine Funktion. f heifit in a
differenzierbar, falls der Grenzwert

im f(x) —f(a)

X —a

/
fla)=lim
x€A\{a}

existiert. |
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Eine Funktion f : A— R (A C R) ist in einem Haufungspunkt a € A
genau dann differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt, sodass

f(x)=f(a)+c-(x—a)+ r(x)
fir x € A und r(x) eine Funktion mit der Eigenschaft

im ) g

x—a, X#a X — a

ist. Es gilt in diesem Fall c = f'(a).

Beweisidee
=" Falls f diff’bar, dann limx—a ")

X—a

= 0 zeigen.

.<=" Def. der Diff'barkeit ergibt sich genau aus den Grenzwerten.
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Satz 5.3 (Stetigkeit - Differenzierbarkeit)

Ist die Funktion f : A— R (A C R) in a € A differenzierbar,
so ist sie in a € A auch stetig.

Beweisidee
Nutzung der Darstellung aus Satz 5.2. Ol
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5.2 Differentiations-Regeln
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Satz 5.4 (Algebraische Operationen)

Seien f,g : A— R in a € A differenzierbar und c € R. Dann sind auch
die Funktionen f +g,c-f,f-g: A— R in a differenzierbar und es gelten
folgende Rechenregeln:

i) Linearitdt: (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a)

(c-f)(a) =c-f(a)

i) Produktregel: (f - g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a)
Ist ferner g(x) # O fiir alle x € A, so ist auch die Funktion é A= R
differenzierbar und es gilt:

iiif) Quotientenregel: (é)’(a) = f/(a)g(?;(:)(a)g,(")

Beweisidee
Betrachtung der kombinierten Grenzwerte. Ol
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Satz 5.5 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei | C R ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt besteht und sei

f : | — R eine stetige, streng monotone Funktion und g = f~1: J = R
mit J = f(I) deren Umkehrfunktion.

Ist f in a € | differenzierbar und gilt f'(a) # 0, so ist g in b= f(a)
differenzierbar und es gilt:

1 1
/
g b = =
0= F0) = 7le(®) 1
Beweisidee
Nutzung der Stetigkeit von g und Einsetzen der Grenzwerte in die
Definition der Ableitung. O
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Satz 5.6 (Kettenregel)

Seien f : A— R und g : B— R (A, B C R) Funktionen.

Sei f in a € A differenzierbar und g sei in b = f(a) differenzierbar.
Dann ist die zusammengesetzte Funktion gof : A— R

in Punkt a € A differenzierbar und es gilt

(gof)(a) =g'(f(a)) - f'(a) .

Beweisidee
Definition einer Hilfsfunktion

g)—=&)  fiIs
; = , falls y # b
g'(y) =9 7"
g'(b) , fallsy =b.
und Einsetzen von g*(x) in den Grenzwert. O
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5.3 Ableitungen héherer Ordnung
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Definition 5.7 (Ableitung hoherer Ordnung)

Sei f : A— R mit A C R. Dann ist die k-te Ableitung (oder Ableitung
k-ter Ordnung) von f in a € A definiert als f()(a) (f oben k, k € Np)

mit
1. fO(a) = f(a)
2. fkt)(a) = (F)(a)) : A = R, falls die Ableitung von f(¥)(a) in
a € A existiert.
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Satz 5.8 (Operationen auf Ableitungen)
SeikeN,ceR 0 #A#ACR undseienf: A— R undg:A— R k-mal
differenzierbar.
1. Dannsind f + g, f —g, c-f, f-g und falls g(x) # 0 fiir alle x € A
é k-mal differenzierbar und es gilt:
i) (f + &) (a) = F¥)(a) + gl (a)
i) (f — g))(a) = f*)(a) — gl)(a)
i) (cf)F(a) = cf(k)(a)
k : )
) (fg)¥(a) = 3= (5)f(a) - gF(a)
i=0
(Leibnizsche Formel)
k—1 (i) .
(k) fO@)-% (5)(£)" (@& )
W (57 @=—""=2

g - g(a)

v
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Satz 5.8 (Fortsetzung)

2. Ist ferner f(A) C B C R und g : B — R k-mal differenzierbar, so ist
auch (g o f) k-mal differenzierbar.

Beweisidee
Rekursive Anwendung der Differentiationsregel. O
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5.4 Numerisches Differenzieren
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Approximation der Ableitung durch

F1(x) ~ f(x+hi)7— f(x)

oder
f(x+h)—f(x—h)

f(x) ~

(x) h
fiir festes h > 0

Auftretende Fehler:

1. Approximationsfehler
2. Rundungsfehler
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expl (1) ~ exp(1 + h) — exp(1) 7
h

h Berechneter Wert | Fehler

1.0e+0 | 4.6707742704716058 1.9524924420125607¢e + 0
1.0e —2 | 2.7319186557871245 1.3636827328079359%9¢e — 2
1.0e —4 | 2.7184177470829241 1.3591862387896114e — 4
1.0e —6 | 2.7182831874306141 1.3589715690542903e — 6
1.0e —8 | 2.7182818218562939 | —6.6027512346522599¢ — 9
1.0e — 10 | 2.7182833761685279 1.5477094827964777e — 6
1.0e — 12 | 2.7187141427020829 4.3231424303780130e — 4
1.0e — 14 | 2.7089441800853815 | —9.3376483736635763e — 3
1.0e — 16 | 0.0000000000000000 | —2.7182818284590451e + 0
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exp(1l + h) —exp(1 — h)

/ ~
exp'(1) = o :

h Berechneter Wert Fehler

5.0e —1 | 2.8329677996379363 1.1468597117889123e — 1
5.0e —3 | 2.7182931546474443 1.1326188399163328¢ — 5
5.0e —5 | 2.7182818295923283 1.1332832450250407¢ — 9
5.0e — 7 | 2.7182818285176320 5.8586913098679361e — 11
5.0e — 9 | 2.7182818218562939 | —6.6027512346522599¢ — 9
5.0e — 11 | 2.7182833761685279 1.5477004827964777¢e — 6
5.0e — 13 | 2.7182700534922328 | —1.1774966812261312¢ — 5
5.0e — 15 | 2.7533531010703878 3.5071272611342685¢e — 2
5.0e — 17 | 0.0000000000000000 | —2.7182818284590451e + 0
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5.5 Lokale Extrema und Mittelwertsatze
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Definition 5.9 (Lokale Extrema)

Sei f : (a, b) — R eine Funktion, dann hat f in x € (a, b) ein lokales
Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn ein € > 0 existiert, sodass
f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fir alle y mit |x — y| < € gilt.

Gilt sogar f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fir alle y # x mit |x —y| < e
so spricht man von einem strikten lokalen Maximum (bzw. striktem
lokalen Minimum).
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Satz 5.10 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)

Die Funktion f : (a, b) — R besitze im Punkt x € (a, b) ein lokales
Extremum und sei in x differenzierbar. Dann ist f'(x) = 0.

Beweisidee
Zeigen, dass der Grenzwert in eine Richtung kleiner und in die andere
Richtung groRer 0 ist. O
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Satz 5.11 (Satz von Rolle)

Seia < bundf :[a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b).
Wenn die Funktion f in (a, b) differenzierbar ist, dann existiert ein
c € (a,b) mit f'(c) =0.

Beweisidee
Es muss ein lokales Extremum im Intervall existieren, dort ist die
Ableitung gleich 0 (nach Satz 5.10). O
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Satz 5.12 (Mittelwertsatz)

Seia < b undf :[a, b] — R eine stetige Funktion, die in (a, b)
differenzierbar ist. Dann existiert ein c € (a, b), sodass

f(b) —f(a) _
Ta—f(c).

Beweisidee
Definition einer Hilfsfunktion, so dass der Satz aus Satz 5.11 folgt. O]
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Korollar 5.13

Sei f : [a, b] — R eine stetige und in (a, b) differenzierbare Funktion mit
K~ < f'(x) < KT fiir alle x € (a, b) und K, Kt € R.

Fiir alle c,d € [a, b] mit ¢ < d gilt dann

K=(d—c) < f(d) — f(c) < KT(d —c).
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Satz 5.14 (Monotonie von Funktionen)

Sei f : [a, b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann gilt:

i) Vx € (a,b): f'(x) >0 < f in[a, b] monoton wachsend

ii) ¥x € (a,b): f'(x) >0 = f in[a,b] streng monoton wachsend

if) ¥x € (a,b) : f'(x) <0 < f in[a, b] monoton fallend

iv) Vx € (a,b) : f'(x) <0 = f in [a, b] streng monoton fallend
Beweisidee
Nutzung des Mittelwertsatzes 5.12 der den Zusammenhang zwischen den
Funktionswerten und der Ableitung herstellt. Ol
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Satz 5.15 (Strenges lokales Maximum/Minimum)

Sei f : (a, b) — R eine differenzierbare Funktion, die im Punkt x € (a, b)
zweimal differenzierbar ist.

Falls f'(x) = 0 und f"(x) > 0 (bzw. f"(x) < 0),

dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweisidee

Fiir ein strenges lokales Minimum zeigen, dass f streng monoton fallend

in (x — €, x) und streng monoton wachsend in (x, x + ¢) unter Nutzung

von Satz 5.14. O
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Satz 5.16

Sei f : (a, b) — R eine differenzierbare Funktion, die im Punkt x € (a, b)
n+ 1mal differenzierbar ist. Falls f'(x) = f?)(x) = ... = f(")(x) = 0 und
f(rt1)(x) # 0, dann besitzt f in x
i) ein strenges lokales Minimum, falls n ungerade ist und
f(n+1)( ) >0,
ii) ein strenges lokales Maximum, falls n ungerade ist und
fF()(x) < 0,

iii) kein Extremum, falls n gerade ist.

Beweisidee
Uber die Taylorreihenentwicklung der Funktion f, die wir in Kapitel 7
kennen lernen. O
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Definition 5.17
Sei (a, b) C R. Eine Funktion f : (a, b) — R heift konvex, wenn fiir alle

x1,% € (a,b) und alle X € (0,1) gilt
f()\Xl aF (1 = /\)X2) < )\f(Xl) aF (1 = )\)f(Xz)

Die Funktion heilft konkav, falls —f konvex ist. )
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Sei f : (a, b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion.
f ist genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 fiir alle x € (a, b).

Beweisidee

Jeweils eine Richtung beweisen.

Wenn die zweite Ableitung nicht-negativ ist, ist die erste Ableitung
monoton wachsend, woraus man mit Hilfe des Mittelwertsatzes die
Konvexitat ableiten kann.

Wenn f konvex ist, zeigt man per Widerspruchsbeweis, dass die zweite
Ableitung nicht negativ werden kann. O
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Satz 5.19 (Zweiter Mittelwertsatz)

Seien f : [a,b] — R und g : [a, b] — R zwei Funktionen, die auf [a, b]

stetig und auf (a, b) differenzierbar sind. Sei ferner g'(x) # 0 fiir alle

x € (a, b), dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein c € (a, b) mit
f(b) —f(a) _ f'(c)

g(b)—g(a) &'(c)

Beweisidee

Mit Hilfe von Satz 5.11 zeigt man, dass g(a) # g(b) gilt.

Im zweiten Schritt wird eine Hilfsfunktion definiert, auf die wieder Satz
5.11 angewendet werden kann, um den Rest zu zeigen. ]
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Satz 5.20 (Regel von L'Hospital 3)

Seien f : [a,b] = R und g : [a, b] — R zwei auf [a, b] stetige und auf
(a, b) differenzierbare Funktionen. Sei ¢ € [a, b] und g'(x) # 0 fiir
x € (a,b)\ {c}.

Gilt Ii_r)n f(x) =0 und I|m g(x) = 0 und existiert I|m i) e R,
X—C

g'(x)
so existiert auch )!lnc % und es gilt )![)nc % | im ;83

Beweisidee
Grenzwertbetrachtungen, die zeigen, dass

fF(xi) _ f'(xiv1)
g(xi) g&'(xi+1)
fiir Xi+1 € (X,', C). L]
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Definition 5.21 (Uneigentlicher Grenzwert)

Sei f : A— R und a ein Hiufungspunkt von A. Falls fiir alle K € R ein
d > 0 existiert, sodass f(x) > K fiir |x — a| < 0, so schreibt man

Falls lim —f(x) = 0o < lim f(x) = —o0.
X—a X—a
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Satz 5.22 (Regel von L'Hospital %)

Seien f : [a,b] = R und g : [a, b] — R zwei auf [a, b] stetig und auf
(a, b) differenzierbare Funktionen. Sei ¢ € [a, b] und g'(x) # 0 fiir
x € (a,b) \ {c}.

Gilt Iim f(x) = oo und Ii_r)n g(x) = oo und existiert lim F(x)
X—C

so existiert

x—c &'(x)’
auch I|m % und es gilt )!lnc % = llnc ;’(();))
Beweisidee

Anwendung von Satz 5.20 auf F(x) = ﬁ und G(x) = ﬁ-
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5.6 Kurvendiskussion

Peter Buchholz: Mafl 2

173



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

Punkte der Kurvendiskussion einer Funktion f : A — R:
1. Symmetrie

Verhalten am Rand des Definitionsbereichs

Nullstellen

Extrempunkte

Wendepunkte

ok W

Funktionsgraph
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. Symmetrie

Achsensymmetrie: f(x) = f(—x)
Punktsymmetrie: f(—x) = —f(x)

In beiden Fallen muss x € A< —x € A gelten!
. Verhalten am Rand

» Interessant sind Hiufungspunkte a ¢ A und
» bei unbeschrinktem A das Verhalten fiir x — oo bzw. x = —o0

Asymptote
Verhalten fiir x — oo beschrieben durch Gerade g(x) = ax + 3,
so dass limy_o0 (f(x) — g(x)) =0 («, 8 € R)
Es gilt:
lim fx) =aund lim (f(x) —ax) =4

X—00 X X—00

(analog fiir x — —o0)
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3. Bestimmung von Nullstellen
Berechne f(x) = 0 (siehe nédchstes Kapitel)

4. Berechnung von Extrempunkten
Notwendige Bedingung fiir lokalen Extrempunkt a € A:

f'(a) = 0 falls Umgebung (a — €,a + €) C A fiir e > 0 existiert

Hinreichende Bedingung

f""(a) < O fiir lokales Maximum, f”(a) > 0 fiir lokales Minimum
(weitergehende hinreichende Bedingungen siehe Satz 5.16)

Punkte “am Rand” von A separat untersuchen
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5. Wendepunkte

Punkt a € A, so dass € > 0 existiert und (a —€,a+ €) C A, sowie

fl/(X)

fl/(X)

<0
=0
>0
>0
=0
<0

firx € (a—¢,a)
firx=a
fir x € (a,a+¢)
firx € (a—¢,a)
firx=a
fir x € (a,a+¢)

oder

Hinreichende Bedingung: f”(a) = 0 und f3)(a) # 0.
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6. Losungen von Gleichungen
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Problemstellungen:
Nullstellenberechnung: f(x) =0
Fixpunktberechnung: f(x) = x (= g(x) = f(x) —x = 0)

Gleichungslosung: f(x) = g(x) (= h(x) = f(x) — g(x) =0)
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Bestimmung von x € A, so dass f(x) =0

» Fiir lineare oder quadratische Funktionen:
Berechnung mit vorgegebener Formel (analytische Berechnung)

» Fiir Polynome:
Nullstelle raten (bzw. numerisch berechnen) und Division durch
Nullstelle = Polynom niedrigeren Grades

» Fiir allgemeine Funktionen:
Iterative Berechnung: Bestimme eine Folge x,, so dass
limp— 00 f(x,) = 0 (Konvergenz)
ibliche Annahme: f(x) stetig im “Suchintervall”

» Nullstelle kann nur bis zu einer bestimmten Genauigkeit bestimmt
werden (z.B. durch Rundungsfehler)
» Verfahren sind nicht fiir alle Funktionen und Startpunkte konvergent
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Regula-falsi-Verfahren

Seien
> a,be A(a<b),
> f sei stetig auf (a, b) und
> f(a) <0< f(b)
(dhnliches Vorgehen fiir f(a) > 0 > f(b))
dann hat f eine Nullstelle im Intervall (a, b) (Satz 4.18):
AlgoritthS'

.c=b- f(b)i(b) )

2. falls |f(c)| < € Abbruch, c ist Approximation einer Nullstelle,

sonst falls f(c) < 0 setze a= ¢, sonst b= ¢
fahre bei 1. fort
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Nutzung der Sekante zur Approximation der Nullstelle
f(x)
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Newton-Verfahren

Seien
> a.be A(a<b),
> f seiin [a, b] stetig differenzierbar mit
f'(x) # 0 fiir alle x € [a, b]
Algorithmus:
1. wahle xp € [a, b], n =0

2. X1 = X — )

3. falls |f(xn+1)| < € Abbruch xpy1 ist Approximation der Nullstelle
sonst n = n+ 1 und fahre bei 2. fort

Konvergenz nicht fiir alle Funktionen und Startwerte garantiert
deshalb Test auf Divergenz (z.B. falls x,11 ¢ [a, b])
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Newton-Verfahren
(Nutzung der Tangente zur Approximation der Nullstelle)

f (xn)
f'(xn)

Xpn+1 = Xn —

f(x)

Xn4-1 Xn
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Beispiel: f(x) = x> — 2x + 2 gesucht f(x*) = 0

[—x322x+2
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Regula falsi Verfahren beim Start mit [a = —2,b = 2]:

Iter | x,

f(xn)

[Ey

-1

= O 000 ~N O OB~ Wb

-1.60000000000000
-1.74226804123711
-1.76525915299694
-1.76869676612426
-1.76920454153049
-1.76927941026461
-1.76929044630620
-1.76929207301219
0 | -1.76929231278630

3

1.10400000000000
0.195885054121246
0.0297238656781098
0.00440022008744556
6.48999157047747e-004
9.56704341859016e-005
1.41018647510371e-005
2.07859660550369e-006
3.06381915837761e-007
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Newton Verfahren mit Startwert x = —2
Iter | x, f(Xn)
1 -1.80000000000000 | -0.232000000000001

2
3
4

-1.76994818652850
-1.76929266290594
-1.76929235423870

-0.00484966192367065
-2.28141809621718e-006
-5.05373520809371e-013
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Newton Verfahren mit Startwert x = 2

Xn f(X”)

-
o
@

1.40000000000000 | 1.94400000000000
0.898969072164948 | 0.928559569528188
-1.28877932766546 | 2.43695785318703
-2.10576729901357 | -3.12597650870157
-1.82919995046025 | -0.462052754891566
-1.77171581206211 | -0.0179434164538637
-1.76929656115579 | -3.10942024261962¢-005
-1.76929235425134 | -9.39395228272133e-011
-1.76929235423863 | 0

O© 00 ~NO 1 b W =
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Newton Verfahren mit Startwert x =1

lter | x, | f(xn)

1 0 |2
2 1|1
3 0 |2
4 1)1

Newton Verfahren mit Startwert x = :l:\/g

fl(x)=3x>-2=f'(0)=0= ;((f()) undefiniert
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7. Der Satz von Taylor
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Satz 7.1 (Taylorsche Formel)

Sei f : A— R eine in A (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und
a € A. Dann gilt fiir alle x € A:

wobei es zu jedem x € A\ {a} (mindestens) ein
y € (min(x, a), max(x, a)) gibt, sodass R,(x) = M( — a)"t1,

(n71)!
Beweisidee

Rn(x) ist n+ 1 mal differenzierbar, so dass fiir jede Ableitung der zweite
Mittelwertsatz (Satz 5.19) angewendet werden kann. O
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Definition 7.2 (Taylor-Reihe)

Sei f : A — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion in a € A. Dann
heilt

© £(K)(4
T al0) = 30 -
k=0

die Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt a.

Taylor-Polynom vom Grad n im Entwicklungspunkt a:

" f(k) (g
Tif a6 = T P o)

k=0
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f(x) = In(x + 1) und die Taylor-Polynome T,(0,x) fir n=1,2,3

f(X) K T3(0)

/

/.- T(0)

T In(x +1)

~ T»(0)
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f(x) = cos(x) und die Taylor-Polynome T,(0, x) fir n =2,4,6
f(x)

T4(0)

cos(x
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8. Integralrechnung
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Kapitelgliederung

8.1 Das bestimmte Riemann-Integral

8.2 Der Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung
8.3 Die Technik des Integrierens

8.4 Uneigentliche Integrale

8.5 Anwendungen

8.6 Exkurs: Differentialgleichungen
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8.1 Das bestimmte Riemann-Integral
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Definition 8.1 (Zerlegung)

Gegeben seien ein Intervall [a, b] € R und eine endliche Anzahl von
Punkten xg,X1,...,Xp Mmita=xg < x3 < -+- < X, = b.

Dann heift Z = (xp, . .., xn) eine Zerlegung von [a, b] und
|Z| == max{x; —xj_1 : i =1,...,n} das FeinheitsmaB der Zerlegung Z.

Eine Zerlegung heilt dquidistant, wenn die Intervalle [x;_1, x;] fiir
i=1,...,n alle gleich groB sind.
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Definition 8.2 (Unter- und Obersumme)

Sei f : [a, b] — R beschrankt (Vx € [a, b].|f(x)| < K < 00) und Z eine
Zerlegung auf [a, b]. Wir nennen

(xi — xi—1) - inf{f(x) : x € [x;_1, Xj|} die Untersumme und

A

B
I

s

Il
—

(xi — xj—1) - sup{f(x) : x € [xj_1, x|} die Obersumme

L2

B
[

s

Il
—

von f beziiglich der Zerlegung Z.
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Definition 8.3 (Verfeinerung und Uberlagerung)

Eine Zerlegung Z wird eine Verfeinerungvon Zerlegung Z genannt
(in Zeichen: Z < Z) wenn Z alle Punkte von Z enthilt.

Eine Zerlegung Z, die genau die Punkte von Z und 7 enthélt, soll
Uberlagerung von Z und Z heien und mit Z = Z + Z bezeichnet
werden.
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Sei f(x) auf [a, b] beschrankt mit |f(x)| < K und Z eine Zerlegung von
[a, b]. Die Zerlegung Z entstehe aus Z durch Hinzunahme eines
zusatzlichen Punktes. Dann gilt:

a) s(Z2) < s(2) <s(2) +2K|Z|

b) S(Z) > S(Z2) > S(Z) - 2K|Z|

Beweisidee
Abschitzung des zusatzlichen Flacheninhaltes bei der Teilung eines
Intervalls. O
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Jede Untersumme ist kleiner oder gleich jeder Obersumme.

Beweisidee
Seien Z und Z zwei beliebige Zerlegungen. Dann gilt

Lem. ~_ Def. ~_ Lem. ~
s(Z) < s(Z+2) < S(Z+2) £ S(2)
8.4 8.2 8.4
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Definition 8.6 (Riemann-Integral)
Die Funktion f(x) sei auf [a, b] beschrankt. Man nennt

b
/f(x) dx :=sup{s(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a, b]}

a

das untere (Riemann-)Integral und

b

/f(x) dx :=inf{S(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a, b]}

a

das obere (Riemann-)Integral.

Peter Buchholz: Mafl 2

203




technische universitat
dortmund LS Informatik IV

Definition 8.6 (Riemann-Integral (Fortsetzung))

Sind unteres und oberes Riemann-Integral gleich, dann heift f(x) iber
[a, b] (Riemann-)integrierbar und

b

/f(x) dx = sup s(Z) = inf 5(2)
2 z Zerlegung von [a,b] z Zerlegung von [a,b]

heiBt das (Riemann-)Integral von f iiber [a, b].

Man nennt a (bzw. b) die untere (bzw. obere) Integrationsgrenze und
x die Integrationsvariable.
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b b
Esgilt [f(x)dx < [ f(x)dx bzw. sups(Z) < ing(Z).
a a V4

Beweisidee
Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z und Z gilt nach Satz 8.5 stets
s(Z2) < S(2).
Also gilt fiir ein beliebig fixiertes Z auch sups(Z) < S(2).
z

Da Z beliebig, kann es derart gewahlt werden, dass S(Z) = ir}fS(Z).
Folglich sups(Z) < igf S5(2). O
z
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Sei f auf [a, b] beschrinkt und Z, eine Folge von Zerlegungen mit
|Z,| — 0 fiir n — oo. Dann gilt

a) lim s(Z,) =sups(Z) und
n—o0 7

b) lim_ S(Zy) = inf S(2)

Beweisidee
Definition der passenden Zerlegung und Nutzung von Lemma 8.4 zur
Bestimmung des Grenzwerts. O
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Satz 8.9 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium)

Sei f(x) auf [a, b] beschrdnkt.

feR[abl<Ve>03Z():5(Z2)-s(Z2)<e

Beweisidee
=: wihle passende Zerlegungen, die um hdchsten €/2 vom Supremum
bzw. Infumum abweichen und zeige, dass dann S(Z) — s(z) < e.

<: da zu jedem ¢ eine passende Zerlegung existiert, kann der Grenzwert
fiir e — 0 betrachtet werden. Ol

Peter Buchholz: Mafl 2 207



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

Satz 8.10 (Integrierbarkeit stetiger und monotoner Funktionen)

a) f stetig auf [a, b] = f € R|a, b].

b) f auf[a, b] monoton = f € RJa, b].

Beweisidee
zu a) Herleitung aus der € — § Definition fiir Stetigkeit unter Nutzung der

gleichmaBigen Stetigkeit.

zu b) Nachweis, dass bei einer dquidistanten Zerlegung, die immer weiter
verfeinert wird, die Differenz zwischen 5$(Z,) und s(Z,) gegen 0
konvergiert. O
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Definition 8.11 ((Riemannsche) Zwischensumme)

Sei f auf [a, b] beschrankt, Z = (xp,x1,...,Xn) eine Zerlegung von [a, b]
und X; € [xi—1,x] firi =1,...,n. Man nennt

n

o(Z,%) = Z (xi —xi—1) - £(%)

i=1

die (Riemannsche) Zwischensumme von f auf [a, b].
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Lemma 8.12

Sei f auf [a, b| beschrankt. Fiir jede Zerlegung Z von |a, b] und beliebiges
€ > 0 gibt es Zwischenpunkte X und X mit

a) s(Z2) <o(Z,%) <s(Z)+e und
b) S(Z) —e <o(Z,%) < S(2)

Beweisidee

Wihle jeweils Werte aus den Intervallen der Zerlegung, deren
Funktionswerte sich um maximal €¢/(b — a) vom Minimum bzw. Maximum
unterscheiden O
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Satz 8.13

Sei f auf [a, b] beschrankt, Z, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0
fiir n — co mit passenden Zwischenpunkten (7). Es gilt

f € Rla, b] & Jede Riemansche Zwischensumme konvergiert .

In diesem Fall sind alle Grenzwerte gleich und sie haben den Wert
b

lim o (zn,x(”)) - /f(x) dx =: |

n—o00

a
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Beweisidee zu Satz 8.13

= da s(Z,) und S(Z,) konvergieren, kann das Sandwich-Theorem
genutzt werden.

«: Konstruktion konvergenter Teilfolgen, die gegen das untere und obere
Riemann-Integral konvergieren.

Da auch nach Voraussetzung die Mischung der beiden Folgen zwei
konvergente Teilfolgen besitzt und selbst konvergiert, miissen Teilfolgen
und Folge gegen den selben Grenzwert konvergieren .
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Satz 8.14

Sind die Funktionen f und g auf [a, b] integrierbar, so ist auch die
Funktion af + Bg fiir beliebige o, f € R auf [a, b] integrierbar und es gilt

b

/(af(x) + Bg(x))dx = a - /bf(x) dx+ 8- /bg(x) dx

a

Beweisidee
Herleitung des Integrals iiber die Zwischensummen. O
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Satz 8.15

Seien f und g integrierbar auf [a, b]. Dann gilt:

a) max{f, g}, min{f, g}, |f(x)| sind integrierbar auf [a, b].
b b

b) Falls f < g fiir alle x € [a, b], dann [f(x)dx < [g(x)dx.

b

[f(x)dx

a

b
c) §3f|f(x)|dx

Beweisidee
Herleitung jeweils aus der Darstellung der Integrale iiber Ober- und
Untersummen (fiir a)) oder Zwischensummen (fiir b)). O
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Satz 8.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f € R[a, b] und m < f(x) < M fiir x € [a, b]. Dann ist
a) m(b—a) < ff(x) dx < M(b— a)
b) IZ't f(x) auf [aa, b] zudem stetig, dann existiert ein X € (a, b) mit

:aff(x) dx = (b — a)f(X)

Beweisidee

Teil a) durch Intgeration der Ungleichung

Teil b) unter Nutzung des Zwischenwertsatzes (Korollar 4.19), um zu
zeigen, dass jeder Wert zwischen m und M angenommen wird. Ol
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Satz 8.17 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei p(x) > 0 fiir x € [a, b] und p(x) sowie f(x) - p(x) integrierbar auf
[a, b].
Wenn m < f(x) < M auf [a, b] ist, dann gilt

b b b
m/p(x) dx < / (x)f(x)d / (x)dx
a a )
Beweisidee
Analog zu Satz 8.16. O
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Satz 8.18

Sei f auf [a, b] beschrinkt und a < ¢ < b. Es gilt:
f € Rla,b] & f € R[a,c] und f € R[c, b] .

In diesem Fall ist

b c b
/f(x) dx = /f(x) dx + /f(x) dx .
a a C )
Beweisidee
Auswahl passender Zerlegungen fiir die Intervalle. Ol
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Definition 8.19

b a
Fiira < b und f € R[a, b] wird [f(x)dx = — [f(x)dx sowie
a b

C
Jf(x)dx = 0 fiir ¢ € [a, b] festgelegt.

C
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Satz 8.20

Sei f € R|a, b] und [c,d] C [a, b]. Dann gilt

d

/f(x)dx = F(d) — F(c) .

c

wobei F(x) = [f(y)dy ist.

a

Beweisidee
Nutzung Satz 8.18 Teil 2. Ol
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8.2 Der Zusammenhang zwischen Differential-
und Integralrechnung
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Satz 8.21

Sei f € R|[a, b] eine stetige Funktion und c € [a, b]. Fiir x € [a, b] sei dann

X

FO) = [f0)dy.

c

Die Funktion F : [a, b] — R ist stetig differenzierbar und es gilt
F'(x) = f(x) fir alle x € [a, b].

Beweisidee
Einsetzen der Definition der Ableitung und zeigen, dass der Grenzwert fiir
h — 0 gerade f(x) ist. O
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Definition 8.22 (Stammfunktion)

Sei f : [a, b] — R. Eine Funktion F(x) mit der Eigenschaft F'(x) = f(x)
auf [a, b] soll Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f(x)
heiBen. Wir schreiben dafiir F(x) = [f(x)dx.
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Satz 8.23 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist F(x) auf [a, b] stetig differenzierbar, so gilt

b
F(b) — F(a) = /F’(t)dt,

und fiir x, ¢ € [a, b] entsprechend

X

F(x) = F(c) + / F(t)dt .

c

Beweisidee
Zeige, dass H(x) = F(x) — G(x) eine Konstante fiir alle x € [a, b],
woraus der Satz gefolgert werden kann. O
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8.3 Die Technik des Integrierens
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Notation

b
F(x)’a

[F(X)K = F(b) - F(a).
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Satz 8.24 (Partielle Integration)

Seien f : [a,b] — R und g : [a, b] — R zwei auf [a, b] stetig
differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
b
[0 () ax = 1) - 60|~ [7/0) - g) ax.
a a )
Beweisidee
Umkehrung der Produktregel der Differenziation. O
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Satz 8.25 (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf (a, b) und g : stetig differenzierbar auf (o, 3), wobei
< a,b >:=[min{a, b}, max{a, b}| und

» g({e,B)) C (a, b) sowie
> g(a) =a,g(B) =b.

B
Dann ist ff,f(x) dx = [f(g(t))g'(t)dt.

Beweisidee
Umkehrung der Kettenregel der Differenziation. O
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Satz 8.26 (Nutzliche Substitutionsregeln)

1. [f(ax+ b)dx = LF(ax + b) fiir F'(x) = f(x).

2. [f(x)f'(x)dx = 3£3(x).

3. [E8) dx =In|f(x)|.

Beweisidee
Ableiten der rechten Seiten. OJ
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Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar.
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8.4 Uneigentliche Integrale
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Definition 8.28 (unbeschrankter Integrationsbereich)

Sei f : [a,00) — R und iiber jedes Intervall [a, c] fiir a < ¢ < oo
integrierbar. Man legt fest:

7f(x) dx = CIi_)ngo/cf(x) dx .

Wenn der Grenzwert existiert, dann existiert das uneigentliche Integral
und es wird konvergent genannt (andernfalls divergent).
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Definition 8.28 (Fortsetzung)

Entsprechend definieren wir fiir f : (—oo, a] — R, f auf[c, a] fiir
—00 < ¢ < a integrierbar

/a f(x)dx = lim / F(x) dx

—00 C

und fiir f : R — R, f auf[a, b] (a, b € R) integrierbar

]of(x)dx = /Cf(x)dx+/oof(x)dx

fiir ein beliebiges c € R, wobei beide Integrale auf der rechten Seite
existieren miissen.
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Definition 8.29 (unbeschrankter Integrationsbereich)

Seif:(a,b) > R (ac RU{—o0},bec RU{o0}) auf jedem kompakten
Intervall [, B] C (a, b) integrierbar. Sei ¢ € (a, b) beliebige gewdhlt.

Dann definieren wir
b B
f(x)dx = lim f(x)dx
| feade = fim [ 5

1.
/ac f(x)dx:;@a/ac F(x)dx

/ab f(x)dx:/: f(x)dx+/cb F(x)dx

falls die jeweiligen Integrale konvergieren.
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8.5 Anwendungen
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Wichtige Anwendungen der Integralrechnung:
1. Summieren (Flachenberechnung)
2. Mitteln (Mittelwertsatz)

3. Rekonstruieren (von Funktionen aus der Anderungsrate)
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Beispiel Summieren:

f(x)
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Beispiel Mitteln:
/ /

Io Iy

o
<
~
o
N
—+
-

Wie grol} ist der Mittelwert?
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Beispiel Rekonstruieren:

v(t) x(t)

1200
30 +
600+
sigmoider Verlauf
I Tt ‘ st
0 30 60 0 30 60

Wie berechnet man aus der Geschwindigkeit die zuriickgelegte Strecke?
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9. Differentialgleichungen
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Definition 9.1

Eine Gleichung der Form f(t,x,x,X,...) = 0 heilt gewbhnliche
Differentialgleichung (DGL). Die Ordnung der héchsten auftretenden
Ableitung heilt die Ordnung der DGL.
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Sei x'(t) = a(t) - x(t) + b(t) fiir Funktionen a(t), b(t).

DGL ist homogen falls b(t) =0
Losung einer homogenen Differentialgleichung (Trennung der Variablen)
dx
t) e —— =a(t)-dt
(6) & =75 = 2l

WX _ a(t) - x

X'(t) = a(t) - x(t) & T

Beide Seiten integrieren
Xd t t
X
IS = Ja(s)ds & Inyl = [a(s)ds &
X0 to to
Ine = Alt)—Alt) < x(t) = xo- eAlt)—Alto)
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Losung des inhomogenen Systems (durch Variation der Konstanten)
X'(t) = a(t) - x(t) + b(t)

Idee: in homogener Losung Konstante xp zur Funktion xo(t) machen und
behaupten, dass x(t) = xo(t) - ¢(t) mit

(*)

t
o(t) £ O=ZA) /a(s)ds _ A~ A(to)

to
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Losung nichtlinearer DGLs

g ist stetig und nichtlinear
1. Trennung der Variablen

dix ; dx
dt

|
—
~
~—
0q
—~
x
~—
I
5]
—~
~
~—~—
[oN
~

Integration auf beiden Seiten

[y t .
G(x) ._X/g(y) —/a(s)dS—. F(t)

G(x) nach x auflésen (d.h. x(t) = G~1(F (t))), falls moglich
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Losung nichtlinearer DGLs

g ist stetig und nichtlinear

2. Numerische Lésung
x'(t) = f(t,x(t)) ein Punkt in der Ebene (¢, x).

Anfangswert to, x(to) bekannt, Steigung f(to, x(tp)) bekannt
Berechne (approximiere) x(to + h) ~ x(to) + f(to, x0)

Erster Term der Taylor-Reihe (!)
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10. Differentialrechnung im R”
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Kapitelgliederung

10.1 Grundlagen des R"”
10.2 Stetigkeit im R”
10.3 Partielle Ableitungen
10.4 Minima und Maxima
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10.1 Grundlagen des R”
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Definition 10.1 (Kartesisches Produkt)

Seien A1, Az, ..., A, beliebige Mengen. Die Menge
A X Ay X - - xA,,:{(al,ag,...,a,,) ‘ ajl €A1,32 eAz,...,a,,eA,,}

wird kartesisches Produkt genannt.

lhre Elemente (a1, ay, ..., an) heilen n-Tupel und jeder Eintrag a;
(i=1,...n) Komponente.

Zwei n-Tupel a und b sind gleich, wir schreiben a = b, wenn a; = b; fiir
allei=1,...n
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Definition 10.2

Die Menge R" = {(x1,...,xp) | xi € R fiir i =1,...n} heilt
n-dimensionaler Euklidischer Raum. Die n-Tupel x € R" werden auch
als Vektoren bezeichnet.

Wir interpretieren Vektoren als Spaltenvektoren
X1

= (xl,...,x,,)T,

X
I

Xn
der hochgestellte Postfix T beschreibt, dass der Vektor transponiert wird
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Definition 10.3 (Operatoren fiir Vektoren)
Seien x,y € R" und A € R.

L x+y=(a+y1,. ..,xn+yn)" Addition
Ax = (Ax1, ..., \x,) T Skalarmultiplikation
xTy =x1y1 + - - + Xnyn Skalarprodukt
x| = V'xTx Euklidische Norm
d(x,y) = ||x — y|| Abstand von x und y

x<y&eVi=1,...,nx <y kleiner gleich

=

x<y&Vi=1,...,nx; <y kleiner
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Definition 10.4

Sei e > 0 und x € R". Dann wird
U(x)={XeR"|||x — x| <&}

eine e-Umgebung von x genannt. Fiir eine Menge M C R" heilSt ein
Element x € R"

» innerer Punkt vom M, wenn ein € > 0 mit U.(x) C M existiert;

» Randpunkt vom M, wenn fiir jedes € > 0 Elemente X, % € U(x)
existieren mit X € M und X ¢ M;

» isolierter Punkt von M, wenn ein € > 0 mit U.(x) N M = {x}
existiert;

» Haufungspunkt von M, wenn fiir jedes € > 0 ein Element
X € U:(x) N M mit X # x existiert.
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Definition 10.4 (Fortsetzung)

Die Menge aller inneren Punkte von M wird mit M oder int(M), die
Menge aller Randpunkte mit OM bezeichnet.

Eine Menge M C R" heiBt offen, wenn jeder Punkt von M ein innerer
Punkt ist, und sie heiflt abgeschlossen, wenn ihr Komplement R" \ M
offen ist.
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Definition 10.5 (Folge im R")

Unter einer Folge im R" versteht man eine Abbildung f : N — R". jedem
n € N wird ein xXk) € R" zugeordnet. Man schreibt (x(k)) oder

keN
(x, @), ).
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Definition 10.6 (Normkonvergenz)

Eine Folge (x(®) mit x(X) € R" fiir k € N ist konvergent gegen a € R"
genau dann wenn limy_, Hx(k) —a|| =0.
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Im R" ist Normkonvergenz gleichbedeutend mit komponentenweiser
Konvergenz, also

lim [x®) —%| =0&Vi=1,....n lim x* =%
k—00 k—o0
Beweisidee
Nutzung des folgenden Lemmas:

Lemma 10.8

Sei x € R" und || - || die Euklidische Norm. Es gilt

0 < max{|xt|, ..., x|} < IIx]| < Vnmax{|xt|,...,|xn|} .
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Definition 10.9 (Cauchy-Folge im R")

Eine Folge (x(®))en heift Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve > 0 3kg € N Vk > ko.||x0) — x(ko)|| < ¢.
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9.2 Stetigkeit im R”
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Definition 10.10 (Grenzwert im R")

Sei f : M — R mit M C R" eine Funktion und a ein Hiufungspunkt von

M. Dann heift Ii_n>1 f(x)=beVe>0:30>0:|f(x)— b| <e fiir alle
X—a

x € M\ {a} mit |[x — a|| < 0 der Grenzwert von f in a.
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Definition 10.11 (Stetigkeit im R")

Eine Funktion f : M — R mit M C R" heit stetig in y € M <

fiir jede Folge (x(K)) mit x(k) € R", die gegen y konvergiert, konvergiert
f(x(¥)) gegen f(y).

Ist f in jedem x € M stetig, so heift f stetig auf M.
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Satz 10.12 (Operationen auf stetigen Funktionen)

Seien f : A— R und g: A— R mit AC R" stetig in a € R", so sind
auch die Funktionen

if+g:A—=>R
i) ef :A—=R
i) f-g:A—=>R
im Punkt a stetig.
Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion
iv) é A SR

in a stetig. Dabei ist A = {x € A| g(x) # 0}.

Beweisidee
Einfache Erweiterung des Beweises im eindimensionalen Fall. O
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9.3 Partielle Ableitungen
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Definition 10.13 (Partielle Ableitung)
Seien f: M — R mit M C R" und (k) der k-te Einheitsvektor fiir

k=1,....,nimR" mit e,((k) =1 und e,-(k) = 0 fiir i # k. Der Grenzwert
ey =
im f(x+h-e)—f(x)
h—0 h
— lim f(Xl, ey Xim1, X+ by X1, - ,Xn) = f(Xl, .. ,Xn)
h—0 h
f'
=: 885:,'() =: f,(x) =: Dif(x)

heilt partielle Ableitung (1. Ordnung) von f nach x; an der Stelle

x € M, sofern er existiert.

263
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Definition 10.13 (Fortsetzung)
Der aus den partiellen Ableitungen 1. Ordnung gebildete Vektor
of(x) 8f(x)) T

Vif(x) = grad f(x) = (a—Xl, ™

wird Gradient genannt.
Sind diese partiellen Ableitungen stetig, dann ist f in x stetig partiell
differenzierbar und wir schreiben f € C'.

Peter Buchholz: Mafl 2 264



technische universitat
dortmund LS Informatik IV

Definition 10.14 (Partielle Ableitung zweiter Ordnung)

Sei f: M — R mit M CR". Wenn die n partiellen Ableitungen 1.
Ordnung existieren und stetig sind, dann werden fiir i,j =1,...,n die
Ausdriicke

PF(x) _ 0f,(x)

: = (e

partielle Ableitungen 2. Ordnung von f nach x; und x; an der Stelle
x € M genannt.
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Definition 10.14 (Fortsetzung)

Die aus den partiellen Ableitungen 2. Ordnung gebildete quadratische
Matrix

8%f(x) 9%f(x) 8f(x)
Ox10x1 Ox10x2 o Ox10Xn
Pf(x) 9%f(x) 9%f(x)
sz(X) — H(X) — Ox20x1 Ox20x2 Tt Ox0xn
0%f(x)  O*f(x) 82f(x)
OxpOx1  OxnOxa " OxnOxn

heit Hesse-Matrix.
Sind die partiellen Ableitungen stetig, so schreiben wir f € C2.
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Satz 10.15 (Satz von Schwarz)

(Ohne Beweis)
Ist f: M — R mit M CR" in C?, dann f. = oy, Vi, j=1,...,n

12g) 2
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9.4 Minima and Maxima
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Definition 10.16

Seif: M — R mit M CR"
a) x* € M heiBt globale Minimalstelle von f, falls
Vx € M.f(x*) < f(x).
Der Wert f(x*) wird dann globales Minimum genannt.

b) x* € M heilt lokale Minimalstelle von f, falls
Je > 0:Vx € U(x*) N M.F(x*) < f(x).
Der Wert f(x*) wird dann lokales Minimum genannt.

c) Entsprechend spricht man von Maximalstellen und Maxima, wenn
die Ungleichungen umgekehrt werden.
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Satz 10.17 (Notwendiges Kriterium)

Sei f : M — R fiir offenes M C R". Ist x* € M lokale Extremalstelle von
f und ist f in x* partiell differenzierbar, so ist Vf(x*) = (0,0,...,0)7.

Beweisidee
Untersuche f an der Extremstelle unter der Annahme, dass alle bis auf
eine Variable konstant sind. ]
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Satz 10.18

Sei f : M — R mit offenem M C R". Wenn die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung existieren und stetig sind und auBerdem
VF(x*) = (0,0,...,0)7 fiir ein x* € M gilt, dann ist x* eine
a) lokale Minimalstelle, wenn xT - V2f(x*)x > 0 fiir alle x € R" \ {0}
b) lokale Maximalstelle, wenn xT - V?f(x*)x < 0 fiir alle x € R" \ {0}

Ist xTV2f(x*)x fiir mindestens ein x; negativ und ein xo positiv, so liegt
kein Extremum vor.
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