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Kapitel 1

Grundlagen und Einfiihrung

Die folgenden Notizen fassen die wesentlichen Inhalte der Vorlesung Mathematik fiir
Informatik 2 zusammen, deren Schwerpunkt die Grundlagen der Analysis sind. Die
Notizen sind als Ergénzung der eigenen Mitschrift und entsprechender Lehrbiicher
zu sehen. Es gibt dariiber hinaus zahlreiche Lehrbiicher iiber Analysis, die im
Wesentlichen dhnlich aufgebaut sind. Man kann dabei zwischen mathematisch
beweisorientierten Lehrbiichern und solchen, die eher anwendungsorientiert sind und
weitgehend auf Beweise verzichten, wéhlen. Wir werden im Rahmen der Vorlesung
die mathematischen Grundlagen fundiert einfiihren und dabei an vielen Stellen
auch Beweise nachvollziehen, da diese oftmals Beweistechniken nutzen, die auch in
anderen Kontexten angewendet werden kénnen.

Als Lehrbuch zur Ergénzung der Vorlesung ist insbesondere das Buch von Forster
[2] geeignet. Umfangreicher und tiber den Stoff der Vorlesung hinausgehend ist
dassind die Biicher von Kénigsberger [0], Deitmar [I] oder Walter [4]. Eher an-
wendungsorientiert mit zahlreichen Anwendungen aus der Informatik aber dafiir
weniger Grundlagen und Beweisen sind die Biicher von Teschl [7] und Oberguggen-
berger/Ostermann [§]. Dariiber hinaus gibt es zahlreiche weitere Lehrbiicher, die
den Vorlesungsstoff (teilweise) abdecken und hier nicht genannt sind.

Im Folgenden werden wir mit einer kurzen Wiederholung einiger Teile aus Mathe-
matik fiir Informatik 1 beginnen, die fiir das weitere Verstdndnis notwendig sind.
Daran anschliefend behandeln wir den Korper der reellen Zahlen und danach Folgen
und Reihen. Schliefilich gehen wir zu Funktionen und deren Differenzierbarkeit tiber.
Danach betrachten wir noch kurz die Lésung allgemeiner Gleichungssysteme und die
lokale Approximation von Funktionen durch Potenzreihen. Die Integralrechnung ist
Inhalt von Kapitel [§] Kapitel [9] beschreibt einen kurzen Ausflug in die Welt der
Differenzialgleichungen. Im Kapitel [L0| wird die Differentialrechnung von einer auf
mehrere Variablen erweitert.

1.1 Was ist Analysis?

Analysis ist neben der linearen Algebra ein Grundpfeiler der Mathematik. Die Grund-
lage der Analysis stellt die sogenannte Infinitesimalrechnung (d. h. das Rechnen mit
beliebig kleinen Absténden) dar. Sie wurde im 17. Jahrhundert unabhéngig vonein-
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2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND EINFUHRUNG

ander von Gottfried Wilhelm Leibniz und Issac Newton entwickelt. Im Speziellen
befasst sich die Analysis mit

e Folgen und Reihen, insbesondere deren Grenzwerten, sowie

e Funktionen reeller Zahlen, insbesondere deren Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Integration.

Analysis findet in allen Natur- und Ingenieurwissenschaften Anwendung. Funktionen
werden genutzt, um Modelle der Realitdt zu erzeugen. Beispielsweise kénnen die
Fallgesetze der Physik, chemische Reaktionsgleichungen oder Differentialgleichungen
fiir elektrische Schaltkreise mit Hilfe der Analysis modelliert werden. Auch in der
Informatik findet die Analysis Anwendung, beispielsweise fir die Laufzeitanalyse
von Algorithmen oder in der Modellbildung zur Systemanalyse.

Analysis konzentriert sich auf kontinuierliche Beschreibungen von Zusammenhéngen.
Dies mag auf den ersten Blick nicht zur Informatik passen, die im Wesentlichen von
diskreten und oftmals endlichen Darstellungen ausgeht. In der Realitéit sind aber
viele Problemstellungen sehr komplex und sehr gro$, so dass selbst endliche Probleme
nicht mehr durch vollstdndiges Ausprobieren aller Alternativen analysiert werden
konnen. In solchen Féllen ist es oft sinnvoll, nicht das diskrete Problem sondern
eine kontinuierliche Approximation davon zu betrachten. Die Analysis hilft bei der
Suche nach Approximationen und Abschdtzungen komplexer diskreter Probleme
durch einfache kontinuierliche Darstellungen. Ein weiteres Anwendungsgebiet der
Analysis ist die Untersuchung von Grenzprozessen. So stellt sich oft die Frage, wie
sich ein System verhilt, wenn die Eingabe sehr groff wird oder es fiir sehr lange Zeit
betrieben wird. Die Analysis stellt Methoden zur Verfiigung, diese Verhalten durch
einfache Funktionen ndherungsweise zu berechnen. Schlieflich werden Methoden der
Analysis eingesetzt, um Funktionswerte zu berechnen. So werden wir zum Beispiel in
der Vorlesung die Werte der Sinus- und Cosinus-Funktion durch unendliche Summen
darstellen, die es erlauben durch endliche Summation, die Werte im Prinzip beliebig
genau zu approximieren.

In der Informatik finden Methoden der Analysis unter anderem in der Compu-
tergraphik, der Datenanalyse, der Komplexitétstheorie, der Simulation und beim
maschinellen Lernen Anwendung. Weiterhin nutzen viele Natur- und Ingenieurwis-
senschaften Analysismethoden, so dass Informatikerinnen und Informatiker, die
in diesen Anwendungsgebieten arbeiten, ebenfalls damit in Beriithrung kommen
werden.

1.2 Aussagen

Zunéchst wollen wir den Begriff der Aussage einfiihren.

Definition 1.1 (Aussage). Aussagen sind (schrift)sprachliche Gebilde, denen ein
Wahrheitswert wahr (w) oder falsch (f) zugeordnet werden kann.

Beispiel 1.1 (Aussagen).
1. Borussia Dortmund war deutscher Fufballmeister 2012. (w)

2. Delfine sind Fische. (f)
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A|B||-A|AVB |AAB |A=>B|AsB
f f w f f w w
flwl]|l w w f w f
w | fof w f f f
w | w f w w w w

Tabelle 1.1: Wahrheitstafel fiir logische Operationen.

3. Finf ist eine Primzahl. (w)
4. FEs gibt unendlich viele Primzahlen. (w)
5. Jede gerade natiirliche Zahl grofler als zwei ist Summe zweier Primzahlen. (?)

Der Wahrheitswert der letzten Aussage ist unbekannt. Sie wird auch als Goldbachsche
Vermutung bezeichnet und stellt eine unbewiesene Aussage dar. Die folgenden beiden
Sdtze stellen keine Aussagen dar.

1. Guten Tag!
2. Diese Aussage ist falsch.
Aussagen kénnen durch Operationen verkniipft werden.

Definition 1.2. Seien A und B Aussagen, dann bilden auch die folgenden Opera-
tionen Aussagen:

1. Negation von A: Symbolische Schreibweise (mA).
Die Aussage ist wahr, wenn A falsch ist.

2. Disjunktion von A und B: Symbolische Schreibweise (AV B).
Die Aussage ist wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist.

3. Konjunktion von A und B: Symbolische Schreibweise (A A B).
Die Aussage ist wahr, wenn beide Aussagen wahr sind.

4. Implikation von A und B: Symbolische Schreibweise (A = B).
Die Aussage ist wahr, wenn A falsch oder B wahr ist.

5. Aquivalenz von A und B: Symbolische Schreibweise (A < B).
Die Aussage ist wahr, wenn beide Aussagen den gleichen Wahrheitswert besitzen.

Aussagen mit identischen Wahrheitswert bezeichnet man als dquivalent. Wir schreiben
A = B, wenn die Aussagen A und B aquivalent sind.

Beispiel 1.2 (Aquivalente Aussagen).

1. Doppelte Negation: —(—(A))=A

Assoziativitdt: AV (BVC)=(AVB)VC und AN(BANC)=(AANB)ANC
Kommutativitat: AVB=BVAund ANB=BAA

Absorption: AN(AVB)=A
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Aussagenlogik ist nicht ausreichend fiir die Behandlung allgemeiner mathematischer
Theorien und wird deshalb zur Pradikatenlogik erweitert. Pradikatenlogik wird in
der Vorlesung Logik detailliert behandelt, wir stellen deshalb nur einige Grundlagen
vor, die fur die Beweisfiihrung genutzt werden.

Priadikatenlogik basiert auf einer grundlegenden Struktur z.B. den natiirlichen
Zahlen N mit den Operationen + und -, sowie den Relationen = und <. Damit
konnen wir die Aussagenlogik erweitern und Aussagen wie 1 +2=3 und n+1 <4
(n ist eine freie Variable aus einer Grundmenge, hier N) definieren.

Zur Erweiterung der Aussageformen werden der All- und der Existenzquantor ver-
wendet.

Definition 1.3 (Allquantor). Sei A(n) eine Aussage mit freier Variable n. Die
Aussage ¥ n. A(n) ist genau dann wahr, wenn A(n) fir alle n aus der Grundmenge
gilt.

Definition 1.4 (Existenzquantor). Sei A(n) eine Aussage mit freier Variable n.
Die Aussage In. A(n) ist genau dann wahr, wenn A(n) fiir mindestens ein n aus
der Grundmenge gilt.

1.3 Mengen

Im Folgenden fithren wir den Begriff der Menge ein.

Definition 1.5 (Menge). Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
M won bestimmten wohlunterscheidbaren Objekten m unserer Anschauung oder
unseres Denkens, welche Elemente von M genannt werden, zu einem Ganzen.

Wir schreiben m € M (“m ist ein Element der Menge M”) oder m ¢ M (“m ist
kein Element der Menge M”).

Erlauterung 1.1. Es gibt mehrere Maéglichkeiten Mengen zu beschreiben:
o Aufzihlung der Elemente: M = {Samstag, Sonntag, Montag}

e Durch Pradikate iber die Elemente: M := {m|A(m)}, m € M < A(m) = w,
wobei A eine Aussage mit freier Variable m ist, z. B. M := {m|m ist ein Datum A
m kommt nur in Schaltjahren vor} = {29. Februar}

Wir schreiben M = §) fiir die leere Menge (Menge ohne Elemente).

Definition 1.6 (Mengenrelationen). Seien A und B Mengen, dann gilt

1. A= B, genau dann wenn m € A < m € B. Wir schreiben A # B fiir -(A = B).
2. A C B, genau dann wenn m € A = m € B.

3. A C B, genau dann wenn A C BA A # B.

Definition 1.7 (Potenzmenge). Sei M eine Menge. Die Potenzmenge ist definiert
durch P(M) :={M'|M’' C M}.

Beispiel 1.3 (Potenzmenge). Sei M := {1,2,3}, dann gilt:
P = {@, {1}7 {2}> {3}a {la Q}a {13 3}v {2v 3}3 {]-a 2, 3}}
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Mengen kénnen durch bestimmte Operationen verkniipft werden.

Definition 1.8 (Verkniipfung von Mengen). Seien A und B Mengen. Dann sind
die folgenden Mengenverkniipfungen definiert:

o Vereinigung: AUB :={m|m e AV m € B}

e Schnitt: ANB:={m|me AAm e B}

e Differenz: A\ B:={m|m &€ AAm ¢ B}

o Symmetrische Differenz: AAB :=(AUB)\ (AN B)

o Kartesische Produkt: A x B :={(m,n)|m € AAn € B}

In Abb. werden diese Operationen veranschaulicht. Vereinigung und Schnitt
lassen sich auch auf mehrere Mengen verallgemeinern. Sei A/ eine Menge von Mengen
iiber einer Grundmenge M, dann gilt:

1. U M :={meM|IM eN.me M}
M'eN

2. N M :={meM|VYM eN.me M}
M’'eN

Satze in der Mathematik sind fast immer in der Form A = B oder A < B. Ziel ist
es, diese Aussagen nachzuweisen durch

e vollstindiges Probieren in einfachen Fallen mit endlich vielen Moglichkeiten
e oder besser durch die Anwendung von Regeln.
Beispiel 1.4 (Regelanwendung).
AVw = AV (AV-A) (Negation)
(AV A)V —A (Assozitivitit)
AV A (Idempotenz)

= w

Die zentralen Forderungen an ein Regelsystem sind:
Korrektheit: Es konnen nur giiltige Aussagen durch Ersetzen abgeleitet werden.

Vollstandigkeit: Alle giiltigen Aussagen kénnen durch Ersetzen hergeleitet wer-
den.

1.4 Natiirliche Zahlen

Wir setzen die natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...} mit den Operationen + und -
sowie den Relationen = und > als bekannt voraus und nutzen ferner fiir n,m € N:

n>m < (n>m)V(n=m)
n<m < =(n>m)
n<m < -=(n>m)
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ANB

(a) ()

A\ B

(d)

BCA

B\ A

() (f)

Abbildung 1.1: Graphische Darstellung von Mengenoperationen: (a) Schnitt, (b)
Vereinigung, (¢) und (d) Differenz, (e) symmetrische Differenz, (f) Teilmenge.
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Die Menge N ist mit dem beiden Relationen = und > vollstindig geordnet, d. h. fiir
zwei beliebige n,m € N gilt entweder n > m oder n = m oder m > n.
Mit Ny := NU {0} bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen mit 0.

Erlduterung 1.2 (Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion). Aussage A(n) gilt
fiir alle n > ng, falls folgende zwei Schritte bewiesen wurden:

1. Induktionsanfang: A(ng) ist richtig

2. Induktionsschritt: Fir jedes n > ng, fir das A(n) wahr ist, ist auch A(n+1)
wahr.

Satz 1.9. Sei S(n) :=14+2+3+...+n, dann gilt fir allen € N:

. 1
Sy = D
2
Beweis: Induktion iiber n.
1-(1+1
Induktionsanfang (n =1): S(1)=1= %
Induktionschritt (n — n + 1): Wir nehmen an, dass

n-(n+1) (n+1)-(n+2)

S(n) = 5

gilt. Also

gilt und zeigen, dass dann S(n + 1) =

n+1 n
Sm+1) = Y i=)>it(n+l) = Sn)+n+1
i=1 i=1

_ n-(n+1) _(n+1)-(n+2)
= —5 +n—|—1——2 .

Einige Operationen und Notationen:

n
o > ar=amtamr1+...+a fallsm<n
k=m
n
> ap =0, falls m >n

k=m

n
o J] ak=am ams1-... an, fallsm<n
k=m

ar =1, falls m > n

[=

k
o nl=J]k=1-2-3-...-n,flrn>1sowie 0l =1
k=1
n n-(n—1)-...-(n—k+1) n! .
_ _ fiirn > k > 0.
* Q) k-(k—1)-... 1 -kl k==

Erlduterung 1.3. Fualls es sich aus dem Kontext ergibt, lassen wir - fir die Multi-
plikation weg (d.h. a-b= ab).
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1.5 Ganze und rationale Zahlen

Die natiirlichen Zahlen N lassen sich leicht erweitern.

Definition 1.10 (Ganze Zahlen). Die Menge Z :={...,—2,—1,0,1,2,...} heifst
die Menge der ganzen Zahlen.

Definition 1.11 (Rationale Zahlen). Die Menge Q := {2 |p,q € Z A q # 0} heifst
die Menge der rationalen Zahlen. Man bezeichnet p als den Zahler und q als den
Nenner.

Einige Rechenregeln fiir Q:
P1 | P2 _ P1G2 +P2ga

o — +

q1 q2 9142
. P1 P2 _ P1p2

q1 g2 q1492

Firn € Nya € Q:
e a"=1]]a

k=1

e a™.g"=g"t™

e a"b" = (ab)"™

o (a™)™ =a" = (a™)"

Eine Ordnung auf Q ist definiert durch

D1 D2
— < —=&p@e<pqa ANq,qg>0.
q1 q2

Rechenregeln fiir Ungleichungen, a,b,c € Q und n € N:
e g<bundb<c=a<c

e a<b&a+cec<b+ec

o a<b&ac<be fallsc>0

o a<b& ac>be falls c <0

e a<b&a”<b”, fallsa,b >0

Die Regeln konnen auch fiir > genutzt werden.

Offensichtlich gilt N C Z C Q. Die Anzahl der Elemente in allen drei Mengen ist
unendlich (dargestellt durch oo).

Es ist nun naheliegend zu fragen, ob es mehr rationale als natiirliche Zahlen gibt?
Die Antwort darauf kann man mit der Diagonalisierungsmethode, die auf Georg
Cantor (1845-1918) zuriickgeht, geben. Mit Hilfe der Diagonalisierung kann man
jeder rationalen Zahl eine natiirliche Zahl eindeutig zuordnen, indem man folgendes
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Schema benutzt und den Pfeilen folgend den positiven rationalen Zahlen jeweils
eine natiirliche Zahl zuordnet.

1 2 3 4
i1 T 71
e / e
1 2 3 4
2 2 2 2

s e

1 2 3 4

3 3 3 3
Ve

1 2 3 4

4 4 4 4

Offensichtlich werden alle rationalen Zahlen dem Schema folgend aufgezéhlt. Der
Ansatz lasst sich einfach erweitern, sodass auch negative rationale Zahlen bertick-
sichtigt werden. Damit zeigt sich, dass beide Mengen im Prinzip gleich machtig
sind. Man spricht von abzdhlbar unendlichen Mengen.

Daraus ergibt sich natiirlich sofort die Frage, ob Q die Menge aller Zahlen umfasst?
Die Griechen (Pythagoras ca. 570-480 v. Chr.) waren davon iiberzeugt und glaubten
damit auch, dass es ein ¢ € Q gibt, sodass ¢> = 2 oder anders ausgedriickt, dass
V2 € Q. Euklid (ca. 300 v. Chr.) konnte zeigen, dass dies nicht der Fall ist und
damit Zahlen existieren, die nicht zu Q gehdren.

Satz 1.12. Es gibt kein d € Q, sodass d* = 2.

Beweis: Offensichtlich gilt d> = 12 4 12 (Satz des Pythagoras). Falls d € Q, dann
giltd:§:> %)2:2:>p2=2q2.

Beobachtung: p und ¢ sind nicht beide gerade Zahlen, da man sonst gemeinsame
Faktoren kiirzen konnte.

Annahme: Sei p? eine gerade Zahl.

Dann ist p ebenfalls eine gerade Zahl. Daraus folgt, dass eine Zahl r € N existiert,
sodass p = 2r gilt. Damit gilt auch p? = 4r? = 2¢® = 2r? = ¢. Damit muss auch ¢
eine gerade Zahl sein. Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, sodass p und
q nicht existieren kénnen.

Falls p ungerade und ¢ gerade ist, so gilt ¢ = 2r und damit p? = 2-(2r)? = p? = 82,
womit auch p gerade sein miisste, was ebenfalls im Widerspruch zu unserer Annahme
steht. O
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Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Der Korper der reellen Zahlen

Definition 2.1 (Gruppe). Sei G eine Menge und o eine Verknipfung auf G (d. h.
Vo, y € G. xoy € G, x oy ist eindeutig). Das Paar (G, o) heifit eine Gruppe, wenn
folgende Eigenschaften erfullt sind:

1. Vz,y,z € G. (xoy)oz=2x0(yoz) (Assoziativitit)

2. Es gibt ein Element n € G mit der Figenschaft Vx € G. nox =zon =z
(Existenz des neutralen Elements)

3. Zu jedem x € G gibt es genau ein T € G mit der Figenschaft tor =xox =n
(Existenz des inversen Elements)

Falls zusdtzlich Vx,y € G. x oy = yox (Kommutativitit) gilt, spricht man von
einer kommutativen (oder abelschen) Gruppe.

Beispiel 2.1 (Gruppe). 1. Sei G =Z und o die ibliche Addition, dann ist (Z,+)
eine kommutative Gruppe. Dabei ist 0 € Z das neutrale Element und —x fir x € 7
das inverse Element.

2. Sei G die Menge der Paare (x,y) mit x,y € Q und 2% + y* # 0. Sei o definiert
durch (z,y) o (u,v) = (zu — yv,xv + yu). Dann ist (G,0) eine Gruppe mit dem
neutralen Element (1,0) und dem inversen Element ( 21z, ﬁ)

Die Gruppenstruktur dient als Grundlage zur Definition des Koérpers, der eine
Struktur mit zwei Verkniipfungen definiert und die Basis fiir die Definition der
reellen Zahlen bildet.

Definition 2.2 (Korper). Auf einer Menge K sind zwei Verknipfungen + und -
mit folgenden Eigenschaften gegeben.:

1. (K,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0,

2. (K\ {0},) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1,

8 Vay s € K.v-(y+2) = (2 )+ (@ 2) wnd (s49) 2= (@ 2)+(y2)
(Distributivgesetze).

11
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Dann wird (K, +,-) ein Kérper genannt.
Beispiel 2.2 (Korper).

o (Q,+,) ist ein Korper
o (R,+,) ist ein Kdrpeﬂ

Wir bezeichnen das inverse Element fiir « beziiglich der Addition als —z. Zu jedem
x € K existiert also ein —z € K mit « + (—z) = 0. Die Subtraktion wird durch
x—y=ux+ (—y) erklért.

Wir bezeichnen das inverse Element fiir 2 beziiglich der Multiplikation als z~!
beziehungsweise % Zu jedem z € K existiert also ein 27! mit z-2~! = 1. Das
inverse Element z~! wird auch Kehrwert genannt.

Die Zahl 0 hat eine Sonderrolle, da sie kein inverses Element beziiglich der Multipli-
kation besitzt, d.h. die Division durch 0 ist nicht definiert.

Einige Rechenregeln:

i) z4+z=y+z=>a=y

ii) xz-z=y-2Az#0=z=y (Kirzungsregeln)
iii) x-0=0-2 =0 (Multiplikation mit 0)

iv) —x=(-1)-=z

v) (mx)y=z-(-y)=—(z-y)

vi) (=x)-(-y)==z-y

. x v _ zwtv-y
vii) yw#F0= 7+ 5 =70
T v _ xv

Vlll) y,w#O:>; E_ﬁ

Beispiel 2.3 (Beweise einiger der obigen Regeln unter Nutzung der Koérperaxiome). )
rT+2Z2=Y+z=>T=Y:
Addition von —z auf beiden Seiten der Gleichung liefert

(T+2)+(=2) = W+ 2)+(-2)
Mit dem Assoziativgesetz erhalten wir
v+ (24 (—2) =y + (2 + (—2)).
Nach Definition von —z gilt z + (—z) = 0; daraus folgt
z+0=y+0
Da 0 neutrales Element der Addition ist, ergibt sich schliefSlich

T =y.

1Wir werden die reellen Zahlen als gegeben voraussetzen und ihre Eigenschaften in diesem
Kapitel analysieren.
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i)x-z=y-2N2#£0=>x=y:
Der Beweis ist analog zum Beweis von i) zu fihren, wobei nun die Verknipfung -
statt + genutzt wird.

#i)r-0=0-2=0:
Es gilt auf Grund der Regel zur Addition des neutralen Elements und der Distribu-
tivgesetze:

z-0=2-(04+0)=(x-0)+(x-0)

sowie

z-0=0+(z-0)

Damit gilt auch (unter Nutzung der Kiirzungsregel ii)) x -0 = 0. Unter Nutzung der
Kommutativitdt gilt damit auch 0-x = 0.
vitJyw £0= =+ 2 _rwtvey
y w Yy-w
Wir zeigen zuerst, dass r_rvve fir v # 0 gilt. Nach Definition des inversen
v

Elements beziiglich der Multiplikation gilt v-v—' = 1. Nach Definition des neutralen
Elements beziiglich der Multiplikation gilt % 1= % und damit auch

_ _ _ _ 1 v
eyt = @y ) =y e ) sy = T
Daraus folgt, dass auch

x v Tow o Yy-v _ _
—+— = — + = (yw)™(zw) + (yw) " (yv)
y w y-w  y-w 4y

B 1 _Tw

= (yw)™ - ((zw) + (yv)) o

gilt.
Konvention: Wir nutzen folgende Schreibweisen fiir a € R und n € Z:

1 fallsn =10

a” =< a-a"t fallsn >0

(™)1 fallsm <0 und a # 0

Der Sonderfall a = 0 ist nicht definiert fiir n < 0. Es gilt 0° = 1 und 0" = 0 fiir
n > 0. Zuséatzlich gelten die sogenannten Potenzrechengesetze:

— an+m

a bezeichnet man als Basis und n bzw. m als Exponenten.
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2.2 Anordungsaxiome

Definition 2.3 (Ordnung). Sei M eine Menge und v eine Relation auf M (d. h.
eine Teilmenge von M x M ). Fir (x,y) € v schreiben wir xvy. Die Relation v
heifit eine Ordnung und (M, v) ist eine geordnete Menge, falls folgende Bedingungen
erfiullt sind:

1. Yo € M. zvx (Reflerivitat)

2. Vx,y € M. avy ANyve = x =y (Antisymmetrie)
Gilt dariiber hinaus

4. Y,y e M. zvy V yvz,

so heifit v eine lineare (oder totale) Ordnung und (M,v) eine linear (oder total)
geordnete Menge.

Beispiel 2.4 (Ordnung).

o Sei P(M) die Potenzmengen von M. Dann stellt fir xz,y € P(M)
zvy & x Cy

eine Ordnung, aber keine lineare Ordnung dar (nachrechnen).

e Die Menge N mit der tiblichen Relation < ist eine linear geordnete Menge.

e Fin Programm besteht aus 4 Modulen, die wir der Einfachheit halber mit 1 bis 4
nummerieren. Zwischen diesen Modulen gibt es Abhdngigkeiten, so bendtigt Modul 3
die Eingaben von 1 und Modul 4 bendtigt die Ausgaben der anderen 3 Module. Damit
wird eine Ordnung definiert. Wenn das Programm ausgefiihrt werden soll, so gibt
es verschiedene Méglichkeiten die einzelnen Module sequentiell oder auch teilweise
parallel auszufiihren, so dass die Ordnung eingehalten wird. So sind (1,2,3,4),
(2,1,3,4), (1,3,2,4) mogliche Ausfiihrungsreihenfolgen. Wir konnen aber 1 und 2
parallel ausfihren und danach 3 und 4 sequentiell.

Definition 2.4 (R als linear geordneter Korper). Wir definieren eine lineare
Ordnung < ("kleiner oder gleich") auf R, sodass (R, <) eine linear geordnete Menge
mit folgenden Figenschaften ist:

1. Vz,y,z €R. fallsx <y = x+ 2z <y+ z (Vertraglichkeit mit der Addition)

2. Va,y,z € R falls e <y AN 0< 2z = zz < yz (Vertraglichkeit mit der
Multiplikation)

Die Beziehung x <y heiffit Ungleichung.
Definition 2.5. Seien x,y € R:
1. y >z ("grofer oder gleich") bedeutet x <y

2. x <y ("kleiner") bedeutet t <y N x#y
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3. x>y ("grofer’) bedeutet x >y N v #y
4. y heifft nichtnegativ (bzw. positiv) wenn 0 <y (bzw. 0 < y)
5. x heifit nichtpositiv (bzw. negativ) wenn = < 0 (bzw. x < 0).

Das Rechnen mit Ungleichungen ist von grofler praktischer Relevanz. Deshalb
werden in den nachfolgenden Sétzen, die wir auch beweisen werden, die notwendigen
Rechenregeln eingefiihrt.

Satz 2.6. Flir je zwei Elemente x,y € R gilt genau eine der drei Beziehungen:
T<y,x=9y,T>Y.

Beweis: In zwei Schritten:
1. Mindestens einer der drei Beziehungen trifft zu
2. Hochstens eine der drei Beziehungen trifft zu.

Zu 1.: Die Linearitdt der Ordnung besagt, dass
r<yoderz>y

gilt. Im ersten Fall gilt dann (z < y und = # y) oder (z < y und z = y), d.h. es
gilt © < y oder x = y. Im zweiten Fall gilt entsprechend (z > y und = # y) oder
(x >y und x = y), also > y oder x = y. Damit ist 1. bewiesen.

Zu 2.: Da x < y gleichzeitig * # y bedeutet, kénnen x < y und = y nicht
gleichzeitig erfiillt sein. Entsprechend kénnen = > y und = = y nicht gleichzeitig
erfiillt sein. Es bleibt zu zeigen, dass x < y und x > y nicht gleichzeitig gelten
konnen. Wire dies der Fall, so wiirde auch x < y und = > y gelten, woraus x = y
folgt, sodass weder & < y noch x > y gelten kann. Dies stellt einen Widerspruch
dar. (]

Satz 2.7. Fir alle a,b,c,d € R gilt:
1. a<b = a+c<b+c (Vertraglichkeit mit der Addition)

2. a<bAhc<d = a+c<b+d
a<bANc<d = a+c<b+d

3. a<bAN0<c = ac<bec (Vertraglichkeit mit der Multiplikation)

4. 0<a<bAN0<c<d = ac<bd
0<a<bANO<c<d = ac<bd

5. a<bAec<0 = ac>bc
a<bANc<0 = ac>bc

1
6. 0<a = 0< —
a
1 1
0<a<db = —< -
b a

7. 0<1
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Beweis: Hier nur teilweise:

1. Nach Definition von < gilt a < b = a < b. Also folgt aufgrund der Vertraglichkeit
mit der Addition a + ¢ < b+ c. Gleichheit kann nicht gelten, da aus a +c=b+4c¢
auch a = b folgt, was aber a < b widerspricht.

3. Daa<b=a<bund c>0= c>0 gilt:
ac < be
Wire ac = be so wiirde, da ¢ # 0, a = b folgen, was im Widerspruch zu a < b steht.

5. Es gilt —¢ > 0 und damit gilt nach 3. —ac < —be (bzw. ac < be). Nach 1. ergibt
sich durch Addition von ac + be auf beiden Seiten be < ac (bzw. be < ac).

6. Wegen a # 0 existiert % # 0. Wire % < 0, so wiirde aus 5. die folgende

Ungleichung folgen
1

0<aund0-(
a

1
)>a-—=1<0
a
Dies kann nicht sein, da dann mit 5. (e = 1, b =0, ¢ = 1 und nach Annahme 1 < 0)
1<0=1-1>0-1 = 1> 0 (Widerspruch!!)

gilt. Dies stellt einen Widerspruch dar. Also kann weder % < 0 noch % = 0 gelten.
Es bleibt nur % > 0.

7. Wir haben in 6. gezeigt, dass 1 < 0 nicht gelten kann. Falls 1 = 0, so wiirde
0=0-(z4+y)=1-(z+y)=1l-2+1-y=ax+y

fiir alle z,y € R gelten.

Damit gilt, dass weder 1 < 0 noch 1 = 0 gelten kann, sodass 1 > 0 gelten muss.

Die restlichen Beweisteile konnen zur Ubung durch den Leser durchgefiihrt werden.
O

Wir schreiben max(x,y) = z, falls © > y und y sonst und min(z,y) = z, falls z <y
und y sonst, Die Schreibweise kann auf Mengen M C R ausgedehnt werden. D. h.
r=max(M) &z € Mund Vy € M y < z und z = min(M) < x € M und
Vy € M y > x. Es sollte beachtet werden, dass nicht fiir alle Mengen ein Maximum
bzw. Minimum existiert.

2.3 Betrag und Dreiecksungleichungen

Definition 2.8 (Betrag). Fir x € R heifst

T falls z >0
|| :=

—x  fallsx <0

der (Absolut-)Betrag von x.

Satz 2.9. Der Absolutbetrag hat folgende FEigenschaften
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I.VeeR. |z| >0 A (|| =0 = 2=0)

2. Vax,y € R. |z -y| = |z| - |y]

3. Vz,y € R. |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)

Beweis:

1. Folgt unmittelbar aus der Definition

2. Trivial fir x,y > 0. Ansonsten sei = +xg,y = +yo mit xg, yo > 0, daher gilt:
-yl = [+ x0 - yol = [wo - yo| = [wol - [yo| = |2 - [y

3. Da z < |z] und y < |y folgt aus Satz .72 2 +y < |z| + |y| ebenso wie
—(z+y)=—x—y < |z|+|y|, da ebenfalls —z < |z| und —y < |y|. Damit gilt auch
|z +y| < |z + |yl.

O

Satz 2.10. Fira,x,e € R mite > 0 gilt:

1 |z|<e & z<eund —e<z & —e<x<e

2. |lr—al<e & a—e<z<a+e

3. Die Aussagen 1. und 2. gelten auch, wenn < durch < ersetzt wird.
Beweis:

1. Sei |z| <&, da —z < |z| und = < |z| folgt aus |z| < e: & < £ und —x < &. Durch
Multiplikation mit —1 folgt x > —e.

2. Ersetze in 1. x durch « — a, sodass |z —a| < € & —e <z —a < e. Addiere aq,
sodass a —e <x < a-+e.

3. Beweis analog zu 1. und 2. unter Verwendung von < statt <.
O

Satz 2.11 (Bernoullische Ungleichung). Fir alle x € R mit x > —1 und alle n € Ny
gilt
I+z)">14n-2

Beweis: Per Induktion iiber n.

Induktionsanfang n = 0:
(1+2)°=1=1+0-2 und damit auch (1 +2)°>1+0 -2

Induktionsschritt n — n + 1:
Wir nehmen an, dass (1 + )™ > 1+ nz gilt. Da 1+ z > 0 gilt dann auch

1+a)"=1+a)- (1+a)"
>(1+z)-(1+n-2)
=l+n-z+z+n-2°
=l+n+1)-z4+n-z
>1+(n+1)-z (da n > 0 und 2% > 0)

2



18 KAPITEL 2. REELLE ZAHLEN

d

Archimedisches Axiom

Das Archimedische Axiom stellt den Zusammenhang zwischen natiirlichen und
reellen Zahlen her und lautet: Zu jedem z € R gibt es ein n € N mit x < n.

Fir z,y € R mit 0 < x < y existiert ein n € N, sodass n - x > y ist. Dies wird ohne
Beweis anmerkt. Diese Aussage kann man sehr einfach geometrisch interpretieren.
Wenn man zwei Stecken auf einer Geraden betrachtet, so muss man die kiirzere nur
oft genug abtragen, um die Lénge der ldngeren Strecke zu iibertreffen.

2z ne
} |
t g [

0
}
T
r

Tt 8

Abbildung 2.1: Geometrische Interpretation des Archimedischen Axioms.

Ein Korper, in dem das archimedische Axiom gilt, heifit archimedisch geordnet.
Die Korper R und Q sind archimedisch geordnet. Es sollte angemerkt werden, dass
wir R bisher noch nicht formal vollstindig definiert haben. Dies werden wir erst im
Laufe des Kapitels tun.

2.4 Darstellung von Zahlen im Rechner

Die Darstellung von Zahlen im Rechner gehort iiblicherweise nicht zu den Inhalten
einer Analysis-Vorlesung in der Mathematik und wird dartiber hinaus in anderen
Informatikvorlesungen detailliert behandelt. Wir wollen deshalb nur einen kurzen
Uberblick iiber die Thematik erlangen, um die damit verbundenen Auswirkungen
beim numerischen Rechnen mit dem Computer einordnen zu kénnen.

2.4.1 Basis der Zahlendarstellung

Natiirliche und ganze Zahlen

Natiirliche bzw. ganze Zahlen kénnen durch Zeichenketten fester Lange dargestellt
werden.
Definition 2.12 (Stellenwertsystem). Seien ag,a1,...,a, € {0,1,...,9} Ziffern,

n .
dannistp = Y a; - 10" € Ny und es existiert eine Darstellung bo, b1, ..., by, € {0,1},
i=0

sodass p= Y b;-2° € Np
i=0

e FEin zusétzliches Vorzeichenbit erlaubt die Darstellung von ganzen Zahlen.

e Die vorgegebene Linge definiert den darstellbaren Zahlenbereich.

Beispiel 2.5.
2-102+3-10"+7-10°=1-2"41-264+1.-2540-2* +1-23 +1-22+0-2" +1.2°
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In einem Rechner hat der Zahlenbereich zur Darstellung ganzer Zahlen eine feste
Lange. Unter Umsténden gibt es verschiedene Bereiche wie zum Beispiel short, int
und long in Java, die eine Lange von 15, 31 und 63 Bit ohne Vorzeichenbit haben.
Damit lassen sich die entsprechenden Zahlenbereiche darstellen. Die Festlegung
einer festen Stellenzahl bedingt zwangslaufig, dass mathematische Operationen dazu
flihren kénnen, dass der darstellbare Zahlenbereich zur Darstellung des Ergebnisses
nicht ausreicht und es zu einem Fehler (d.h. Uberlauf kommt).

Bei der Darstellung von rationalen oder reellen Zahlen im Rechner unterscheidet
man zwischen Festkomma- und Gleitkommadarstellungen, die wir im Folgenden
kurz betrachten wollen.

Festkommadarstellung

Bei der Festkommadarstellung wird eine feste Zahl von Vor- und Nachkommastellen
vorgegeben. Wenn wir von m Vorkommastellen und n Nachkommastellen ausgehen,
so wird jede Zahl durch n + m Bits dargestellt, d. h.

m
A0y A1y -y Apy Gty -+ Gnim € {0,1}, sodass z = E Qign - 2" €R.

i=—n

Damit wird natiirlich nur eine Teilmenge von QQ dargestellt, da fiir jedes darstellbare
z gilt
m—+n

1 i

T = o Z a; -2 €Q.
=0

Wie bei den ganzen Zahlen werden negative Zahlen durch das Vorzeichenbit darge-

stellt und die vorgegebene Léange definiert darstellbaren Zahlenbereich.

Gleitkommadarstellung

Besser geeignet als Festkommazahlen, sind die so genannten Gleitkommazahlen, die
auch als FlieBkommazahlen bezeichnet werden. Eine Gleitkommazahl zur Basis b
besteht aus eine Mantisse M und dem Exponenten E. Es gilt © = M -bF wobei E € Z
und die Mantisse so gewiihlt wird, dass b=! < |[M| < 1, um zu einer eindeutigen
Darstellung zu gelangen. Es gilt

t .
o M=40mimy...my==%>  m;-b"7 und
j=1

s—1
o E:es_l...eleO::I:Zej-bj.
Jj=0

Jedes als Gleitkommazahl darstellbare Zahl z gehort zu Q, aber nicht jedes z € Q
ist darstellbar, auch wenn der Darstellungsbereich besser genutzt wird als bei der
Festkommadarstellung. Es ist sogar so, dass eine Darstellung fiir eine Basis b nicht
garantiert, dass eine endliche Darstellung zu einer anderen Basis b’ existiert. Ein
Beispiel ist die Darstellung von %0, die zur Basis 10 problemlos ist aber zur Basis
b = 2 keine endliche Darstellung besitzt, sondern nur approximiert werden kann.
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2.4.2 Grenzen der Darstellung

Im Rechner gibt es iiblicherweise standardisierte Darstellungen, die vom Institute of
Electrical and Electronics Engineers (IEEE) festgelegt wurden:

e Single precision ¢t = 23 und F € [—126,127]
Die groBte darstellbare Zahl 2,40 ~ 3.40 - 1038

Die kleinste positive darstellbare Zahl @, ~ 1.18 - 10738

e Double precision ¢t = 52 und F € [—1022, 1023]
Die groBte darstellbare Zahl 2,4, ~ 1.80 - 10398
Die kleinste positive darstellbare Zahl z,,;, ~ 2.23 - 1

e Zusitzlich spezielle Symbole =INF oder NaN (Not a Number)

07308

e Spezielle Software erlaubt die Nutzung frei definierbarer Darstellungen bei
denen die Lange der Mantisse und des Exponenten definiert werden kann.

Rundungsfehler

Jede Zahl muss durch eine darstellbare Zahl dargestellt (bzw. approximiert) werden.
Dabei tritt der im Folgenden kurz beschriebene Effekt auf:

e Seix=a-2°mit 0.5 <a<1und Tpyin <2 < Tmas-

e Seien u, v zwei benachbarte darstellbare Zahlen mit v < z < v.

e Seiu=2° Y b;-27"dann ist v = 2¢- (> b; - 27" +27") (wir nehmen zur
i=1 i=1

t . ..
Vereinfachung an, dass Y b; - 27% + 27 keinen Uberlauf erzeugt), sodass
i=1

v—u=2"und [rd(z) — | < $(v—u) = 2°7""! mit rd(z) als optimaler
Darstellung von zx.

o Der relative Fehler ist |Td(‘?_x| < 2272:1 < 27t Der Wert 27 wird als relative
Maschinengenauigkeit bezeichnet.

Beispiel 2.6. Wir schauen uns ein einfaches Beispiel an und betrachten einen
Rechner, der mit einem Dezimalsystem mit vierstelliger Mantisse arbeitet. Damit ist
t = 4 und die Maschinengenauigkeit lautet eps = 0.5-101~* = 0.0005 = 0.05%. Dies
bedeutet, dass der Wert einer einzelnen Berechnung um bis zu 0.05% vom exakten
Wert abweichen kann. Wenn wir als Beispiel die Berechnung 1.492-1.066 = 1.590472
untersuchen, so wird dieser Wert auf 1.590 gerundet und der relative Fehler betrigt

1.590 — 1.590472
1.590472

Rundungsfehler treten bei der Darstellung von Zahlen auf und auch bei (fast) jeder
Berechnung. In extremen Féllen kénnen Rundungsfehler {iber mehrere Rechen-
schritte so akkumuliert werden, dass die berechneten Ergebnisse vollig unbrauchbar
werden. Die endliche Zahlendarstellung bedingt, dass Ergebnisse von Berechnungen
eine vorgegebene Genauigkeit nicht unterschreiten kénnen und dariiber hinaus, die
Genauigkeit unter Umstdnden auch von der Reihenfolge von Operationen abhingt.
Wir werden diesen Aspekt, der zum Beispiel in der Numerik behandelt wird, in der
Vorlesung nicht vertiefen.

~ 0.0003 = 0.03%.
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2.5 Intervalle

Um die reellen Zahlen genauer zu charakterisieren benttigen wir einige weitergehende
Konzepte, die im Folgenden definiert werden. Zuerst wird dazu die Menge R so
erweitert, dass der Begriff des Unendlichen mit einbezogen wird.

Definition 2.13 (Erweiterung von R).
Die Menge R := RU{—o00,00} heifit erweiterte reelle Zahlengerade. Es gilt —oco < oo
und —oo < x < o0 fir alle x € R.

Zentral fiir die folgenden Ergebnisse sind Intervalle auf R (bzw. R), fiir die folgende
Schreibweisen verwendet werden:

a) Abgeschlossene Intervalle
Seien a,b € R,a < b, dann ist [a,b] :={x € R| a <z < b}.

b) Offene Intervalle
Seien a,b € R,a < b, dann ist (a,b) :={x € R |a < x < b}
(Man schreibt manchmal auch |a, b[ statt (a,b))

c) Halboffene Intervalle
Seien a,b € R,a < b:

[a,b) =={r €R|a <z <b}
(a,b] :={z eR|a<z<b}

d) Uneigentliche Intervalle
Sei a € R:

[a,+0) :=={z €R |z >a}
a,+o0):={reR|x>a}
yal ={z eR|x < a}
ya):={zxeR |z <a}

Definition 2.14 (Lénge eines Intervalls). Fir ein abgeschlossenes Intervall [a, b]
bezeichnet |[a,b]| = b — a die Lange des Intervalls.

Wir benutzen den Begriff der Léange fiir abgeschlossene Intervalle, wobei das Intervall
[a,a], das nur aus dem Punkt a besteht, die Lange 0 hat. Man kann die Langendefi-
nition auf halboffene, offene und uneigentliche Intervalle erweitern. Uneigentliche
Intervalle haben dann die Lange oco.

Einige weitere Bezeichnungen:

Rsyp:={z €R |z >0}

Rso:={zeR |z >0}

Ry :={x e R |z #0}

Rog:={zeR|z>0}

Rso:={z €R |z >0}

Ry = {z R |z #0}

Intervalle definieren Mengen und es gilt z.B. [a,b] C R. Die folgenden beiden
Definitionen legen Eigenschaften von Teilmengen von R fest. Diese konnen Intervalle
sein, die Eigenschaften gelten aber auch fiir andere Teilmengen von R.
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Definition 2.15 (Beschrinkte Menge). Sei A C R nicht leer. A heifit nach oben
(bzw. nach unten) beschrankt, wenn es eine Konstante K € R gibt, sodass © < K
(bzw. x > K) fir alle v € A. Man nennt K dann obere (bzw. untere) Schranke von
A. Die Menge A heifst beschrankt, wenn sie nach oben und nach unten beschrinkt
1st.

Definition 2.16 (Supremum und Infimum). Sei A C R nicht leer. Eine Zahl
K € R heifst Supremum (bzw. Infimum) von A, wenn K die kleinste obere (bzw.
grofste untere) Schranke von A ist.

Dabei heiffit K kleinste obere Schranke, falls gilt

i) K ist eine obere Schranke von A,

i1) fir jede obere Schranke K' von A gilt K < K’
und groBte untere Schranke, falls gilt

i) K ist eine untere Schranke von A,

i) fir jede untere Schranke K' von A gilt K > K'.
Es folgen einige Sétze tiber das Supremum /Infimum.

Satz 2.17 (Eindeutigkeit des Supremums/Infimums). Jede nichtleere Teilmenge A
von R hat héchstens ein Supremum und hochsten ein Infimum. D. h. das Supremum
(bzw. Infimum) von A ist, falls vorhanden, eindeutig und wird mit sup(A) (bzw.
inf(A)) bezeichnet.

Beweis: Seien K7 und K5 obere Schranken von A, dann gilt K < K5 oder K1 > K.
Falls beide Relationen gelten, ist K1 = K5, ansonsten ist K7 < Ky oder Ky < Kj.
Falls K; das Supremum ist, kann nur K; < Ky gelten. Analog kann der Beweis fiir
das Infimum gefiihrt werden. (Il

Wir sagen [a,b] C [¢,d], falls c <aAd>bA (a#cVd#Db). Eine Folge von immer
kleiner werdenden Intervallen kann genutzt werden, um Elemente aus R festzulegen,
die bestimmte Eigenschaften haben. Dazu definieren wir zuerst den zentralen Begriff
der Intervallschachtelung.

Definition 2.18 (Intervallschachtelung). Eine Folge von abgeschlossenen Interval-
len Iy, I, I3, ... heifit Intervallschachtelung, falls gilt:

1) Iny1 C I, firm=1,2,3,...
1) Zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall I, mit |I,| < e.

Wir fordern folgendes Axiom:
Fiir jede Intervallschachtellung gibt es genau ein z € R, sodass x € I, fir alle
n=123,...

Satz 2.19 (Existenz des Supremums/Infimums). Jede nichtleere nach oben (bzw.
unten) beschriankte Menge A besitzt ein Supremum (bzw. Infimum,).
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Beweis: Wir zeigen den Beweis fiir das Supremum und konstruieren das Supremum
per Intervallschachtelung [a,,, b,].

Wir beginnen mit einem beliebigen ag € A und einer beliebigen oberen Schranke by
von A. Aus [ay, b,] konstruieren wir a1, bny1] wie folgt:

Sei m = 22£ba (der Mittelpunkt des Intervalls)

[an,m] falls m obere Schranke von A

[@nt1,bny1] = {

[m,b,] sonst (m keine obere Schranke von A)

Falls m keine obere Schranke von A ist, so existiert mindestens ein = € [m,b,] N A
mit m < x, da b, durch die Konstruktion des Intervalls immer eine obere Schranke
von A ist.

Sei s € [an, by fiirallen =0,1,2,---. s ist eine obere Schranke von A, sonst gibe es
ein € A mit £ > s und ein Intervall [ay,, b,] mit |[an,bs]| < 2 —s. Da s € [an, by]
gilt b, — s < x — s also auch b,, < z, was aber im Widerspruch zur Wahl von b,,
steht. Damit ist s obere Schranke.

Gibt es eine kleinere obere Schranke? Géabe es eine obere Schranke s’ < s, so gabe es
ein Intervall [ay,, by] mit |[an, by]| < s — §' und damit s’ < a,, was im Widerspruch
zur Wahl von a,, steht.

Der Beweis fiir das Infimum ist analog zu fithren! O

Der Beweis des vorherigen Satzes zeigt, dass die Intervallschachtelung auch als
Beweisprinzip eingesetzt werden kann.

Beispiel 2.7.
i) Fir das abgeschlossene Intervall A = [a,b] gilt
inf(A) = min(A) =a
sup(A4) = max(A4) =b
i1) Fir das halboffene Intervall A = (a,b] gilt
sup(A) = max(A) =b
inf(A) = a aber min(A) existiert nicht!

1it) Fir A= {nj_l |ne N} gilt sup(A) =1

w) Fir A := {g—j |n e N} gilt sup(A) = max(A) = 2
Die Ergebnisse fiir die letzten beiden Beispiele werden mit den Methoden aus
Kapitel [3| hergeleitet werden.

Satz 2.20 (Existenz von Wurzeln). Zu jedem z € Rso und jedem k € N gibt es
1
genau ein y € R mit y* =z, d. h. y = x% oder y = ¥/x (k-te Wurzel von x).

Beweis: Es geniigt > 1 zu behandeln, denn den Fall z < 1 fiihrt man durch den
Ubergang 2’ = % auf den Fall > 1 zuriick. Fiir x = 1 ist y = 1 die Losung.

Wir konstruieren per vollstdndige Induktion eine Intervallschachtelung mit Interval-
len I, = [an, by], fir die gilt:

i) ak <z <k

) firn=1,2,...
“) |In| = (%) : |Il|
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Sei I = [1, z]. Offensichtlich gelten ¢) und i) da = > 1.
I, 41 wird aus I,,, indem wir m = % - (an + by,) wihlen und dann
[an,m] falls mF >z

I = |a y b =
n+1 [ n+1 n+1] {[m7 bn] falls mk <z

wéhlen. -
Offensichtlich gilt ) und |I,,41| = 3 - |I,,|. Damit folgt aus |Io| = (3)” - || auch
i1). Die Folge der Intervalle bildet eine Intervallschachtelung, da I,+1 C I, und es

fiir jedes € > 0 ein n gibt, sodass (%)nfl <e-|L|T'=|L| <.
Sei y die in allen Intervallen I,, liegende Zahl.

Zu zeigen y* = x:

Zuniichst zeigen wir, dass auch die Intervalle I¥ = [ak b

bilden.

k

] eine Intervallschachtelung

i) I,’j_H C I gilt wegen I,,11 C I,
ii") Fiir die Linge jedes Intervalls I* gilt

15| = (b —ayn) - (WL 40520, +... 4 a1
< L] -k -oEt

da b, >a, >1und 1<b, <b;.

Sei nun € > 0 gegeben, so existiert ein Index v, so dass |I,,| < &’ = ﬁ und damit
1

|IF] < e.

Da y in I, liegt, liegt y* in I¥ fiir n = 1,2,.... Ferner liegt = in I* fiir alle n € N,

da 7) gilt.

Da es nur genau eine Zahl gibt, die in allen Intervallen I* liegt, gilt y* = x.

7 zeigen bleibt die Eindeutigkeit von y.

Sei z eine weitere Zahl mit z* = 2 und z # y. Dann muss gelten z > y oder z < v,

woraus zF > y¥ = x bzw. 2¥ < y* = z folgen wiirde, da y > 1 vorausgesetzt wurde.
O

Wir kénnen die Definition von Wurzeln auf R>( erweitern, indem wir Y0 =0 fir
alle k € N definieren.

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir die Frage beantworten, ob R méchtiger als
Q ist? Da Q C R ist, lautet die Frage anders ausgedrickt: Ist auch R abzahlbar?
Die Antwort liefert das folgende Resultat.

Satz 2.21 (Uberabzihlbarkeit von R). Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht
abzdhlbar.

Beweis: Wir nehmen an, dass es eine Aufzdhlung von R = {x1, 29, x3,...} gibt.
Wir konstruieren eine Intervallschachtelung I,,, sodass z,, ¢ I,, fir jedes n € N. I,
sei dazu rekursiv wie folgt definiert:

1. I = [z1 + 1,21 + 2] (offensichtlich 1 ¢ I )

2. I,41 entsteht aus I, indem I,, in 3 gleich lange Intervalle unterteilt wird, von
denen mindestens eins x,1 nicht enthalten kann. Es wird das bzw. ein Teilintervall
gewdhlt, das x,4+1 nicht enthalt.
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Offensichtlich konstruiert die Vorschrift eine Intervallschachtelung und es gilt x,, ¢
I,,. Sei y die Zahl, die in allen Intervallen liegt. Nach obiger Aufzéhlung hétte
y eine Nummer k, also y = z. Damit wére aber y = yx € Ix, da y in allen
Intervallen enthalten ist. Dies widerspricht aber der Konstruktion der Intervalle
und hier insbesondere der Konstruktion von I. Damit kann unsere Annahme, dass
R abzéhlbar ist, nicht gelten. O



26

KAPITEL 2. REELLE ZAHLEN



Kapitel 3

Folgen und Reihen

Wie bereits in der Einleitung angedeutet, beschéftigt sich die Analysis sehr stark
mit Grenzprozessen. Wir werden in diesem Kapitel die wichtigsten Grenzprozesse,
ndmlich die Grenzeprozesse von Folgen und Reihen kennen lernen. Grenzprozesse
betrachten in der Regel unendliche Abldufe und kénnen in endlich vielen Schritten
nur approximiert, nicht aber exakt berechnet werden.

3.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 3.1. Unter einer Folge versteht man eine Abbildung f : N — R. Jedem
n € N wird ein a,, € R zugeordnet. Man schreibt (a,)nen oder (a1,as,...).

n bezeichnet man als den Index und a, als die Glieder der Folge. Folgen lassen
sich einfach verallgemeinern, indem Indizes n € Z oder n > k € N zur Indizierung
gewahlt werden.

Beispiel 3.1.

e Konstante Folge a,, = a fir allen € N

* a,= % definiert die Folge (1, %, %, o)

e a, = (—1)" definiert die Folge —1,1,—1,1,...

k i k k
e a,= (%) definiert 1, %, %,

Eine Folge ist rekursiv definiert, falls sich a,, (n > h) aus den Gliedern a1, ..., ap—p
berechnen ldsst und aq, ..a; vorgegeben werden.

Beispiel 3.2.
e a;=1,a, =2 a,_1 definiert 1, 2, 4, 8....

e Fibonacci- Folge, die tiblicherweise mit ag und nicht a; beginnt
ap=0, a; = ]-; Ap = Ap—1 + Ap—2
definiert 0,1,1,2,3,5,8,13, ...

f = (an)nen sei eine Folge, dann sei || f|| := sup{|a,| | n € N}. || f]| wird auch als
Norm der Folge bezeichnet.

27



28 KAPITEL 3. FOLGEN UND REIHEN

Definition 3.2 (konvergente Folgen). Fine Folge (a,)nen heifit konvergent gegen
a € R, falls gilt: zu jedem € > 0 existiert ein ng € N, sodass |a, — a| < € fir alle
n > ng. Eine Folge, die nicht konvergiert, heif$t divergent.

Beachte, dass ng von £ abhéngt!
Falls f gegen a konvergiert, so nennt man a den Grenzwert von f und schreibt:

lim a,, = a oder a,, — a fiir n — oo
n— o0

Eine Folge die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

Satz 3.3. Der Grenzwert einer Folge ist, falls er existiert, eindeutig.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Angenommen der Grenzwert sei nicht

eindeutig und es existieren zwei Grenzwerte a und o’ mit a # o', sodass lim a, = a
n—oo

und lim a, = &’. Dann existiert ein ¢ mit 0 < ¢ < |a — da’|/2 = 2¢ < |a — d/|. Da

n—oo
sowohl a als auch @’ Grenzwerte sind, muss ein ng existieren, sodass fiir alle n > ng

|an, —a| < e und |a, — d’| < e. Damit gilt aber dann auch
la —d| =|a—a,+a, —d| <|a, —a|l + |a, — d'| < 2¢ fiir n > ny.

Dies ist eine Widerspruch zu unserer Annahme, sodass a = o/ gelten muss. (I

Konvergenz einer Folge kann man sehr gut geometrisch auf der Zahlengeraden
veranschaulichen, wie die folgende Graphik zeigt. Alle Werte a,, liegen fir n > ng
in einem Intervall der Linge 2¢ um den Punkte a.

‘ | HX‘XH
[ HWH [ ‘
a

a-¢&

Beispiel 3.3.
e Die konstante Folge a,a, ... konvergiert gegen a.

e Fiir die Folge (%)neN

ist die ndachste Zahl aus Z, die grofer x ist).

gilt nl;n;o% = 0. Fiir e > 0 wihlen wir ng = [1] ([z]

e Die Folge a, = (—1)™ divergiert.
Beweis: Angenommen die Folge wiirde gegen a konvergieren, dann gibt es
nach Definition fiir e = 1 ein ng € N, sodass |a,, — a| < 1 fiir alle n > ng. Es

gilt aber
2 = lanpt1 — an|
= |(ans1 —a) + (a — an)|
< ‘an-&-l - a| + ‘an - a|
<l+4+1=2
Dies ist ein Widerspruch, der zeigt, dass die Annahme falsch ist. O

Definition 3.4. Eine Folge [ = (ayn)nen heifst nach oben (bzw. nach unten) be-
schrankt, falls es eine Konstante K € R gibt, sodass a, < K fiir allen € N (bzw.
an > K fir alle n € N). Die Folge heifit beschrankt, falls |a,| < K fir alle n € N.
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Definition 3.5. Eine Folge f = (ay)nen heifit bestimmt divergent gegen oo, falls
ein ng € N existiert, sodass fir alle n > ng, a, > 0 und (,%)neN,nZno gegen 0
konvergiert. '

Bemerkung: Entsprechend kann man bestimmt Divergenz gegen —oco definieren.
Satz 3.6. Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis: Sei lim a, = a und ng € N so gewéhlt, dass |a, — a| < 1 fiir alle n > ny.
n—oo

Daraus folgt |a,| = |a + an — a| < |a| + |an, — a] < |a| + 1 fiir alle n > ng. Setze
K :=max(|ai], |as|,...,|an,—1],|a| + 1), dann ist |a,| < K fiir alle n € N O

Bemerkung : Die Umkehrung des Satzes gilt natiirlich nicht, da z.B. a, = (—=1)"
beschriankt, aber nicht konvergent ist.

Beispiel 3.4. Wir betrachten die Folge (ay)nen mit a, = x™, deren Verhalten vom
Wert x € R abhdngt:

1. Falls |z| <1 gilt lim 2™ = 0.
n— oo

2. Fallsz =1 gilt lim 2™ =1.

n— oo

8. Fualls x = —1 divergiert die Folge.
4. Falls |x| > 1 divergiert die Folge und ist unbeschrankt.

Die Beweise sollen zur Ubung durchgefiihrt werden.

3.2 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Definition 3.7 (Rechenregeln fiir Folgen). Seien (ap)nen und (by)nen zwei kon-
vergente Folgen und ¢ € R. Dann definieren wir:

L (an)nEN + (bn)neN = (an + bn)n€N7

2. c- (an)nEN = (C : an)nEN7

o

(an)nEN : (bn)neN - (an . bn)nEN und

/. (@n)nen — (al)neN falls (by,) # 0 fir alle n € N.
(bn)nEN by,

Satz 3.8 (Grenzwerte kombinierter Folgen). Seien (an)nen und (bn)nen zwei
konvergente Folgen und ¢ € R. Dann gilt :

) 50, (an o+ bn) = g (an) + i3 (Bn)

1) lim c¢-a, =c- lim (a,)

n—oo n—oo
1) lim ay, - b, = lim (a,)- lim (by,)
n— 00 n—oo n— oo
lim (ay)

w) lim 42 = 22=__ f4lls b, # 0 fir allen € N und lim b, # 0.
n—oo On nlgmw(b7l) n—00
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Beweis: Sei a = hm an, und b= lim b,.

i)

i)

i)

)

n—roo

Sei € > 0 vorgegeben, dann ist auch €/2 > 0. Da beide Folgen konvergent sind,
gibt es ng,ny € N mit |a, —a| < § fiir n > n, sowie |b, —b| < 5 fiir n > ny
Damit gilt fir n > ng, = max(ng, np)

(@n+b0) = (a+0)| < lan —al + by =B < S+ =<

Ergibt sich aus i), wenn wir (a,)nen als konstante Folge auffassen.

Nach Satz [3.6sind die Folgen (a, )nen und (b, )nen beschriankt. Sei K, > ay,
und K > b (n € N) sowie K = max(K,, Kp). Sei € > 0 vorgegeben, dann
gilt auch 5% > 0. Da beide Folgen konvergieren, gibt es ny,ny € N sodass:
lan, — al < = fiir n > n,

b, — b < 5% fur n>ng

Sei ngy = max(na, np). Dann gilt fiir alle n > ng

|anby, —abl = |apby — apb+ anb — ab|
|arn, (by, — b) + (an, — a) - b
|an| - |bn — b + |an — al - |b]

K 5% +5% K =c

AN

Da §* = an - i, konnen wir den Beweis auf Fall i) zuriickfithren, falls

b% bfurn—>ooundb7é0.

Wegen b # 0 ist |g‘ > 0 und es gibt ein n, € N, sodass fiur alle n > ny
|bn, — b < |b‘ ist. Daraus folgt |b,| > Ib‘

Elbl

Zu einem vorgegebenen e gibt es ein ng € N, sodass |b, — b| < fur alle

n > ng. Dann gilt auch fiir n > max(ny, no)

S Ty
|| - [B] [bn | - [0]
2 e|v?

[oP 2

1 1‘ b b 1

= €
Da [ba| - b > (b ist (|ba]- [b)) ™" < 2= und die im vorletzten Schritt
durchgefiihrte Ersetzung ist korrekt.

=3 gezeigt.

n—oo

Damit wurde lim ’

3n? +13n

Beispiel 3.5. Seia, = g mit n € N.

n2

3n? + 13 341 1
Wegen a,, = el 2 und da 1Lm o= 0 folgt aus|3.8iii), dass

n?—2 1-Z

lim %: lim 1-1z(lim 1>~<lim 1):0-0:0.
n—o00 M n—ocon N n—o00 N n—oo N
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1 2
Damit gilt nach.i) lim <3 + 3) = 3 sowie lim <1 — 2) = 1 und schliefSlich
n—00 n n—00 n
nach [3.8iv)

g3 lm @3- g
lim = n= 5 = - = 3.
n—oo 1 — 5 lim (1-%) 1

n— oo

Satz 3.9. Seien (ay)nen und (bn)nen zwei konvergente Folgen mit a,, < b,. Dann
gilt auch lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Beweis: Sei ¢, = b, — a,,. Es geniigt zu zeigen lim ¢, > 0, da ¢, nach Satz
n—oo

konvergent ist und ¢, > 0 fiir alle n € N nach Voraussetzung gilt. Angenommen

lim ¢, = —e fiir e > 0. Dann gébe es ein ng, sodass fiir alle n > ng
n—oo
len — (=€) = len + €] < e
Dies wiirde bedeuten, dass ¢, < 0, was nach Annahme nicht gelten kann. ([l

Vorsicht: Aus a, < b, fur alle n € N folgt nicht lim a, < lim b, wie zum Beispiel
n—oo n— o0

a, = 0und b,, = % flir n =1,2... zeigt.

Der folgende Satz erweitert Satz[3.9]

Satz 3.10 (Sandwich-Theorem). Seien (an)nen, (bn)nen und (¢p)nen Folgen mit
an < b, < ¢p. Seien (an)nen und (cp)nen konvergent und lim a, = lim c¢,. Dann

n— o0 n— o0
ist auch (bp)nen konvergent und es gilt lim a, = lim b, = lim ¢,.
n—oo n—oo n—oo

Der Beweis sollte zur Ubung ausformuliert werden.

3.3 Monotone Folgen und Teilfolgen

Ein zentraler Aspekt bei der Analyse von Folgen ist die Untersuchung, ob eine
Folge konvergiert oder divergiert. Dies kann man offensichtlich nicht durch einfaches
“Ausprobieren” feststellen, da Konvergenz bzw. Divergenz vom Verhalten fiir n — oo
abhéngt. Deshalb werden Kriterien fiir die Konvergenz oder Divergenz von Folgen
hergeleitet und aus diesen Verfahren zur Analyse konkreter Folgen abgeleitet.

Definition 3.11 (Monotone Folge). Fine Folge (ay,)nen heifst
e monoton wachsend, falls a, < ap41 fiir allen € N

e streng monoton wachsend, falls a,, < apy1 fir allen € N,

e monoton fallend, falls a,, > an41 fir allen € N

e streng monoton fallend, falls a,, > an41 fir allen € N

Definition 3.12 (Teilfolge). Sei (an)nen eine Folge und ny < ng < ng < ...
eine aufsteigende unendliche Folge natirlicher Zahlen, dann heifft (an,)ken =
Apy Ay - - - eine Teilfolge der Folge (an)nen-

Fiir eine Teilefolge werden also nur einzelne Glieder der Folge beriicksichtigt, ohne
deren Reihenfolge zu &ndern. Der folgende Satz zeigt, dass sich die Konvergenz von
Folgen auf Teilfolgen tibertrégt.
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Satz 3.13. Jede Teilfolge (an, )ren einer konvergenten Folge (an)nen ist konvergent
und es gilt lim a,, = lim a, = a.

k— o0 n— 00
Beweis: Fiir jedes € > 0 so gibt es ein ng € N, sodass |a,, — a| < € fiir alle n > ng.
Damit liegen nur endlich viele Glieder von (a,) auerhalb von (a —€,a + ¢) und
damit auch nur endlich viele Glieder von ay, . Da jedes a,, auch ein a,, ist, gibt es
ein ko < ng, so dass |a — a,, | < e fir k > ko. ]

Mit Hilfe von Teilfolgen kann man die Divergenz von Folgen nachweisen.
Satz 3.14 (Divergenzkriterium). Besitzt eine Folge (ap)nen
i) eine divergente Teilfolge oder

1) zwei konvergente Teilfolgen (an, )keny und (an,)ieny mit lim (a,, ) # lim (ay,)
k—o00 =00

so ist die Folge divergent.

Beweis: Im Fall ¢) kann die Folge nach Satz nicht konvergent sein.
In Fall i7) wiirde, falls die Folge konvergent wére, nach Satz gelten

lim a, = lim a,, # lim a,, = lim a,,
n—o00 k—oc0 l—o0 n—00

was der Eindeutigkeit des Grenzwerts widerspricht. O

Beispiel 3.6. Sei (—1)"die untersuchte Folge. Es gibt es zwei Teilfolgen (—1)*"
und (=1)2"*1 mit lim (=1)?" =1, lim (—1)*"*! = —1, so dass die Folge divergent
n—00 n—ro0

ist.

Satz 3.15 (Konvergenzkriterium). Jede beschrinkte monotone Folge ist konvergent.
Genauer formuliert:

i) Ist f = (an)nen monoton wachsend und nach oben beschrinkt, so ist f konvergent
und es gilt lim a, = sup{a, | n € N}.
n—oo

1) Ist f = (an)neny monoton fallend und nach unten beschrinkt, so ist f konvergent
und es gilt lim a, = inf{a, | n € N}.
n—oo

Beweis: i) Sei f = (an)nen eine monoton wachsende und nach oben beschrénkte
Folge. Da f nach oben beschrinkt, existiert ein Supremum a € R (nach Satz
2.19). Damit gilt a; < az < ... < ap < apt1 < ... < a. Es bleibt zu zeigen, dass

lim a,, = a gilt. Wihle dazu ¢ > 0. Da a kleinste obere Schranke ist, ist a — ¢
n—oo

keine obere Schranke. Somit gibt es ein ng mit a — € < a,,. Da die Folge monoton
ist gilt ap, < a, fir n > ng und da a obere Schranke ist gilt a, < a, sodass
a—an < a— ap, <e. Damit ist das Konvergenzkriterium erfiillt.

Der Beweis fiir i7) ist analog zu fiihren. O

Satz 3.16. Jede Folge enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,)nen die Folge. Wir betrachten die Menge N3 = {n € N | Vm €
N.m > n = a,, > a,} und unterscheiden
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1. Ny ist unbeschrinkt.
Dann ist Ny = {n1,n2,...} und n; < nz < ... und die Teilfolge (an,)ren ist
monoton wachsend da ay, ., > an, nach Konstruktion von Nj.

2. N; ist beschrankt oder leer.
Wir bestimmen eine monoton fallende Teilfolge (am, )ren rekursiv.
1 falls Ny =10

max(Ny)+1 falls Ny #0
Fir k> 1: my,...,m_1 sind bekannt, m; < mo < -+ < mg_1 und am; > Gmy >

-+ > am,_,. Ferner ist my_1 ¢ Ny da mg_; > my und my > max(Ny). Nach
Definition von N; existiert ein my > mg_1, sodass am,, < Gpm,_, (sonst wiirde mg_q
zu N; gehoren). Dieses my, wihlen wir als nichstes Glied der Folge und fahren fort.
Auf diese Weise erhalten wir eine monoton fallende Folge.

Firk=1: m; =

O

Der folgende Satz ergibt sich aus den beiden vorherigen und ist sehr bekannt,
weshalb er explizit formuliert wird.

Satz 3.17 (Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge (an)nen besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis: Nach Satz enthilt die Folge eine monotone Teilfolge (die natiirlich
auch beschrénkt ist, wenn die urspriingliche Folge beschriankt ist) und nach Satz
[3:I5)ist jede beschrinkte monotone Folge konvergent. O

Unter der Umgebung oder besser e-Umgebung eines Punktes = verstehen wir die
Menge aller alle Punkte y mit |z — y| < e. In einer e-Umgebung des Grenzwertes
einer konvergenten Folge liegen ab einem bestimmten Index ng alle Glieder der Folge.
Wenn wir Punkte betrachten in deren Umgebung zwar unendlich viele Folgenglieder
liegen, auflerhalb der Umgebung aber ebenfalls unendlich viele Folgeglieder, so
kommen wir zur Definition des Haufungspunkts.

Definition 3.18 (Haufungspunkt). Fir eine Folge (an)nen heifit a Haufungspunkt,
wenn es eine Teilfolge (an, )ken von (an)nen gibt und klirn ap, = a.
—00

Beispiel 3.7.

n  falls n gerade

e Die Folge a, = ist unbeschrankt und besitzt den Hdu-

% falls n ungerade
fungspunkt 0.

e Die Folge a, = (—1)" + = ist beschrinkt und besitzt die Hiufungspunkte —1
und 1.

Mit Hilfe der Definition und des Satzes von Bolzano-Weierstrafl kann man die
Aussage formulieren, dass jede beschrinkte Folge reeller Zahlen mindestens einen
Héufungspunkt besitzt.

Eine besondere Rolle bei der Charakterisierung konvergenter Folgen spielen die
im Folgenden definierten Cauchy-Folgen, die es erlauben, konvergente Folgen zu
charakterisieren, ohne den expliziten Grenzwert zu nutzen.
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Definition 3.19 (Cauchy-Folge). Eine Folge (ay,)nen heifst Cauchy-Folge, wenn
qgilt:
Ve >0 3ng € NVn > ng.|an, — an,| < €.

Die folgenden beiden Sétze zeigen den Zusammenhang zwischen konvergenten Folgen
und Cauchy-Folgen.

Satz 3.20.

i) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

1) Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt.

1i1) Besitzt die Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konvergent.
Beweis:

i) Sei (an)nen konvergent, sei ¢ > 0 und sei @ = lim a,,. Definiere ¢’ = 5. Nach
n— oo

Definition existiert ng, sodass |a, — a| < &’ fiir alle n > ng und damit
lan — ang| = lan —a+a—ap,| <lan —al+|an, —a| <& +& =e.

i1) Sei (an)nen eine Cauchy-Folge. Dann gibt es zu € = 1 ein ng, sodass |a,, —
any| < 1 fir alle n > ng. Daraus folgt fiir n > ng:

|an| = |an0 + (a’n - a‘no) | < |an0| + ‘a’n - an0| < |a‘n0| + 1.
Wihle K = max {|a1], ... |ang—1];|an| + 1}, so gilt |a,| < K fiir jedes n € N.
iii) Sei (an)nen eine Cauchy-Folge und (an, )ren eine konvergente Teilfolge mit

klim n, = a. Sei € >0 und ¢’ = §. Es gibt ein ky € N mit |a,, —a| <€’ fiir
—00

alle k > kg. Ferner gibt es ein ng € N mit |a,, — an,| < ¢’ fiir alle n > ng. Sei
n > ng, dann gilt

ap, — a = (an — Gny) + (Ang — an,,) + (an, —a),
wobei k > ko und ng > ng gewahlt wird. Damit gilt dann

lan —a| < |ap — any| + |an, — an, |+ |an, —a] <& +& +& =e.
———

——— S——
Cauchy Cauchy konv. Teilfolge

Satz 3.21. Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweis: Nach Satz i1) ist jede Cauchy-Folge beschrankt. Damit enthélt sie
nach Satz eine konvergente Teilfolge und ist damit nach Satz iii) selbst
konvergent. O

Wenn wir Satz i) und Satz zusammen benutzen erhalten wir folgendes
Korollar.
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Korollar 3.22. Fine Folge (an)nen ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Damit kann die Konvergenz einer Folge auch dadurch gezeigt werden, dass gezeigt

wird, dass es sich um eine Cauchy-Folge handelt. Dieser Nachweis hat den Vorteil,
dass der Grenzwert nicht bekannt sein muss.

:1+%+~--+%,DieFolgeist

Bl

n
Beispiel 3.8. Sei (an)nen definiert als a, = 5
k=1

keine Cauchy-Folge und damit divergent.
Beweis: Wir betrachten die Differenz

. a_i”:l_ LN SRS S B
ot k- on+l 2n = 2n 2n, 2
k=n+1 A —
n Summanden

Ware (an)nen eine Cauchy-Folge, so miisste es zu jedem € > 0 (also auch zu
e = 1) einng € N geben, sodass |a, — an,| < € fiir alle n > ng und somit auch
|a2n, — ang| < % gelten. Nach obiger Abschdtzung gilt dies aber nicht und f ist keine
Cauchy-Folge.

Beispiel 3.9. Sei (ap)nen definiert als
O T (-1
. = R e P T Sl AN
a kz::l - +3 +

(an)nen ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent.
Beweis: Sei € > 0 gegeben. Wihle ng, sodass nio <e. Wir zeigen |an — an,| < € fiir
alle n > ng. Firn > ng gilt

n

(“1)™ (an — any) = (-1 32 UL

, k=no+1
A P €} il
- )t ﬁ_%) falls n —ng gerade
gD [ I ﬁ_ﬁ>+% falls n — ng ungerade

Jeder Term in der Klammer ist positiv! Also gilt (—1)"(ay, — apn,) > 0. Damit gilt
auch

an — any| = (=1)"(an — an,) )
= 71,01—&-1 - |:n0];&-2 + nol-‘r3 — ok #}
= ot (D)™ (an — angta)
>0
< ﬁ <eg

Damit ist (an)nen Cauchy-Folge und konvergent.
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3.4 Ein Algorithmus zur Wurzelberechnung

Sei a € Ry eine reelle Zahl deren Quadratwurzel wir bestimmen wollen. D. h. wir
suchen z mit 2 =a =z = %. Sei 2/ = 1 (z+2) (2/ = @ gilt fiir z = 2). Wir zeigen
nun, dass man daraus eine konvergente Folge ableiten kann, die /a als Grenzwert
besitzt. Der Algorithmus ist ein Beispiel fiir den Einsatz von Folgen, nédmlich die
Approximation eines Grenzwertes durch Berechnung einer endlichen Anzahl von
Gliedern. Es zeigt sich, dass dies ein probates Mittel sein kann, Werte, die nicht

exakt vorliegen, effizient mit einem Rechner zu approximieren.

Satz 3.23. Seien a > 0 und x1 > 0 reelle Zahlen. Sei (xn)nen definiert als
Tng1 = 5 (Tn + +=). Dann konvergiert (zn)nen gegen /a (d. h. 22 =a).

Beweis:

1. Per Induktion kann man zeigen z,, > 0, sodass ;- definiert ist.

2. Esgilt 22 > a fir n > 1, da

2
Tpo1 + =2 ) —a

Tn—1

IS N T

2 a?
Tn_q+2a+ 3 ) —a
7

2
(mn—l - m:71> > 0.

3. Esgilt 25,41 <z, fiir alle n > 1:

|
=

1 a
Tp = Tpy1 = Tn— 5(Tn + 3-)
1 2
- 2z, Tp — a’) >0

nach vorheriger Abschitzung >0

4. Nach 2. und 3. ist (z,,)n>1 eine monoton fallende Folge, die nach 1. durch 0 nach
unten beschrinkt ist. Nach Satz ist die Folge damit konvergent. Wir miissen
noch zeigen, dass der Grenzwert der Wurzel entspricht.

1 a 9
Tpy1 = i(xn + x—) = 2Tpt1Tn =, + 0
n

Mult. mit 2z,

Da lim z,41 = lim z, =z gilt lim 22,12, = 22% und lim 22 +a =22 +a
n—oo n—oo n—,oo n—oo

und damit 222 = 2% + a = 2? = a. Die Eindeutigkeit von x folgt aus Satz m

O

Wir schauen uns die Geschwindigkeit der Konvergenz an. Dazu sei der relative
Fehler definiert als w. Es gilt z,, = v/a (1 +w,). Offensichtlich gilt w,, > 0 fiir n > 1
(da 22 > a wie aus dem Beweis von Satz folgt). Einsetzen in die Gleichung
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Tny1 = 3(Tn + +-) und Kiirzen von y/a liefert

8

1+wpyr = \”//*af:ﬁ(xn—f—ﬁ)
1 1
= 5(1+0Jn+m)

_ 1 (Q4wn)’41
= Wt = i(w -1
(1+wn)?+1-2(14w,)
] 2(14+wsy)
w2 42w, +2-2—2w,
2(14wn)
UJZ

n
2(14wn)

< 1 min(wy,w?)

Die Konvergenz ist sehr schnell. Fiir gréflere Werte von w,, halbiert sich der Fehler,
fiir kleine Werte von w,, verdoppelt sich in jedem Schritt die Anzahl der richtig
berechneten Dezimalstellen ungefihr. Ein weiterer Vorteil des Verfahrens ist die
Robustheit bzgl. des Anfangswertes. Man kann mit beliebigem zy > 0 beginnen
und erhilt eine konvergente Folge. Dadurch kann eine einmal berechnete Losung
auch durch weitere Iterationsschritte verbessert werden.

Das Verfahren ist erweiterbar, da die Rekursion 41 = %((k -1z, + T“,l) eine

Folge definiert, die gegen {/a konvergiert. (Beweis zur Ubung)

3.5 Reihen

Neben Folgen sind Reihen eine weiteres Hilfsmittel, um Probleme durch Nédherungs-
berechnung zu 16sen. Im Prinzip kénnte man Reihen als spezielle Folgen betrachten.
Thre spezielle Form und grofle praktische Bedeutung fiihrt dazu, dass wir sie separat
vorstellen werden.

Definition 3.24 (Reihe). Man nennt den formalen Ausdruck

00
Zak=a1+a2+--~ mit arp € R
k=1

n
eine (unendliche) Reihe und s, = Y aj die n-te Teilsumme.
k=1
Wenn die Folge der Teilsummen konvergiert, dann heifit die Reihe konvergent. Eine
nicht konvergente Reihe heifit divergent.

o0
Konvergiert sogar > |ax|, so nennt man die Reihe absolut konvergent.
k=1

[e]

Beispiel 3.10. Die Reihe % nennt man harmonische Reihe. Diese Reihe ist, wie

k=1
wir bereits in Beispiel[5.8 gesehen haben, divergent.

Die Summation kann bei Reihen auch mit & = 0 beginnen, falls dies fir die
entsprechenden Beispiele zu einer einfacheren Darstellung fiihrt. Da die Konvergenz
einer Reihe iiber die Konvergenz der Teilsummen definiert ist, kénnen wir aus
Korollar [3.22] folgendes Konvergenzkriterium ableiten:
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[ee]
Korollar 3.25 (Cauchy-Konvergenzkriterium). Die Reihe > ai konvergiert genau
k=1

n
dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, sodass | > ax| < ¢ fir alle
k=m

n>m > ng.

Es gilt offensichtlich s, — s = > ay.
k=m+1

Ein notwendiges (aber nicht hinreichendes) Kriterium fiir die Konvergenz einer
o0

Reihe > ay ist klim ar = 0. Dies folgt aus dem Cauchy-Konvergenzkriterium mit
—00

k=1
n=m.

o0

Beispiel 3.11. Die Reihe Y. (—1)F ist divergent, da die Reihenglieder nicht gegen
k=1

0 konvergieren.

o0

Satz 3.26. Fine Reihe Y a, mit ap > 0 fir alle k € N konvergiert genau dann,
k=1

wenn die Folge der Teilsummen beschrinkt ist.

n

Beweis: Da a;, > 0 ist s, = ). ax monoton wachsend, und es gilt Satz [3.15

k=1

womit gezeigt wird, dass die Reihe konvergent ist, wenn die Folge der Teilsummen
beschrénkt ist.

Wenn die Folge der Teilsummen unbeschrankt ist, so gilt offensichtlich

lim s, = oo und die Reihe ist divergent. O
n—oo

oo

Beispiel 3.12. Die geometrische Reihe Y. a* konvergiert fiir |a| < 1 gegen den
k=0

Grenzwert ﬁ

n
L —_ant! .
Wir zeigen Y a* = 5% per Induktion.
k=0
l—a
l—a

Induktionsanfang n = 0: o = 1 =

n

n
Induktionsschritt n — n + 1: Es gelte Y a* = 1_1“_:1, dann gilt auch

k=0
n+1 n
k __ k n+l _ 1—a"t! n+l _ 1—a"t! a"tl_qnt2 _ 1_qg"t?
Za 7Za+a - 1-a ta — 1-a + 1—a — 1-a - Da
k=0 k=0
lim 1= — L folgt der Grenzwert
n—soo 17 l-a g ’
oo
Beispiel 3.13. Die Reihe > l%" konvergiert fir n > 1, wie wir nun zeigen werden,
k=1

indem wir zeigen, dass die Teilsummen durch 1_2%"“ beschrinkt sind.
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Zu ko € N gibt es ein m € N mit kg < 2™t — 1 und damit gilt

Sko < —

Il
—_
+
7N\
[~
+
L=
N—
+
4
T
3

k=2
m . 1 m 1 %
SZQ (20)" _Z<2n—1)
=0 =0
= > ()
i=0

geometrische Reihe

Damit gilt auch

. = Cnt1NE 1

o0 n
Beispiel 3.14. Die Reihe . 7= konvergiert und es gilt lim > -t =1.
2 WD) i 2 FOD)

Um den Grenzwert herzuleiten nutzen wir folgende Identitdt m = % — k%rl fur

alle k € N. Damit lautet die n-te Teilsumme

1 1+1 1+1 1+1 1 1 1
Sp=1—-=—+=-—=4+-—=...— =+ —— =1-
2 2 3 3 n n n-+1 n+1

und es gilt lim s, = 1.
n—oo

Um festzustellen, ob eine Reihe konvergiert, gibt es Konvergenzkriterien, von denen
wir nun einige kennen lernen. Zuerst betrachten wir aber das Rechnen mit konver-
genten Reihen und zeigen dabei, dass die Kombination zweier konvergenter Reihen
mit den definierten Operationen zu einer konvergenten Reihe fiihrt.

Satz 3.27 (Rechnen mit konvergenter Reihe).

i) Seien > ay und Y by konvergente Reihen, so sind auch Y, (aj + b) und
k=1 k=1 k=1

NgE

(ar — bg) konvergent, und es gilt:

ES
Il
—

(ar +bk) = > ap+ > by und
k=1 k=1

(ar, —br) = > ap— > by.
=1 =1

MR T8

E
Il
-

o0 (e} (e}
it) Ist die Reihe > ay konvergent und ¢ € R, dann gilt: > c-ar=c- Y, ak.
k=1 k=1 k=1

o0 o0
i) Fir jedes 1 € N mit 1 > 1 gilt: Y ay konvergent < > aj konvergent.
k=l k=1
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(o] (oo}
iv) Sind die Reihen > ay und Y by konvergent und gilt aj, < bpVk € N, so gilt
k=1 k=1

o0

Z ar S Z bk.

k=1 k=1
Beweis: Der Beweis nutzt Satz zur Bestimmung der Grenzwerte kombinierter
Folgen.

i) Seien s, = > ag, tn, = >, bg und w, = Y. (ax + bx), dann gilt fiir den
k=1 k=1 k=1
Grenzwert der Folge s, + t,,:

lim s, + lim ¢, = lim (s, +t,) = lim w,.
n—oo n—oo n—oo

n—oo
n o0
i1) Da s, = > ay gilt nach Satz u) lim ¢-s, =c¢- lim s, =c¢- > ag.
n n+l—1 o
iii) Sei s, = > aj_14k = Y. ag. s, ist die n-te Teilsumme der Reihe } aj.
k=1 k=1 =l
Es gilt

1-1
Sh = SI-14n — P 0k = SI_14n — T
k=1
Damit konvergiert s/, wenn s, konvergiert nach Satz[3.8]i) (r als Konstante
konvergiert).
Sei nun n > [, dann gilt s, = s'l_l_m—l—r, sodass nach Satz 1) sp, konvergiert
wenn s, konvergiert und die Aussage bewiesen ist.

1) Werden s, und ¢, wie im Beweis zu i) definiert, folgt aus ap < by fir alle
k eN, s, <t, fir alle n € N, woraus mithilfe von Satz die Behauptung
folgt.

O

Die Bestimmung des Grenzwertes einer Reihe ist oft nicht leicht. Man nutzt deshalb
verschiedene Kriterien. Oft wird eine gegebene Reihe in Beziehung zu einer Reihe
gesetzt, deren Konvergenzverhalten bekannt ist. Mit dem Leibniz-Kriterium lernen
wir im folgenden Satz ein Kriterium kennen, um die Konvergenz einer Reihe mit
alterniereden Gliedern (d.h. Gliedern mit wechselnden Vorzeichen) zu beweisen.

Satz 3.28 (Leibniz Kriterium). Sei (ax)ren eine monoton fallende Folge reeller
nicht negativer Zahlen mit klim ar = 0. Dann konvergiert die alternierende Reihe
—00

3 (—1)kay.
k=1

Beweis: Fiir die Summe der Teilsummen gilt 5, = Y. (—1)¥ay.

k=1
Da son42 — Son = —Q2n+41 + Gonyo <0, gilt: 59 > 54 > 56 > .. ..
Entsprechend gilt wegen sop+3 — Sont1 = @ont2 — Gopts > 0 51 < 53 <55 < ...
und wegen Sop41 — S2n = —G2n+1 < 0 gilt sop41 < S9p, fiir alle n € N.

Damit ist die Folge (s2,)nen monoton fallend und die Folge (s25,+1)nen monoton
wachsend. Da sy, > s; und sg,41 — s2 < 0 sind beide Folgen beschrankt und es

existieren die Grenzwerte S = lim s, und S’ = lim s9,1.
n—oo n—oo
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Es gllt S = S/, da S — 5" = lim (32n — 52n+1) = lim Aop+1 = 0.

n— oo n— oo
Sei nun € > 0 gegeben, dann gibt es ni,ny € N, sodass |sq, — S| < € fiir n > ny
und [s2p41 — S| < € fiir n > ng. Sei n1p = max(2n1,2ns + 1) dann gilt |s,, — S| < e
fir alle n > nio. Damit ist die Konvergenz bewiesen. O

) k
Beispiel 3.15. Die alternierende harmonische Reihe # konvergiert nach
k=1

dem Leibniz-Kriterium

3.6 Absolut konvergente Reihen

Viele Konvergenzkriterien setzen voraus, dass die betrachteten Reihen absolut
konvergieren. Wie der folgende Satz formal zeigt, ist die absolute Konvergenz
stiarker als die gew6hnliche Konvergenz.

o0

Satz 3.29. Wenn die Reihe Y ay absolut konvergiert, so konvergiert sie auch im
k=1

gewohnlichen Sinne.

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung fiir Betrége folgt: Z ap| < Z |ag|. Damit

k=m

n

gilt Z lak] < e = Z ak‘ < g, sodass die Konvergenzbedingung fiir die Reihe

erfullt 1st wenn die Bedlngung fir absolute Konvergenz erfiillt ist. O

Wichtige Konvergenzkriterien basieren auf dem Vergleich einer Reihe mit einer
anderen Reihe, deren Konvergenz oder Divergenz bekannt ist.

o0
Satz 3.30 (Majorantenkriterium). Sei Y ¢ eine konvergente Reihe mit ausschlief3-
k=1
lich nicht-negativen Gliedern und (ax)ken eine Folge mit |ay| < ¢y fir alle k € N,
o0

dann konvergiert die Reihe " ay absolut.
k=1

n
> ek <efiralen>m >

k=m

Beweis: Zu einem ¢ > ( existiert ein ng € N, sodass

n
ng. Nach Satz|3.27/iv) gilt damit auch Z lag] < | > ex| < e fir alle n > m > ny.

k=m k=m
Die Reihe ) |ay| erfiillt damit das Cauchy-Kriterium. O
k=1

Der Satz impliziert folgenden Divergenz-Kriterium.

o0
Satz 3.31 (Minorantenkriterium). Sei Y ¢ eine divergente Reihe mit ausschlief3-
k=1
lich nicht-negativen Gliedern und (ax)xen eine Folge mit ay > ¢y fir alle k € N.
(o)

Dann divergiert die Reihe Y ay.
k=1

Beweis: Beweis zur Ubung. (]
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o0
.. . . a . @ @ . .
Beispiel 3.16. Die Reihe 1;:1 T konvergiert, da T <= und wir bereits

o0
gezeigt haben, dass % fiir n > 1 konvergiert. Damit konvergiert natirlich auch
k=1

o0 o0 1
Do =a Y T
k=1 k=1

Die beiden folgenden Konvergenzkriterien basieren auf der Anwendung des Majo-
rantenkriteriums auf die geometrische Reihe, wie man aus den Beweisen ablesen
kann.

Satz 3.32 (Wurzelkriterium). Sei > ap eine Reihe. Gibt es ein ¢ € R und ¢ € R
k=1

mit 0 < q < 1, sodass |agx| < c-q* fiir alle k € N, dann ist die Reihe absolut

konvergent.

(oo}
Beweis: Die geometrische Reihe >~ ¢* ist fiir |¢| < 1 konvergent (wie gezeigt).

k=0
oo
Damit ist auch > c- ¢* konvergent.
k=0
Sei nun ¢ = ¢ - ¢¥, sodass Satz angewendet werden kann. O

Hinreichend fiir das Wurzelkriterium ist die Existenz von klim ¥/la| und
— 00
lim {/]ag| < 1. Falls lim {/|ag| existiert und lim {/]ag| > 1, so divergiert die
k— o0 k— o0 k—o0
Reihe, wahrend klim {/|ax| = 1 keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe
— 00

zulasst.

o)
Beispiel 3.17. Wir betrachten die Reihe (:C + %)k mit 0 <z < 1.
k=1

. Kk 1\ k 1 . 1 . . .
Es gilt +/ (sc + E) = (:E + E) und kl;rgo (x + E) = x < 1. Damit konvergiert die
Reihe.

o0

Satz 3.33 (Quotientenkriterium). Sei > ai eine Reihe mit a, # 0 fir alle k > ng.
k=1

Es gebe eine reelle Zahl ¢ € R mit 0 < q < 1, sodass GZ—;” < q fir alle k > ng,

dann st die Reihe absolut konvergent.

s T . ) ap_ an k—

Beweis: Fiir k > ng + 1 gilt aaTko %ﬁ -ﬁgq no

Dann ist |ag| < |an,| - ¢ = ‘QLg gF=c-q"

Nach Satz ist die Reihe konvergent. O

Der Beweis des Quotientenkriteriums mithilfe des Wurzelkriteriums zeigt, dass
das Wurzelkriterium stérker als das Quotientenkriterium ist (d.h. mithilfe des
Wurzelkriteriums kann die Konvergenz zusatzlicher Reihen nachgewiesen werden).
Hinreichend fiir das Quotientenkriterium ist die Existenz des Grenzwertes klim Skil

—oo 4k
und lim |2+ =g < 1.
k—oo | Ok q
Falls beim Quotientenkriterium klim a’“—zl und klim ai—:l = ¢ > 1 gilt, so ist die
— 00 — 00
Reihe divergent. Fiir klirn afl% = 1 kann man keine Aussage iiber Konvergenz
— 00

oder Divergenz machen.



3.6. ABSOLUT KONVERGENTE REIHEN 43

oo

Beispiel 3.18. Die Reihe k—’: ist absolut konvergent fir alle x € R.
k=1

Fiir x = 0: trivial .

Fiir x # 0: Setze ap := 73 # 0 fiir alle k € N.

akt1| _ | = | _ =]

@ o] kol kol = Konvergenz
lim = =0
k—o0 k+1

Wir betrachten nun die Auswirkungen der Umordnung der Reihenglieder auf das
Ergebnis der Summation. Im endlichen Fall ist es offensichtlich, dass die Umordnung
der Summanden zu keiner Ergebnisénderung fithrt. Bei unendlichen Reihen gilt dies
nur eingeschrénkt, wie wir im folgenden Satz und dem danach folgenden Beispiel
sehen werden.

Satz 3.34 (Umordnung). Sei i ay, eine absolut konvergente Reihe. Dann konver-
giert jede Umordnung der Glielcclzrl’ der Reihe gegen den selben Grenzwert.

Beweis: Sei 7 : N — N eine Abbildung, die jedem n; € N genau ein ny € N zuordnet,
sodass jedem ng € N genau ein ny; € N zugeordnet wird (bijektive Abbildung).

Sei lim s, = lim Zn: ar = A. Wir zeigen, dass auch lim Zn: ary = A gilt.

n—oo n—oo k=1 n—oo k=1

o0
Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng € N, sodass ) |ax| < §

k:’ﬂg

no—1 s} o0
A — Z ag| = Z ar| < Z \ak\<§.
k=1 k=ng k=no

Wihle ny so grof}, dass {1,2,...,n0} C {7(1),7(2),...,7(n1)}.
Dann gilt fur alle m > ny (> no):

=

m m no—1 no—1 e’} c
ZGT(k)—A < ZaT(k)—Zak + Zak—A < Z|ak|+§<€.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=ng

Damit konvergiert die umgeordnete Reihe gegen den selben Grenzwert. (]

Der vorherige Satz gilt nicht, wenn wir statt absoluter Konvergenz nur Konvergenz
fordern, wie folgendes Beispiel zeigt.
oo

k—
Beispiel 3.19. Die Reihe (_1])6 i ist, wie gezeigt wurde, konvergent, aber nicht
k=1

o0
absolut konvergent, da % divergiert.

k=1

o, e
Es gibt eine Umordnung 7, sodass T oo
k=1

Wir ordnen dazu die Glieder mit ungeraden Indizes 2"~ 1 +1 bis 2™ —1 hintereinander
an und danach den geraden Index 2n. Also

1,2,3,4,(5,7),6,(9,11,13,15),8, ...
In dieser Ordnung kommen alle Indizes vor, es gilt aber:

1 N 1 P 1 >2n—2_1
on—141  9n—143 on — 1 o4
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fir n > 2. Von diesem Wert wird (271)*1 abgezogen, sodass

S 1 EGeR)-

=1 n=2

3.7 Die Exponentialreihe

Satz 3.35 (Exponentialreihe). Fir jedes x € R ist die Exponentialreihe
= gk
exp(z Z Tl
k=0

absolut konvergent.

Beweis: Mit Hilfe des Quotientenkriterium (Satz [3.33) gilt fir k > ng = 2[|z|]

Ak41 :‘ zh /i' _ Ed <1
ay (k+1)! zFk E+1 2
O
Die Exponentialreihe definiert die Eulersche Zahl
e=-exp(l) = Zk,—1—|—1+2,—|—3,—|— - =12,71828.
Es gibt Weltere Darstellungen der Eulerschen Zahl z.B. e = nhﬁrr;o ”Ln' oder e =

lim (1+ 1)

n—00

Die Exponentialreihe definiert die Exponentialfunktion exp(x), fiir die es zahlreiche
Anwendungen in den Naturwissenschaften und auch in Gesellschafts- und Wirt-
schaftwissenschaften gibt. Es werden mithilfe der Exponentialreihe Wachstums- und
Zerfallsprozesse beschrieben. Die Exponentialreihe erlaubt die Approximation der
Werte der Exponentialfunktion durch endliche Summation.

Satz 3.36 (Cauchy-Produkt). Seien > ap und Y. by absolut konvergente Reihen.
k=0 k=0

n
Fiirn € N sei ¢, := Y. ag - bpu—g = agbp + a1bp—1 + -+ - + anbg. Dann ist die Reihe
k=0
oo oo oo
Soep = (Z ak> . (Z bk> absolut konvergent.
k=0 k=0 k=0
Beweis: Wir definieren ¢, := > ay - b und
k+l=n
k,leNy
N N
= chz Z Z ak-bl.
n=0 n=0k+l=n
k,leNg

Die beiden folgenden Mengen beinhalten Paare (k,[)
QN = {(k,l) € Ny x Ny | k< N, SN},

An ={(k,1) eNg xNg | k+1 < N}.

Die Mengen werden in Abbildung [3.1) dargestellt. Offensichtlich gilt Q| /2] C Ay C
Oy fiir N > 2.
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Abbildung 3.1: Darstellung der Mengen Qnx und Ay.

N N
Multiplikation der Teilsummen Ay := > a, und By := Y b, liefert
n=0

n=0

AN'BN: Z Gk'bl.

kle@Qn
Da Ay C Qp gilt ANBy — Cn = Z ag - by.
kleQN\AN
N N
Fiir die Teilsummen A% := " |a,| und By := Y |b,| erhilt man
n=0 n=0

AVBy = ) lakl- b,

kle@Qn
Ferner folgt QL%J CAN = QN \AN CQnN\ QL%J’ womit gilt
[ ANBy —Cnl < Y laulltl = AXBY — Ay Bl
kA€QN\Q| x|

Da beide Reihen absolut konvergent sind, konvergiert A} By, ist also ein Cauchy-
Folge, sodass fiir N — oo die obige Differenz gegen 0 konvergiert und damit auch

lim CN: lim ANBN: lim AN‘ lim BN.
N—o0 N—o0 N—o00 N—o00

o0
Damit wurde gezeigt, dass > ¢, konvergiert. Die absolute Konvergenz folgt aus

OOn:O oo n
Slenl < 30 farl - buil =
n=0 n=0 k=0

Der folgende Satz leitet einige Eigenschaften von exp(z) her und nutzt dazu Cauchy-
Produkte.
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Satz 3.37 (Eigenschaften der Exponentialreihe). Fir die FExponentialreihe exp(x)
gelten folgende Figenschaften:

1) Va,y € R. exp(z + y) = exp(z) - exp(y)
ii) Vz € R. exp(—z) = Wl(a:)

1i1) Vo € R. exp(x) >0

w) ¥Yn € Z. exp(n) = e

Beweis:

1) Wir bilden das Cauchy-Produkt der beiden absolut konvergenten Reihen kio %

o0

und > ’,’TT Fiir ¢, gilt dann
k=0

Zk" (n—k ._n'z<) Y= iy(“’y)n'

Die einzelnen Umformungen folgen aus dem binomischen Lehrsatz, den wir in
der Vorlesung nicht explizit behandelt haben. Der Beweis fiir die Schritte sollte
deshalb zur Ubung durchgefiihrt werden. Wir haben nach obiger Umformung

o0
T+
exp(z) - exp(y Z Cn = Z 7'3’/) = exp(x + y).
n=0 -

1) Aufgrund von i) gilt
exp(z) - exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1.
Daraus folgt exp(z) # 0 und exp(—x) = ﬁ(x).
1it) Fir o > 0 gilt
exp(x):1+x+%2+...21>0,

da %1: > 0.
Fir x < 0 folgt —x > 0 und damit exp(z) = ﬁ > 0, wie aus ) und i)
folgt.

1w) Wir zeigen per Induktion {iber n, dass exp(n) = e” gilt.
Induktionsanfang n = 0 : exp(0) = 1 = €.
Induktionsschritt n — n+1: Sei exp(n) = ™ und exp(1) = e (nach Definition),

nach ) gilt
exp(n+ 1) =exp(n)-exp(l) =e"-e =e
Damit ist der Beweis fiir n > 0 komplett. Mittels 47) gilt fiir n € N
1 1
exp(—n) = pr ) =S =e

Damit ist der Satz fur alle n € Z bewiesen.
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d

Teil 4v) l4sst sich auf © € R ausdehnen. Es ist dann exp(z) = exp(n+9) = e -exp(0)
mit 6 =x —n, n = |z] € Z. Diese Darstellung kann man nutzen, um reellwertige
Exponenten fiir eine allgemeine Basis, nicht nur der Basis e, zu definieren. Wir
werden dies spéiter in Abschnitt [1.6] etwas weiter vertiefen.

3.8 Potenzreihen

Potenzreihen sind eine wichtige Klasse von Reihen, die einige angenehme Eigen-
schaften haben, sodass sie sich einfach handhaben lassen. Gleichzeitig kann man
mit Hilfe von Potenzreihen viele Funktionen approximieren, wie wir spiter noch
sehen werden. An dieser Stelle werden nur die ersten Grundlagen der Potenzreihen
eingefiihrt. In Kapitel [7] werden einige weitere Ergebnisse zur Approximation von
Funktionen mit Potenzreihen vorgestellt.

Definition 3.38. Sei (ax)ren, eine Folge und x € R, dann ist eine Potenzreihe
P(x) wie folgt definiert:

P(x):Zak-xk:a0+a1x+a2x2+...
k=0

mit a € R.

In der Literatur findet man zum Teil auch die Darstellung

oo

P(x) = Zak (= x0)* = ap + a1(x — ) + az(x — x0)* + ...
k=0

fir Potenzreihen. In dieser Darstellung bezeichnet man xg als Entwicklungspunkt.
Beide Darstellungen sind dquivalent, wenn wir 2’ = x — x¢ wahlen.

Ein Beispiel fiir eine Potenzreihe ist die im letzten Abschnitt definierte Exponen-
tialreihe mit a = (k!)~'. z wird auch als Parameter der Potenzreihe bezeichnet.
Interessant ist die Frage, fiir welche = die Potenzreihe konvergiert. Bei der Expo-
nentialreihe haben wir gezeigt, dass diese fiir alle € R konvergiert.

Satz 3.39 (Konvergenz von Potenzreihen). Konvergiert eine Potenzreihe P(x) in
einem Punkt xo # 0, so konvergiert sie in jedem Punkt x mit |x| < |xo| absolut.

Beweis: Da P(z) konvergiert, gibt es ein S mit |a,z{| < S fir alle n € N. Dann

ist aber
n

x To\™
anxg—n = |apz™| - ’(—) ‘ <S
T x

und damit auch

Zo
Die Reihe konvergiert damit absolut nach dem Wurzelkriterium (Satz|3.32). O

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe P ist definiert durch

lanz™| < ¢"S mit ¢ = <1

r =sup{z € R | P(z) konvergiert} . (3.8.1)

Dann ist P(x) absolut konvergent fur alle |z| < r und divergent fur |z| > r.
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[e.e]
Beispiel 3.20. Wir haben bereits die geometrische Reihe P(z) = Y. a* kennen
k=0
gelernt und gezeigt, dass die Reihe fir |z| < 1 absolut gegen den Grenzwert (1 —x)~
konvergiert. Damit ist der Konvergenzradius r = 1. FEs ist zu beachten, dass die
geometrische Reihe fiir x = 1 divergiert. r ist also das Supremum und nicht das

Mazimum der obigen Menge fir diese Reihe.

1

Potenzreihen werden uns in Kapitel [7] noch einmal in Form von Taylor-Reihen
begegnen. Diese Reihen erlauben es Funktionen, die sich nicht exakt berechnen
lassen, zu approximieren und sind deshalb von grofler praktischer Bedeutung.



Kapitel 4

Funktionen

Neben Folgen und Reihen sind Funktion fiir die Analysis von zentraler Bedeutung.
In diesem und im néchsten Kapitel werden wir uns mit Funktionen und deren
Eigenschaften beschéftigen. Dazu werden verschiedenen Begrifflichkeiten, die wir
bereits fiir Folgen und Reihen kennen gelernt haben, auf Funktionen iibertragen
und die fiir die Analysis zentrale Klasse der stetigen Funktionen wird definiert.

4.1 Grundlegende Definitionen

Definition 4.1 (Funktion). Seien A und B zwei nichtleere Mengen. Eine Funktion
f mit Definitionsbereich A und Zielbereich (oder Bildbereich) B ist eine Vorschrift,
die jedem Element aus A ein eindeutiges Element aus B zuordnet.

Wir schreiben f: A — B und fiir a € A ist f(a) € B das Element, welches Element
a zugeordnet wird.

Falls B = R ist, so sprechen wir von einer reellwertigen Funktion. Wir werden uns im
Wesentlichen mit reellwertigen Funktionen beschéftigen. Man kann aber natiirlich
auch Funktionen iiber andere Defintionsbereiche bilden. So ordnet zum Beispiel der
ASCII-Code den Zahlen 0 bis 127 Zeichen zu.

Falls A C R und B = R, so kann man eine Funktion f : A — B als Graph
interpretieren. Dazu definieren wir

Ip=A{(,y) |z Adry = f(x)}

als eine Menge von Punkten in der Ebene, die jeweils einem Punkt im Definitions-
bereich den durch die Abbildung definierten Punkt im Bildbereich zuordnen. In
Abbildung werden einige Funktionen und die zugehorigen Graphen gezeigt.

49
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5 5 4
4 4 T /
3 3 T
/
2 2 1
1 1 /
+ + +6 5 + + + X
—5 —4 —3 —2 — 1 2 3 -5 —4 —3 —2 —1 1 2 3 4 5
1 —1
-2 =2
_3 -3
—4 -4
-5 -5
(a) f(@) = id(z) (b) f(z) = |a]

5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
o o T
-5 —4 -3 -2 —_11 1 2 3 -5 —4 -3 -2 —_11 1 2 3 4 5
-2 -2
_3 -3
—4 —4
—5 —5
(c) f(x) = a2 (d) f(@) = V&
f(x) f(x)
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
g .

(e) f(z) = exp(z)

() fl@) =3

Abbildung 4.1: Einige Beispielfunktionen und deren Graphen.
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Es gibt Funktionen, deren Graph nicht sinnvoll gezeichnet werden kann. Ein Beispiel
dafiir ist die Dirichlet-Funktion f : R — R mit

1 falls z€Q
f(x):{o falls ¢ Q

Die folgenden Eigenschaften von Funktionen klassifizieren diese bzgl. der Struktur
der Abbildung.

Definition 4.2.

1. Eine Funktion f : A — B heifit injektiv, wenn zu jedem y € B hochstens ein
x € A mit f(x) =y gehort (d.h. x1 # x2 = f(x1) # f(22))

2. Fine Funktion f : A — B heifst surjektiv, wenn jedes y € B als Abbild eines
x € A auftaucht (d.h.Vy € B3z € A.f(x) =y)

3. FEine Funktion f: A — B heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Die Eigenschaften haben unter anderem eine Bedeutung bei der Losung von Glei-
chungen de Form f(x) = y. Falls f injektiv ist, gibt es hochstens eine Losung, falls
f surjektiv ist, mindestens eine Losung.

Definition 4.3. Fiir eine bijektive Funktion f: A — B definieren wir die Umkehr-
funktion f=1: B — A als f~1(y) = x genau dann wenn f(z) =y.

Beispiel 4.1. f(z) = 22 ist bijektiv auf A = R>g, B =Rxq (d.h. z,y > 0). Es
gilt dann y = 22 & x = VY, d.h. \/y ist die Umkehrfunktion von x2. Diese Aussage
gilt natirlich nicht fir A =R/

Falls f injektiv, nicht aber bijektiv ist, so konnen wir die Umkehrfunktion ebenfalls
bilden. Diese ist dann aber nicht fiir den Wertebereich B, sondern fiir den Wertebe-
reich f(A) definiert mit f(A) = {y | f(z) =y Az € A}. f(A) bezeichnet man auch
als das Bild von A unter f. Entsprechend ist A das Urbild von B, welches dem Bild
der Umkehrfunktion entspricht. Die Begriffe Bild und Urbild lassen sich auch auf
einzelnen Elemente anwenden. So ist y = f(x) das Bild von z (unter f) und x das
Urbild von y.

Die beiden folgenden Definitionen beschreiben die Kombination von Funktionen
zur Erzeugung neuer, zusammengesetzter Funktionen. Wir werden anschlieffend
untersuchen, welche Eigenschaften der Funktionen sich auf die zusammengesetzten
Funktionen iibertragen.

Definition 4.4 (Rationale Operationen auf Funktionen). Seien f,g : A — R
Funktionen und ¢ € R. Dann sind die Funktionen
frg: A—=R cf : A= R, fg: A— R definiert durch

(f+9)=) = flz)+g(z),
(cf)x) = cf(w)
(f9)(=) = flz)g(x).

Sei A" ={x € A| g(x) # 0}, dann ist die Funktion % : A" — R definiert durch

(-1
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Definition 4.5 (Konkatenation von Funktionen). Seien f: A >R und g: B - R
Funktionen und f(x) € B fir alle x € A. Dann ist die Funktion go f : A — R

definiert durch (go f)(z) = g(f(x)).

Beispiel 4.2. Seiq: R — R durch q(z) = 22 definiert und sqrt : R>g — R
durch sqrt(x) = \/x. Dann lisst sich die Funktion abs : R — R schreiben als
(sqrt o q)(x) = sqrt(q(z)) = Va? = || = abs(z).

Funktionen sind ein zentrales Hilfsmittel, um den Zusammengang zwischen abhén-
gigen Grofen formal zu beschreiben. Sie werden damit in praktisch allen Wissen-
schaftsbereichen eingesetzt. In der Informatik existiert das klassische Konzept der
Funktion, die ein Programmstiick beschreibt, das aus den Werten der Eingabepara-
meter einen Resultatwert berechnet. Die theoretische Informatik beschéftigt sich
unter anderem damit, welche Funktionen iiberhaupt auf einem Rechner, wie er
heute genutzt wird, berechenbar sind und wie hoch der Berechnungsaufwand ist.
Zur Darstellung des Berechnungsaufwandes wird dieser oft in Abhingigkeit von
einer Eingabegrofle mit einigen typischen Funktionen verglichen. Dies fithrt zur
sogenannten O(.)-Notation, die in den Vorlesungen zur theoretischen Informatik
behandelt wird. Wenn der Wert einer Variablen n die Grofie der Eingabe beschreibt,
so bedeutet ein Aufwand von (O(n), dass der Aufwand hochstens linear wéchst
und damit bei einer Verdopplung der Eingabegroflie maximal ein doppelt so hoher
Aufwand entsteht. Bei einem Aufwand in O(n?) wichst der Aufwand quadratisch,
so das bei einer Verdopplung der Eingabegréfie der Berechnungsaufwand sich ver-
vierfacht. Neben dem Berechnungsaufwand spielt natiirlich auch die Genauigkeit der
Berechnungen eine Rolle. Wie wir bereits gesehen haben, werden in einem Rechner
Elemente aus R durch rationale Zahlen approximiert, so dass fast alle Berechnungen
streng genommen nur Approximationen sind. Der Approximationsgiite widmet sich
die Numerik, die an der Grenze zwischen angewandter Mathematik und Informatik
angesiedelt ist.

Wir werden uns in dieser Vorlesung im Wesentlichen mit den mathematischen
Aspekten der Funktionen beschéftigen. Da zur Beschreibung realer Vorgéinge in
fast allen Féllen bestimmte Basisfunktionen eingesetzt werden, widmen sich die
folgenden Abschnitte der Vorstellung der wichtigsten Basisfunktionen und der
Analyse grundlegender Eigenschaften von Funktionen.

4.2 Polynome und rationale Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei wichtige Klassen von Funktionen, die durch
ihre einfache Analysierbarkeit und die Moglichkeiten mit ihnen andere, komplexere
Funktionen zu approximieren, in der Analysis eine grofle Bedeutung haben.
Wir beginnen mit den Polynomfunktionen. Dazu seien n € Ny, ag,a1,...,a, € R,
p: R — R mit

p(x) = apa™ + -+ + a1z + aop.

Das grofite n € Ny mit a,, # 0 heifit der Grad des Polynoms.
Polynomfunktionen kénnen multipliziert werden. Seien

p(z) = apa™ + -+ a1z + ap und q(z) = bpa™ + -+ + bix + by
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Polynomfunktionen vom Grade n und m. Dann ist
h(x) = (p . Q)(m) = Cm+nxm+n + s + C1x + Co

eine Polynomfunktion vom Grad n+m und ¢, = >  a,bs.

0<r<n

0<s<m

r+s=k
Beispiel 4.3. Ein Anwendungsgebiet von Polynomen ist die Approximation von
Funktionen. Ziel ist es, mithilfe eines Polynoms eines vorgegebenen Grades eine
Funktion mdglichst gut anzugleichen. Dazu werden oft Stiitzstellen verwendet. Es
gibt eine Menge von Punkten (x;,y;), die von der zu approximierenden Funktion
angenommen werden oder aus einer Messung stammen und nun durch eine Funktion
beschrieben werden sollen. Es soll nun ein Polynom p(z) gefunden werden, sodass
p(x;) = y; fir alle vorgegebenen Wertepaare (x;,y;).
Wir betrachten im Folgenden einen einfachen Algorithmus, der zu K 4+ 1 Stitzstellen
(z4,9:) (0 <i < K) ein Polynom p(z) vom Grad < K erzeugt, sodass p(x;) = y;.
Das Polynom wird schrittweise generiert, indem das folgende Vorgehen gewdhlt wird.
Wir nehmen dazu an, dass x; # x; fir alle i # j,i,5 € {0,..., K}.

po(x) = Y

=Y fir0<k<K.

Tk4+1—Ty

k
prt1(x) = pr(@) + (Yrt1 — Pe(@ir1)) | 5
j=
pi () ist dann die gesuchte Polynomfunktion vom Grad (< K) und es gilt pr (z;) =
yi fir alle i € {0,...,K}. Man kann sogar zeigen, dass px(x) eindeutig ist, d. h. es
gibt keine Polynomfunktion vom gleichen oder niedrigeren Grad, die alle Punkte
exakt rekonstruiert.
Wir betrachten als einfaches Beispiel die Punktemenge {(0,1),(2,3),(3,0)}, die zur
Konstruktion der folgenden Polynomfunktion fihrt.

polz) = 1

pi(z) = po(@)+ (1 — polz1)) 778
= 1+(B-1)&2 =z +

p2(x) = pi(@)+ (Y2 — pa(22)) =0 ok
= l4+z+(0—-4)2=02=2
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Abbildung 4.2: Darstellung der Polynomfunktion und der vorgegebenen Stiitzstellen

Die Beispielfunktion gibt die vorgegebenen Punkte exakt wieder und hat einen glatten
Verlauf. Es sollte allerdings erwdhnt werden, dass dies nicht fir alle Funktionen der
Fall ist und in vielen Fdllen die Hinzunahme neuer Punkte zu einer Polynomfunktion
fiihrt, die sehr abrupte Anderungen aufweist und die vorgegeben Funktion nur
unzureichend approzimiert. Es werden deshalb in der Regel komplexere Verfahren
zur Funktionsapproximation mit Hilfe von Polynomfunktionen verwendet, auf die
wir nicht weiter eingehen.

Beispiel 4.4. Das vorherige Beispiel Polynomapproximation kann auch in ganz
anderen Bereichen eingesetzt werden. Zum Beispiel kann man den Ansatz nutzen, um
verteilte Geheimnisse zu verwalten. Ein verteiltes Geheimnis ist eine Information,
die nur gewonnen werden kann, wenn Personen aus einer Gruppe das Geheimnis
gemeinsam losen. Ein Anwendungsbeispiel ist die Sicherung geheimer Informationen,
sodass diese nur von mehreren verantwortlichen Personen gemeinsam eingesehen
oder geindert werden kann, um zu verhindern, dass Finzelne Missbrauch mit den
Informationen treiben.

Wir nehmen an, dass unser Geheimnis aus einer Zahl r besteht, die zum Beispiel
einen Schlissel zur Entschlisselung darstellt. Weiterhin soll das Geheimnis von n
Personen verwaltet werden, sodass nur die n Personen zusammen r rekonstruieren
kénnen, nicht aber eine Teilmenge der Personen.

Wir konstruieren ein Polynom

p(x) = 12" '+ ..+ a1z + ag

mit ag = r und zufillig gewdhlten Koeffizienten a;. Damit gilt natirlich p(0) = r.
Nun verteilen wir n Wertepaare (z;,p(x;)) mit ; # x; und x; # 0. Aus den n
Paaren kann die Polynomfunktion eindeutig rekonstruiert werden. Fine Teilmenge
reicht nicht aus, um Informationen iber r abzuleiten.

Man kann das Verfahren so erweitern, dass eine beliebige Teilmenge von m < n
Personen ausreicht, um das Geheimnis zu losen (iberlegen wie!).

Neben der Multiplikation von Polynomen, kann man auch deren Division betrachten.
Dazu betrachten wir den folgenden Satz.

Satz 4.6. Seien p(x) und q(x) Polynome vom Grad n und m mit m < n. Dann
gibt es Polynome s(x) und r(x), so dass

p(x) = s(x)q(x) + r(x).
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Der Grad von s(x) entspricht der Differenz Grad p - Grad q und Grad r < Grad q.

Beweis: Sei p(z) = apz™ + ...+ a1z + ap und g(x) = b, x™ + ... + bz + bo.
Subtrahiert man von p(x) das Polynom

ZTZ " g(x)
so erhélt man ein Polynom p; (z) mit n; = Grad pi(z) < Grad p(z) =n

Falls ny < m, dann sei 7(z) = p1(2) und s(z) = y=2™" und die obige Darstellung
wurde erreicht. Ansonsten wird mit p; («) und ¢(z) wie fiir p(z) und ¢(x) beschrieben
fortgefahren. Dies Schritte werden so lange iteriert bis ein Polynom p;(x) mit Grad
pi(x) < Grad g(x) erzeugt wurde. Ein solches Polynom entsteht, da sich der Grad
beim Ubergang von p;,1(x) auf p;(z) jeweils um 1 reduziert.

Nun muss noch die Eindeutigkeit der Polynome s(z) und r(x) gezeigt werden.
Sei p(z) = §'(x)q(z) + ' (x) mit s'(x) # s(x) eine weitere Darstellung, dann
folgt aus s(x)(z) + r(z) = &' (2)q(x) + '(z) ((2) — s(2))alz) = r(z) - r'(z)
und damit auch Grad (s(z) — s'(z))q(z) = Grad (r(z) —r'(z)) < Grad ¢(z). Da
max(Grad(r(z),Grad(r'(z)) < Grad ¢(«) und fir (s(x) — s'(z)) # 0 ist Grad(s(z) —
s'(z))q(z) > Grad(g(x)). Dies ist ein Widerspruch, so dass s(z) — s’(z) = 0 und
damit auch r(x) — 7'(x) = 0 gelten muss. O

Falls r(x) im vorherigen Satz gleich 0 ist, so heifit ¢(z) Teiler von p(z). Falls es
kein Polynom vom Grad > 1 gibt, das p(z) und ¢(z) teilt, so heiflen p(x) und g(x)
teilerfremd.

Polynome koénnen im Prinzip wie andere Zahlen dividiert werden, wie das folgende
Beispiel zeigt. Diesen Vorgang nennt man Polynomdivision.

Beispiel 4.5. Wir berechnen (3z* + 23 — 2x) : (22 + 1) nach folgendem Schema:

( 32t 423 —2zx Y:(@?24+1) = 322+x-3
—(3z* +32?)
3 -3z -2
g G +)
-3z -3
—(—322 —-3)
-3z +3

Die Division wird abgebrochen, da Grad (—3z + 3) < Grad (z? + 1). Damit ist
s(z) =32 +x —3 und r(z) = -3z + 3.

Unter einer Nullstelle eines Polynoms p(x) versteht man einen Wert 27 € R, so dass
p(z1) = 0. Aus Satz folgt folgendes Korollar.

Korollar 4.7. FEin Polynom p(z) lisst sich genau dann ohne Rest durch q(x) =
x — x1 teilen (x1 € R), wenn x1 eine Nullstelle von p(x) ist.

q(z) = x — 1 bezeichnet man auch als einen Linearfaktor. Da im Korollar p(z) als
(x — z1)g(x) dargestellt wird und Grad ¢(x) < Grad p(x), kann ein Polynom vom
Grad n hochstens n Nullstellen haben.
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Beispiel 4.6. Wir betrachten das Polynom p(z) = 2x® + 32% — bz — 6. Durch
Ausprobieren kann man feststellen, dass p(—1) =0, so dass

( 22 4322 —bx -6 ):(z+1) = 222+2-6
—(22%  +22?)
x? —oT
el G 1))
—6x —6
—(—6z —6)
0

Die quadratische Funktion 22% + x — 6 hat die Nullstellen 1 = % und xo9 = —2.

Generall kann man durch die Division eines Polynoms durch seine Nullstellen den
Grad des Polynom reduzieren. Dazu muss man allerdings die Nullstellen kennen.
Wir werden uns in Kapitel [6] kurz mit Methoden zur Berechnung oder besser
Approximation von Nullstellen fiir allgemeine Funktionen beschéftigen.

Aus Polynomfunktionen kénnen die so genannten rationalen Funktionen generiert
werden.

Seien p(z) = apa™ + -+ + a1z + ap und q(z) = bypa™ + -+ - + byx + by Polynome
und A = {z | ¢(x) # 0}. Dann ist die rationale Funktion r : A — R definiert durch

4.3 Beschrankte und monotone Funktionen

Die folgende Definition definiert Beschrénktheit, die wir bereits fiir Mengen, Folgen
und Reihen kennen gelernt haben, fiir Funktionen.

Definition 4.8. Eine Funktion f : A — R heifst beschrankt, wenn |f(z)| < K fiir
K € R und alle x € A.

Die Beschrianktheit einer Funktion f: A — R ist dquivalent dazu, dass die Menge
f(A) beschréankt ist.

Definition 4.9. Unter einem kompakten Intervall versteht man ein abgeschlossenes
und beschrinktes Intervall [a,b] C R.

Funktionen haben spezielle Eigenschaften auf kompakten Intervallen, wie wir im
Laufe der nachsten Abschnitte sehen werden.

Definition 4.10. Sei A CR und f: A — R eine Funktion,

monoton wachsend fz) < f(2)

, streng monoton wachsend flz) < f(z)

I heipt monoton fallend falls flx) > f(z)
streng monoton fallend f(x) > f(z')

firx,2’ € A mit x < .

Beispiel 4.7.
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1. Die konstante Funktion f(x) = c ist monoton wachsend und fallend, da ¢ < ¢
gilt.

2. Die Identititsfunktion ist (streng) monoton wachsend, da aus x < ' offen-
sichtlich f(x) =z < f(a') =2’ folgt.

3. Die Funktion f(z) = x? ist streng monoton wachsend auf dem Intervall [0, c0)
und streng monoton fallend auf dem Intervall (—oo,0].
Beweis: Sei 0 <z <z’ dann gilt

S. [27v)
Seix<a' <0, dann gilt 2> =z -z >x-2' > 2 -2 = ()% O

Satz 4.11. Sei ACR und f: A — R eine Funktion. Ist f streng monoton, so ist
f injektiv und die Umkehrfunktion f=1 : f(A) — A ist ebenfalls streng monoton
(im gleichen Sinne).

Beweis: Aus der strengen Monotonie folgt z # 2/ = f(x) # f(2') und damit ist f
injektiv und die Umkehrfunktion g(z) = f~!(z) existiert.

Wir betrachten den Fall, dass f streng monoton wachsend ist. Seien y1,ys € f(A)
mit y; < y2 gegeben. Zu zeigen ist g(y1) < g(y2).

Wiire g(y1) = g(y2), dann wére y1 = f(g(y1)) = f(9(y2)) = y2, da fog=fof~' =
id. Analog gilt, falls g(y1) > g(y2), dann wére y1 = f(g(y1)) > f(9(y2)) = y2 was
im Widerspruch zu y; < yo steht. Damit bleibt nur g(y1) < g(y2). O

Beispiel 4.8. f: R.o = R, f(z) = 2*, k € N und k > 2. f ist streng monoton
wachsend und bildet Rwq bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion f~!:Ryg — R,
f~Y(x) = ¥z ist streng monoton wachsend.

4.4 Grenzwerte von Funktionen

Im Kapitel [3| (Definition [3.18)) hatten wir den Begriff des Hiufungspunkts fiir Folgen
definiert, den wir nun auf Mengen und Funktionen ausweiten.

Definition 4.12. Sei ACR unda € R

1. a heifst Berihrungspunkt von A, falls in jeder e-Umgebung von a, d. h. U.(a) =
(a —e,a+¢),e >0, mindestens ein Punkt von A liegt.

2. a heifst Haufungspunkt, falls in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Punkte
von A liegen.

a ist ein Bertihrungspunkt von A, falls a € A oder eine Folge z,, € A mit hm Tp=a
existiert. Im zweiten Fall ist ¢ Haufungspunkt, wenn fiur diese Folge zusatzhch
xn € A\ {a} gilt.

Definition 4.13. Sei f : A - R, A C R und a € R ein Berihrungspunkt von
A. Man definiert dann lim f(x) = ¢, falls fir jede Folge (xp)nen, Tn € A mit

r—ra

lim x, =a, lim f(z,)=c gilt.
n—00 n—oo
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Einige weitere Bezeichnungen:

1. liin f(x) = ¢ bedeutet: a ist Berithrungspunkt von AN (a,00) und fir jede

Folge (zy)nen mit 2, € A, z,, > a und lim xz, = a gilt lim f(z,)=c
n—oo n—oo

2. li;n f(z) = ¢ bedeutet: a ist Berithrungspunkt von A N (—o0, a) und fiir jede

Folge (zy)nen mit z, € A, ,, < a und lim z, =a gilt lim f(z,)=c
n—oo n— oo

3. lim f(x) = c bedeutet: A ist nach oben unbeschrinkt und fiir jede Folge
xTr—r00
(Tn)neny mit lim z, = oo gilt lim f(z,) =c.
n— o0 n—00
4. lim f(x) = c bedeutet: A ist nach unten unbeschriankt und fiir jede Folge
r——00
(Zn)nen mit lim z, = —oco gilt lim f(z,) = c.
n—00 n—00

Es gilt iibrigens der folgende Zusammenhang.

lim f(z) = f(a) < lim f(2) = lim f(2) = f(a)

r—a z a

Die Aquivalenz gilt natiirlich nur, wenn die Grenzwerte lim f(z) und li}n f(x)

definiert sind. Falls a ein Beriihrungspunkt von A ist und fiir alle z € A x > a gilt,
so ist existiert li;‘n f(z) nicht, sehr wohl aber li{‘n f(z) und h_r}n f(z). Falls a ein

Beriihrungspunkt von A ist und fiir alle z € A x < a gilt, so ist existiert li{/‘n flx)
xr a

nicht, li}‘n f(x) und lim f(x) existieren und sind dann natiirlich identisch.
x a r—a

Beispiel 4.9.

1. Es gilt lim |z] =1 und lim |z| = 0. lim |z] existiert nicht!
N1 z 1 z—1

2. FEs gilt lim || = 0 und lim |z| = 0 und damit auch lim |z| = 0.
x, 0 \,0 z—0

3. Sei f:R\ {a} = R definiert als f(z) = ©-=%". Dann ist lim f(z) =mn-a"" .
r—a

Beweis: a ist ein Hiufungspunkt von R\ {a}. Fiir a # x gilt f(z) = 2"~ '+ 2" 2a+
vt xa® 24+ a" 1 da (2" P+ 2" 20+ a2 4+ a Y (r—a) = 2" —a™.
Definieren wir g : R — R als g(x) = 2" 1 + 2" 2a+ -+ 2a" "2 + a"~! dann ist
f(z) = g(z) fir alle x € R\ {a} und %1_>mag(x) =g(a) = na"! O

4.5 Stetige Funktionen

Ein weiterer zentraler Begriff der Analysis ist die Stetigkeit von Funktionen, die im
Prinzip aussagte, dass Funktionen ein , gutmiitiges* Verhalten in einem Intervall
oder in der Umgebung eines Punktes zeigen.

Definition 4.14 (Stetigkeit). Sei f : A — R eine Funktion und a € A. Die
Funktion f heifst stetig im Punkt a, falls lim f(x) = f(a).
r—a

f heifst stetig (in A), falls f in jedem Punkt aus A stetig ist.
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Um Stetigkeit in einem Punkt nachzupriifen wird b = f(a) untersucht. Es wird eine
Umgebung V' von b vorgegeben und gepriift, ob eine Umgebung U von a existiert,
sodass f(y) € V fir y € U (siche Abbildung . Wir werden diese Darstellung der
Stetigkeit spater noch formalisieren.

Es ist manchmal hilfreich zum Nachweis der Stetigkeit einer Funktion f(z) an
einer Stelle a € A, die einseitigen Grenzwerte lim,\, f(z) und lim, », f(z) zu
untersuchen. Falls lim,~ , f(z) = lim; », f(z) = f(a), dann ist f in a stetig. Falls
limg~ o f(x) # limg ~, f(x), dann ist f in a nicht stetig.

f(z)

Abbildung 4.3: Skizze der Darstellung von Stetigkeit iiber die Umgebungen V und
U.

Beispiel 4.10.
1. Die konstante Funktion ist tiberall stetig.

2. Die Exponentialfunktion exp(z) ist in jedem Punkt stetig.
Beweis: Sei a € R.
Zu zeigen: lim exp(x) = exp(a).
r—a

Sei (zp)nen eine Folge mit lim x,, = a. Dann gilt lim (z, —a) = 0, also
n—oo n—oo

lim exp(x, —a) = 1.

n— oo

tz13.37
) Satefadn o

Damit folgt lim exp(x, exp(a) - exp(z, —a)) =
n—oo n—oo

exp(a) - ILm exp(z, — a) = exp(a) O
3. Die Funktion f: R — R

f(ac){l fir >0

0 fir <0

ist in jedem a € R\ {0} stetig und ist nicht stetig in 0, da lim,~of(x) =1 #
lim, o f(z) = 0.
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4. Die Dirichlet-Funktion

|1 fallsxe€Q
f(x){ 0 fallszeR\Q

ist in keinem Punkt stetig, da in jeder e-Umgebung (¢ > 0) von a € R
unendliche viele x € R\ Q und unendlich viele y € Q liegen.

Im Prinzip kann man stetige Funktionen durchgéngig zeichnen. Diese Eigenschaft
bleibt erhalten, wenn man stetige Funktionen kombiniert, wie die folgenden Sétze
zeigen.

Satz 4.15 (Operationen auf stetigen Funktionen). Seien f,g: A — R Funktionen,
die in a € A stetig sind und sei ¢ € R. Dann sind auch die Funktionen

) f+g:A—=R
1) cf : A= R
1) frg:A—>R

im Punkt a stetig.
Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion

) % A= R
in a stetig. Dabei ist A’ = {x € A | g(x) # 0}.

Beweis: Sei (z,,)nen eine Folge in A (bzw. A’) und lim z,, = a. Es ist zu zeigen:

Jim (f +g)(zn) = (f +9)(a)
nan;O(cf)(xn) = (cf)(a)
lim (fg)(zn) = (f9)(a)

i (G- (D)

Nach Voraussetzung ist li_>m f(zn) = f(a) und 1i_>m g(x,) = g(a). Die Behauptung
n—oo n e8]
folgt aus den Rechenregeln fiir Folgen (siehe Satz [3.8)). O

Korollar 4.16. Jede rationale Funktion ist in threm Definitionsbereich stetig.

Beweis: Wiederholte Anwendung von Satz [£.15] auf die Identitétsfunktion idg :
R — R mit id(z) = z. O

Satz 4.17 (Komposition stetiger Funktionen). Sei f : A - R und g : B —» R
Funktionen mit f(A) C B. Die Funktion f seiina € A und g inb= f(a) € B
stetig. Dann ist die Funktion go f : A — R in a stetig.

Beweis: Sei (z,)nen eine Folge in A mit lim x,, = a. Da f stetig in « ist, gilt
n—oo

li_>m f(xy) = f(a). Nach Voraussetzung ist y, = f(z,) € B und ILm Yn = b.

Da g in b stetig ist, gilt auch li_}rn 9(yn) = g(b). Deshalb folgt le (go flzy) =

Jim g(f(2n)) = lim g(yn) = g(b) = g(f(a)) = (g © f)(a)

O
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Beispiel 4.11. Sei f(z) = exp(z), g(x) = 22. f, g sind stetig in R, nach Satz
ist damit auch h(zx) = exp(2?) stetig in R.

Funktionen, die in ihrem Definitionsbereich stetig sind, erlauben einige interessante
Aussagen, die wir in den folgenden Satzen herleiten.

Satz 4.18 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) <0
und f(b) > 0 (bzw. f(a) > 0 und f(b) < 0). Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit
#(e) =0.

Beweis: Der Beweis erfolgt tiber die Intervallhalbierungsmethode. Wir betrachten
f(a) <0, f(b) > 0. Der andere Fall f(a) > 0 und f(b) < 0 ist analog zu beweisen.
Wir definieren zunéchst eine Intervallschachtelung mit

1. Tnt1 = [ant1,bnt1] C [an, bn] = I

2. [Int1| = 31|

3. flan) <OA f(b,) >0

induktiv unter Nutzung der folgenden Schritte.

Induktionsanfang [a1,b1] = [a, b].
Induktionsschritt
[an,m] falls f(m)>0
Ingi = [an+17bn+1] = [mvbn] falls f(m) <0
* falls  f(m)=0
mit m = “"gb", dem Mittelpunkt des Intervalls [ay,, by]. Es ist leicht nachzupriifen,

dass die obigen Bedingungen 1.-3. fiir die Intervalle gelten, solange wir nicht den
Fall % erreicht haben. Falls x erreicht wird, so bricht die Intervallschachtelung ab,
da f(m) = 0 und wir damit die Nullstelle bestimmt haben.

Falls das Verfahren nicht abbricht, gibt es ein eindeutiges « € I, fiir alle n € N, da
eine Intervallschachtelung vorliegt.

Es gilt ferner:

lim f(a,)= lim f(b,) =2

n—oo nde el

da f stetig in [a,b] ist und f(an) < 0, f(b,) > 0 nach Konstruktion. Damit folgt
auch x = 0. O
Der Satz gilt nicht fiir f : [a,b] C Q — R. Wie am Beispiel f(z) = 2% — 2 mit der
Nullstelle v/2 ¢ Q leicht sehen kann.

Das folgende Korollar ldsst sich leicht aus dem Zwischenwertsatz herleiten.

Korollar 4.19. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und y € R mit f(a) <y <
f(b) (bzw. f(a) >y > f(b) ). Dann existiert ein c € (a,b) mit f(c) =y.

Beweis: Sei f(a) < y < f(b). Definiere g : [a,b] — R mit g(x) = f(z) —y. g ist
stetig und g(a) = f(a) —y < 0, g(b) = f(b) —y > 0, sodass nach Satz ein ¢
mit g(¢) = 0= g(c) = f(¢) —y = 0= f(c) = y existiert.

Der Beweis fiir den Fall f(a) >y > f(b) ist analog zu fithren. O

Korollar 4.20. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann
ist auch J = f(I) CR ein Intervall.
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Beweis: Wir setzten ¢ = sup(f(I)) € RU {+oo} und p = inf(f(I)) € RU {—oc}.
Zunéchst zeigen wir (p,q) C f(I).

Sei dazu y € R beliebig gewahlt, sodass p < y < g. Nach Definition von p und ¢
gibt es dann a,b € I mit f(a) < y < f(b). Nach Korollar existiert € I mit
f(z) =y. Also ist y € f(I). Damit ist (p,q) C f(I) bewiesen und f(I) muss eines
der folgenden vier Intervalle sein: [p, ¢l, (p, ql, [, q), (P, q)- O

Der folgende Satz betrachtet stetige Funktionen auf kompakten Intervallen (d. h.
heifit abgeschlossenen und beschrénkten Intervallen; siehe Definition .

Satz 4.21 (Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen). Jede in einem kompak-
ten Intervall stetige Funktion f : [a,b] — R ist beschrinkt und nimmt ihr Minimum
und Mazimum an.

D. h. es existiert ein c € [a, b], sodass f(c) = sup{f(z) | z € [a,b]} und ein d € [a,b],
sodass f(d) = inf{f(x) | € [a,b]}.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir das Maximum: Sei y = sup{f(z) | z € [a,b]} €
R U {co}. Dann existiert eine Folge x,, € [a,b] (n € N), sodass li_>m f(zn) =y, da
n—oo

die Funktion f stetig ist. Da die Folge (x,,) beschrinkt ist (das Intervall aus dem die
Folge gewdahlt wird ist beschrinkt), besitzt sie nach den Satz von Bolzano-Weierstrafl
(Satz[3.17)) eine konvergente Teilfolge (2, )ren mit klim T, = € [a,b].

—00

Aus der Stetigkeit folgt nun f(c) = klim f(zy,) =y und damit insbesondere auch
—00

y = f(c) € R. Damit ist f nach oben beschriankt und nimmt in ¢ das Maximum an.
Der Beweis fiir das Minimum ist analog zu fiihren. O

Der vorherige Satz gilt nicht fiir offene oder halboffene Intervalle. So ist zum Beispiel
die Funktion f(z) = % im Intervall (0,1) stetig, aber unbeschréinkt. Die Funktion
f(x) = x ist im Intervall (0,1) stetig und beschriankt, nimmt aber weder das
Supremum 1 noch das Infimum 0 an.

Im folgenden Satz beschreibt die Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe von zwei
Umgebungen, wie wir es zu Beginn des Abschnitts schon intuitiv in Abbildung [£.3]
getan haben.

Satz 4.22 (¢ — ¢ - Definition von Stetigkeit). Sei A C R und f : A — R eine
Funktion. f ist genau dann im Punkt a € A stetig, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0, sodass |f(z) — f(a)| < € fir alle x € A mit
|z —al < 0.

Beweis: Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt, indem in jedem Schritt eine
Richtung der ,,genau dann“ Beziehung bewiesen wird.

e, existieren = Stetigkeit: Es gebe zu jedem € > 0 ein § > 0, sodass |f(z) —
fla)] < e fir alle x € A mit | —a|] < 6.

Es ist zu zeigen, dass fiir jede Folge (z,)neny mit 2, € A und lim z, = a gilt
n—oo
Jim f(zn) = f(a).

Sei € > 0 vorgegeben und § > 0 geméafl der Voraussetzung gewéhlt. Da

lim x, = a existiert ein ng € N, sodass |z, —a| < 0 fir alle n > ny.
n—oo

Nach Voraussetzung ist damit |f(x,) — f(a)| < ¢ fiir alle n > ng. Also
gilt li_}rn f(zn) = f(a) und f ist stetig. Man kann dies auch in Abbildung
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interpretieren. Zu einer Umgebung U (definiert durch ¢) lisst sich ein
passendes V' (definiert durch 0) finden.

Stetigkeit = ¢, existieren: Fiir jede Folge z, € A mit lim =z, = a gelte
n—r oo
Jim f(2n) = f(a).

Es ist zu zeigen, dass zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, sodass | f(z)—f(a)| < €
fir alle x € A mit |z —a| < 0.

Angenommen es gibt ein € > 0 zu dem kein § > 0 existiert. Dann existiert
zu jedem 0 > 0 mindestens ein € A mit |x — a| < 6, aber |f(x) — f(a)] > €.
Wiahle § = %, dann gibt es fir jede natiirliche Zahl n > 1 ein z,, € A mit
|z, —a| < X und |f(z,) — f(a)| > &. Da lim x,, = a und nach Voraussetzung
n—oo
(f stetig) gilt folglich lim f(x,) = f(a). Dies steht im Widerspruch zu
n—oo

|f(x,) — f(a)| > € fur alle n > 1.
O

Korollar 4.23. Sei f : A — R stetig im Punkt a € A und f(a) # 0. Dann ist
f(x) # 0 fir alle  in einer Umgebung von a. D. h. es existiert ein 6 > 0, sodass
f(z) #£0 fir alle x € A mit |x —a| <9.

Beweis: Zu e = |f(a)| > 0 existiert nach Satz[4.22]ein 6 > 0, sodass | f(x)—f(a)| < e
fir alle z € A mit |x — a| < d. Also gilt nach Einsetzen

[f(z) = f(a)| < |f(a)] & [f(a)| = [f(x) = f(a)] > 0. (4.5.1)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir

[f(@)l = [f(a) = f(2) + f(2)] < |f(a) = f(2)| + | ()]

und nach Umstellung der Ungleichung

|f(@)] = |f(a)] = |f(z) = f(a)]. (4.5.2)

Mit Hilfe von Ungleichung (4.5.1)) kénnen wir die rechte Seite von Ungleichung
(4.5.2) weiter abschéatzen und erhalten schlieBlich | f(x)| > |f(a)| — | f(x) — f(a)] > 0
fir alle z € A mit |z — a| < 4. O

Korollar 4.24. Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig und streng monoton
(wachsend oder fallend). Sei J = f(I), dann bildet f das Intervall I bijektiv auf J
ab und die Umkehrfunktion f~':.J — R ist stetig.

Beweis: Die Monotonie von f~! wurde bereits in Satz m gezeigt. f ist als streng
monotone Funktion injektiv. Da J = f(I), ist die Abbildung auch surjektiv und
damit bijektiv. Damit bleibt nur noch die Stetigkeit von f~! zu beweisen.

Zum Beweis der Stetigkeit benutzen wir das ¢ — §-Kriterium (Satz und nehmen
an, dass f streng monoton wachsend ist. Fiir ein b € J existiert ein a = f~1(b) € I,
d.h. b = f(a). Sei b € J kein Randpunkt von J, dann existiert ¢’ > 0, sodass
[b—¢,b+¢'] € J. Wir zeigen nun die Stetigkeit von f~! in b. Da f bijektiv
abbildet, ist auch a kein Randpunkt von I. Damit kénnen wir ein € > 0 wéhlen,
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sodass [a —e,a+¢] C I. Sei by = f(a —€) und b = f(a + €). Wegen der strengen
Monotonie von f gilt by < b < be. Ferner bildet f das Intervall [a — ¢,a + €]
bijektiv auf das Intervall [b1, bo] ab. Wir wihlen ¢ = min(b — by, bo — b). Dann gilt
F7HU(b—=06,b0+05)) C(a—¢e,a+e)und f~! ist stetig nach Satz Damit haben
wir die Stetigkeit von f~! in allen Punkten gezeigt, die keine Randpunkte von .J
sind.

Fiir Randpunkte b € J erfolgt der Beweis durch Betrachtung von [a,a — €] bzw.
[a,a + €] und ein ansonsten analoges Vorgehen. (Il

Den Begriff der Stetigkeit kann man noch verschérfen, wie die folgende Definition
zeigt.

Definition 4.25 (GleichméfBige Stetigkeit). Eine Funktion f : A — R heifit
in A gleichmaBig stetig, wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein § > 0 so dass
|f(z) — f(2")| < e fiir alle z,2' € A mit |x — 2’| < 9.

Im Unterschied zu Stetigkeit hingt bei der gleichméfligen Stetigkeit 6 nur von e
nicht aber von a € A ab.

Satz 4.26 (Stetigkeit auf kompakten Intervallen). Jede auf einem kompakten
Intervall stetige Funktion f : [a,b] — R ist dort gleichmdfig stetig.

Beweis: Angenommen f sei nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein € > 0, sodass
fiir alle n € N Punkte z,,, 4, € [a,b] existieren mit |z, — y,| < 1 (§ = 1) und

|f(zn) — f(yn)| > €. Die beschrankte Folge x,, besitzt nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl (Satz | eine konvergente Teilfolge z,,, mit klim Xy, = ¢ € [a,b]. Aus
— 00

lim |z, — yn,| = 0 folgt lim y,, = c. Da f stetig ist gilt auch
k—o0 k—o0
T (F(2n,) ~ ) = £€) ~ F(e) =0

was im Widerspruch zur Annahme |f(z,) — f(yn)| > € fiir alle n € N steht, sodass
f gleichméfBig stetig ist. O

Der vorherige Satz gilt nicht fiir offene oder halboffene Intervalle, wie man sich
leicht {iberlegen kann.

4.6 Logarithmen und allgemeine Potenzen

Die Exponentialfunktion haben wir bereits in Form der Exponentialreihe in Kapitel
[3:7] kennen gelernt. Wir werden nun hier die Umkehrfunktion der Exponential-
funktion einfithren und allgemeine Potenzen, bei denen die Basis aus R+ und der

Exponent aus R gewéhlt werden, definieren.
k

Die Exponentialfunktion ist definiert als exp : R — R mit exp(z) = e¢* = 3 77

k=0
(siehe Satz [3.35). Es gilt exp(0) = 1 und exp(1) = e. Der Wertebereich ist 0 <
exp(z) < 1 fir x € (—o00,0) und 1 < exp(z) < oo fir z € (0,00) = exp(x) € (0,00).
Die Funktion exp bildet R bijektiv auf R ab und ist ist streng monoton wachsend.
Damit existiert die Umkehrfunktion von exp(z), die als der natiirliche Logarithmus
In(z) : R>o — R bezeichnet wird. Es gilt

o In(exp(z)) = exp(ln(z)) =
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f(z)

Abbildung 4.4: Verlauf der Exponential- und Logarithmusfunktion.

e In(l)=0und In(e) =1

<0 fir z€(0,1)
e In(x) = 0 fir z=1
>0 fir ze€(1,00)

Ferner gelten die beiden folgenden Rechenregeln fiir den Logarithmus.
i) In(ay) = In(z) + In(y)

i) In(L) = —In(z)

Beweis:

/

i) Sei ' = In(z) , ¥ = In(y) fur z,y € (0,00). Es gilt exp(a’ +y') = exp(z’) -
exp(y’') = x - y (siehe Satz[3.37) also gilt #’ + 3’ = In(exp(z’ +¢')) = In(z - y).

ii) Es gilt nach i) In(2) + In(z) =In(1) =0 = In(2) = —In(x).

O

Bisher haben Potenzen die folgenden Félle unterschieden, wobei n € N jeweils gilt:

ead"=g-a-a-...-a(a€R)
—_—
n-mal

e a’=1(aeR\{0})

e a”" = (aeR\{0})

am™

e at = /a (a € Rso)
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Durch Kombination der Rechenregeln kénnen wir damit fiir a € Ry und n,m € N

festlegen
n m n
am = (%/a)" .
Dies Darstellung definiert Potenzen mit rationalen Exponenten. Um zu reellwertigen

Exponenten zu gelangen nutzen wir die folgende Definition der Exponentialfunktion.

Definition 4.27 (Exponentialfunktion fiir allgemeine Basen). Fiir a € Rsg sei die
Funktion exp, : R = R definiert als

exp,(x) = exp(xzlna).
Satz 4.28. Die Funktion exp,(x) ist stetig und es gilt
i) exp,(r +y) = exp,(z) exp,(y) fir alle z,y € R

1) exp,(n) = a™ fir allen € Z

iii) exp, (%) = ¥/aP fiir alle p € Z und g € N\ {1}

Beweis: Die Stetigkeit folgt, da exp, die Komposition der stetigen Funktionen exp
und In ist, die nach Satz stetig ist.
Der Beweis zu i) folgt aus den Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion. Insbeson-
dere gilt damit auch

1
exp, (z)
exp, (nz) = (exp,(x))" fir n € N and z € R zeigt man per vollstéindiger Induktion.
Wenn wir z = 1 setzen, so gilt exp,(1) = exp(Ina) = a und somit exp,(n) = a™.
Analog gilt fur x = —1, exp,(—1) = 1/a und damit exp,(—n) = a~". Damit ist
auch i) bewiesen.

Weiterhin gilt
p P\\’
a? = exp,(p) = exp, (q~ > = (expa ()) :
q q

Da Va4 = a? folgt iii). O

Der vorherige Satz zeigt, dass die Bezeichnung von exp,(x) als a® berechtigt ist und
wir damit eine allgemeine Definition von Potenzen haben. Man kann mit allgemeinen
Potenzen genauso wie mit ganzzahligen Potenzen rechnen.

exp,(—z) =

Satz 4.29. Fiir a,b € Ryg und xz,y € R gelten folgende Rechenregeln:

i) a®a¥ = a*tY

ii) (a®)¥ = a®™

iii) a®b® = (ab)”

) (a%) =a "

Beweis: Zur Ubung. O

Ahnlich zur Exponentialfunktion kann auch der Logarithmus fiir allgemeine Basen
a € Ryo \ {1} definiert werden.
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Definition 4.30. Seia € Ryo\ {1}, dann ist der Logarithmus zur Basis a definiert
als

Die Schreibweise zu Logarithmen ist in der Literatur nicht einheitlich. Manchmal
bezeichnet log(z) den natiirlichen Logarithmus, den wir mit In(x) bezeichnen.

Beispiel 4.12. Die Exponentialfunktion kann genutzt werden, um Wachstums- oder
Zerfallsprozesse zu beschreiben. So kann der radioaktive Zerfall durch die Formel

beschrieben werden. t > 0 ist der Zeitparameter, n(t) ist die Anzahl der Kerne, die
noch nicht zerfallen sind. Entsprechend ist n(0) die Anzahl der Kerne zu Beginn
des Experiments. X ist eine materialspezifische Zerfallskonstante, die zum Beispiel
fiir Jod 131 10~%sec™! betrigt. Wenn wir diesen Wert auf Tage umrechnen erhalten
wir A = 0.086.

Die Halbwertszeit eines Stoffes ist die Zeit T, die ndétig ist, damit die Halfte der
Kerne zerfallen ist. Es muss also gelten

und somit

In (e7*7) = In (;) & M=l (;) Sr= lnf),

da In (3) = —In(2). Fir Jod 131 betrigt die Halbwertszeit gut 8 Tage.

4.7 Trigonometrische Funktionen

Als weitere Klasse von Funktionen betrachten wir die trigonometrischen Funktionen,
die in der Geometrie und bei der Beschreibung periodischer Vorgénge eine grofle
Bedeutung haben. In der Informatik werden trigonometrische Funktionen unter
anderem in der Computergraphik breit eingesetzt. Trigonometrische Funktionen
koénnen im Einheitskreis definieren kénnen, wie die folgende Graphik zeigt. Wir
beschrénken uns auf die Funktionen sin(z) und cos(z).
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Der Winkel wird iiber die Lénge des Kreisbogens angegeben, man spricht deshalb
auch vom Bogenmaf. Es gilt dann

Winkel in Bogenmafl = %Winkel in Grad.

In einem rechtwinkligem Dreieck kann man sin und cos iiber die Seitenverhéltnisse
definieren, wie aus der Schule bekannt. Dies geschieht, indem die in der folgen-
den folgenden Graphik gezeigten Darstellungen genutzt werden, die sich aus der
Darstellung im Einheitskreis ergeben.

a sin(a) = 2 cos(a) = &

Die obige Darstellung von sin und cos im Einheitskreis kann man einfach verallge-
meinern, indem man beliebige Drehungen in positive oder negative Richtungen im
Einheitskreis erlaubt. Damit sind alle Kreisldngen & € R definierbar. Die Funktions-
werte nach einer ganzen Umdrehung sind identisch und treten nach einer halben
Umdrehung mit jeweils gedndertem Vorzeichen wieder auf. Dies wird auch am
Verlauf der beiden Funktionen deutlich, der in den folgenden Graphiken gezeigt
wird.
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{ P X
1 1

f(x) f(z) = cos(x)

Die Sinus- (sin) und Cosinus- (cos) Funktion kann man auch als Summe unendlicher
Reihen definieren. Die Korrespondenz zwischen der Definition iiber die Lénge des
Bogens im Einheitskreis und den Reihensummen lisst sich iiber die Darstellung der
Exponentialfunktion mit komplexen Argumenten herleiten. Da wir die komplexen
Zahlen in der Vorlesung nicht behandeln, soll auf diese Herleitung verzichtet werden.

™ 2m

Definition 4.31. Fir alle x € R sind die Funktionen cos : R — R und sin : R — R
definiert als

cos(zx) = i(,l)k z* und sin(x) = i(fl)kﬂ
S CDL 0 2k + 1)

Satz 4.32. Die Reihen fir cos(x) und sin(x) konvergieren absolut fir alle x € R.

Beweis: Die Beweise nutzen das Quotientenkriterium (Satz(3.33)). Zu zeigen ist

k41
ag

<g<l1

fir alle k > ng. Wir beweisen die Konvergenz der Cosinus—Reihe, der Beweis fiir
die Sinus-Reihe ist v6llig analog.

2k +2(2k)!

2
B ‘_ C(2k + 2)la

T

Ak41
2k+1)(2k+2)|

Qg

Wihle ng = [|x|], dann gilt fir k& > ng:
z? z? ‘

x2 1
= ‘ 2k + 1)(2k +2) ’ = ’ @l + D(2z] + 2)

k41
—==<1. O
42 4

Qg

Interessant ist die Frage, inwieweit man nach endlich vielen Summationen eine gute
Approximation des Wertes der Cosinus- oder Sinus-Funktion erreicht hat. Dazu
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betrachten wir das so genannte Restglied, welches uns spéter in Kapitel [7] noch
einmal in allgemeinerer Form begegnen wird. Sei

2k n 2k+1

cos(x) = kzzo(_l>k(;]<7)! + rant2(z) und sin(z) = kz:;)(—l)k(;cw + ront3(x).

Die Restglieder 74,,42(2) und ra,3(2) umfassen den Teil der unendlichen Summe,
der bei einer endlichen Summation weggelassen wird.

Satz 4.33. Fiir die Restglieder der Cosinus- und Sinus-Reihe gelten die folgenden

Abschdtzungen
2n+42 .
[Ponto ()] < 7(“2”7‘1“)! fur |z| <2n+3
|| 273

ronts(2)] < Gy fiir o] < 2n+ 4

Beweis: Wir beschrinken uns auf den Beweis fiir das Restglied der Cosinus-Reihe,
der Beweis fiir das Restglied der Sinus-Reihe ist analog zu fithren. Es gilt

) = Y (c)f A e (-t
a2 It (2k)! T (2n + 2)! (2n+3)2n+4) )"

Sei nun ag = 1 und

72

= an_ fur k> 1
T ke oy okt )(2n+ 2k +2) =
dann ist
x2n+2
T2n+2(17) :im(l*dl +a,27a3+a47...).

Fiir |z| < 2n + 3 gilt
1>a1 >ay>a3>...>0.

Nach dem Beweis des Leibniz-Kriteriums (Satz [3.28) gilt damit

1217@1#‘&27&3%’...20

und damit auch |ro,4o(x)| < % O
Der vorherige Satz zeigt, dass man fiir jedes vorgegebene z € R n so wihlen kann,
dass der Fehler bei Abbruch der Summation nach n Schritten unterhalb einer

vorgegeben Schranke € > 0 liegt.

Definition 4.34 (Periodische Funktion). Eine Funktion f : R — R heifst periodische
Funktion, wenn es ein p > 0 gibt, so dass

f(x) = f(xz+p)

fir alle x € R.
Das kleinste p € R~ mit der obigen Figenschaft heifit Periode der Funktion f.

sin(x) und cos(x) haben offensichtlich die Periode 27, also sin(z) = sin(z + 27) =
sin(z + 47) = .... Der folgende Satz fasst einige Eigenschaften von sin und cos
zusammen und zeigt auch, dass sin immer durch cos ausgedriickt werden kann und
umgekehrt.
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Satz 4.35 (Eigenschaften von sin und cos). Es gilt:
i) sin?x 4 cos?x = 1 (Satz des Pythagoras)

1) cos(—x) = cos(x)
sin(—z) = —sin(x)

1i1) cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)

1) cos(z + 2m) = cos(x)
sin(z + 27) = sin(x)

v) cos(z) =0z e {5 +kr|kel}
sin(z) =0z € {kr | k€ Z}

vi) |sin(z)] <1
|cos(z)| <1

Beweis: Zur Ubung unter Nutzung der Reihendarstellungen aus Definition m O
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Kapitel 5

Differenzierbare Funktionen

Die Differentialrechnung, die auf Leibniz und Newton zuriickgeht, bildet den eigent-
lichen Kern der Analysis. Die Differentialrechnung ist die Basis fiir Differentialglei-
chungen mit denen sich viele Vorgéinge in der Natur und in technischen Systemen
modellieren lassen.

Wir betrachten in diesem Kapitel die Differentialrechnung mit einer Verdnderlichen,
wie sie auch in der Schule behandelt wird. Nach einer generellen Einfithrung, leiten
wir die Ableitungsregeln her, fithren hohere Ableitungen ein und nutzen schliellich
die Ableitungen um Eigenschaften von Funktionen im Rahmen der Kurvendiskussion
zu analysieren.

5.1 Differenzierbarkeit einer Funktion

Eine Funktion f lasst sich, falls f(x) — f(a) fir  — a (e Haufungspunkt, bzw. f
ist stetig in a), in der Umgebung von a durch eine konstante Funktion anndhern.
Dies ist gerade die Idee der Stetigkeit. Differenzierbarkeit nutzt eine bessere Art
der Approximation durch ein Polynom statt einer konstante Funktion.

Definition 5.1 (Differenzierbarkeit). Seia € A C R und sei f : A — R eine
Funktion. f heifit in a differenzierbar, falls der Grenzwert

f/(a) — %lg% f(l;l): : i(a)
zcA\{a}

existiert.

Es wird in der Definition vorausgesetzt, dass eine Folge a, € A\{a} mit klim (ar) =a
s —» 00

existiert (d.h. a ist Hiufungspunkt von A).

f'(a) heifit die Ableitung von f in a. Man kann die Ableitung auch darstellen als

Fe) — tg LD =)

h—0 h

wobei wir nun Folgen hj mit hy # 0 und x + hy, € A zulassen. Eine Funktion f ist
in einer Menge A C R differenzierbar, wenn f in jedem a € A differenzierbar ist.

73
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Satz 5.2. Eine Funktion f : A — R (A C R) ist in einem Hdufungspunkt a € A
genau dann differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt, sodass

f(@)=fla)+e-(z—a)+r(r)

fiir x € A. Wobei r(z) eine Funktion mit der Eigenschaft — lim ;(:2 =0 ist.
FEs gilt in diesem Fall ¢ = f'(a).

r—a, x#a ©

Beweis:

1. f sei in a differenzierbar.
Zu zeigen: ¢ und r(x) existieren.
Wir definieren ¢ = f'(a) und r(x) = f(x) — f(a) — f'(a)(z — a). Es gilt dann

r(zx flx)— f(a
@) 4 pay_ )= Sla)
T —a T—a
Da lim W existiert (da f differenzierbar), existiert auch lim % Damit gilt
z—a : r—a
lim r(z) — lim fz) — fla) f'(a) = 0.
tiv—a iy z-a

2. cund r(z) existieren.
Zu zeigen: f ist in a differenzierbar.

Es gilt
lim (f(x)—f(a)_c) = hmM:Oj limM:c,
r—a r—a r—a T — a T—a Tr—a
Dies ist genau die Definition von Differenzierbarkeit und ¢ = f/(a). O

Man kann die Ableitung geometrisch interpretieren, da W der Sekante des
Graphen von f im Punkt (a, f(a)) entspricht. Beim Grenziibergang geht die Sekante
in die Tangente im Punkt a, mit der Tangentengleichung f(a) + f'(a)(x — a) tber.
Die folgende Graphik veranschaulicht diese Interpretation. Die Ableitung einer
Funktion beschreibt damit eine lineare Approximation des Wachstums der Funktion
in einem Punkt. Damit liefert die Ableitung einen Zusammenhang zwischen der
Anderung der Variablen z und dem Funktionswert f(x). Wenn z zum Beispiel die
Zeit beschreibt und f(x) die Bewegung tiber die Zeit, so ist die Ableitung gerade
die Beschleunigung.



5.1. DIFFERENZIERBARKEIT EINER FUNKTION (0]

f@)
fla)

Es gibt alternative Schreibweisen fiir die Ableitung, die gerade im Bereich der
Differentialgleichungen oft verwendet werden und insbesondere dann benutzt wer-
den, wenn Funktionen mit mehr als einer Verdnderlichen untersucht werden. Die

Ableitung wird dann Bruch % dargestellt. Diese Darstellung folgt aus der Grenz-

wertbetrachtung von %(f) mit % = AlimO %(f)
P - o P

Darstellung nicht unproblematisch, da man fiir x = 0 eigentlich nicht dfd—((?) schreiben

kann, wohl aber f’(0). Alternativ werden deshalb teilweise die Formen %(O) oder

df (z)
dx

. Streng genommen ist die

|z=0 verwendet.

Beispiel 5.1. In den folgenden Beispielen betrachten wir Folgen (Tn)nen mit

lim z, = a.
n—oo

1. f:R=R, f(z) =c (ceR)

oy i J@ ) = fe) 0
f(x)_}z% h h—0 h

2. f:R=R f(x)=cx (ceR)

i v fladh)—flx) . cl@+h)—cx
o= =% -
3. f:R—=R, f(z) =22
. z+h)—f(z . z+h)%—2?
fio) = iy BEREE = i B
:hm% =lim(2z+h) =22
h—0 h—0

4. frR\{0} >R f(z) =1

_ iy LEth)—fx) g 1
R e (HEt)
—1 1

T z—(z+h) _ — _ 1
- }lbl_>n’10 hz(z+h) - ,ILIE)% z(z+h) - z?
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5 [ R—=R, f(z) =exp(Az), A € R

eXp/(/\x) _ }llg% exp(k(z—&-h})l)—exp()\x) _ ]]";11)%

= exp(\z) - hn%) % = exp(\z) hm(%( Z (/\h)k )

exp(Az)-(exp(Ah)—1)
h

= exp(\z) - }lllg%)(kzl Akhk ) =exp(Az) - A

Die letzte Umformung kann durchgefithrt werden, da fir h — 0 alle Summanden
mit Index k > 2 gegen 0 konvergieren und fir k =1 der Wert A angenommen wird.

Der folgende Satz stellt eine Beziehung zwischen Stetigkeit und Differenzierbarkeit
her.

Satz 5.3 (Stetigkeit - Differenzierbarkeit). Ist die Funktion f : A — R (A CR) in

a € A differenzierbar, so ist sie in a auch stetig.

Beweis: Nach Satz [5.2] gilt dann liLn flx) = fla)+ hm c(m —a)+ hin r(z) = f(a)
' O

Die Umkehrung von Satz [5.3] gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt!

Beispiel 5.2. Sei f: R — R, f(x) = |z
f(x) ist stetig in jedem a € R, da lim (|z|) = |a| aber
r—a

lim

z—0

lz| =10 [ 1  falls >0
x| =1 falls <0

Damit ist |x| im Punkt 0 nicht differenzierbar.

5.2 Differentiations-Regeln

Zur Berechnung der Ableitung einer Funktion wird man in den meisten Féllen nicht
direkt auf die Grenzwertbildung zuriickgreifen, sondern die Ableitung auf schon
bekannte elementare Félle zuriickfithren. Dazu werden die in diesem Abschnitt
vorgestellten Ableitungsregeln verwendet.

Satz 5.4 (Algebraische Operationen). Seien f,g: A — R in a € A differenzierbar
und ¢ € R. Dann sind auch die Funktionen f+g,c-f, f-g : A — R in a differenzierbar
und es gelten folgende Rechenregeln:

i) Linearitit: (f 4+ g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)
(c- f)(a) =c- f'(a)
11) Produktregel: (f - g)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
Ist ferner g(x) # 0 fiir alle x € A, so ist auch die Funktion 5 : A — R differenzierbar
und es gilt:

1i) Quotientenregel: (5)'(a) — H(e)gle)-f(a)g'(a)

9°(a)

Beweis:
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1) Folgt direkt aus der Definition des Differenzenquotienten und den Regeln fiir
Ableitungen.

1) Es gilt
(f9)(a) = hm (a+h)g(a+h) f(a)g(a)
= hm(%( (a+h)( (a+h) —g(a)) + (f(a+h) = f(a))g(a)))
_ hm( (a+h)~ a+h});g(a))+l£iin(f(a+h) f(a) g(a))
—f( ) "(a) + f'(a)g(a)

1i1) Wir beweisen zuerst den Spezialfall f = 1.

(1) @ =m (* (5~ 5t))

= m (Grtge (“O5))

_ _9()
g(a)? *
Allgemein gilt dann
/ ! ..
f . 1 nacE i) 1 —g'(a)
(£) @ =(1) @ 2 fr(a) s + fla)2le)
_ f(a)g(a)=F(a)g'(a)
g(a)?

Beispiel 5.3. 1. f,(z)=2" (neN)
fi(@) = nan=!
Beweis: Vollstindige Induktion iber n.
Firn =1 und n = 2 wurde die Behauptung in den Beispielen m) und
m) n Abschm’tt gezeigt. Damit ist der Induktionsanfang bewiesen.
Ferner sei f!,_1(z) = (n — 1)z" 2.
Sein > 2, dann lautet der Induktionsschritt:

falz) = fi(@) fa1(2)
Fal@) = [@) (@) + @) (@) = a"t +a(n - 1)o7

=nx""

2. Polynomfunktionen
Sein € Ny und ag,...,a, €R, f(z) =Y. apz®
k=0
f(x) ist differenzierbar in x € R und es gilt:

() = kzl apkz®~1  falls n>1
0 falls n=20

Der Beweis folgt aus Beispiel i) und der Summenregel.
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3. f(x) =2, 2 €Ry, neN
Die Quotientenregel liefert:
n—1
,  —(na™t) a1
4. [:R =R, f(z) =sin(x)
f/((E) _ Sinl<.’L‘) _ }lllm SIH(J;—HL’z—sm(w)
o
Zum Beweis berechnen wir die Ableitung der Sinus-Reihe (Definition .
Nach Satz z) entspricht die Ableitung der Summe, der Summe der Ablei-
tungen der einzelnen Summanden. Fir die Ableitung der Summanden konnen
wir die Ableitung von ™ (siehe 1.) verwenden.

/
. oo 22+ > z2F
sin’(z) = (Z(—l)k(%_ﬂ)) = (Z(_l)k%>

= cos(z)

k=0 k=0
e 2k
- <k¥0(1)k‘ (ék)!) = cos(x)
5 f:R—=R, f(z) = cos(x)
f/(z) = cos'(z) = }LILI}) COS(LW = —sin(z).

Zum Beweis bestimmen wir die Ableitung der Cosinus-Reihe(Definition .
Nach Satz 2) entspricht die Ableitung der Summe, der Summe der Ablei-
tungen der einzelnen Summanden. Fir die Ableitung der Summanden kénnen
wir die Ableitung von x™ (siehe 1.) verwenden.

o) = (Senrgn) = (Seumn)

k=0 k=1
) 2k—1 x 2k41
S p2E+1 .

Die folgenden beiden Sédtze erweitern die Ableitungsregeln um Regeln zur Bestim-
mung der Ableitung der Umkehrfunktion und komponierter Funktionen.

Satz 5.5 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei I C R ein Intervall, das aus mehr
als einem Punkt besteht und sei f : I — R eine stetige, streng monotone Funktion
und g = f=t:J — R mit J = f(I) deren Umkehrfunktion.

Ist f in a € I differenzierbar und gilt f'(a) # 0, so ist g in b= f(a) differenzierbar

und es gilt:
1 1

/
g(b) = = .
0= F@ ~ 7w
Beweis: Sei b, € J\ {b} eine Folge mit ILm b, = b. Wir setzen a,, = g(b,) (ay,

existiert, da b, € f(I)).
Da g stetig ist (siehe Korollar , ist nh_}rrgo a, = a und da g : J — I bijektiv ist,

ist a,, # a fir b, # b. Es gilt
ap — @ 1

b~ o) _ _
n—oo bn —b n— 00 f(an) — f(a) f/(a) .
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Der Grenzwert existiert, da die Grenzwerte im Zdhler und Nenner existieren. [

Satz 5.6 (Kettenregel). Seien f: A— R und g: B — R (A, B CR) Funktionen.
Sei f in a € A differenzierbar und g sei in b = f(a) differenzierbar. Dann ist die
zusammengesetzte Funktion go f : A — R in Punkt a differenzierbar und es gilt

(gof)(a) =g'(f(a))- f'(a).

Beweis: Definiere Funktion g* : B — R durch

9W=9®) fallg y £ b
g (y) = ’ .
g'(b) , fallsy =b.

Da g in b differenzierbar ist, gilt

iigt 9" (y) =g (b) = g'(b)

sowie

Daraus folgt

~—
Q
o
~
—
/-:
S
=
Il
=

(@) (@)~ f(a)
= tim g (@) - lim T2

= ¢ (f(a)- f'(a)

Beispiel 5.4.

1. Sei F(x) = f(ax +b) (a,b € R) und seien F und [ in R differenzierbar, dann
gilt
F'(z)=a- f'(ax +Db) .

2. Sei F(z) = exp(x?). Dann gilt

fl@) = a?

(y) = exp(y)
flx) = 2z

9'(y) = exp(y)
F'(z) = exp(z?) 2.
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3. Sei F(x) = Va2 + 2. Dann gilt

fz) = z*+2
fllz) = 2z
9ly) = Vy
JW = 5

ENCA
Vi-VE Vi—VE 1 1

Y y—a e (Ve (VR v ik VE e
damit F'(m):mﬂx.

4. f(z) =In(z), f:Rsog = R.
In(z) ist die Umkehrfunktion von exp(x). Damit gilt nach Satz[5.5 mit f(x) =
exp(x) und g(z) = In(x)
(@) = o = e =
T @) T o) @

5.3 Ableitungen hoherer Ordnung

Die Idee der Ableitung einer Funktion kann rekursiv angewendet werden, indem man
die Ableitung der Ableitung bildet, sofern diese existiert. Dies fiihrt zu folgender
Definition hoherer Ableitungen.

Definition 5.7 (Ableitung hoherer Ordnung). Sei f : A — R mit A C R. Dann
ist die k-te Ableitung (oder Ableitung k-ter Ordnung) von f in a € A definiert als
f®)(a) (f oben k, k € Ny) mit

1. fOa) = f(a)
2. f*tD(a) = (f®)(a)) : A = R, falls die Ableitung von f*)(a) in a € A existiert.

Fiir f: A — R benutzt man die Schreibweise f*), wenn die k-te Ableitung fiir alle
a € A existiert. Eine Funktion heiit k-mal differenzierbar, wenn f*) existiert. Die
Funktion f heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar ist und
f*) stetig ist. Man schreibt auch

d" f(x)
dzk
fiir die k-te Ableitung im Punkt z. Es wird ferner manchmal auch die Schreibweise
(f(z))™® verwendet.
Wie schon bei der ersten Ableitung lassen sich auch fiir héhere Ableitungen Regeln
flir zusammengesetzte Funktionen herleiten, die im folgenden Satz zusammengefasst
werden.

Satz 5.8 (Operationen auf Ableitungen). Sei k € N, c € R, ) # A C R und seien
f:A—=Rund g: A— R k-mal differenzierbar.

1. Dann sind f+g, f—g, c- f, [ g und falls g(x) #0 fir allex € A g k-mal
differenzierbar und es gilt:
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i) (f+g)® (a) = f(’“)(a) +9%(a)
i) (f =9)"(a) = f*(a) — g*)(a)
iii) (cf)™(a) (a)

f
) (fg)*)(a) = Zk: ( )f(z) ) - g%~ (a) (Leibnizsche Formel)

(k) (@)= Z( () @90 )
0 (£)7 (@)= T

2. Ist ferner f(A) C B C R und g : B — R k-mal differenzierbar, so ist auch
(go f) k-mal differenzierbar.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch rekursive Anwendung der Differentiationsregeln
fiir die erste Ableitung. O

Fir die Kettenregel haben wir keine allgemeine Form fiir Ableitungen hoherer
Ordnung angegeben, da diese sehr schnell uniibersichtlich wird und damit nicht
hilfreich ist.

Beispiel 5.5.

f(z) =a" mitn € Ng und z € R
[B = IR, falls0<k <
o0, falls k> n

Beweis: Per Induktion iiber k:
Induktionsannahme k£ = 0 :

flz)=2"=0! (g) 2" = g

Sei f(k)( ) = k! ( ) n—k Tnduktionsschritt k& — (k+1):

(@) = (F9) (a) {Uf!(?i)x"—k)ﬂ falls 0 < <

0, falls k > n

() (n—k)am 1 falls0<k<n
= K30, falls k = n

0, falls k > n
_ (k+ 1)!(kil)$n_(k+l) , falls0<k+1<n
- 0, falls k+1>n

Der Ubergang vom vorletzten zum letzten Schritt gilt, da

n _klnl-(n—Fk) n!-(k+1)! _ n
M'Q)'m_k*‘ M(n@!__Mk1M(k+DV_w+DL<k+J

O

Bevor wir uns anschauen, wozu man (hohere) Ableitungen bei der Analyse von
Funktionen verwenden kann, wird im nichsten Abschnitt kurz auf die Berechnung
der Ableitung einer beliebigen Funktion eingegangen.



82 KAPITEL 5. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

5.4 Numerisches Differenzieren

Mit Hilfe numerischer Software sind Ableitungen numerisch berechnenbar. Die
Berechnung erfolgt fiir allgemeine Funktionen in der Regel ohne eine symbolische
Bestimmung der Stammfunktion. Da die Ableitung als Grenzwert des Differenzen-
quotienten definiert ist, liegt folgende Approximation nahe:

f'(x) ~ w (5.4.1)

oder
h) — —h
fi(a) ~ {8 T M) = Iz = h) (5.4.2)
2h

In beiden Féllen ist eine festes h # 0 zu wéhlen, um die Approximation zu berechnen.
Dabei wird, da nicht der Grenzwert fiir h — 0 berechnet wird, ein Fehler gemacht.
Es stellt sich nun die Frage, wie grof3 der auftretende Fehler ist und wie h zu wahlen
ist, damit de Fehler moglichst gering ist. Es gibt zwei Arten von Fehlern die sich
iiberlagern.

1. Approximationsfehler: Fiir ein festes h > 0 gilt

feth) —f@) | fe+d) = f@)
h A—0 A

Der Fehler ist abhéngig von A und f, und wird in der Regel kleiner, wenn h reduziert
wird.

2. Rundungsfehler: Siehe auch Abschnitt

Wir nutzen nicht « sondern rd(x), wobei rd(z) die néchste darstellbare Zahl ist. Es
gilt rd(x) := 2 - (1 + ¢) = x + ex mit |¢| < eps. Die Konstante eps ist die relative
Maschinengenauigkeit der gewédhlten Zahlendarstellung.

Wir untersuchen kurz, was bei der Berechnung von (5.4.1)) oder (5.4.2)) passiert. Da
}llln%)(f(x + h)) — f(z) = 0) gilt, wird mit fallenden h der Wert im Zahler immer
—

kleiner und damit, da eps vorgegeben ist, der relative Fehler immer grofier. Zuséatzlich
wird durch die Division durch den kleinen Nenner auch der absolute Fehler immer
grofer und der Rundungsfehler wéchst fiir kleiner werdende h.

Damit kann man zwei gegenldufige Tendenzen beobachten, einen mit fallendem h

fallenden Approximationsfehler und einen mit fallendem h wachsenden Rundungs-
fehler.

Beispiel 5.6. Wir betrachten die Funktion f(x) = exp(z) und berechnen exp’(1).
FEs ist bekannt, dass exp(1) = exp’(1) = 2.7182818. .. gilt. Die folgende Tabelle zeigt
das Resultat der Berechnung

exp/(1) ~ exp(1l + h})L —exp(1) ,

die mit der Software octave durchgefiihrt wurde, fir verschiedene Werte von h.
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h Berechneter Wert Fehler

1,0-1019 | 4,670774270471 6058 1,952492 4420125607 - 1079
1,0-1072 | 2,7319186557871245 1,363 6827328079359 - 102
1,0-107% | 2,718417747082924 1 1,359186238 7896114 - 104
1,0-1076 | 2,718283 1874306141 1,358 9715690542903 - 106
1,0-107% | 2,718281 8218562939 | —6,602 7512346522599 - 1077
1,0-10719 | 2,718 283376 168 5279 1,547 709482796 4777 - 106
1,0-10712 | 2,7187141427020829 | 4,3231424303780130-104
1,0-1071% | 2,708 9441800853815 | —9,337648 3736635763 - 1073
1,0-10716 | 0,000 0000000000000 | —2,7182818284590451 - 10+°

Ahnliche Ergebnisse erhdlt man fir die Berechnung

exp(l+ h) —exp(l —h)

/ 1 ~
eXp ( ) 2h )
wie die folgende Tabelle zeigt.
h Berechneter Wert Fehler

5,0-10~T | 2,832967 799 637 936 3 1,146 8597117889123 - 101
5,0-1073 | 2,718293154 647444 3 1,132618839916 3328 - 10~
5,0-107° | 2,718 281829592328 3 1,1332832450250407 - 102
5,0-1077 | 2,7182818285176320 | 5,858691 3098679361 101!
5,0-1079 | 2,718281 8218562939 | —6,602 7512346522599 107
5,0-10711 | 2,718 283376 168 5279 1,547709482 7964777 - 10~
5,0-10713 | 2,7182700534922328 | —1,177496 6812261312 -10~°
5,0-10715 | 2,7533531010703878 | 3,5071272611342685 - 102
5,0-10~17 | 0,0000000000000000 | —2,718 2818284590451 - 1010

Die Resultate bestédtigen unsere Erwartungen. Fir kleine und grofie Werte ist die
Approximation der Ableitung sehr ungenau. Die beste Approximation erreichen
wir im Bereich von 1078 fiir die erste Approximation und 5 - 1077 fiir die zweite
Approximation.

Aus dem bisherigen Beobachtungen kann man folgende generellen Aussagen ableiten:

1. Fir eine feste Zahlendarstellung kann nur eine bestimmte funktionsabhéngige
Genauigkeit erreicht werden.

2. Das optimale h hingt von der Zahlendarstellung, der Funktion und der Appro-
ximation der Ableitung ab. In unserem Fall sind h ~ ,/eps ~ 108 beziehungsweise
h =~ ¢/eps ~ 1075 gute Werte.

Die ausfiihrlichere Analyse von Approximationfehlern ist Thema der Numerik und
geht iiber den Inhalt dieser Vorlesung weit hinaus.

5.5 Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Wir wollen nun mit Hilfe der Ableitungen von Funktionen deren Eigenschaften
analysieren. Dazu wird eine Reihe von Sétzen hergeleitet, die das Verhalten von
Funktionen auf Intervallen beschreiben. Zuerst definieren wir den Begriffe des lokalen
Extremums.
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Definition 5.9 (Lokale Extrema). Sei f : (a,b) — R eine Funktion, dann hat f in
x € (a,b) ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn ein € > O existiert,
sodass f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fir alle y mit |v —y| < e gilt.

Gilt sogar f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fiir alle y # x mit |x — y| < € so spricht
man von einem strikten lokalen Maximum (bzw. striktem lokalen Minimum ).

Extremum ist der Oberbegriff fir Minimum und Maximum. Wéhrend ein striktes
lokales Extremum beschreibt, dass ein Funktionswert grofier oder kleiner als alle
Punkte in der Umgebung ist, wird der Begriff striktes absolutes Extremum (oder
striktes globales Extremum) fiir Punkte benutzt, deren Funktionswerte grofier oder
kleiner als alle anderen Funktionswerte sind. Fir f : (a,b) — R ist z € (a,b) ein
striktes absolutes Maximum falls f(z) > f(y) fur alle y € (a,b) und y # z. Analog
kann man strikte absolute Minima, sowie absolute Minima und Maxima definieren.
Jedes (strikte) absolute Extremum ist gleichzeitig auch (striktes) lokales Extremum.
Wir werden Bedingungen fiir lokale Extrema herleiten, da nur diese auf Basis
der Ableitung, die das Verhalten einer Funktion in der Umgebung eines Punktes
beschreiben, bestimmt werden kénnen. Die Bestimmung globaler Minima ist nur in
bestimmten Funktionsklassen moglich und geht iiber den Inhalt dieser Vorlesung
hinaus.

Satz 5.10 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Die Funktion f : (a,b) — R
besitze im Punkt x € (a,b) ein lokales Extremum und sei in © differenzierbar. Dann
ist f'(x) = 0.

Beweis: Die Funktion f hat in x ein lokales Maximum, dann existiert € > 0, sodass
fly) < f(z) fir alle y € (x —e,2 + ¢) gilt. Damit gilt auch

F(z) = lim ) = f@) o F@) =) o fly) — f(2)
ymr Yy —x ySr Yy —a yYNeo o Y-
>0 <0
Woraus f'(z) = 0 folgt, da beide Grenzwerte fiir differenzierbare Funktionen
iibereinstimmen.
Der Beweis fiir lokale Minima ist analog zu fiihren. ]

Die Bedingung f’(x) = 0 ist nicht hinreichend, wie die Funktion f(x) = x® zeigt,
fiir die in # = 0 zwar f/(0) = 0 gilt, die aber im Punkt 0 kein Extremum hat.
Ferner ist zu beachten, dass wir die Funktion f {iber dem offenen Intervall (a,b)
untersucht haben. Wenn wir f : [a, ] — R untersuchen, so folgt aus Satz zZwar,
dass die Funktion, falls sie stetig ist, ihre Minimum und Maximum im Intervall
annimmt. Wenn das Minimum oder Maximum aber in einem der beiden Randpunkte
angenommen wird, so ist dort die erste Ableitung nicht notwendigerweise gleich 0,
wie man sich leicht iiberlegen kann.

Die nun folgenden Sétze beschéftigen sich mit dem Verhalten von Funktionen in
Intervallen, wenn Informationen iiber die Randpunkte vorliegen. Wir betrachten
dabei oft Funktionen die auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] definiert sind
und im offenen Intervall (a,b) differenzierbar sind. Damit f'(z) nur fiir « € (a, b)
definiert. Um die Intervallgrenzen einzubeziehen, miissten wir den Ableitungsbegriff
erweitern, was wir aber im Rahmen dieser Vorlesung nicht tun werden.
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1 1
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Abbildung 5.1: Veranschaulichung von Satz

Satz 5.11 (Satz von Rolle). Seia < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion
mit f(a) = f(b). Die Funktion f sei in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein
¢ € (a,b) mit f'(c) =0.

Beweis: Falls f konstant, so gilt f/'(¢) = 0 fiir alle ¢ € (a,b).
Ist f nicht konstant, so gibt es ein z € (a,b) mit f(z) < f(a) oder f(x) > f(a).
Damit wird ein (absolutes) Extremum in einem Punkt ¢ € (a,b) angenommen und

f'(¢) =0 (nach Satz [5.10)). O

Satz 5.12 (Mittelwertsatz). Seia < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die

. . . . .. . b)—f(a
in (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert ein ¢ € (a,b), sodass % = f'(c).

)
g ist stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b) und g(b) = f(a)
s

folgt die Behauptung.

Den Mittelwertsatz kann man geometrisch interpretieren. Die Steigung der Sekante
durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) entspricht der Steigung der Tangente im
Punkt (¢, f(c)), wie die folgende Graphik zeigt.

Abbildung 5.2
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Aus dem Mittelwertsatz folgt unmittelbar das folgende Korollar, mit dem man
Schranken fiir das Wachstum einer Funktion herleiten kann.

Korollar 5.13. Sei f : [a,b] — R eine stetige und in (a, b) differenzierbare Funktion.
Fir die Ableitung gelte K= < f'(x) < K fiir alle x € (a,b) mit K—, K+ € R.
Fiir alle ¢,d € [a,b] mit c <d gilt K~ (d—¢) < f(d) — f(c) < K*(d - c)

Mit Hilfe der Ableitungen lassen sich auch Aussagen iiber die Monotonie von
Funktionen gewinnen.

Satz 5.14 (Monotonie von Funktionen).
Sei f: [a,b] = R stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

i) Va € (a,b) : f'(x) > 0 < f monoton wachsend in [a, b]
z € (a,b
(
(

i) ¥ ): f'(x) >0 = f streng monoton wachsend in [a, b]
iii) Yz € (a,b) : f'(z) <0 & f monoton fallend in [a, b
) ) f(z)

/

w) VYx € (a,b x) < 0 = f streng monoton fallend in [a,b]

Beweis:

i) Sei ¢,d € [a,b] mit ¢ < d. Der Mittelwertsatz (Satz[5.12) angewendet auf das

Intervall [c, d] liefert ein y € (¢, d) mit f'(y) = f(d;%

Sei nun f'(x) > 0 fur alle z € (a,b), dann folgt % > 0 fiir alle d > ¢,
¢,d € [a,b] und damit auch f(d) — f(c) > 0 und die Funktion ist monoton
wachsend. Damit ist eine Richtung bewiesen.

Nehmen wir nun an, dass f monoton wachsend in [a, b] ist. Dann gilt fiir jedes
y € (a,b) f'(y) = lim M > 0. Daraus folgt durch den Grenziibergang
Ty

f(y) > 0 und damit der Bewels fiir die andere Richtung.

Die Beweise fiir ii), i) und ¢v) sind analog zu fithren, wobei zu beachten ist, dass
in den Féllen 4i) und 4v) nur eine Richtung bewiesen werden muss und kann. [

Es sollte beachtet werden, dass in dem vorherigen Satz nur die beiden Aussagen
1) und #i7) genau-dann-wenn-Beziehungen sind, d. h. dass die Folgerungen in beide
Richtungen gelten. Fur die beiden Punkte 4i) und iv) gilt nur die Folgerung von links
nach rechts. Dies kann man sich leicht anhand der Funktion f(x) = 2% iiberlegen.
Zwar ist mit f(0) = 0 fiir diese Funktion, trotzdem ist die Funktion streng monoton
wachsend.

Aus den vorherigen Satzen kénnen wir nun eine hinreichende Bedingung fiir strenge
lokale Extrema herleiten.

Satz 5.15 (Strenges lokales Maximum/Minimum). Sei f : (a,b) = R eine dif-
ferenzierbare Funktion, die im Punkt x € (a,b) zweimal differenzierbar ist. Falls
f'(x) =0 und f"(x) >0 (bzw. f"(x) <0), dann besitzt f in x ein strenges lokales
Minimum (bzw. Mazimum).

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir strenge lokale Minima. Sei f”(z) > 0. Da
f"(z) = lim W > 0 ist, existiert ein € > 0, sodass W > 0 fur alle

Yy—x

y € (x—¢,x+¢). Da ferner f/(x) = 0 folgt f'(y) <0 firy € (x—e,z) und f'(y) >0
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fir y € (z,z + ¢). Nach Satz ii1), iv) ist f damit streng monoton fallend in
(z —e, ) und streng monoton wachsend in (z,z+¢). Damit muss f in z ein strenges
lokales Minimum besitzen.

Der Beweis fiir strenge lokale Maxima ist analog zu fiithren. (I

Die Bedingungen sind nur hinreichend, aber nicht notwendig. Wie man an der
Funktion f(x) = x* sieht. Diese besitzt in = 0 ein strenges Minimum, trotzdem ist
f"(0) = 0. Eine hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema liefert der folgende Satz,
den wir ohne Beweis einfithren Der Beweis basiert auf der Taylor-Reihenentwicklung,
die wir in Kapitel [7] kurz einfiihren werden.

Satz 5.16. Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion, die im Punkt x € (a,b)
n + 1mal differenzierbar ist. Falls f'(z) = f®(z) = ... = fM(z) = 0 und
FOH(2) £ 0, dann besitzt f in x

i) ein strenges lokales Minimum, falls n ungerade ist und f™+1(z) > 0,
ii) ein strenges lokales Mazimum, falls n ungerade ist und f"+1(z) <0,
1i1) kein Extremum, falls n gerade ist.

Einen Punkt, in dem sich das Vorzeichen der zweiten Ableitung dndert, bezeichnet
man auch als Wendepunkt. Formal bedeutet dies, dass Funktion f in x € A einen
Wendepunkt besitzt, falls f”(xz) = 0 und f”(y) < 0 sowie f”(z) > 0 fir entweder
ye(r—e,x),z€ (x,x+¢c)oder z € (x—e,2), y € (z,z+¢), sowie € > 0.

Eine wichtige Eigenschaft von Funktionen ist die Konvexitét, die wie folgt definiert
wird.

Definition 5.17. Sei (a,b) C R. Eine Funktion f : (a,b) — R heifst konvex, wenn
fir alle x1, x4 € (a,b) und alle A € (0,1) gilt

fQzy + (1= Naz) S Af(21) + (1= A) f(x2).
Die Funktion heifst konkav, falls —f konvezx ist.

Abbildung [5.3] zeigt die Skizze einer konvexen Funktion. Die Funktion ,héngt nach
unten durch®, d.h. die Funktionswerte liegen unterhalb der Verbindungsgeraden
zwischen den Funktionswerten an den Intervallgrenzen. Konvexe Funktionen haben
einige sehr angenehme Eigenschaften, so fallen zum Beispiel lokale und globale
Minima bei diesen Funktionen zusammen. Dies kann bei der Optimierung, d.h. dem
Finden von globalen Extrema, genutzt werden.
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Afla) + (L= A) f(b)
fZa+(1—=X)b)A
fla)]----

& Xat(l—-Nb b

Abbildung 5.3: Skizze einer konvexen Funktion

Der folgende Satz stellt eine Zusammenhang zwischen der Konvexitdt und der
zweiten Ableitung einer Funktion her.

Satz 5.18. Sei f: (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion. f ist genau
dann konvez, wenn f"(x) >0 fir alle x € (a,b).

Beweis: Sei f”(z) > 0 fiir all x € (a,b). Dann ist f’ nach Satz monoton
wachsend. Sei x = Az1 + (1 — A)ag fir x1,22 € (a,b) mit 1 < z2 und 0 < A < 1,
dann gilt offensichtlich xy < = < x. Nach Satz existieren dann y; € (z1,x)
und ys € (z, z2) mit

F@) = F@0) s < gy = L) = S)

T — 2 T2 — X
Daxz—x1 = (1—A)(z2 — 1) und 29 — x = Az — 1) folgt

J@) = fan) _ f(2) = f(@)
1-—A - A

Damit ist die Funktion konvex.

Sei nun f konvex. Angenommen es gibe ein xg € (a,b) mit [/ (z9) < 0. Seic = f'(xg)
und g(z) = f(x) — c(x — x0). g ist zweimal differenzierbar und ¢'(xg) = 0 sowie
9" (zo) = f"(x0) < 0. Damit besitzt g nach Satz an der Stelle z( ein strenges
lokales Maximum. Es gibt damit ein € > 0, so dass (zo —&,29 + ¢) C (a,b) und
glxg —e) < g(mg), g(xo + ) < g(xo). Aufgrund der Definition von g folgt damit
auch

= f(z) < Af(w1) + (1= A) f(z2).

F(z0) = 9(z0) > 3 (g0 — ) +glao +2)) = 3 (F(wo — ) + flao +2)).

Wahle nun 1 =z — €, 9 =29+ und A = % Dann xg = Azy + (1 — A\)z2 und
Az + (1= Nx2) > Af(x1) + (1 = N) f(22).
Dies steht im Widerspruch zur Konvexitiat von f. ([

Wir leiten nun noch einige Ergebnisse her, die es manchmal erlauben Grenzwerte
von Funktionen einfacher zu bestimmen. Dazu beginnen wir mit einer Erweiterung
des Mittelwertsatzes.
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Satz 5.19 (Zweiter Mittelwertsatz). Seien f : [a,0] — R und g : [a,0] — R
zwei Funktionen, die auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar sind. Sei ferner
g'(z) # 0 fiir alle € (a,b), dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein ¢ € (a,b) mit

f(b)—f(a) )
g(b)—g(a) = g'(c)"

Beweis:

1) Wir beweisen zuerst g(a) # g(b).
Wiére g(a) = g(b), so gébe es nach Satz (Satz von Rolle) ein ¢ € (a,b) mit
g'(c) = 0, was aber laut Voraussetzung ausgeschlossen ist.

i1) Fiir die Hilfsfunktion h(m) = f(x)— f(b) g((s)) g(x)—g(a)) gilt h(a) = h(b) = f(a).
Damit existiert nach Satz[5.11] (Satz von Rolle) ¢ € (a,b) mit h'(c¢) = 0 und somit
gilt 1/ (c) = f'(c) - %g () =0.

Da ¢'(c) # 0 folgt die Behauptung. O

Eine Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes ist die Regel von L’Hospital.

Satz 5.20 (Regel von L’Hospital %). Seien f : [a,b] = R und g : [a,b] — R zwei auf
[a,b] stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktionen. Sei ¢ € [a,b] und ¢'(x) # 0
fir x € (a,b) \ {c}.

Gilt lim f( ) =0 und lim g( ) = 0 und existiert iim L(2) ¢ R, so existiert auch

e 9'(x)
lim f( und es gilt hm f(ﬁ) = lim 2@
r—e 9() ¢ 9( r—e 9 (@)

Beweis: Wir definieren zwei Funktionen

Fla) = {f(x) falls z € [a,b] \ {c} und G(z) = {g(w) falls « € [a,b] \ {c}

0 falls z = ¢ 0 falls x = ¢

F und G sind stetig auf [a, b] und differenzierbar in (a,b) \ {c}, da f und g diese
Eigenschaften aufweisen. Ferner ist F'(z) = f/(x) und G'(z) = ¢'(x) # 0 fir alle
€ (a,)\ {c}.

Wir zeigen zuerst, dass G(z) # 0 fir alle z € (a,b) \ {c} gilt. Gébe es ein z €
(a,b) \ {c} mit G(z) = G(c¢) = 0, so wiirde nach Satz angewendet auf das
Intervall [z,¢] falls z < ¢ (und [¢, 2] falls > ¢) folgen, dass ein y € [x,c] mit
G'(y) = 0 und damit ¢'(y) = 0 existiert, was aber der Annahme ¢'(y) # 0 fir alle
y € (a,b) widerspricht.

Sei nun zg € (a,b) \ {c} vorgegeben. Wir nehmen an, dass z¢ < ¢, und betrachten
das Intervall [zg, ¢]. Der Fall zy > ¢ ist analog zu behandeln. Es existiert dann ein
x1 € (x9,¢), sodass

flxo) _ Flzo) =F(c) _  F'(z1) _ ['(z1)
g(@o) — Glzo) = G(c) sanTD G'(w1)  g'(1)
———

da F(c)=G(c)=0

Ausgehend von 1 kann man nun ein x5 € (21, ¢) finden, so dass ggl; = ggzig_gg =
Fl(z2) _ f'(x2)
G'(xz2) — g'(w2)”
Funktion, die zu x; den Wert von z; 11 € (z;, ¢) berechnet.

Diesen Prozess kann man beliebig weiter fortfithren. Sei (x;) eine
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Die Funktion £ kann man auf beliebige « € (a, ¢) anwenden und es gilt 5(;) = 7E@)
und |¢ — &(x)| < |¢ — z|. Damit gilt auch lim £(z) = ¢ und somit auch
r—c

_ / /
i 12) gy F@ = F Q) PE@) 0 o
aoe g(r)  ameGlr) —Gle)  aoeg'(E(x)  g'(c)
Bevor wir eine zweite Version der Regel von L’Hospital betrachten, muss der Begriff
des Grenzwertes erweitert werden. Wir definieren dazu uneigentliche Grenzwerte.

Definition 5.21 (Uneigentlicher Grenzwert). Sei f : A — R und a ein Hdu-
fungspunkt von A. Falls fir alle K € R ein 6 > 0 existiert, sodass f(z) > K fiir
|z —al <4, so schreibt man liin f(z) = 0.

x a

Falls lim — f(z) = 00 & lim f(z) = —oc.
T—ra T—ra

Wie der Name schon ausdriickt, ist ein uneigentlicher Grenzwert kein richtiger
Grenzwert, da keine Konvergenz vorliegt. Uneigentliche Grenzwerte sind aber die
Grundlage fiir die folgende zweite Regel von L’Hospital.

Satz 5.22 (Regel von L’'Hospital 22). Seien f : [a,b] = R und g : [a,b] — R zwei

auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbare Funktionen. Sei c € [a,b] und ¢'(x) # 0

fir x € (a,b) \ {c}.

Gilt lirn f(z) = 0o und lim g( ) = oo und existiert hm ,g ;, so existiert auch
f( ) f(ﬂc) — f (=)

L o) = I

Beweis: Wir beschréinken uns im Beweis auf den Fall f(z) # 0 fiir alle z € [a, b]\{c}.

Definiere F'(z) = W und G(z) = ﬁ dann ist

und es gilt hm

und lim F(z) = lim G(z) = 0, so dass Satz anwendbar ist.

xr—rc r—c

Also gilt
tim £ i 2@y @) Gl i (@) 4@
z—c g(gj) z—c G(:[;) z—c G’(m) z—c W z—c g(x) f’(m)

/
U R i C)) I
da (f(:r)) = @ Damit gilt auch

1= lim (ﬂm)) 2 = li f@) _ lim (@) 0

g@)) fr@) T e gla)  woegl(a)

Es gibt einige weitere Varianten der Regel von L’Hospital, die wir kurz ohne Beweis
vorstellen wollen.

Seien f : [a,00) — Rund g : [a,00) — R zwei auf (a, co) differenzierbare Funktionen,
und sei g(z) # 0 fur z € (a, 00).

Tr—c

i) Sei ILm flx) = lim g(z) = 0 und lim g:g € R existiert, dann existiert

auch Ili_)m J;E g € R und es gilt hm % = 115210 g:g;
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1) Sei lim f(z) = lim g(z) = co und lim L@) ¢ R existiert, dann gilt existiert
T—00 T—00 z—o0 9 (2)
f'(=)

auch und zh_)rgo o) € Rees gilt rh_{]go o) = xlgrgo (@)

Beispiel 5.7.

i) fz) =%, gle) =z
lim £ = lim 22 =
lim % = lim 2%:00
r—00 T—r 00

it) f(x) =e’ — 1, g(gv) =ginx

: e’—1 __ e _ 1 _
}/,IL% sinz zlao cosx 1
. . Inz . 1 . g2 wiein i)
1) limazlne =lim 4% =lim & =—-1lim %L = "0
\,0 2\0 = z\0 T2 z\0 T

Das dritte Beispiel zeigt, dass man die Regel auch fiir einseitige Grenzwerte anwenden
kann. Ferner kann man die Regel auch rekursiv anwenden, wenn die Grenzwerte
der ersten Ableitungen die Bedingungen der Regel von L’Hospital erfiillen. Es ist
allerdings immer darauf zu achten, dass die Voraussetzungen erfiillt sind. Wenn die
Grenzwerte der Funktionen # 0 (bzw. # 00) sind, so gelten die Regeln nicht!

5.6 Kurvendiskussion

Zum Abschluss des Kapitels fassen wir einige der bisherigen Resultate noch einmal
zusammen und nutzen sie zur Analyse von Funktionen in Form einer Kurvendiskus-
sion. Sei f: A — R eine in A differenzierbare Funktion, fiir die wir folgende Punkte
untersuchen.

1. Symmetrie

2. Verhalten am Rand des Definitionsbereichs
3. Nullstellen

4. Extrempunkte

5. Wendepunkte

6. Funktionsgraph

Im Einzelnen werden die folgenden Aspekte dabei untersucht.

1) Symmetrie

Man unterscheidet Achsensymmetrie zur y-Achse, die vorliegt wenn f(z) = f(—x)
fiir alle z € A gilt.

Weiterhin wird die Punktsymmetrie zum Nullpunkt (bzw. Ursprung) untersucht,
die vorliegt, wenn f(—z) = —f(x) fir alle x € A gilt.

Es ist zu beachten, dass fiir beide Arten von Symmetrie x € A < —x € A eine
notwendige Bedingung ist.

2) Verhalten am Rand des Definitionsbereichs
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Interessant sind Haufungspunkte a von A, die nicht zu A gehéren, sowie —oo und
00, falls A nach unten oder oben unbeschriankt ist. Die folgenden Grenzwerte werden
fir Haufungspunkte untersucht:

li der li
Jim f(z) oder lim f(z)
Dabei ist festzustellen, ob die Funktionen konvergieren oder der uneigentliche
Grenzwert gegen +oo existiert. Fiir unbeschrinkte Definitionsbereiche A werden
die Grenzwerte

lim f(z) oder lim f(x)

Tr—r00 Tr—r— 00
untersucht. Auch hier wird wieder die Frage nach der Konvergenz oder der Existenz
der uneigentlichen Grenzwerte gestellt.
Fiir die Falle lim f(x) und lim f(z) kann das asymptotische Verhalten analysiert

T—r00 r—r—00

werden. Dazu wird eine Gerade g(z) = az + 8 (o, f € R) gesucht, sodass

lim (f(2) - g(2)) = 0 bzw. lim (f(2) - g()) = 0

T—0o0 Tr—r—00

Die Gerade heifit Asymptote von f fiir x — oo (bzw. x — —o0). Die folgenden
Bedingungen charakterisieren eine Asymptote und erlauben eine direkte Bestimmung
der Werte von a und /.

r—00 r——00

lim &) — ¢ bzw. lim fgf) = a>

lim (f(z) —az)=p4 |bzw. lim (f(z)—ax)= B)
Tr—r o0 r—r—00

Die zweite Bedingung folgt direkt aus der Bedingung an die Asymptote, die erste

Bedingung folgt aus

i () = i (R0 ) < i (17 )

oder aus dem entsprechenden Grenzwert gegen —oo.

Unter Umsténden wird auch die senkrechte Gerade als Asymptote angesehen, wenn
der Funktionswert gegen —oo oder oo konvergiert.

3) Bestimmung von Nullstellen

Eine Nullstelle liegt vor, wenn f(z) = 0. Methoden zur Berechnung von f(xz) =0
werden wir im néchsten Kapitel kennen lernen.

4) Berechnung von Extrempunkten

Eine notwendige Bedingung fiir einen lokalen Extrempunkte a € A lautet f'(a) =0
falls eine Umgebung (a —e,a + ¢) C A fiir ein € > 0 existiert. Randpunkte von A,
falls diese existieren, sind separat zu untersuchen, da dort die notwendige Bedingung
nicht greift.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums im Punkt
a € A lautet f'(a) = 0 sowie f”(a) < 0 fiir ein lokales Maximum oder f”(a) > 0
fiir ein lokales Minimum. Eine weitergehende hinreichende Bedingung haben wir in
Satz kennen gelernt.

5) Wendepunkt
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Ein Wendepunkt liegt dann vor, wenn sich das Vorzeichen der zweiten Ableitung
andert. Ein Punkt @ € A mit (a —e,a+¢) C A fiir € > 0 ist ein Wendepunkt, falls

<0 firze€ (a—e¢,a) >0 firze€ (a—-¢,a)
()¢ =0 firz=a oder f"(x)s =0 firz=a
>0 firze (a,a+¢) <0 firze (a,a+¢)

Eine notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt in € A, wobei x kein Randpunkt
von A sein darf, lautet f”(x) = 0.

Eine hinreichende Bedingung lautet f”(z) =0 und f®)(z) # 0. Diese Bedingung
ist nicht notwendig. Eine besondere Form des Wendepunkts ist der Sattelpunkt, bei
dem zusétzlich noch die erste Ableitung gleich 0 sein muss.

6) Funktionsgraph

Aus den bisherigen Analysen lassen sich erste Aussagen iiber den Verlauf der
Funktion machen. Diese konnen durch die Bestimmung des Verlauf der Funktion,
durch punktweises Abtasten, und die graphische Darstellung noch erginzt werden.

Beispiel 5.8. Als Beispiel untersuchen wir die Funktion

23 + 222 2%(z +2)
f(.’l?): 2 = 2
x?2+2x+1 (x+1)

mit Definitionsbereich A =R\ {—1}.

zu 1) Da 1l € A aber —1 ¢ A, kann keine Symmetrie vorliegen.

zu 2) Interessant ist das Verhalten der Funktion fir x gegen einen der Werte
—00, 00, —1.

Im Punkt —1 gilt:

Der Nenner (z + 1)? ist grifier 0 fiir alle x € R\ {—1}. Der Zihler x(x + 2) ist
grofler O fir x > —2. Damit ist f(x) positiv fir x > —2. Es gilt

Jim f@)= lim f(z) = o0

da lim z%(z+2)= lim 2?(x+2)=1und lim (z+1)>= lim (z+1)?=0.
z,/—1 zN\—1 z /-1 N\—1

Fiir die Grenzwerte x gegen oo oder —oo gilt

3 2
: _ : ”42x _ : T+2 —
Jm f@) = Jim i = Jin iy = o
lim f(x) = lim 2% = —00

T—r—00 T—r—00 1+I-JT2

Die Asymptote fiir x — oo wird wie folgt berechnet:

2
s z2(x+2) _ 1. z242c
o= Jim SR = lim o =

7 z%(z+2) T 23422 23422242\ _ 1 —x _
p= lim (Wl)z )= lim (S — T ) = (et ) =0

zu 3) Es gilt f(x) = x(i(ﬁr)?z) =0 fir x =0 oder x = —2.

Der Schnittpunkt mit der y-Achse liegt an der Stelle 0, da f(0) = 0.
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zu 4) Zur Bestimmung der Extremstellen berechnen wir die erste Ableitung mithilfe
der Quotientenregel.

322 +4z)(z+1)% —2(x+1) (2® +222
f/(l') — ( +4x)( +()I+1)(4+ )(z°+ )
_ 3z3+4w2+3w2+4w72x374z2
- (z+1)3
_ 13+3m2+4z
= ey
z(x”4+3x+4 .
= % firx e R\ {-1}

f'(x) besitzt eine Nullstelle im Punkt 0. Fir den Term in der Klammer des Zihlers
gilt 2> +3x+4=(z+3)2+ 1 >1>0 fir alle x € R. Damit ist der Zihler > 0
firxz>0,=0 firz=0 und <0 firx <0. Der Nenner ist > 0 fir x > —1 und
< 0 fiir x < —1. sodass

>0 firze (—o0,—1)U(0,00)
fl(x)y=<¢ <0 firze(—1,0)
=0 firz=0

Mithilfe von Satz[5.1) kénnen wir die folgenden Aussagen iber den Verlauf von f
machen.

o f ist streng monoton wachsend auf (—oo, —1)
e [ streng monoton fallend auf (—1,0)

o [ ist streng monoton wachsend auf (0, 00)

o f hatin x =0 ein lokales Minimum

Wie wir gleich sehen werden gilt f”(0) = 2 > 0, sodass auch die hinreichende
Bedingung fiir das lokale Extremum erfillt ist. Fin globales Extremum existiert
nicht, da die Funktionswerte gegen —oo und oo konvergieren.

zu 5) Zur Bestimmung der Wendepunkte bestimmen wir die zweite Ableitung.

" z(x®+3z+4) \/

(322 4+-6x4+4) (x+1)° — (2> 4322 +42)3(x4+1)?
(z+1)6

_ 32?462 4+4x4+32>+624+4—323—922 12z

(z+1)*

= = B firseR\{-1)

der Nenner ist im Definitionsbereich der Funktion positiv, wéihrend der Zihler x < 2
positiv und fir x > 2 negativ ist. Im Punkt x = 2 hat f"(x) eine Nullstelle. Damit
gilt

>0 fir (—oo,—1)U(—1,2)

fx)y=<¢ =0 firz=2

<0 fir(2,00)
Die Funktion hat an der Stelle x = 2 einen Wendepunkt. Fir die dritte Ableitung
gilt

/
(3) _ 4—2x
f9) = ((w+1)4)
—2(z+1)*—(4—2x)-4-(z+1)>
T+1)8
—2(1‘—}-1)—54—27;)4
(z+1)°

6x—18 6(z—3 -
= G182 firz e R\ {-1}
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Da f"(2) = 0 und f®)(2) = g—? = —5= # 0 ist die hinreichende Bedingung fiir einen
Wendepunkt erfillt.
zu 6) Die folgende Graphik zeigt den Verlauf der Funktion im Intervall [—5,5].

f(x)
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Kapitel 6

Losung von Gleichungen

In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, fiir eine Funktion f : A — R
die Nullstellen, also diejenigen x fiir die f(z) = 0 gilt, oder die Fixpunkte, also
diejenigen z fir die f(x) = z gilt, zu berechnen. Beide Problemstellungen lassen sich
ineinander tiberfiihren, so entspricht die Nullstelle der Funktion f(x) dem Fixpunkt
der Funktion g(z) = f(z) — x. Wir beschrinken uns deshalb hier auf Methoden zur
Bestimmung der Nullstellen einer Funktion.
Sie kennen bereits Verfahren, um fiir lineare oder auch quadratische Funktionen
Nullstellen analytisch, also durch Anwendung vorgegebener Formeln, zu berechnen.
Fiir komplexere Funktionen, also zum Beispiel Polynome héheren Grades, kénnen
Nullstellen in der Regel nicht mehr analytisch bestimmt werden, sondern sind
numerisch zu berechnen. Die dazu verwendeten Verfahren sind meistens iterativ.
Dies bedeutet, dass die Nullstellen schrittweise angenéhert werden. Es kénnen dabei
zwei Probleme auftreten. Zum einen kann es vorkommen, dass ein Verfahren sich
nicht kontinuierlich einer Nullstelle annéhert, sondern sich nach einigen Schritten
wieder davon entfernt. Man spricht dann davon, dass das Verfahren divergiert,
wenn das Verfahren sich einer Nullstelle annahert, so spricht man davon, dass das
Verfahren konvergiert. Auch wenn ein Verfahren konvergiert, kénnen wir Nullstellen
nicht mit beliebiger Genauigkeit berechnen, da wir bereits gesehen haben, dass
Berechnungen nur mit endlicher Genauigkeit auf einem Rechner durchgefiihrt
werden.
Es werden nur kurz zwei elementare Verfahren vorgestellt, das Gebiet der numeri-
schen Lésung von Gleichungssystemen ist sehr breit und hat eine immense praktische
Bedeutung in allen Natur- und Ingenieurwissenschaften.
Fiir stetige Funktionen kénnen wir uns die folgende einfache Beobachtung zu Nutze
machen. Wenn a,b € A mit a < b und f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen
haben, so gibt es mindestens ein = € (a,b) mit f(z) = 0. Dieses « kdnnen wir mit
dem so genannten regula-falsi-Verfahren per Intervallschachtelung bestimmen.
Dazu werden die folgenden beiden Schritte iterativ durchgefithrt. Wir nehmen an,
dass f(a) < 0und f(b) > 0, der Fall f(a) > 0 und f(b) < 0 ist analog zu realisieren.

1. Bestimme ¢ =b — f(b)ﬁ.

2. Falls f(c) < 0 setze a = ¢ und fahre bei 1. fort, falls f(c) > 0, setze b = ¢ und

fahre bei 1. fort, ansonsten ist ¢ die gesuchte Nullstelle.

97
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Da es unwahrscheinlich ist, dass genau der Punkt ¢ mit f(¢) = 0 gefunden wird, muss
das Verfahren irgendwann abgebrochen werden. Dazu muss eine Abbruchbedingung
definiert werden. Ubliche Bedingungen sind |f(c)| < € oder b — a < ¢ fiir ein kleines
e>0.

f(x)

Abbildung 6.1: Skizze des regula-falsi-Verfahrens

Das grundsétzlich Vorgehen des Ansatzes wird in Abbildung [6.1] dargestellt. Es
wird eine Gerade zwischen den beiden Funktionswerten gezogen (die Sekante) und
der Schnittpunkt der Geraden mit der x Achse als Approximation der Nullstelle
verwendet. Das Verfahren konvergiert fiir stetige Funktionen, wie wir sie hier
betrachten immer gegen eine Nullstelle, die Konvergenz kann aber relativ langsam
sein, d.h. es werden viele Schritte benotigt.

Als Alternative kann man statt der Sekante auch die Tangente in einem Punkt
verwenden und deren Schnittstelle mit der = Achse als Approximation der Null-
stelle nutzen. Dies fithrt zum Newton-Verfahren,bei dem eine Sequenz von Punk-
ten x1, X2, ... berechnet werden, die gegen die Nullstelle konvergieren sollen. D.h.
lim,, 00 f(2,) = 0 sollte gelten. Ausgehend von einem Punkt x,, wird der néchste
Punkt x,; wie folgt berechnet.

R

Ausgehend von einem Startwert xy konnen dann sukzessive Néherungslosungen
berechnet werden. Das Vorgehen wird in Abbildung [6.2] verdeutlicht.
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Abbildung 6.2: Skizze des Newton-Verfahrens

Das Newton-Verfahren konvergiert deutlich schneller als das regula-falsi-Verfahren,
wenn es konvergiert. Dies bedeutet, dass je nach Funktion und Startwert, die
berechneten z,, sich auch weiter von der Nullstelle entfernen kénnen. Stellt man
dies fest, so wird das Verfahren abgebrochen und ein neuer Startpunkt gesucht. Ein
solcher Startpunkt kann z.B. mit Hilfe des regula-falsi-Verfahrens ermittelt werden.
Es gibt Klassen von Funktionen, fiir die bekannt ist, dass das Newton-Verfahren
konvergiert, dies gilt u.a. fiir konvexe oder konkave Funktionen.
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Kapitel 7

Der Satz von Taylor

Wir haben bereits die Darstellung verschiedener Funktionen, wie der Exponential-
funktion, der Cosinus- oder Sinus-Funktion, durch unendliche Reihen kennen gelernt.
In diesem Kapitel betrachten wir nun kurz die Approximation von Funktionen durch
Potenzreihen in allgemeiner Form. Eine erste Approximation einer Funktion in
einem Punkt aus dem Definitionbereich wurde in Satz unter Nutzung der ersten
Ableitung eingefiihrt. Es gilt f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + r(x), wobei die Funktion
r(z)

r—a

lim = 0. Damit kann f in der Umgebung von a mithilfe von f(a) und f’(a)
r—a
approximiert werden. Die Taylorsche Formel fithrt diese Approximation weiter,

indem Ableitungen hoherer Ordnung (siehe Definition benutzt werden.

Satz 7.1 (Taylorsche Formel). Sei f : A — R eine in A (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion und a € A. Dann gilt fir alle x € A:

*) (g
f '()(

f(@) = fla)+ > == (@ = @) + Ra(2)
k=1

wobei es zu jedem x € A\ {a} (mindestens) ein y € (min(z,a), max(z,a)) gibt,

sodass Ry(x) = %(m —a)"tt,

Beweis: Es gilt
, ) (g
Fo(@) = f(@) = Tue) mit Tu(w) = (@) + 3 S - a)t
R, ist nach Voraussetzung (n + 1)-mal differenzierbar (da T),(z) und f (n + 1)-mal
differenzierbar sind). Ferner ist R%k)(a) =0 fir 0 <k <n+1 wie man leicht sehen

kann. Da T,,(z) eine Polynomfunktion vom Grade n ist, ist Tr(lnﬂ)(g:) =0.

Auflerdem gilt
R, (I) . R, (I) — R"(a)
(r—a)"tt  (z—a)"tl
da R,(a) = f(a) — f(a) = 0. Nach dem zweiten Mittelwertsatz (Satz[5.19) existiert
ein y; € (min(a, z), max(a,x)), sodass

Ruz)  RPw)  RPw)

(@—a)"™ ((yr —a)") (4 1)y —a)®
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102 KAPITEL 7. DER SATZ VON TAYLOR

Falls n > 1 kénnen wir diese Idee noch einmal anwenden. Die erneute Anwendung
des zweiten Mittelwertsatzes liefert ein yo € (min(a,y1), max(a,y1)), sodass

Ru@) _ RV  _ RPw)
(@ —a)" T (n+ D —a)*  (n+Dnlyz —a)* 1

Dieses Vorgehen lasst sich (n + 1)-mal wiederholen und wir erhalten schliefllich

R, (x) - Rgzn+1)(y7L+1)
(x—a)"*t  (n+1)

fiir ein ¥, 41 € (min(a, ), max(a, z)). Damit gilt auch

Rﬁzﬂ_l)(yn-&-l) = f(n+1)(yn+1) - T7(Ln+1)(yn+1) = f(n+1)(yn+1)v
woraus die Behauptung folgt, da RV (y,,1) = %Rn(x) O
Fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen kann man die Taylor-Reihe definieren.

Definition 7.2 (Taylor-Reihe). Sei f : A — R eine beliebig oft differenzierbare
Funktion in a € A. Dann heif$t

> () (g
Tt =3 T e )t
k=0 :

die Taylor-Reihe von f im (Entwicklungs-)Punkt aE|

Wenn die Summation nach n Schritten abgebrochen wird erhalten wir

") (g
Lt = 3 Dt
k=0

T,[f,a](x) bezeichnen wir als Taylor-Polynom vom Grad n mit Entwicklungspunkt a.
Taylor-Reihen und der Satz von Taylor mit seiner endlichen Summation sind wichtige
Hilfsmittel, die insbesondere bei der numerischen Lésung von Differentialgleichun-
gen eine grofle praktische Bedeutung haben. Die folgenden Bemerkungen zeigen
aber, dass die Approximation von Funktionen durch Taylor-Reihen nicht in jedem
Fall und insbesondere nicht ohne weitere Informationen iiber die Funktion, den
Entwicklungspunkt und den zu berechnenden Punkt erfolgen kann.

e Die Taylor-Reihe kann unter Umsténden fiir alle z € A\ {a} divergieren. D.h.
sie kann einen Konvergenzradius (vgl. (3.8.1)) von 0 haben.

e Auch wenn die Taylor-Reihe von f im Punkte z konvergiert, konvergiert sie
nicht notwendigerweise gegen f(x).

e Die Taylor-Reihe konvergiert genau fir die x € A gegen f(x), fir die das
Restglied R,,(z) fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

IEs gilt natiirlich 0! = 1. Falls & = a ist, definieren wir (z — @) = 1 und (z — a)* = 0 fiir k > 0,
so dass To[f,a](a) = Tnlf, a](a) = f(©(a) fir alle n € N.
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Beispiel 7.1. Wir entwickeln die Taylor-Reihe fir f(z) =In(x + 1) im Entwick-
lungspunkt Q.

FEs gilt f'(z) = m+1’ da (In(x)) = % und (z 4+ 1) = 1 und mithilfe der Kettenregel
(506:[50) (1(9(21)) = £ (o(0)) - la) dic Ablitung plr.
Ferner gilt f"(x) = (IQ)Q, fe (x) +1)3, fW(2) = ﬁ und allgemein
f®)(z) = (=1)k+1 ((erll))k Damit ist
n (k) n k
1) = 10+ 3 Ik b o) = 10+ 30 () S 4 ),
k=1 ' k=1

Da f(0) = In(1) = 0, konnen wir diesen Term weglassen. Die Reihe konvergiert
nach dem Quotientenkriterium (Satz[3.33) fir |z| < 1, da

B k
T k41

(_1)k,+2 . Jjk—',—l -k

Ap+1| ’
(=D)L (B4 1) 2k

ag

x| <z < 1.

Fiir x = 1 entsteht die Reihe Y, %, die nach dem Leibniz-Kriterium (Satz

konvergiert.
Fiir das Restglied gilt
Ru(e) = (L2 @ ()R e m
n €Tr)=|\— = .
(y + 1)+t (n+1)! n+l \y+1

Falls © > 0 gilt y € (0,z) und damit gilt lli—y‘ <1 fir z € (0,1) und damit auch
lim,, 00 R (z) = 0. Um zu zeigen, dass das Restglied auch fir z € (—1,0) undz =1
gegen 0 konvergiert, bendtigen wir eine andere Art der Darstellung des Restgliedes,
die wir hier aber nicht einfiihren werden. Insofern sei fiir diese Beweise auf die
einschlégigen Lehrbiicher verwiesen.

Den Verlauf der Approzimationen der Funktion durch T, (0) wird in Abbz’ldung
veranschaulicht. Es wird deutlich, dass die Approximation fiir betragsmafig kleine x
mit wachsendem n immer genauer zu werden scheint. Dies gilt aber fir grifiere x
anscheinend nicht, wie der Verlauf von T1(0) und T5(0) zeigt. Dies entspricht der
Beobachtung, dass der Konvergenzradius 1 ist und damit fiir x > 1 die Rethe nicht
konvergiert.
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Abbildung 7.1: Verlauf der Funktion In(x 4 1) sowie der Verldufe von T,,(0) fiir
n=1,2,3.

Beispiel 7.2. Als weiteres Beispiel entwickeln wir die Taylor-Reihe fir f(x) =
cos(z) im Entwicklungspunkt a = 0.

Die Ableitungen lauten f'(x) = —sin(z), f"’(x) = —cos(z), f®) (x) = sin(z) und
f®(x) = cos(z). Ferner gilt sin(0) = 0 und cos(0) = 1. Wir erhalten fiir die
Taylor-Reihe

M0 g 2
J@) = 10)+ 3 =" + Rula) = JO) + 3 (=) G+ Rula)
k=1 m=1 ’

Die Darstellung ldsst sich herleiten, wenn man beriicksichtigt, dass sin(0) = 0 und

damit jeder zweite Term in der Summe wegfillt (nachvollziehen!). Wir schauen uns

nun das Restglied an. Sein = 2m, also gerade, dann ist
Sin(y)  omi1 [P+t

R = (1™t < :

(@) = D" G S Gmr )

Falls n = 2m — 1, also ungerade, dann ist
|x‘2m

Rom-1(x) = <—1>’"C<Zi(f§3 G Ik

Die Schranken gelten fiir alle y, da cos(x) und sin(z) nur Werte im Intervall [—1,1]
annehmen kénnen. Damit gilt li_>m R, (x) =0 fir alle x.
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cos(x)

Abbildung 7.2: Verlauf der Funktion cos(z) sowie der Verlaufe von T,,(0) fiir n =
2,4,6.

Der Verlauf der Funktion cos(z) und der Taylorpolynome T,(0) fir n = 2,4,6
wird in Abbz’ldung gezeigt. Es wird deutlich, dass mit Ts(0) eine relativ gute
Approzimation im Intervall (—m, ) erreicht wird, danach de Verlauf der Funktion
aber nicht mehr gut approximiert wird. Dies wird auch aus der Fehlerschranke

deutlich, die fiir Ts(0) 5‘&'170 lautet und damit zum Beispiel bei 1.57 gleich 10.24 ist,
wahrend die Fehlerschranke fir m nur den Wert 0.6 hat. Dies zeigt, dass zur Appro-
zimation des periodischen Verlaufs der Cosinus-Funktion iber mehrere Perioden
Taylor-Polynome eines deutlich héheren Grades verwendet werden missen. Bei der
praktischen Berechnung kann man sich aber die Periodizitit der Cosinus-Funktion
zunutze machen, so dass nur Werte aus dem Intervall (—m,m) berechnet werden

maussen.
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Kapitel 8
Integralrechnung

Neben der Differentiation ist die Integration die zentrale Anwendung des Grenz-
wertbegriffs in der Analysis. Wir werden zuerst einen intuitiven und geometrischen
Zugang zur Integralrechnung wihlen, bevor wir Differenzieren und Integrieren
in Beziehung setzen. Der historische Zugang zur Integralrechnung fufit auf der
praktischen Notwendigkeit, bei der Landvermessung Inhalte von Flachen berech-
nen zu kénnen (Babylonier). Inhalte geradlinig begrenzter Flachen wie Dreiecke,
Rechtecke oder Trapeze waren bekannt. Also versuchte man krummlinig begrenzte
Flachen durch Unterteilung der Flache in geradlinig begrenzte Flachen zu appro-
ximieren. Ein Beispiel findet man in Abbildung Auch hier taucht wieder der
Begriff der Approximation auf, der durch eine immer weitergehende Verfeinerung
(Grenzwertbetrachtung) schlieBlich zum ezakten Ergebnis fiihrt.

Abbildung 8.1: Fléache eines Ackers

Der griechische Mathematiker Archimedes (gest. 212 vor Chr.) fithrte den Ansatz
ein, dem auch wir hier prinzipiell folgen werden:

Gegeben sei zum Beispiel eine Funktion f mit f(x) > 0 fiir « € [a, b]. Gesucht ist
die Fléche zwischen Abzisse (z-Achse) und dem Graph der Funktion.

Ansatz: Approximiere mit Rechtecken unterhalb des Graphen und den Graphen
einschliefenden Rechtecken!
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Abbildung 8.2: Approximation der Fliche unterhalb einer Funktion unter der z-
Achse durch Rechtecke
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Abbildung 8.3: Eine feinere Unterteilung der Funktion aus Abb.

1. Beobachtung: Die Summe der unteren Rechteckfliachen ist kleiner als der gesamte
Flacheninhalt, wihrend die Summe der ,,oberen“ Rechteckflichen zu grof} ist.
Wie kann man die Ndherung genauer machen?

Idee: Feinere Unterteilung!

2. Beobachtung: Durch hinzufiigen neuer Punkte wird die Summe unterer Rechte-
cke grofler und die der oberen kleiner!

Spekulation/Idee: Mache die Abstdnde immer kleiner, dann wird die Approxi-
mation durch untere und obere Rechtecksummen immer besser — und durch
infinitesimal kleine Abstéinde (Grenziibergang) konnen die Approximationen
exakt werden.

Diese Idee wollen wir nun prézisieren und formalisieren.
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8.1 Das bestimmte Riemann-Integral

Definition 8.1 (Zerlegung). Gegeben seien ein Intervall [a,b] € R und eine endliche

Anzahl von Punkten xo,x1,...,x, mita =x9 < x1 < -+ < &, = b. Dann heifit
Z = (xg,...,xy) eine Zerlegung von [a,b] und |Z] := max{x; —x;—1 :i=1,...,n}
das FeinheitsmaB der Zerlegung Z. FEine Zerlegung heif$t dquidistant, wenn die
Intervalle [x;—1,x;] firi=1,...,n alle gleich grof sind.

I ] ] ] ] ] I ] ] ] ] ]

I T T T T 1 I T T T T 1

a T To T3 Ty b a T T2 T3 T4 b

(a) nicht aquidistante Zerlegung (b) aquidistante Zerlegung

Abbildung 8.4: Zerlegungen

In der folgenden Definition definieren wir die Flacheninhalte der Rechtecke unter-
und oberhalb einer Funktion, wie in Abbildung [8.2] gezeigt.

Definition 8.2 (Unter- und Obersummen). Sei f : [a, b] = R beschrinkt (Y € [a,b].|f(x)] < K < 00)
und Z eine Zerlegung auf [a,b]. Wir nennen

s(Z) = X (z;— 1) -inf{f(2) : @ € [z;-1, 2]} die Untersumme und

S(Z) = Zn:(xl —x;—1) -sup{f(z) : ¢ € [x;-1,;]} die Obersumme

von f beziglich der Zerlegung Z .

Im Folgenden werden wir einige Eigenschaften von Zerlegungen kennen lernen, die
uns schliefflich zur Definition des so geannten Riemann-Integrals fiithren.

Definition 8.3 (Verfeinerung und Uberlagerung). FEine Zerlegung Z wird eine
Verfeinerung von Zerlegung Z genannt (in Zeichen: Z < Z) wenn Z alle Punkte
von Z enthdlt. Fine Zerlequng Z, die genau die Punkte von Z und Z enthilt, soll
Uberlagerung von Z und Z heifien und mit Z = Z + 7 bezeichnet werden.

Folgendes Lemma bendtigen wir fiir den Beweis des darauf folgenden zentralen Satz.

Lemma 8.4. Sei f(x) auf [a,b] beschrinkt mit |f(z)| < K und Z eine Zerlegung
von |a,b]. Die Zerlegung Z entstehe aus Z durch Hinzunahme eines zusdtzlichen
Punktes. Dann gilt:

a) s(Z) < s(Z2) < s(Z) +2K|Z|
b) S(Z) > S(Z) > S(Z) - 2K|Z|

Beweis: Sei Z = (xq,...,2,) und & € (xg_1,x)) fur ein beliebiges k = 1,...,n.
Also: Z = (20, ... T 1, &y T - - -, Tp).

ad a) mg = inf{f(x) : x € [zr_1, 7]}

my = inf{f(z) : v € [xx_1,Z]} > my
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me = inf{f(z) : € [Z,xx]} > my

s(Z) = s(Z)— (xg — xp—1)mp + (T — xp—1)M1 + (T — T) Mo
& s(Z) —s(2) (T — xp—1)m1 + (x — &)Mo — (T — Tp—1)Mk
= IM1 — Tk—1M1 + TxMo — TN — TpMg
+ xp_1mp + ITmp — Tmy
—_———

Trick!
<9K <K
B —_— L
= (T —wp-1) (1 —my) + (21 — ) (M2 — my)
>0 >0 >0 >0
> 0
< (F—mp_1) 2K+ (2 — ) - 2K

= (’I‘k — xk_l) 2K § 2K - |Z|
—_————
<IZ|
ad b) analog. O

Der folgende Satz zeigt, dass unabhéngig von der gewéahlten Zerlegung, eine Unter-
summe immer kleiner als eine Obersumme ist. Fiir eine feste Zerlegung gilt dies
natiirlich, wie man direkt aus der Definition ableiten kann.

Satz 8.5. Jede Untersumme ist kleiner oder gleich jeder Obersumme.

Beweis: Seien Z und Z zwei beliebige Zerlegungen. Dann gilt
Lem. . Def. . Lem. -
s(2) < s(Z+2) < S(Z+7Z) < S(Z) O
B4 B2l B4
Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun formal das so genannte Riemann-
Integral definieren.

Definition 8.6 (Riemann-Integral). Die Funktion f(x) sei auf [a,b] beschrankt.
Man nennt

b
/f(a:) dz :=sup {s(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a,b]}

a

das untere (Riemann-)Integral und
b
/f(x) dz :=inf{S(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a,b]}

das obere (Riemann-)Integral.
Sind unteres und oberes Riemann-Integral gleich, dann heifit f(x) tiber [a,b] (Riemann-
)integrierbar und

b
/f(x) dz = sup s(Z2) = inf S(Z)

7 st Zerlequng von [a,b] z ist Zerlegung von [a,b]

heifit das (Riemann-)Integral von f dber [a,b].
Man nennt a (bzw. b) die untere (bzw. obere) Integrationsgrenze und x die Integrati-
onsvariable.
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Anmerkung: Um auszudriicken, dass f Riemann-integrierbar iiber [a, b] ist, schreiben
wir auch f € Rla,b] .

b _b
Satz 8.7. Es gilt [ f(z)dx < [ f(z)dz bzw. sups(Z) < irzlfS’(Z).
a a Z

Beweis: Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z und Z gilt nach Satz stets s(Z2) <
S(Z). Also gilt fir ein beliebig fixiertes Z auch sup s(Z) < S(Z). Da Z beliebig,
z

kann es derart gewiihlt werden, dass S(Z) = iIzlf S(Z). Folglich sup s(Z) < iréf S(2).
z
O

Aus der bisherigen Herleitung ergibt sich, dass jede Untersumme eine untere Schranke
fiir das Integral ist und jede Obersumme eine obere Schranke. Damit haben wir im
Prinzip ein numerisches Berechnungsverfahren hergeleitet. Das folgende Resultat
wird uns die Bestimmung von unterem und oberem Riemann-Integral spiirbar
erleichtern, da nicht mehr zwingend Supremum und Infimum der Summen iiber
alle méglichen Zerlegungen gefunden werden miissen. Vielmehr reicht es dann, den
Grenzwert irgendeiner Zerlegungsnullfolge fiir Unter- und Obersumme zu berechnen.

Satz 8.8. Sei f auf [a,b] beschrankt und Z, eine Folge von Zerlegungen mit
|Zy| — 0 fiir n — co. Dann gilt
a) lim s(Z,) =sups(Z) und

z

n— oo

b) nlgrréo S(Z,) = lI%fS(Z)

Beweis:

ad a) Sei Z eine beliebige Zerlegung mit p inneren Teilpunkten. Wegen Lemma

gilt dann s(Z,,) < 8(Z, + Z) < s(Z,,) + 2pK|Z,|.

Wenn lim s(Z,) = « existiert, dann s(Z,) + 2pK|Z,| — o und schlielich s(Z,, +
e —a —0

Z) — a fir n — oo. Da aber auch s5(Z) < s(Z,+ Z) < sups(Z) gilt, folgt
N—— V4

—Q

s(Z2) < a<sups(2).
z

Weil Z beliebig, kann Z auch so gewshlt werden, dass s(Z) = sup s(Z). Also muss
z
a = sup s(Z) gelten.
z

ad b) Analog. O

Beispiel 8.1. Notation: M; = sup{f(x): x € [z;—1,21]} und
m; = inf{f(z) : z € [x;—1, 2]} miti=(1,2,..n).

1. f(z) = c = const. fir alle x € [a,b]. Offensichtlich ist m; = M; = ¢ fir alle
i=1,2,...,n und deshalb s(Z) = S(Z) = > (x; — xi—1) - =

i=1 Teleskopsumme

¢ (xn — x0) = ¢(b—a) fir jede beliebige Zerleqgung Z von [a,b].

2. f(x) = x auf [0,a]. Wihle dquidistante Zerlegung Z,, : x; = i - % fir alle
i=1,2,..n.
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m; = inf{f(z):z€lri,z]} =2 1=>G—1)%
= .
M; = sup{z:z€ vy, 2]} =a;=10-%
n n i 2 n i
= s(Z,) = (@ m)mi= 3 8- 1) 8 =5 3 -]
i= *—/—"a/n i= i=
s n=l 2 1 2
= mXish tEt=50-9)
i=
S Na s a a® <~ a® n(n+l)
S(Zp) = Y(wi—wia) My=) p-i-p=1)i=15 "5
i:lh//—/ i=1 i=1
a/n
2
= 5+
a? 1 a?
sups(Z,) = supG(l—:)=%
n _naz 1 a? ifG-R[Ova}
1%fS(Zn) = IITILf?(l +2)=%
a 2
— [zde =%
0
3. f(z) = e” in [0,a]. Wihle wieder dquidistante Zerlegung Z,, : x; = i fiir
1=1,2,..n. Wegen Monotonie:
m; = e%1 = el-bi = (en)=t = ¢! mitq:=en
M’i = emi = ei'% e (e%)l e qZ
n n 1 n 1 n—1
s(Zn) = Zl(xz —Ti1)m; = Z)l% ¢ == Zlq" =0 ) q'
1= 1= = i=
_ a  1-¢" a  1=(em)™ _ a b
~ n 1l—-q¢ — n 1—en (6 l)e%—l
n n n
S(Zn) = (i —wi—1) - M=) heq'=1q > gt
= i=1 i=1
n=1 _on 0 1—(eZ)n
= fqY g =8-q L =gt 5D
i=1 . n
_ a _ - n
= (e"—1)-e =
a
sup s(Z,) = (e* — 1) - sup —=
n n en —1
a
SE3 (g0 1) lim —p» (h="2)
n—oo en — 1 n
=(e"—-1) }lllir%) o (Hospital)
= (" — 1) li =e*—1
(e )hli% eh ~ ©
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inf S(Z,) = (e* — 1) lim en - —2 0.
RS = (1) e r T (5.0
:(ea—l){lime%}~lim QH =e% -1
n—00 n—oo en — |

——
=1 =1 (s.0.)

a
Also ist €* auf [0,a] Riemann-integrierbar und es ist [e* dz = e®* — 1.
0

ir rational 1
4. f(x) = {0 fiir rationale z € [0, 1] (Dirichlet — Funktion)

1 fir irrationale x € [0, 1]
Offensichtlich ist m; = 0 und M; =1 firi=1,...,n und deshalb

s(Z,) = Z; (x; —xi—1) - my =0 fir jede Zerlegung Z,

=0
n

S(Z,) = (x; —xim1) - My = x, — xo =1 fiir jede Zerlegung Z,
=t =1 =1 =0

= f ¢ R[0,1].

Beobachtung: Anscheinend sind nicht alle Funktionen Riemann-integrierbar!
Ko6nnen wir die Riemann-integrierbaren Funktionen charakterisieren?

Satz 8.9 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium). Sei f(z) auf [a,b] beschrankt.
f € Rla,b] Ve >03Z(): S(Z)-s(Z)<e

Beweis:
“=” Sei f € R[a,b]. Dann gilt sups(Z) = iIZIf S(Z). Wéhle € > 0 beliebig. Man
z
kann eine Zerlegung Z wihlen, so dass 0 < sup s(Z) — s(Z) < 5. Ebenso kann man
z
eine Zerlegung Z wihlen, so dass 0 < S(Z) — inf S(Z) < £ Seinun Z = Z + Z.
z
Dann gilt:
b
0< [flz)de —s(Z) < §

b +
0<8(2)— [flz)dz < §

= 0<5(2)—s(Z) < e fir Zerlegung Z = Z + Z

Y= Ve >032..5(Z:) — s(Z.) <ebaw. S(Z.) <s(Z.)+¢.
Also s(Z.) <sups(Z) < infS(Z2)<S8(Z.) < s(Z:)+e |—sups(Z)
Z Satz B Z n. V. Z
so dass 0 < iI%fS(Z) —sup s(Z) < s(Z.) —sups(Z) +e < ¢ fir alle € > 0.
z z

—_— —————
<0

Mit € — 0 folgt also ir}f S(Z) =sups(Z) und f € Rla,b]. O
z

Damit bleibt natiirlich die Frage nach einer einfachen Charakterisierung Riemann-
integrierbarer Funktionen. Der folgende Satz gibt darauf eine Antwort.
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Satz 8.10.

a) f stetig auf [a,b] = f € Rla,b].
b) f auf [a,b] monoton = f € RJa,b].
Beweis:

a) Nach Satz ist f(z) sogar gleichmiBig stetig auf [a, b].

Also gibt es zu jedem & > 0 ein 6 > 0 mit |f(z) — f(T)] < 355 [a, 0]
mit |z — &| < 4.
Fiir ein beliebiges Z = (o, . ..,7,) mit |Z] < ¢ ist M; —m; < 3= und
S(Z) = s(2) = (i — 1) (M; — m;)
i=1
€ n
z:(xZ —Ti—1) =¢€
b—a pt
=xz,—To=b—a

Laut Satz[8.9|ist damit f € R]a,b].
b) Wihle eine dquidistante Zerlegung Z, mit z; = a + =% - fir i = 0,1,...,n.

Falls f(x) monoton wachsend, dann m; = f(z;—1) und M; = f(=x;), sonst M; =
f(x;—1) und m; = f(x;). Folglich ist

S(Z, ;M m;)( zzji—l)
b—a —
— Z|f($i)—f($i—1)|
=1
b—a

- — |f(b) — f(a)] — 0O flir n — oo

Also inf S(Z,,) = sup s(Z,,) und f € RJa,b]. O

Dieser Satz sichert uns Riemann-Integrierbarkeit fiir eine grofie Klasse von Funktio-
nen zu. Wenn also die Integrierbarkeit von f auf [a, b] gesichert ist, dann reicht es nur
den Grenzwert der Unter- oder Obersumme zu bestimmen. Nachteilig bei dem Vor-
gehen bleibt jedoch der Umstand, dass Minima oder Maxima in den Teilintervallen
berechnet werden miissen. Dieser Miihe wollen wir uns nun entledigen.

Definition 8.11. Sei f auf [a,b] beschrinkt, Z = (xo,x1,...,%,) eine Zerlegung

von [a,b] und &; € [xi—1,x;] firi=1,...,n. Man nennt
Z —zi—1) - f(&)
i=1
die (Riemannsche) Zwischensumme von f auf [a,b] und &1, Z1,. .., &, (Riemannsche)

Zwischenpunkte.
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Wegen my, < f(Zx) < My, folgt aus der Definition sofort fiir alle Z
S(2) < o(Z,7) < 5(7) .

Tatséchlich kann man durch geschickte Wahl von Zwischenpunkten & = (21, Zo, ..., Z,)
den Unter- und Obersummen beliebig nahe kommen:

Lemma 8.12. Sei f(x) auf [a,b] beschrankt. Fir jede Zerlegung Z von [a,b] und
beliebiges € > 0 gibt es Zwischenpunkte & und & mait

a) s(Z)<o(Z,%) < s(Z)+¢e und
b) S(Z)—e<o(Z,2) <S5(2)
Beweis: Sei Z Zerlegung (z,...,z,) von [a,b] und € > 0 gegeben.

a) Fiir jedes k = 1,...,n kann man & € [rg_1, x| derart wahlen, dass my <
f(Zx) < my + 5= gilt. (je kleiner €, desto ndher schiebe Z; an Minimalstelle im
Intervall). Mit diesem Satz von Zwischenpunkten ist dann

s(Z) perSDef o(Z,%) =3, (wi—wi1) - [(32)
<30 (s — @) - (mk + ﬁ)

=s(2) + 3= - Z (x; —xi-1)

=1

=x,—ro=b—a

b) Analog fiir Obersummen.

O

Wenn also die Zerlegungen immer feiner werden, so dass |Z,| — 0 fir n — oo, dann
riicken auch die Positionen von Z; und Z; immer ndher zusammen.

Satz 8.13. Sei f auf [a,b] beschrinkt, Z, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0
fiir n — oo mit passenden Zwischenpunkten ™. Es gilt

f € Rla,b] & Jede Riemannsche Zwischensumme konvergiert.
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In diesem Fall sind alle Grenzwerte gleich und sie haben den Wert

Beweis:

= Sei 0(Z,,%™) eine beliebige Folge von Zwischensummen mit |Z,| — 0. Ist

integrierbar, so konvergieren sowohl s(Z,) als auch S(Z,,) gegen I (Definition

). Wegen s(Z,) < 0(Z,,#™) < S(Z,) folgt sofort o(Z,,#™) — I fiir n — oo
—— ——

—I —1

(Sandwich-Theorem).

< Sei Z,, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0 fiir n — oo und jede zugehorige
Folge von Summen ¢(Z,,, (™) konvergent. Gemifl Lemma gibt es zu jedem
Z,, Zwischenpunkte (™ und (") mit

1

$(Zy) <0(Zn, ™)< s(Z,) + —

—— ~—— n

—supy s(2) —supy s(Z) =0

und
1

S(Z,) — = <0(Zn,2™)< 8(2Z,)

N—— n N——

*}iﬂfzS(Z) -0 —)ianS(Z)

damit o(Z,,z™) — sups(Z) und o(Z,,2™) — iIZlf S(Z)
z

Wire £(") = £(") dann wéren wir jetzt fertig, da Grenzwerte eindeutig sind und
somit sup, $(Z) = infz S(Z) sein miisste. Mische nun beide Summenfolgen zu neuer
Summenfolge o(Z;,2M), 0(Zy, 2, 0(Z3,53)),0(Z4,2®), ... Nach Konstruktion
besitzt sie zwei konvergente Teilfolgen, die gegen das untere bzw. obere Riemann-
Integral konvergieren. Die Mischfolge konvergiert aber nach Voraussetzung auch.
Deshalb missen die Grenzwerte der Teilfolgen, also unteres und oberes Riemann-
Integral, gleich sein. Damit ist f € R|a, b]. O

Praktischer Nutzen dieses Resultats: Steht Integrierbarkeit von f bereits fest (z. B.
weil die Funktion stetig oder monoton ist), dann kann man sich eine spezielle Wahl
von Zerlegung und Zwischenpunkten aussuchen, um das Integral zu berechnen. Zwei
typische und oft verwendete Zerlegungen sind:

e Aquidistante Zerlegung: Fiir f € Rla,b] gilt
b n—1
[ f(x)dz = lim 3 hf(a+ih) mit h = =2
a n—oo i=0

n
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Beispiel: f(z) = e** fiir a # 0 (monoton, stetig =€ R[a, b])

n—1 n—1 n—1 .
Z hf(a—l— ’Lh) _ hz ecx(a+zh) — het® Z (eah)z
=0 =0 =0
n b—a
:heaa(eah) —1 :heaaea w1
eah _ 1 eah _ 1
eab—aa -1 b h a
= het exh —1 = (7= eaa)eah —la
(eab _ eaa) ah eab _ eaa
@ exh — 1 a

—1 fir h—0

weil lim = &b = im 2. =1.
exh—1 : a-e
h—0 I’Hospital h—0

e Geometrische Progression (fiir [a,b] mit 0 < a <b ).
Zp:ixi=a-q firi=1,2...n mit ¢ = '\‘/gz(b)% > 1.

Fiir k = 1,2, ..n gilt 2p — 251 = a(¢®* —¢* ) =a-¢" (g —1).

<a-q"(¢—1) =b({/5-1) =0
S~ ——
=b —1

b n
Also: [f(z)dz = lim > a-¢* Yqg—1)- f(a-¢*") mit ¢ = Vg

Beispiel 8.2. f(x) =z fir a # —1

alg—=1)> " fla-d*)=alg=1)> ¢*-a” - ¢**
k=0 k=0
n—1 a+1\n
_ atl +1\E a4l (¢ )" =1
=a""(¢—-1) k_o(q“ )" =a"" (¢ 1) 1
bya+1 _ 1 +1
(;) aa+1(q_1)(a)a 1 :(ba-ﬁ-l_aa—i-l). q—1 _ bt —a®
qetl —1 qotl —1 a+1
——
— o
. -1 _ 1 _ 1
(%Ln% =1 pHospital 31311 (a+1)-q¢™ 7 atl

(*) . (qa+l)n _ (2)%(a+1)n _ (g)a—o—l
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Fiir die Differenzierbarkeit zusammengesetzter Funktionen haben wir einige Regeln
kennen gelernt, dhnliche Regeln sollen nun fiir die Integrierbarkeit von Funktionen

hergeleitet werden.
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Satz 8.14. Sind die Funktionen f und g auf [a,b] integrierbar, so ist auch die
Funktion af + Bg fir beliebige o, 8 € R auf [a,b] integrierbar und es gilt

b b b
Jat@ +sg@)dz=a- [fa)des 5 [o)do.
Beweis: Gegeben sei (Z,,,#™) mit |Z,| — 0. Dann ist

n

0(Zn, 8™ 0f + Bg) =D (a1 — wx-1)(of (1) + By(ix))

k=1

=Y (o —zi1)f (@) + B+ Y (wr — x1)9(Tx)
k=1 k=1

= Q- O'(ij(n);f) + 8- U(Znai'(n)§g)

——— ——

Grenzwert exis- Grenzwert exis-
tiert nach Vor. tiert nach Vor.
nédmlich [ fdz niamlich [gdz

= lim o(Z,,#"™;af + Bg) existiert und ist nach Satz gerade [(af + Bg)dx.

n—oo
(]

Satz 8.15. Seien f und g integrierbar auf [a,b]. Dann gilt:
a) max{f(z),g(x)}, min{f(z),g9(x)}, |f(z)| sind integrierbar auf [a,b].

b) Falls f(x) < g(x) fir alle x € [a,b], dann fbf(x) dz < fbg(x) dz.

b

Jf(z)dx

a

b
c) < JIf(@)]dz

Beweis:

a) Sei h(z) = max{f(x),g(x)} mit My = sup{h(z) | = € [a,b]} sowie
my, = inf{h(z) | x € [a,b]} und My, My, ms, m, entsprechend. Es ist stets my, > my
und myp, > my. Falls My > Mg, dann M}, = My und
My —mp =My —mp <My —my < My —my+ My —my
—_———

>0

Falls My > My, dann M), = M, und
thmh:MgfmthgfmgSMgfngerfmf

>0
Also ist fiir eine beliebige Zerlegung Z

Sn(Z) = sn(2) < 57(Z) = 51(Z) + 54(Z) — 54(2) < €

<5da feR]a,b] <tda g€RJa,b]

und damit h € R[a,b] nach Satz Mit den Identitdten min{f(z),g(z)} =
—max{—f(x),—g(z)} und |f(z)| = max{0, f(x)} + max{0, — f(x)} erhélt man die
iibrigen Behauptungen in Teil a).
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b) Sei Z,, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0 fiir n — oo und #(™ eine Folge
von passenden Zwischenwerten. Es ist

n

(Zny @ ) = 32 (w5 — @im1) F(3) € 0 (31— 201) 9(Fs) = 0(Zn, 35 g)
z:lT 1:1T
|noc | Jnso0
b b
Jf(w)da < [g(z)d=

unter Verwendung von Satz [8.13]
¢) Wegen f(x) <|f(z)| und —f(z) < |f(x)| ergibt sich aus b) sofort
b b

b b
Jf(z)dz < [|f(z)|dz sowie — [f(z)dz < [|f(z)|dx

und damit die Behauptung.
O

In der Differentialrechnung haben wir bereits Mittelwertséitze kennen gelernt, dhnli-
che Sétze existieren auch fiir die Integralrechnung.

Satz 8.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f € Rla,b] und m < f(z) <
M fir x € [a,b]. Dann ist

b
a) mlb—a) < [f(z)dz < M((b—a).

b) Ist f(z) auf [a,b] zudem stetig, dann existiert ein & € (a,b) mit

b

/ f(@)de = (b— a) f().

a

Beweis:
a) Integration der Ungleichungen m < f(x) < M gibt mit Satz[8.15p)
b b b
m(b—a)=[mdz < [f(z)dz < [Mdx =M - a)

b) Sei m = min{f(z) | =z € [a,b]} und M = max{f(z) | € [a,b]}. Wegen
b
a) ist [f(z)dz = (b—a) - v fir ein v € [m, M]. Nach Zwischenwertsatz

(Korollar [4.19) nimmt f(x) jeden Wert zwischen m und M an. Also existiert
ein Z € [a,b] mit f(Z) =v.

O

Satz 8.17 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei p(x) > 0 fir
x € [a,b] und p(z) sowie f(x) - p(x) integrierbar auf [a,b].
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Wenn m < f(z) < M auf [a,b] ist, dann gilt

m/bp(w) dz < /bp(x)f(x) dz < M/bp(x) da

Beweis: Analog zu[8.16p). O

Im folgenden Satz zeigen wir, dass die Intgerierbarkeit iiber einzelne Intervalle sich
auf die Vereinigung der Intervalle tibertragt.

Satz 8.18. Sei f auf [a,b] beschrinkt und a < ¢ < b. Es gilt:
f € Rla,b] & f € Rla,c] und f € R[c,b] .

/bf(x)dx:jf(x)dx+/bf(x)dx.

a

In diesem Fall ist

Beweis: Sei Z, eine Folge von Zerlegungen von [a,¢] und Z, eine Folge von
Zerlegungen von [¢, b] mit | Z,| — 0 und | Z,| — 0 fiir n — oo. Dann ist Z,, = Z,+ 2,
fiir jedes n eine Zerlegung von [a,b] und es gilt |Z,| < max{|Z,|,|Z.|} — 0 fiir
n — o0o. Fir alle n > 0 ist

GeméB Satz Rl ist

f € Rla,b] <— 06,—0
e 46,—0 und 4, —0

s f € Rla,c] und f € R|e,b).
Aus (x) und Grenziibergang folgt Teil 2 der Behauptung. O

Der Wert eines Integrals wurde bisher nur fiir die Grenzen a < b ermittelt. Die
folgende Definition erweitert dies auf beliebige Grenzen.

Definition 8.19. Fir a <b und f € Rla,b] wird

c

/bf(x)dw = —/af(a:)dx sowie /f(a;)d:c =0
a b

fiir ¢ € [a,b] festgelegt.
Wegen Satz und Definition ist fiir beliebiges = € [a,b] das Integral

F(x) = / ) dy

fiir f € Rla,b] definiert. Mit dieser Festlegung ldsst sich das bestimmte Integral als
Differenz zweier Funktionswerte ausdriicken.
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Satz 8.20. Sei f € R[a,b] und [c,d] C [a,b]. Dann gilt

Beweis: Mit Satz gilt

c

/f(a:) dx+/df(x) dz = /df(a:) dz

d d

<:>/f(x)dx:/f(x)dx—/cf(x)dx:F(d)—F(c)

C a

8.2 Der Zusammenhang zwischen Differential- und
Integralrechnung

Bisher haben wir das Integral rein initutiv iiber den Flacheninhalt definiert. Die
Erkenntnis, dass Integration auch als Umkehrung der Differentiation gesehen werden
kann, entstand aber schon in der 2. Hélfte des 17. Jahrhunderts. Durch diesen
Zusammenhang, konnen wir in vielen Fillen das Integral direkt, d.h. ohne den
Umweg iiber den Grenzwert von Summen, berechnen.

Satz 8.21. Sei f € Rla,b] eine stetige Funktion und ¢ € [a,b]. Fir x € [a,b] sei
dann

F(z) = / f(y) dy.

Die Funktion F : [a,b] — R ist stetig differenzierbar und es gilt F'(x) = f(x) fir
alle x € [a, b].

Beweis: Nach Satz[8.20|ist F(z + h) — F(z) = [ f(y)dy und

x+h x+h

R

x =const. x

|
\
~
—
&
(=W
<
Il
\
~
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8
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8
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Also ist

F( h) 7 ) ! z+h 1 z+h
el e = | [rwa-; [r@a

L= )

x+h

= i [ rena
:cj—h

/ F) — F()] dy
—_————

T <)

x+h

I

7 / dy

= %(x+hfx) =c

¢ kann beliebig klein gemacht werden, indem |h| — 0 (dann |h| < §).
(x) da f in Z stetig! Ve > 0.30 > 0.|f(x) — f(&)] < e fur |x — &| < 4. O

<
Satz

S| =

IN

Definition 8.22 (Stammfunktion). Sei f : [a,b] — R. Fine Funktion F(x) mit der
Eigenschaft F'(x) = f(x) auf [a,b] soll Stammfunktion oder unbestimmtes Integral
von f(x) heiffen. Wir schreiben dafir F(z) = [ f(x)dz.

Offensichtlich ist mit F'(x) auch F(x) + c fiir beliebiges ¢ € R eine Stammfunktion
von f(x), da die Ableitung einer Konstanten stets Null ergibt. Damit ist die Schreib-
weise F(z) = [ f(z)dz, die oft verwendet wird, streng genommen ohne Angabe der
Integrationsgrenzen nicht korrekt, da die Stammfunktion nur bis auf eine additive
Konstante eindeutig ist. Uber die Stammfunktion haben wir das unbestimmte
Integral (d.h. das Integral ohne Festlegung der Integrationsgrenzen) definiert, wih-
rend das Riemann-Integral als bestimmtes Integral fiir Integrationsgrenzen a und b
definiert wurde. Die Kenntnis der Stammfunktion von f erleichtert die Berechnung
des bestimmten Integrals ungemein, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 8.23 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist F'(z) auf
[a,b] stetig differenzierbar, so gilt

Beweis: Sei G(z) := [F'(t)dt und F’ auf [a,b] stetig. Dann ist G nach Satz|8.21

a
stetig differenzierbar und es gilt G'(x) = F'(x) fir = € [a,b]. Fir die Funktion
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H(z) := F(z) — G(x) ist also die Ableitung H'(x) = F'(x) — G'(x) = 0 fur x € [a, b].
Folglich muss H (z) konstant sein auf [a, b]. Da aber

H(a) = Fla)- Gla) = Fla),
0, D ETT

folgt somit H(x) = F(a) fiir x € [a,b]. Also gilt fir z = b

sowohl H(b) = F(b) — G(b) alsauch H(b) = F(a) .
—_———

n. Def. von H(-) wg. H(x)=F(a)

Deshalb gilt

F(b) = G(b) = F(a) < G(b) = F(b) — Fla) = / F(t)dt.

Ist also f € Rla,b] und kennen wir die zugehorige Stammfunktion, so lisst sich das
Integral ohne den langwierigen Riemannschen Grenzprozess bestimmen!

Beispiel 8.3. Wir haben bei den Beispielen in Kapitel[5.9 bereits gesehen, dass fiir
F(z) =In(z) mit x > 0 gilt F'(z) = f(z) = . Fira,b>0 folgt damit

b

/%dx = F(b) — F(a) = In(b) — In(a).

a

8.3 Die Technik des Integrierens

Wenn wir die Stammfunktion einer Funktion kennen, so konnen wir das bestimmte
Integral durch Auswertung der Stammfunktion einfach bestimmen. Im Gegensatz
zum Differenzieren, das in vielen Féllen durch einfache Regelanwendungen quasi
algorithmisch durchgefiihrt werden kann, basiert die Technik des Integrierens auf

e ciner Liste von Stammfunktionen,

e der Methode der partiellen Integration,

e der Substitutionsregel und

e einem Fundus von Umformungen, so dass die vorgenannten Ansétze greifen.

Insgesamt ist das Integrieren oft schwieriger als das Differenzieren einer Funktion.
Neben den hier vorgestellten symbolischen Methoden gibt es noch numerische
Methoden, die in vielen Computersystemen zur Berechnung bestimmter Integrale
genutzt werden. Wir beschéftigen uns nur mit der symbolischen Berechnung mit
Hilfe der Stammfunktion.

Wir nutzen die folgende Notation
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| flx)=F'(x) [ F(z)=[F'(x)dz | Definitionsbereich von f |

c(e R) cx R
R fiir « € N
z° gaot! R\ {0} fiir « € Z\ {1},
R>0 fira € R \ {—1}
I e R\ {0)
e’ e’ R
a®(a>0,a #1) 1?12 R
In |z| z-lnl|z|—z R\ {0}
1+1$2 arctan x R
T 3 In |24 R\ {-1,1}
1}052 Arsir.lhx R
N arcsin z (—1,1)
sin x —coszw R
COS T sin R
tan x —1In|cosz| R\{z=5+k-7|kecZ}

Tabelle 8.1: Funktionen und ihre Stammfunktionen (Auswahl)

Satz 8.24 (Partielle Integration). Seien f : [a,b] — R und g : [a,b] — R zwei auf
[a,b] stetig differenzierbare Funktionen.. Dann gilt

b b b
[1@-g@ = @) 9@ - [ 1@ ga)o.

Beweis: Die Produktregel der Differenziation lautet

(f(2) - g(@)" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(2) -

Integration auf beiden Seiten ergibt

b b b
/ (f(z) - g(z)) dz = / F(@) - glx) da + / f(@) - ¢'(2)de
b (%)
=f(z)-g(x)
Substraktion von (x) auf beiden Seiten liefert die Behauptung. d

Anmerkung: Die Formel fiir partielle Integration gilt auch fiir unbestimmte Integrale

/ f(@) - g/ (2)dz = f(z) - g(z) - / F(@) - g(z)dz |

wie man leicht durch Differentiation auf beiden Seiten verfiziert.

Entscheidend fiir eine erfolgreiche Anwendung der partiellen Integration ist die
geeignete Wahl von f und ¢/, so dass sowohl g als auch [ f’gdz auf der rechten
Seite leicht gefunden werden kdnnen.
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Beispiel 8.4.

a) [lx e de=_x € —[ 1 e dr=uwxe®—e"=(z—1)"

U foog g
b) [2? e dz= a® " — [ 2z e dr=ux%"—2(x—1)e"
N~ N~ N~
g o9 g
= (2% — 22+ 2)e®
1
¢) [made= [lnz 1 de=mz z —[ - 2z dr=zhz—z 2>0
N~ S T S~
o9 o9 \f/f’ g

d) [sin?zdx = [(sinz) (sinz) dz = (sinz) (—cosx) — [(cosz) (—cosz) dz
—— —— —— —— —_—— ——

f g’ f g f! g
= —sinzcosz + [cos’z dr = —sinzcosz + [1dr — [sin®zdx
1—sin? x

= [sin?zdz = 1(z —sinz cosz) -

In der Regel setzt man f(x) gleich dem Potenzfaktor, damit er durch mehrfache
partielle Integration schliefllich verschwindet. Manchmal fihrt aber auch ¢'(x) =
1= g(x) =z zum Ziel (wie in (c)).

Satz 8.25 (Substitutionsregel). Sei f stetig auf (a,b) und g : stetig differenzierbar
auf (@, B), wobei < a,b >:= [min{a, b}, max{a,b}| und

e g({a, B)) C (a,b) sowie

* g(a) =a,g(B) =0
b B
Dann ist [ f(z)dz = [f(g(t))g'(¢) dt.
Beweis: Die Integrale existieren, weil f und ¢’ sowief(g(t)) stetig sind. Sei F’(x) =
f(z). Nach der Kettenregel der Differenzialrechnung gilt

d

g la(®) = F'(g()g'(t) = f(g(t))g'(2) -

Integration auf beiden Seiten beziiglich ¢ ergibt
B
Flglt) li= [ flo)g'®)at

Da F(g(t)) |3= F(g(B)) — F(g(a)) = F(b) — F(a) = [ F'(x)dz = [ f(z)dz
folgt damit die Behauptung. O

Anmerkung: Sei f stetig und g stetig differenzierbar. Dann gilt [ f(g(z))¢'(z)dz =
F(g(z)) wenn F'(z) = f(z), also F Stammfunktion von f ist. Beweis durch Diffe-
renzieren auf beiden Seiten.

Entscheidend fiir eine erfolgreiche Anwendung der Substitutionsregel ist die geeignete
Wahl der Substitution. Die eine fiihrt schnell zum Ziel, eine andere nur weiter ins
Dickicht. Hier ist Ubung, Erfahrung, Intuition und auch Gliick erforderlich, um den
zielfithrenden Ansatz zu wihlen. Ubung hilft ungemein beim Finden der richtigen
Substitution!
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Beispiel 8.5.

e Berechne f12(2t —2)%dt.
fl@)=ag(t)=2t—2; ¢ (t)dt =2dt =dz; a =1; f =2
g(a) = ()—O—G 9(B)=g(2)=2=0

= F(r) = 10
Also:
2 2
1 1 b=2
/2t—2 :/ = */f(m)dx: —F(x)
2 2 a=0
1 0
11y 512
0(2 -0 = 10
e Berechne folﬁ dt
flx) = %; gt)=1+4t; ¢ (t)dt =4dt =dz; a=0; =1
gla)=9g(0)=1=a; g(B) =g(1) =5=1b
= F(z) =In|z|.
Also:

; ! b=5 1
/1+4t /f(g(t))g () dt = 2 F(x) = 75— lnl)— —In5
0 0 a= =0

Fiir das unbestimmte Integral ergibt sich
Jrrm =1 [ Fle®) (0t = 1F(g(e) = {inj1+ 4t
114 g\ =g :

Wir betrachten noch einmal | 12(2t —2)%dt:
Man kénnte auch sagen, dass wir den Ausdruck 2¢ — 2 durch eine neue Variable x
ersetzen (substituieren!); also

rT=2t—-2.

Das Differential dz erhielten wir aus dem Produkt der Ableitung des substituierten
Ausdrucks (2t — 2)’ und dem Differential d¢; also

1
de = (2t — 2)dt = 2dt & dt = 5olx

Die neuen Intervallgrenzen ergeben sich durch Einsetzen der urspriinglichen Inter-
vallgrenzen in den substituierten Ausdruck; also 2t — 2 |;—1= 0 und 2t — 2 |;—2= 2.
Insgesamt ergibt sich also durch Substitution f12(2t —2)2dt = % f02 2% dx, was wir
sofort mit Hilfe der Stammfunktionstabelle 16sen kénnen. Fiir das unbestimmte
Integral machen wir den gleichen Ansatz, miissen aber schlielich riicksubstituieren
(z =2t —2), also

1 1 1
_9 9 _ - 10 _ 9% _9
/(t 10 dt = 2/ Qo = 5oa™* = 55 (21— 2)'°

Probe: (45 (2t — 2)1%) = 510(2t — 2)° -2 = (2t — 2)° v
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Satz 8.26. Niitzliche Substitutionsregeln:
1. [f(az +b)dx = LF(az +b) fir F'(z) = f(z).
2. [f@)f'(z)da = 3*(2).
3. [ dr =1n|f(x)].

Beweis: 1) bis 3) lassen sich leicht durch Ableiten verifizieren. Wir wollen aber
konstruktive Beweise geben:

_ 1 - 1 1

1. [f(az +b)dx T, @ Jf@)de = LF(t) = +F(az +b)

dt=adz

@dm:%dt
2. [f(x)f(z)dx = Jtdt = 1t? = 1 f%(x)

t=f(x

dt=f'(z)dx

3. [ do T [Lldt =nt| = n|f(z)]
dt=f'(z)dz

Beispiel 8.6 (zu Satz |8.26]).
1. [In(2z)dz = §[2z(In(2z) — 1)] = z(In(2z) — 1)  fir F'(z) =Inz.
2. [sinzcoszdr = $sin’z
=~
(@) f'(z)

Durch Substitution lassen sich auch kompliziert anmutende Ausdriicke manchmal in
Form von rationalen Funktionen darstellen, die sich relativ einfach integrieren lassen.
Dabei spielen elementare Funktionen eine entscheidende Rolle. Der Begriff der
elementaren Funktion ist nicht exakt definiert. Es handelt sich um Funktionen, die
sich mittels der vier Grundrechenarten und des Operators o aus trigonometrischen
Funktionen, Potenzen, Wurzeln und der Exponentialfunktion in endlicher Schrittzahl
zusammensetzen lassen. Die Klasse der Basisfunktionen ist nicht eindeutig festgelegt.
Eine Funktion ist elementar integrierbar, wenn die Stammfunktion eine elementare
Funktion ist. Fiir elementar integrierbare Funktionen lasst sich im Prinzip die
Stammfunktion auch algorithmisch bestimmen. Ohne Beweis bemerken wir:

lni dz =In(lnz)), z > 1

Satz 8.27. Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar.

Beweis: Siehe z. B. [4, S. 278]. O
I 3713 _ 543
Beispiel 8.7. [¢F dx = i ﬁ dt

dt=e®*dax=tdzx

@%:dx rationale Fkt.!



128 KAPITEL 8. INTEGRALRECHNUNG

Polynomdivision: (1> +3): (1> +1) =t — 1+ (t + 3)/(¢t(t + 1))
—(t* + %)
—t*+3
(1)
t+3

% ist echt gebrochen rational (Polynomgrad im Zdhler < Polynomgrad im

Nenner).
Partialbruchzerlegung:

L1=B=—2 3
t+3 _§+ B At+1)+Bt (A+DB)t+ A
tt+1)  t  t+1  tt+1) tit+1)

t3+3 3 2
= -1 “dt - | =
/t(t—i—l)dt /(t )dt—l—/tdt /t—i—ldt
= %t27t+3ln|t|721n\t+1\

ticksubst. 1
Rkt g2 et 4 30— 2n(e” + 1)

8.4 Uneigentliche Integrale

Voraussetzungen fiir das Riemann-Integral sind
e die Beschranktheit der zu integrierenden Funktion und
e die Beschrianktheit des Integrationsintervalls.

Der Riemannsche Integralbegriff soll nun ausgedehnt werden auf solche Félle, bei
denen man auf diese Einschréankungen verzichten kann.

Definition 8.28 (unbeschrankter Integrationsbereich). Sei f : [a,00) — R und
iber jedes Intervall [a, c] fir a < ¢ < oo integrierbar.
Man legt fest:

c

/f(w) dz = lim [ f(z)dz .

c— 00
a

Wenn der Grenzwert existiert, dann existiert das uneigentliche Integral und es
wird konvergent genannt (andernfalls divergent). Entsprechend definieren wir fir
fi(=00,a] = R, f auf [e,a] fiir —oco < ¢ < a integrierbar

a

/f(x) dz = CEI_I’IOO f(z)dx

c
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und fir f : R — R, f auf[a,b] (a,b € R) integrierbar

7f(m)dx = /Cf(x)dx—i-]of(x)dx

fiir ein beliebiges ¢ € R, wobei beide Integrale auf der rechten Seite existieren missen.

Beispiel 8.8.

1. [Fe v da = Jim. Joe da = Cli}rgo[—e"”]g = lim (1 - e ¢) =1 (konvergent)

oo 1@ cooo 1T
L fira>1 (konvergent)

oo fira<1  (divergent)
Funktion nicht definiert.

2 [k de = lim [7 2k de = lim [Aoat o) = lim £t

Fira=11ist 1 —a =0 und damit die

3. [Flde= Jim JiLdz = lim [Inz]§ = lim Inc=oco (divergent).

c— 00 c— 00
oo de  _ 13 0 dz : ¢ de 1 0 : c_
4 f—oo Ifa? ™ cl}gloo fc 1422 +('li>rgo fO I4a? ™ cl}I—noo arctan |C + cllgolo arctan |0_
— lim arctanc+ lim arctanc = —(—%) + § = 7 (konvergent).
c—r— 00 cC— 00

5. [y sinzdr = Clgrolo Josinzdr = clig)lo—cosx l6= Clggo(— cos(c) + 1) (Grenz-
wert existiert nicht = divergent).
Achtung: Im Allgemeinen gilt ffooof(x) dz # lim ffcf(x) dz, da in der Definition
cC— 00
gefordert wird, dass bei beide Grenzwerte [ f(z)dz und [ f(z)dx existieren
miissen. Ein Gegenbeispiel ist ffooox dx der Grenzwert lim ffcx dx = lim %xQ |©.=
cC— 00 cC— 00
0, aber [* zdx = ffoox dz+ [ dx existiert nicht, da jedes Teilintegral divergent.
Definition 8.29 (Integration unbeschrankter Funktionen). Sei f : (a,b) > R (a €

RU{—o00},b € RU{oo}) auf jedem kompakten Intervall [, 5] C (a,b) integrierbar.
Sei ¢ € (a,b) beliebige gewahlt. Dann definieren wir

1. , 5
/f(x)dx:é%/f(x)dx
2. . .
/f(m)dx:ol}{‘r}l/f(x)dm
3.

/bf(x)dx:/f(x)dx+/bf(x)dx

falls die jeweiligen Integrale konvergieren.
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Interessant sind in der vorherigen Definition insbesondere Funktionen, fiir die
hmr/‘a f(x) = do00 und hmz\‘b f(IE) = +00.

Beispiel 8.9.

1. fol\/% = 31/111 I \/7 hm [arcsm xl§ 1/1% arcsinec = §
2. follnxdx = lim fllnmdx =lim[zlnz — 2]l = -1 - limclne= -1
eNO0 € e\O0 c\,0
. BT Inc o . . IR _
da ll{r(l)clnc = lime N\ 025 Hospital 21{‘% < = Cl\l‘%l+ c=0

3. wie 1.) mit [—1,1]

Anmerkung: Falls sowohl Integrationsbereich als auch zu integrierende Funktion
unbeschrinkt sind, dann spaltet man in mehrere uneigentliche Integrale auf und
fordert, dass alle uneigentlichen Teilintegrale existieren miissen.

Beispiel 8.10.

. Inz, firz<2 . .
— Inl6y __ ) = /
Sei f(x) ) a2 { 1n167 firz>2 mit x > 0 (stetig!)
I3 f)da = fo z)dz + [, f(z)da = hmf Inzdr + hm fbh;w dzr =
1 1 _ 1 Inl6716 _
al{‘%[l‘ nz —z)? + 1m[ m }2
2ln2-2— hn})alna—i—(—bhm Ind6 4 In16) — 4In2—2, daln16=1n2* =4In2.
a™Ny ~>o<(>)
=0 =

8.5 Anwendungen
Prinzipiell ergeben sich die Anwendungen der Integralrechnung aus drei Sichtweisen:

1. Integrieren heifft Summieren (— Flichenberechnung)
2. Integrieren heifit Mitteln (Mittelwertsatz)

3. Integrieren heifit Rekonstruktion (von Funktionen aus ihrer Anderungsrate).

8.5.1 Summieren

Flachenberechnung als Grenzwert der Summe infinitesimal schmaler Rechtecke.
Aber im Allgemeinen ist der Wert des bestimmten Integrals ungleich der Fliachen
zwischen z-Achse und Graph der Funktion.
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Beispiel 8.11.
f(z)

Ay

Ay : Fliche zwischen f(x), x-Achse und Gerade x = a
As: Flache zwischen f(z), x-Achse und Gerade x =b

b
A+ A :f|f(x)\d:v
b e | AL — Ao
JI@de =9, 4y v
|A1 — As
%(Al +A2)

= Das Integral bilanziert Flichen!
Die analytische Bestimmung von génzlich nichtlinear berandeten Fléchen ist moglich:
Beispiel 8.12.

e Gesucht ist der Flicheninhalt zwischen \/x und z* im Bereich [0,1]

f(x)

4 x?

3 1 . Fo S I Y S
[Vrde — [2?de = 22| — 52°| =3
0 0 0

1 2 3 4

o Gesucht ist der Fldcheninhalt zwischen sinx und 1 — sinx ém Bereich [a, b]

f(z)
1 —sinx '
1 sinr =1—sinx < sinx:%
! ¢\ x éa:xlzﬂundb:@:%ﬂ'
a -
b b b b

6
[sinzdz — [(1—sinz)de =2 [sinzdzr — [dz = —2cosz|’ — (b— a)

a a

:72(COS%’/T*COS%’/T)*%Tfi*?(*@*@)*%ﬂiQﬁ*%’ﬁ%l,g

sin x

Die Bestimmung eines Integrals in geschlossener Form (also Darstellung mit Hilfe
von elementaren Funktionen) ist nicht immer moglich.
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Beispiel 8.13.

< in(t)
=2 dt

1. Integralsinus Si(z) :=

O

T

2. Fehlerfunktion erf (z) := % [e= at
0

3. [Va? +1dx oder f(mz—i—l)% dx

In solchen Fillen kommt die numerische Integration zum FEinsatz.
Ansatz: Riemannsche Zwischensummen
n

Sz — wie1) - (&) fur &; € [xi-1, 25 ,passend®

i=1

zB. Iy =xi + Pt = zi‘l;zi (Intervallmitte)

— Tangententrapezformel

f(z) Fldcheninhalt eines Trapezes
=m-h
L
| — ut

| | m=5
| ! v
: : wl m
1 y\' 1 €T

a b

h
Satz[8.13 sichert Konvergenz zum Integralwert fiir n — oco. Je gréfier n, desto besser
die Approzimation.

Auch implizite Wahl von &; moglich — Sehnentrapezregel.

f(@iv1) + f(z:)

e Fulls f stetig ist, sichert der Zwischenwertsatz die FExistenz eines
fli—1) ‘ 531 mit

liegt zwischen f(x;41) und f(x;).

1

F@) = 5 (f(@ipa) + f(a1)) -

Das beschriebene Vorgehen wird in vielen Computeralgebrapro-
grammen genutzt, um Integrale numerisch auszuwerten.

zj_1 x4

8.5.2 Mitteln

Mitteln mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung.

Beispiel 8.14. Zweiweggleichrichter erzeugt aus Sinuswechselstrom
I(t) = I - sin(wt), w = 2%
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I
Io +
t

0 T T

2
diesen Verlauf
I
Io 4

! It

0 T T
2

Wie grofs ist der (lineare) Mittelwert des Stroms?
T/2 T/2
b I(t)dt—z I in(wt) dt
T =7 1o [ sin(w
0 0
2.1, 1 /2
== '3 [ — cos(wt)}o
2.1, T o T 2
= o o (2.2 $(0) ) =27
T 27T( CO&(T 2)+w) r
—_———

cosm=—1

8.5.3 Rekonstruieren

Rekonstruieren mit dem Fundamentalsatz der Differnetial- und Integralrechnung

(Satz B23)
F(z) = F(a) + /F’(t) dt fiir z € [a, b] fiir stetiges F’

Man kann aus der Anderungsrate der Funktion die Funktion selbst rekonstruieren.

Beispiel 8.15. Fahrtenschreiber: Geschwindigkeit im Zeitverlauf v(t). Rekonstruk-
tion des zuriickgelegten Weges aus Geschwindigkeit als momentane Anderungsrate
des Weges: x(t) sei gefahrene Strecke zum Zeitpunkt t. Dann ist

z(t+h) — x(t)
(t+h)—t
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die mittlere Geschwindigkeit in h Zeiteinheiten. Grenzprozess h — 0 ergibt ' (t) als
momentane Geschwindikeit v(t). Wir kennen v(t) = 2'(t) vom Fahrtenschreiber und
wollen daraus die Funktion x(t) rekonstruieren. Offensichtlich ist x(0) = 0. Also

x(t) = z(0) + jz’(s) ds .

Angenommen, der Fahrtenschreiber liefert die Daten fir das Diagramm

v(t)

30 +

t
1
J)(t):O—F/%S(GO—S)dS (8.5.1)
0
1 t
2
_ 1 _ 5.2
30/(605 $2)ds (8.5.2)
0
1 2 1 3 ¢ 2 1 3
= — 28 =2 = 5.
30 [308 3° }0 90 (8:53)

Fiir t = 30 ergibt sich z(30) = 900 — g5 - 30 - 900 = 600 [m)].

600+
sigmoider Verlauf

Weiteres Beispiel zur Rekonstruktion:

Ausbreitungsgeschwindigkest einer Epidemie = momentane Anderungsrate der Zahl
der Infizierten

Sei z(t) die Anzahl der Infizierten zum Zeitpunkt t > 0 und x(0) = 1. Die Ande-
rungsrate beschreibt den Zuwachs an Infizierten; er wird proportional zur Anzahl
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der Infizierten angenommen
2 (t) =c-x(t) , fiir ¢ > 0.
—_——
Welche Funktionen erfillen die Gleichung tiberhaupt?
Wir raten: x(t) = et mit 2'(t) = c- e“*. Eigentlich sind wir schon fertig: x(t) = e

ist die Lésung!
»Probe* mit Satz[8.23

¢ ¢
1
x(t):x(0)+/:v’(s)ds:1+c-/ecsds:1+c'7[ecs} =1+ —1)=¢
c
0 0

Stimmt!

Wie kommt man ohne ,, gutes Raten“ aus? Theorie der — Differentialgleichungen!
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Kapitel 9

Differentialgleichungen

Viele Vorgénge in der Natur und auch in technischen Systemen sind dynamisch,
d.h. der Zustand adndert sich mit der Zeit. Um diese Abldufe zu verstehen und zu
analysieren, bendtigt man ein mathematisches Modell, das die Zustandsénderungen
iiber die Zeit beschreibt. Die Zeit wird tiblicherweise mit ¢ bezeichnet und taucht
dann als Variable im Modell auf. Das Modell zur Beschreibung dynamischer Vorgén-
ge sind Differentialgleichungen, die in vielen Varianten genutzt werden. Mit Hilfe
von Differentialgleichungen wird das Wetter und Klima vorhergesagt, es werden
chemische oder biologische Reaktionen analysiert, oder Crashtests von Autos im
Rechner nachgebildet, um nur einige Anwendungen zu nennen. Differentialglei-
chungssysteme fiir die genannten Probleme kénnen sehr komplex sein und viele
Variablen beinhalten, so dass ihre Berechnung nur mit hohem Computereinsatz
moglich ist. Viele heutige Hochleistungsrechner sind primér mit dem Loésen von
Differentialgleichungen ausgelastet.

Wir werden im Rahmen der Vorlesung nur einen kurzen Exkurs in den Bereich der
Differentialgleichungen machen und nur sehr einfache Varianten kennen lernen. Aber
auch an diesen einfachen Modellen kann man schon das grundsétzliche Vorgehen
erkennen. Als Informatiker und Informatikerin sollte man zumindest eine Idee davon
haben, wie solche Modellierungen und die zugehérigen Simulationen im Rechner
ablaufen, auch wenn man nicht direkt mit der Entwicklung von Algorithmen in
diesem Bereich beschaftigt ist.

Die Schreibweise z(t) wird benutzt, um den Wert der Variablen x zum Zeitpunkt ¢ zu
bezeichnen. Ableitungen oder Funktionen x(t),y(t), ... werden auch in Newtonscher
Schreibweise mit

d2x(t d d?
z(t) :== , &(t) = dxtg ) und kiirzer mit & := ditc bzw. & := d—tf

bezeichnet. Die Ableitung nach der Zeit (d.h. die Anderung des Variablenwertes
mit der Zeit) wird durch einen Punkt iiber der Variablen beschrieben.

Definition 9.1. FEine Gleichung der Form f(t,x,&,&,...) = 0 heifst gewdhnliche
Differentialgleichung (DGL). Die Ordnung der hichsten auftretenden Ableitung heifit
die Ordnung der DGL.

137
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Anmerkung: Treten in der Gleichung auch sogenannte partielle Ableitungen (—
néchstes Kapitel) auf, so spricht man von partiellen DGL. Hier behandeln wir nur

gewohnliche DGL!

Beispiel 9.1. Zurick zum Beispiel der Ausbreitung einer Epidemie:

Die Anderungsrate der Infizierten war z'(t) = ¢ - x(t) fir ¢ >0 (bzw. £ =c-z).

Gesucht ist x(t) firt > 0 und x(0) = 1. Mit dem Ansatz

da(t)
dt

d
= c-z(t) bzw. kirzer dg; =c-x

erhalten wir nach Multiplikation mit % die Gleichung

dx

x

= c¢-dt

mit getrennten Variablen. Integration auf beiden Seiten liefert zundchst

t

[d
Y c~/ds &
Yy

X0 to

Iny| = c~s|§U &

In (50) = c(t—to)

und schliefilich nach Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten die

Gleichung

2= elt=to)

Zo
und damit die Losung

z(t) = zo - €0 oy, z(t) = et

nach Einsetzen der Anfangsbedingungen x(0) = 1 und to = 0.

9.1 Lineare DGL 1. Ordnung

Sei 2/(t) = a(t) -
Falls b(t) = 0, dann heifit die DGL homogen, sonst inhomogen.

e Losung homogener DGL durch Trennung der Variablen:

P =at) 2(t) & F=a)o) |5
= &5 = alt) - dt
Integration auf beiden Seiten liefert

x t t

J S = Ja(s)ds & Inyl” = [a(s)ds
xo to to

& nt=A@) - A(to) < z(t) =0 eA=Ato)  haw. 24 - exp (

Wobei A'(t) = a(t) gilt.

x(t) + b(t), wobei a(t) und b(t) gegebene stetige Funktion sind.

)
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e Losung inhomogener DGL durch Variation der Konstanten
' (t) = a(t) - z(t) + b(t)
Idee: in homogener Losung Konstante xg zur Funktion xg(t) machen und
behaupten, dass z(t) = zo(t) - ¢(t) mit

()

t
o(t) ® (t)=a:(t)‘sa(t) exp /a(s) ds | = eA—A(to)

Produktregel:
#(8) = (1) <p(t)+a0 (1) (1) = (1) -p(D)+20(t) - al(t) - (1) = a(t)w(t)+b(t)
(1) =a(t)-z(t)

= x((t) E % integrieren!
= jxé(s) ds = xo(t) — zo(to) . f Z((Z)) ds ‘ einsetzen in ()
to ?2:/ to
z(t) = o(t) - |co +j Z((Ss)) ds] . co = mo(te) = o
Beweis durch Ableiten:
#(t) = (1) - |eo +t/*”(8> ds|  (xx)
PO =0 +¢0) [ A as 400 X
—¢ 0 |at [22as| 100 S0 =000
=a(t) - p(t) |co+ /:;((Z)) ds| +b(t)

z(t) wegen (k)

= a(t) - x(t) + b(t)

Wir wollen nun diesen Ansatz verwenden, um die Losung einer inhomogenen linearen
DGL 1. Ordnung zu bestimmen.

Beispiel 9.2. 2/(t) = 2t - 3 mi =
eispiel 9.2. z/(t) = 2t -a(t)+ _t° mit x(0) = o
a(t) b(t)
1. Lésung der homogenen DGL

o(t) = exp ( £2s ds) —exp ([52];) = ¢’
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2. Lésung der inhomogenen DGL

I’(t):(p()~ I0+f¢() ‘|€t2'

b(s)

i 3
xo + f—;z ds
to

¢
fjds = %-fuwe_“du mitu=s?, du=2s-ds = u-du=2s3ds
to
Wir lésen das Integral mit partieller Integration
3
i % ds
% e~ U +f67u du — % —ue v — efu]

Sei to =0
¢
= fs—z ds = [ Le=s" (s + 1)} =1- %e*t(z (t2+1)
0 0
= a(t) = e [1‘0 +1—de (24 1)}

9.2 Nichtlineare DGL

Auch fiir nichtlineare DGL koénnen die uns bisher bekannten Methoden zum Erfolg

fiithren.

Sei nun z'(t)

=af(t) - g(x(t)), wobei g stetig und nichtlinear.

Methode: Trennung der Variablen

Ansatz: 92 = q(t)g(z) | --L

dt
dz

g(z)

<L = q(t)dt | Integration auf beiden Seiten

g(z) —

Glo) = | =

fa ds =: F(t)

Dann G(z) nach x auﬂosen (dh. z(t) = G7L(F(t))), falls es gelingt.

Beispiel 9.3. 2/(t) = ¢*® . cos(t) mit 2(0) = 2o und to =0

de T
5(¢) -
3 = COb( ) €

, also g(xz) = €”

at)y 9@

eY

T t
dy = /cos(s) ds
0

= [—e_y]zo = [sin(s)],

& —e P+ e " =gin(t) — sin(0)
——

=0
Se” =e "0 —sin(t) | In
& - = In(e™"° —sin(¢))

< z(t) = —In(e™® —sin(t))
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Wenn eine Trennung der Variablen nicht moglich ist oder das Auflésen der Integrale
nicht gelingt, so kann immerhin noch eine approximative, numerische Lésung erzeugt
werden.

Methode: Numerische Losung

2'(t) = f(t,x(t)) Ebene der Punkte (¢, z)
fiir jeden Punkt (¢,2) wird die Ableitung von x(¢) durch f(¢,z(t)) gegeben.

Beispiel 9.4. 2/(t) = —z(t) + 1
Richtungsfeld

Kennt man den Startwert (Anfangswert) x(to), dann kennen wir den Punkt (to, z(to))
und die Steigung f(to,z(to)), sodass fir t + dt der ndchste Punkt x(t + dt) bekannt
1st.

Streckenzugverfahren nach Euler

a/(t) = f(t,x(t)) mit x(to) = xo

numerisch fir Zeiten to <t <T

Tt

Intervall [tg, T| — Zerlegung: t; = to +idt = to + i - 0

N

i=0,...,N

z(t1) =xz(to+h) ~ x(tg) + 2'(x0) -h
Taylor f(to,zo)

Wir suchen: x1 = xo + f(to,x0) - h

Tit1 :$Z‘—|—f(ti.ilfi)'hiZO,...,N—l

Das im Beispiel vorgestellte Verfahren bezeichnet man als Euler-Verfahren. Es gibt
weitere und oftmals genauere oder effizientere Verfahren, die zusétzliche Terme der
Taylor-Reihe zur Approximation der Funktion im Punkte =+ h bei bekanntem Wert
an der Stelle z verwenden. Wir wollen es aber bei dieser sehr einfachen Einfiihrung
belassen.

Der Verlauf der Losung von Differentialgleichungen erster Ordnung lésst sich gra-
phisch veranschaulichen. Sei 2'(t) = f (¢, z(t)). Dann beschreibt (¢, z(t)) einen Punkt
in der Ebene. Man kann jedem Punkt nun die Steigung (d.h. die Tangente) zuord-
nen. Anschaulich kann man dies, wie in Abbildung [9.1] gezeigt, durch einen Pfeil
darstellen. Da damit jedem Punkt eine Richtung zugeordnet wird, spricht man auch
von einem Richtungsfeld. Punkte mit identischer Tangentesteigung bezeichnet man
als Isolinen. Eine Losung fiir die Differentialgleichung erhélt man dadurch, dass
man ausgehend von einem Startpunkt eine Kurve zeichnet, die zu den Isoklinen
passt, d.h. in jedem Punkt die entsprechende Steigung aufweist.
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Kapitel 10

Differentialrechnung im R"

Bisher haben wir uns mit Funktionen beschéftigt, deren Verhalten durch eine einzelne
Variable beschrieben wird. In der Praxis reichen solche Funktionen in der Regel
nicht aus, um damit reale Problem zu modellieren. Vielmehr hangt das Ergebnis
von mehreren relevanten Faktoren ab, womit man zu Funktionen mit mehreren
Verdnderlichen bzw. Variablen gelangt. Fiir diese mehrdimensionalen Funktionen
lassen sich viele Eigenschaften, die wir fiir eindimensionale Funktionen kennen gelernt
haben, in dhnlicher Form definieren. Einige Aspekte sind im Mehrdimensionalen
allerdings komplexer und auch weniger intuitiv. Wir beschrianken uns auf eine relativ
knappe Einfithrung der mehrdimensionalen Funktionen. Beispiele beschréanken sich
im Wesentlichen auf Funktionen mit zwei oder drei Variablen, deren Verhalten sich
noch geometrisch vorstellen lésst. Das mathematisch Konzept ist aber fiir beliebige
Dimensionen giiltig. Bevor wir uns mit mehrdimensionalen Funktionen und deren
Eigenschaften beschéftigen, werden im ersten Abschnitt einige Grundlagen des R™
definiert.

10.1 Grundlagen des R"

Definition 10.1 (Kartesisches Produkt). Seien A;, A, ..., A,, beliebige Mengen.
Die Menge

Al X AQ X X An = {(alaa%-'-aan) | ay 6141,@2 € AQ;---aan EAVL}
wird kartesisches Produkt genannt. Ihre Elemente (a1, as,...,a,) heiflen n-Tupel
und jeder Eintrag a; (i =1,...n) Komponente. Zwei n-Tupel a und b sind gleich,

wir schreiben a = b, wenn a; = b; fir allei=1,...n.

Notation: Sind alle Mengen A; gleich, also etwa A; = A fiir i = 1,...n, so schreibt
man kurz A" fiir das kartesische Produkt.

Definition 10.2. Die Menge R™ = {(z1,...,z,) | z; € R firi =1,...n} heifit
n-dimensionaler Euklidischer Raum. Die n-Tupel x € R™ werden auch als Vektoren
bezeichnet.

143
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Anmerkung: Typischerweise werden Vektoren als Spaltenvektoren aufgefasst. Also
Ty

r = = (21,...,2,)", wobei das hochgestellte T kennzeichnet, dass der

Ln
Zeilenvektor transponiert und damit ein Spaltenvektor ist. Fiir Vektoren kann man
arithmetische Operatoren und Vergleichsoperatoren definieren.

Definition 10.3. Seien x,y € R™ und A € R.

1.z+y=(z1+y1,- %0 +yn)l Addition
Ar = (Axq, ..., A\x,)T Skalarmultiplikation
2Ty = x1y1 + -+ + 2pyn Skalarprodukt
||| = VaTz Buklidische Norm

d(z,y) = ||z — y|| Abstand von x und y

S Sv o e

r<y&eVi=1,...,nx; <vy; ,kleiner gleich“
7 z<yeVi=1,...,nx; <vy; ,kleiner”

Notation: Seien a,b € R™. Dann bezeichnet [a,b] = {x € R" | a < z < b} =
[a1,b1] X -+ X [an,by] und (a,b) ={x € R™ | a < x < b} = (a1,b1) X -+ X (an,bn)
sowie entsprechend fiir [a,b) und (a, b]. Damit haben wir abgeschlossene, offene und
halboffenen Intervalle fiir Vektoren definiert.

Definition 10.4. Seie >0 und x € R"™. Dann wird
U(z)={Z2 eR" | || — z|| < &}

eine e-Umgebung von x genannt. Fir eine Menge M C R™ heif$t ein Element z € R™

innerer Punkt vom M, wenn ein € > 0 mit U(x) C M ezistiert;

e Randpunkt vom M, wenn fir jedes € > 0 Elemente &, & € U.(x) existieren mit
ZTeM und i ¢ M;

o isolierter Punkt von M, wenn ein € > 0 mit U.(x) N M = {x} existiert;

e Haufungspunkt von M, wenn fir jedes e > 0 ein Element & € U (x) N M mit
T # x existiert.

o]
Die Menge aller inneren Punkte von M wird mit M oder int(M), die Menge aller
Randpunkte mit OM bezeichnet. Eine Menge M C R™ heifit offen, wenn jeder Punkt
von M ein innerer Punkt ist, und sie heif$t abgeschlossen, wenn ihr Komplement

R™\ M offen ist.

Beispiel 10.1. (a,b) C R"™ und Uc(z) sind offene Mengen, wihrend [a,b] und
{y e R" | |ly — z|| < &} abgeschlossene Mengen sind.

Sei M C R™, dann gilt

M\ OM st offen.

Um dies zu zeigen sei a € M \ M. Dann gibt es eine Umgebung Uc(a) mit
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Us(a) N (R™\ M) = 0, andernfalls wire a ein Randpunkt von M. Damit gilt auch
U:(a) NOM =0, andernfalls missten in Uz(a) Punkte aus R™\ M liegen, da U.(a)
offen ist. Damit gilt auch U;(a) C M \ OM woraus folgt, dass die Menge offen ist.
M UOM ist abgeschlossen.

Sei M' =R"™\ M. Wegen der Symmetrie der Euklidischen Norm ist OM = OM’.
Wir haben gezeigt, dass M’ \ OM' offen ist. Es gilt dann, dass

R*\ (M'"\oM') = (R"\ M"YUOM' = M UOM’
abgeschlossen ist.

Der Begriff der Konvergenz lésst sich relativ einfach auf den R™ iibertragen. Dazu
definieren wir zuerst den Begriff der Folge im R™.

Definition 10.5 (Folge im R™). Unter einer Folge im R™ versteht man eine
Abbildung f : N — R™. jedem n € N wird ein ) € R™ zugeordnet. Man schreibt
(x(k))keN oder (x(l), @ . )

Es ist zu beachten, dass wir die Indizierung gegeniiber dem eindimensionalen Fall

gedndert haben. Der Index fiir das Folgenglied steht nun oben in Klammer, wahrend

der unter Index fiir den Vektorindex genutzt wird. Fiir z(*) € R” bezeichnet xgk)

das ite Element des Vektors z:(F) (1 <i<n)und 2®) ist der kte Vektor in der
Folge.

Definition 10.6 (Normkonvergenz). Eine Folge (z*)) mit z(¥) € R™ fir k € N ist
konvergent gegen a € R genau dann wenn limy_, ||z — al| = 0.

Satz 10.7. Im R" ist Normkonvergenz gleichbedeutend mit komponentenweiser
Konvergenz, also

(k)

lim ||x(k)—5c|\ =0eVi=1,...,n lim z;” =Iy;.
k—

k— o0 [e'S)
Fiir den Beweis dieses Satzes ist folgendes Resultat hilfreich:

Lemma 10.8. Sei x € R™ und || - || die Euklidische Norm. Es gilt
0 < max{jal,..., |oal} < ol < vAmax{jel, . ., [z}

Beweis: Quadrieren der Ungleichungen liefert
n
0 < max{z?,...,22} < Zx? < nmax{z?,..., 22}
i=1
und damit die Behauptung. (I

Beweis: (von Satz[10.7))
»=* Da wegen Lemma [10.8] gilt, dass

la® — || = \/(x§k> —E)2 4+ (@) = 3,)2

Zmax{\xz(-k)fjﬂ:z':l,...,n} >0



146 KAPITEL 10. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R¥

(k)

und limg_ o0 max{|x§k) —Z|i=1,...,n}=0&Vi=1,..., nlimp oz, =Ty,
folgt komponentenweise Konvergenz aus Normkonvergenz (s. Satz Sandwich-
Theorem).

,<“ Da limy_, o0 max{|w§k) —Z:i=1,...,n}=0&Vi=1,...,n.limg xl(k) =
Z; und max{|:1cz(-k) — &) :i=1,...,n} > ﬁ”x(k) — Z|| > 0 wegen Lemma
folgt Normkonvergenz aus komponentenweiser Konvergenz (s. Satz Sandwich-
Theorem). O

Eine Folge konvergiert damit gegen den Grenzwert a € R™ gdw. es zu jedem € > 0
ein ko € N gibt, so dass |x§k) —a;| <efiralle k> kound i€ {1,...,n} gibt. In
analoger Form kénnen wir auch den Begriff der Cauchy-Folge auf den R™ iibertragen.

Definition 10.9 (Cauchy-Folge im R"™). FEine Folge (z*)),cn heift Cauchy-Folge,
wenn gilt:
Ve > 0 3k € N Vk > ko.|[z® — 25| <.

Der Zusammenhang zwischen Cauchy-Folgen und konvergenten Folgen lasst sich
auf den mehrdimensionalen Fall leicht iibertragen. Wir werden dies im Folgenden
voraussetzen.

T
Beispiel 10.2. Wir betrachten die Folge (%) = (%, %) . Der Grenzwert dieser

Folge ist (0, %)T, wie man leicht nachprifen kann. So erhdlt man fire = 0.1 kg = 11
(nachrechnen,).

im0 %) = q fiir (%) € R™ bedeutet also, dass der Abstand limy,_, o0 d(x(k), a) =
limg o0 ||z — a|| = 0 gegen Null geht. Dies ist gleichbedeutend damit, dass 2(*)
komponentenweise gegen a konvergiert. Zum Beispiel limg_, o k) = limg 00 (2 +

B =20

10.2 Stetigkeit im R"

Den Begriff der Stetigkeit von Funktionen erweitern wir nun auf Funktionen mit
mehreren Variablen. Dazu definieren wir zuerst den Begriff des Grenzwertes, den
wir im vorherigen Abschnitt schon informell benutzt haben.

Definition 10.10 (Grenzwert im R™). Sei f: M — R mit M C R" eine Funktion
und a ein Haufungspunkt von M. Dann heifst lim f(z) = b < Ve > 036 >
Tr—ra

0]f(x) —b| < e fir allex € M\ {a} mit ||z — al|| < der Grenzwert von f in a.

Mit Hilfe des Grenzwertes konnen wir nun die Stetigkeit von Funktionen im R"
definieren.

Definition 10.11 (Stetigkeit im R™). Eine Funktion f : M — R mit M C R"
heifit stetig in y € M < fiir jede Folge (™)) mat ¥ € M, die gegen y strebt,
konvergiert f(x®)) gegen f(y).

Ist f in jedem x € M stetig, so heifit f stetig auf M.
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Um zu zeigen, dass eine Funktion in einem Punkt nicht stetig ist, muss man zwei
Folgen z*) und y®) finden, die den gleichen Grenzwert haben, aber fiir die

Jim f(a®™) £ Lim f(y™)

gilt. Umgekehrt muss man zum Nachweis der Stetigkeit zeigen, dass die Grenzwerte
der Funktion fiir alle konvergenten Folgen identisch sind. Wahrend es bei einer
Funktion mit einer Variablen nur zwei Moglichkeiten gibt, sich einem Punkt an-
zunahern, gibt es im Mehrdimensionalen natiirlich unendlich viele Mdéglichkeiten,
was die Analyse in manchen Féllen erschwert.

Beispiel 10.3.

it und lim z(®

1. Seien f(x,y) = m k—o0

= a sowie lim y(k) =b. Dann ist
k—o0

(k) g ()
lim f(z®,y®) = lim | ab

Jm ey e T Traerr @

fiir alle (a,b)” € R2. Folglich ist f(x,y) stetig auf R?.

2. Seien
zy

7 i T 0.0 T
ron 2| g @) £ 0.0
0 sonst
und gelte z) — a sowie y*® — b fir k — oco. Mit (a,b)T # (0,0)” und

(x®) yENT £ (0,0)T fiir k > 0 gilt f(z®),y*)) = f(a,b) fir z — co und
damit Stetigkeit fiir R?\ {(0,0)T}.

Seien %) und y*® nun Nullfolgen. Dann gilt

(k) 4 (k) ()2 1
y B 0 — iy T Yy @) 1 —0.
dim Sy =l e me = i s gmye — 5 700 =0

setze xF) = y(k)

Man darf hier % = y*) wéihlen, da es ausreicht zwai Folgen zu finden, die
zu einem Grenzwert # 0 fiihren. Also ist f(x,y) nicht stetig in (0,0)T. Dies

ist nicht das einzige Gegenbeispiel: Wihlt man etwa x(F) = % und yF) = %,
dann ist lim f(z®),y*)) = 2.
k—o0

Verschiedene Aussagen tliber stetige Funktionen lassen sich von R nach R" {ibertragen.
Den folgen den Satz wollen wir ohne Beweis einfithren, der Beweis ist aber eine
einfache Erweiterung des eindimensionalen Falls.

Satz 10.12 (Operationen auf stetigen Funktionen). Seien f: A >R undg: A — R
mit A CR"™ stetig in a € R™, so sind auch die Funktionen

1) f+g:A—=R
it) ef :A—=R
i) f-g: AR
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im Punkt a stetig.
Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion

) §:A’%R

in a stetig. Dabei ist A’ = {x € A| g(x) # 0}.

10.3 Partielle Ableitungen

Wir haben die Ableitung bei Funktionen mit einer Variablen durch die Approxi-
mation des Funktionswertes in der Umgebung eines Punktes motiviert. Es wird
die Tangente in einem Punkt berechnet mit deren Hilfe man Funktionswerte in
der Umgebung des Punktes approximieren kann (siehe Satz . Es stellt sich nun
die Frage, wie man diese Idee auf Funktionen mit mehreren Variablen tbertragen
kann? Fiir Funktionen mit zwei Variablen lésst sich das Vorgehen gut vorstellen.
Sei f(z1,z2) eine solche Funktion. Wenn wir den Funktionswert an einer Stelle
(y1, y2) approximieren wollen und das Konzept der Approximation durch eine lineare
Funktion iibertragen, so miissen die Anderungen in beiden Variablen beriicksichtigt
werden. Somit ergibt sich fiir jede Variable eine Tangente, im zweidimensionalen
Fall also eine Ebene. Der Funktionswert an der Stelle (y1,y2) wird dann durch

f(y1,y2) = f(@1,22) + c1(y1 — 1) + c2(y2 — 72)

approximiert. Die Werte fiir ¢; und c¢e miissen natiirlich entsprechend bestimmt
werden. Wie dies geschehen muss zeigt die partielle Ableitung.

Definition 10.13 (Partielle Ableitung). Seien f: M — R mit M C R™ und e®)
der k-te Einheitsvektor fir k=1,...,n im R"™ mit e,(f) =1 und el(-k) =0 firi#k.

Der Grenzwert

flath-e) — f(z)

lim
h—0 h

— lim f(xl,. T, + h,l‘i_;,_l,. .. ,l‘n) — f(l‘l,. . .,.’L’n)
h—0 h

_ 1) _ _. D

= o = fui (@) =: D f(x)

heifst partielle Ableitung (1. Ordnung) von f nach z; an der Stelle © € M, so-
fern er existiert. Der aus den partiellen Ableitungen 1. Ordnung gebildete Vektor

T
Vf(z) = grad f(z) = <8f(1) m) wird Gradient genannt. Sind diese parti-

Oxy ' Oy,

ellen Ableitungen stetig, dann ist f in x stetig partiell differenzierbar und wir schreiben

fecCt.

Handwerkliches: Man erhélt die partielle Ableitung von f nach z;, indem man alle
Variablen aufler x; als Konstanten auffasst und die dann nur noch von einer Variablen,
ndmlich z;, abhéngige Funktion in gewohnter Weise ableitet. Dadurch kann man die
bereits bekannten Ableitungsregeln auch zur Bestimmung der partiellen Ableitungen
nutzen.

Beispiel 10.4.
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a) Sei f(x,y,2) =222 + 3zy + 2. Die ersten partiellen Ableitungen lauten

fo(@,y,2) = %’xy’z) = 4z +3y
flaz) = B gy

9
fowy, ) = 282 (”;’Zy’z) =1

mit Gradienten Vf(z,y,2) = (4o + 3y,3z,1)T

b) Sei f(x,y) = xy - sin(zy).
Die Produktregel fiihrt zu:

u = xy v = sin(ay)
Uy = Y v, = ycos(ay)
Uy = vy = xcos(zy)

fo =y v+ v, - u = ysin(zy) + 2y? cos(zy)
Jy = uy v+ vy, -u=zsin(zy) + z%y cos(xy)

Vi y) = (for fy)"

Es ist nun naheliegend, das Konzept der Ableitung, wie im eindimensionalen Fall,
mehrfach anzuwenden und so zu Ableitungen héherer Ordnung zu gelangen. Im
Prinzip ist dies auch moglich. Man muss sich allerdings vor Augen fiihren, dass
man die partiellen Ableitungen nun aber mischen kann, so dass man erst nach
z; und anschlieBend nach x; partiell ableitet. Dies fiihrt zu n? partiellen zweiten
Ableitungen. Allgemein gibt es n* partielle k-te Ableitungen. Wir werden uns
deshalb auf die zweiten partiellen Ableitungen beschrinken. Diese kann man auch
noch in Form einer Matrix interpretieren.

Definition 10.14. Sei f : M — R mit M C R™. Wenn die n partiellen Ableitungen

1. Ordnung existieren und stetig sind, dann werden firi,j =1,...,n die Ausdricke
0?f(x Ofy. (z
RAe) _ Oule)
T;T; al‘j

partielle Ableitungen 2. Ordnung von f nach x; und x; an der Stelle x € M genannt.
Die aus den partiellen Ableitungen 2. Ordnung gebildete quadratische Matrix

fx)  f(x) 9% f(x)
aglaxl aaé*lé’xg T 82218:1:”
0" f(x) 0" f(x) 0" f(=)
VQf(x) o H(l‘) . O0x2011 Ox20xo T O0x20x,
flx)  2f(x) 9% f(x)
Tn Oz TnOz2 77T TnOTp
0x 0 0x 0 0xp0

heifit Hesse-Matrix. Sind die partiellen Ableitungen stetig, so schreiben wir f € C?.

Handwerkliches: Man erhélt die partielle Ableitung 2. Ordnung von f nach z; und
x;, wenn man zunédchst partiell nach x; ableitet und anschlieend das Resultat
partiell nach x; ableitet.
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Beispiel 10.5. Sei f(x,y) = 22y + 3z + 42%y. Die ersten partiellen Ableitungen
lauten
fe=2y+3+8zy und f, = 2 + 427 .

Erneute partielle Ableitungen jeweils nach x und y liefern die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung

fze = 8y, fzy:2+8x7 fyac:2+8x und fyy:Oa

8y 2+ 8z

die sich in der Hessematriz V2 f(z,y) = (2 + 8z 0

) zusammenfassen lassen.
Satz 10.15 (Satz von Schwarz). (Ohne Beweis)
Ist f: M — R mit M CR" in C2, dann Jrie; = foju; Vi, 5 =1,...,n.

Aus dem Satz von Schwarz folgt, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Ablei-
tungen vorgenommen werden, unter den genannten Voraussetzungen irrelevant ist.
In diesem Fall gilt, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist.

10.4 Minima und Maxima

Wir schon bei Funktionen mit einer Variablen ist auch im mehrdimensionalen Fall
die Bestimmung von Minima und Maxima ein wichtiges Problem, bei dessen Losung
uns nun die partiellen Ableitungen helfen werden.

Definition 10.16. Sei f: M — R mit M CR"

a) x* € M heifit globale Minimalstelle von f, falls Va € M.f(z*) < f(x).
Der Wert f(x*) wird dann globales Minimum genannt.

b) x* € M heift lokale Minimalstelle von f, falls 3e > 0.Vx € U (xz*)NM. f(z*) <
f(z).

Der Wert f(x*) wird dann lokales Minimum genannt.

c¢) Entsprechend spricht man von Maximalstellen und Maxima, wenn die Unglei-
chungen umgekehrt werden.

Offensichtlich ist jede globale Minimal- bzw. Maximalstelle auch eine lokale Minimal-
bzw. Maximalstelle. Die Umkehrung ist i.A. falsch.

Satz 10.17 (Notwendiges Kriterium). Sei f : M — R fiir offenes M C R™. Ist
x* € M lokale Extremalstelle von f und ist f in x* partiell differenzierbar, so ist
Vf(z*)=(0,0,...,0)7.

Beweis: Definiere die Funktionen f;(x;) = f(x7,...,2j_, 2z, 27, ...,2}) (i =
1,...,n). Offensichtlich ist jedes f;(.) eine Funktion mit einer Variablen z; und fiir
x; = x liegt eine lokale Extremstelle vor, f an de Stelle 2* eine lokale Extremstelle
hat. Folglich gilt laut Satz die notwendige Bedingung f/(z}) = 0. Da f/(z}) =

8];(;:), folgt die Behauptung. =

Handwerkliches: Nach Nullsetzen der n partiellen Ableitungen 1. Ordnung muss
man im Allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssystem l6sen. Dies ist u.U. ein
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schwieriges mathematisches Problem, das nur mit Hilfe von numerischen Algorith-
men approximativ gelost werden kann. Alle Losungen dieses Gleichungssystems
sind kritische Punkte oder stationare Losungen oder Losungskandidaten fiir die
Extremalaufgabe. Ob Extrema an diesen Stellen vorliegen und wenn ja, ob Minima
oder Maxima, bedarf weiterer Untersuchung. Der folgende Satz zeigt, wie uns die
zweiten Ableitungen bei der Bewertung der kritischen Punkte helfen kénnen.

Satz 10.18. (Ohne Beweis)
Sei f: M — R mit offenem M C R™. Wenn die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung existieren und stetig sind und auferdem V f(x*) = (0,0,...,0)T fiir ein
z* € M gilt, dann ist z* eine

a) lokale Minimalstelle, wenn zT - V2 f(x*)x > 0 fir alle x € R™\ {O}E|
b) lokale Mazimalstelle, wenn z7 - V2 f(x*)x < 0 fir alle x € R™\ {0}E|

Ist 2TV2f(z*)x fiir mindestens ein x1 negativ und ein xo positiv, so liegt kein
FExtremum vor.

Durch die Berechnung der Eigenwerte der Hesse-Matrix kann man feststellen, ob
die Matrix positiv/negativ definit ist. Die Details zu diesem Vorgehen sprengen
allerdings den Rahmen der Vorlesung. Wir wollen uns deshalb auf den Spezialfall
mit 2 Variablen beschrianken, fiir den es eine einfache Methode zur Analyse der
zweiten Ableitungen gibt.

Spezialfall n = 2

v - (5 57)
Sei A1 = fou(2*) Do = fou(a®) fyy(@®) — f2,(z*)
Dann gilt:

A4 Ao

2IV2f(2*)r > 0 frp(z) > 0 und fou(x*) - fyy(z*) — gy(x*) >0
2IV2f(2*)r < 0 & frp(z) <O und fou(x*) - fyy(z*) — iy(x*) >0
Ist foo(z*) - fyy(z*) — x*) < 0 = kein Extremum in z*

Ist frul

2
a*) - fyy(a*) — f2,(z*) = 0 = keine Aussage moglich.
Beispiel 10.6.

a) flz,y) =2 +y* — 3y

=317 3y =0 o a2?=

f v Y = kritische Punkte (0,0)7 und (1,1)7
! !

fu=37-32=0 ©z=y

V2 f(x,y) = (62 _3)

6y
V2£(0,0) = (_03 03) ist indefinit (Ay < 0) = (0,0)T keine Extremalstelle

V2f(1,1) = <_63 _63>

1Die Hesse-Matrix ist in diesem Fall positiv definit.
2Entsprechend ist die Hesse-Matrix negativ definit.
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Al =6>0
Ay=6-6—(-3)(-3)=27>0
Globales Minimum?

f(z,z) = 400 fiir x — oo und f(x,z) = —o0 fiir v — —oco = [ unbeschrankt =
kein globales Minimum.

} = lokales Minimum: f(1,1) = —1

b) f(z,y) =a®+y? —2zy +1
! !
fo=20 -2y T 0 & T Y = kritische Punkte (z,y)T mitx =y
fy=2y—22=0 S z=y
) 2 -2
A1 >0 und Ay =0 — so keine Entscheidung maoglich
Analyse durch Nachdenken und Abschdtzung der Funktion
flx,y) =22 +9? =22y + 1= (z —y)* +1 > 1 wird angenommen, wenn = = y; also
>0
fiir alle kritischen Punkte = alle Elemente in {(z,y)T € R? | z = y} sind lokale
und globale Minimalstellen.

o) flz,y) =+/2%+y?
Offensichtlich: globales Minimum in (0,0)7
Analyse durch partielle Ableitung

_ . 1 — . 1
fz_2$ 2\/@ fy 2y 2 12y2

+(0,1) =0 fii 0 . . .
f‘ Eiﬂ g% —0 }CZ: iz 0 } nicht simultan erfillbar
y\&, V)=

f2(0,0) und £,(0,0) nicht definiert = } partiellen Ableitungen in (0,0)

d) Gegeben seinen N Punkte W 2™ e R™. Fir welches © € R"™ wird die
Summe der quadratischen Abstinde zwischen 9 und x minimal?

N
Formal: ¥ ||z — z||*> — min/
i=1
@)= 2 (2 — @ )2
bekannt Variable
alle Variablen mit Index j # k sind Konstanten!

©
Il

-
<
Il

-



10.4. MINIMA UND MAXIMA

N n 0 .
of (@)  _ (B _ .2
Bxk - 7; J;l 8l'k (xj x])
=0 fir j#k
= E thk ( Jjgc) - Tk )2
i=1 ~—

konstant  Variable

N (#)
= 2Z<xk—xk>
=1
()
= 2| X a— Xy
i=1 ]\1171,
= 2Nz -2 2l
i=1
firk=1,...,n
RN L1 L @)
S Nap=) 1, & Tp=5 12,
i=1 i=1

also: x* = % D ist Losungskandidat

—

1=

2N
04 — 9N und £LE — 0 fiir k£ 1= 2 f(z) =

61:% Oxplx;

0

J

153

2N

Offensichtlich ist xTV?f(zx)x = 2N > 22 = 2N||z||*> > 0 fir 2 # 0. Lokales
=1

J
Minimum!
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