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4. Simulationsergebnisse und ihre Auswertung
Eine Einfuhrung

e Ziel Simulation? Aussagen Uber System S
¢ Erinnerung Kap.1:
- Systemanalytiker betrachtet
an/ fir S beobachtbare GroRen P
mit Werten wpl Wp
- GroRen P beeinfluf3t durch
kontrollierbare / unkontrollierbare Grézen C, U
mit Werten wel We, wyl Wy
- Modell (hier: Simulator) hat Einflu3
(CU—>P
"wie Realitat" wiederzugeben

- Simulator numerisches Modell,
lediglich "punktweise" Ermittlung der Funktion (?):

Bei "Setzung" bestimmten wc's,
"Annahme" bestimmten wy,'s

wird welches wp erreicht?
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Beispiel Bankschalter

- "Zustand" Uber der Zeit
(z.B. Anzahl anwesender Kunden: n)
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<+—Beobachtungsintervall —»

- "Schicksal" temporérer Einheiten
(z.B. Verweilzeiten Kunden: v)
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Abbildung 4.0.2: Beobachtungen Simulator (System)
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Abbildung 4.0.1: Skizze numerische Abbildung

- aus wp Beurteilungs- / Bewertungsmaf3e
zu bestimmen / zu berechnen, etwa
V; = gi(wp) i=1,2,...,n
je nach Untersuchungs- (Analyse-) Ziel

¢ Was laRt sich "bei Simulation" beobachten?
(so, als wirde "Betrieb von S" beobachtet)

Beispiel Bankschalter

Simulation Simulationsergebnisse
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e Wir arbeiten (h&ufig) mit stochastischen Modellen
(hier: Simulatoren)
Warum?

Erinnerung:
Wir kénnen / mégen den Ursachen des
"wertemaRigen Schwankens" gewisser Grof3en
nicht detailliert auf den Grund gehen

und (daher / dazu)
fassen sie auf / beschreiben sie / "modellieren” sie
als / durch Zufallsvariable

Beispiele:
Zwischenankunftszeiten,
Bedien-Bediirfnisse (-Zeiten) von Kunden

¢ Auf dieser Basis missen wir auch mit
"schwankenden Verlaufen" von Simulationen
und (folglich) der angestellten Beobachtungen rechnen

Dies ist nicht unrealistisch:
Auch in der Realitat verlauft jedes Betriebsintervall
"etwas anders"

* Wie erreichen wir bei Simulation "schwankende Ablaufe"?
"Zufall" erfal3t durch (Pseudo-)ZZ-Generatoren
Andere Ablaufe erreicht durch
andere Setzung der Startwerte von ZZ-Generatoren
andere "seed(s)" / "Saat(en)"

¢ Generelle Aussagen uber System (Beurteilungen,
Bewertungen)
miBten sich sicher tber alle moglichen Ablaufe
erstrecken !!!

Simulation Simulationsergebnisse
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« Mathematische "Fassung" solcher Beobachtungs"lage"
(mathematisches Modell)
ist der stochastische Prozel} der
"alle mdglichen Verlaufe
und GesetzmaRigkeiten ihres Auftretens” erfal3t

n
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t*
Abbildung 4.0.3: Zwei Realisierungen stochast. ProzeR3

- Fir t = t*: "Beobachtung schwankend mit
bestimmter RegelmaRigkeit”
—> ZV N(t*) mit ihrer Verteilung

- Far "alle" t*; "Familie" von ZVs R
—> stochastischer Prozel {N(t*); t*I T}

- Im Beispiel "Kundenzahlen":
T kontinuierliches (Zeit-)Intervall,
z.B. "Beobachtungsintervall”,
allgemeiner: [0,¥)
bei "Verweilzeiten":
stochastischer ProzeR {V(i*); i*l 1}
| Menge diskreter (Zeit-)Punkte, 1={1,2,3,...}
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4.1  Punkt- und Intervallschatzer

e Situation: "variierende" Grofe
kann wiederholt beobachtet werden
Ergebnis: Menge von Beobachtungen {y;,y,,....y,}
liegt vor
Aufgabe: aus diesen Beobachtungen sind
Eigenschaften der (gemaf unserer Vorstellung)
zugeordneten (Modell-)ZV Y abzuleiten
konkreter:
Eigenschaften der Verteilung von Y sind
abzuleiten
(Verteilung erfaldt ja "Gesetze des
Variierens der Beobachtungsgrof3e")

» Vorliegende Beobachtungsmenge {y;,yo,...,.¥n}
heil3t: Stichprobe
Annahme / Forderung: Beobachtungen so ausgefihrt,
daR Stichprobe "unabhéngig"
(' mit Kenntnis von m(<n) der Beobachtungswerte
kann nicht mehr Uber restliche n-m Werte
ausgesagt werden als ohne diese Kenntnis )

Denke an: Wirfeln, Roulette
* Andere Sicht Unabhé&ngigkeit:
angenommen, Beobachtungen entstanden nacheinander:
"Folge" (y1,Y5.....¥y) von Beobachtungen liegt vor

Denke an: Simulations-Replikationen

Beobachtungen wiederholbar (immer vorausgesetzt):
Zweite, dritte, ... k-te solche Folge erzielbar
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¢ es werden unterschieden
- zustandsdiskrete / zustandskontinuierliche
- zeitdiskrete / zeitkontinuierliche
stochastische Prozesse

« zunachst einfacher Einstieg:

Interesse bezieht sich auf bestimmtes t* (oder i*)
Frage: wie "ist" N(t*)?  Antwort: ZV, konkrete Verteilung
wie "ist" V(i*)?  Antwort: ZV, konkrete Verteilung

Oft einfacher (und bescheidener, und auch hier):
wie sind Kenngrof3en der Verteilung, z.B. Momente
(dies wéaren auch geeignete "Bewertungs"grof3en,
etwa: mittlere Verweilzeit,
Varianz der Kundenzahl )

¢ woher bekommen?

- aus Beobachtungen der Variabilitat
"quer" zu mehreren / vielen Simulatorlaufen
"Replikationen”,
"Ensemble-Analyse"

- spater:
aus Beobachtungen der Variabilitat
"langs" eines einzigen Simulatorlaufes
"Zeitreihen-Analyse"

¢ Thema insgesamt:

Schétzung
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¢ Nach Sammeln von k Folgen mit je n Beobachtungen
liegen vor die Werte (Doppelindizierung):

Stichprobe 1:  y11,Y10, -« Y1n
Stichprobe 2: y51,¥00, ... Yon
Stichrobe Ki YiaYkor - Y

« jede Beobachtung gehorcht (war Annahme)
identischer RegelmaRigkeit des Variierens
(beschrieben durch die Verteilung von Y)

zu erwarten innerhalb einer (jeder) Stichprobe:

relative Haufigkeiten des Einnehmens
bestimmter Werte-Intervalle folgen dieser RegelméaRigkeit
(fallen entsprechend Y-Verteilung aus);

zu erwarten quer zu den Stichproben:

Werte an jeweils fester (erster bis n-ter) Position
erreichen die gleichen relativen Haufigkeiten:
Beobachtungsmenge {y11,Y21--- Y1}
(ebenso wie Beobachtungsmengen
zweiter,...,n-ter Position)
besitzen gleiche Regelmaligkeit des Variierens

« damit etwas andere Vorstellung von Stichprobe:
an jeder Position Variieren zu erwarten,
Beobachtung auf i-ter Position beschreibbar
durch "ihre" ZV'Y;,
demnach insgesamt n ZV, Folge von ZV

(411 (YY)
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» Die ZV Y; beschreiben (nach Voraussetzung)
Beobachtungen derselben "schwankenden" GroRRe Y;
die  ZVY,sind identisch (wie Y) verteilt

* Prézisierung "unabhéngige Stichprobe":
Die  ZV Y;sind unabhéngig verteilt
wenn (Charakterisierung, Definition)
gemeinsame Verteilung = Produkt Randverteilungen,
z.B. ausgedriickt durch Verteilungsfunktion

PIY1<Y1,Y2<Y5, . Ya<Yn] = PY1<y1]- P[Y2<y] - - PIY <y
und wegen identischer Verteilung

=FY(y)-FY(y2)- ... -FY(yn)

e Zuriick zu Aufgabe:
Ermittlung Charakteristika Y-Verteilung
aus einzelner (unabhangiger) Stichprobe (yq,ys,...,.Yn)

* Bescheidener Anfang:
Ermittlung erstes Moment

m:=E[Y] "zentraler Wert" der Verteilung
Zusammenhang mit Mittelwert m der Stichprobe?
1.9
(4.1.2) =208 Y
ny

Positives Indiz dafir ist Gesetz der grof3en Zahlen

3 e} =0
das heif3t, fir alle e> 0 gilt:
SY,/n konvergiert stochastisch gegen E[Y]

(4.1.3) lim P{
n® ¥

1.8
! Yi-EY]
1
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e Mittelwert m aber
gemal Gesetz der grof3en Zahlen
(zumindest flr hinreichend groRRes n)
hochwahrscheinlich "nahe" an interessierendem m

Damit Berechtigung, Stichproben-Mittelwert m (4.1.2)
als Schatzwert fur m zu verwenden

m ist dabei Realisierung einer ZV,
des Schatzers S,/n fir m

e Zur Unterscheidung der verschiedenen Begriffe:
- wir wollen ermitteln erstes Moment (ZielgréR3e)

m
- wir kennen hoffnungsvollen Schéatzer fir m, die ZV

X,

(4.1.4a) m =

S|
= Qo=

Yi

- wir erhalten einzelne Realisierung der Schéatzvariablen
(Schéatzwert fur m) aus Stichprobenwerten zu

*

(4.1.4b) m =

S|
»—\&03

Yi

« Da Schéatzer 2V, naheliegende Frage
nach Charakteristika dieser (Schéatz-)ZV

- erstes Moment (Hinweis auf Zentrum der Verteilung):

E{"rfd =& Yih]

Simulation Simulationsergebnisse

belja2 4-10(5)

* Klarung Sachlage:

Da verschiedene (beliebig viele) Stichproben "ziehbar",
praktisch alle endlich mit (z.B.) Umfang n,

und jede Stichprobe "etwas anders",

werden Stichprobensummen (wieder Doppelindizierung)

a yi =12,
i
der diversen Stichproben j ebenfalls variieren.

Noch anders:
Da jede Position i der Stichprobe durch ZV 'Y, erfaf3t,
ist Summe

g
Sh=a i
i=1
ebenfalls ZV (mit eigener Verteilung)

Gesetz der groR3en Zahlen besagt:

- Verteilung von S,/n (ebenfalls ZV)
mit wachsendem n immer starker
um E[Y] konzentriert

- Wahrscheinlichkeit fir Realisierung von S, /n,
die mehr als irgendein e von E[Y] entfernt,
strebt mit wachsendem n gegen 0
(wobei e sogar beliebig klein wahlbar!)

* Festzuhalten:
Mittelwert Stichprobe (4.1.2)
- liefert nicht das gesuchte erste Moment
- variiert von Stichprobe zu Stichprobe
- isteine Realisierung der ZV S, /n

Simulation Simulationsergebnisse
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(Erinnerung: Erwartungswert ist linearer Operator,
"Rechenregeln” also z.B.
Ela-X +b.Z]=a.E[X] + b.-E[Z])
Damit weiter:
E[m] =1/n.SE[Y]
alle Y;j identisch wie Y verteilt:
= 1/n.SE[Y]
(4.15) EM] =m  (=EV])

Willkommenes Ergebnis!
Besagt,
daf auch bei endlichem Stichprobenumfang
n<¥, beliebig
Erwartungswert des Schatzers m Gibereinstimmt
mit zu schéatzender Grof3e m
daB also Verteilung von m als Zentrum Wert m aufweist
Schatzer mit dieser Eigenschaft hei3t erwartungstreu

Weitere erwartungstreue Schétzer (fur k-te Momente):

me==xq YK k=2,3,...

S|
= Qo5

Vorsicht:
"hoffnungsvoller" Schéatzer
ist nicht automatisch auch erwartungstreu
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Beispiel:
Fur Varianz von Y

s2=E[V-EY]R

scheint - analog (4.1.4a) fir den m-Schétzer -
als Schatzer angemessen:

~2 1 g 2
§3:= A (YEY)
1
und, da E[Y] unbekannt, dessen Schatzer m verwendbar:

én (Yi-"ffl)z
1

~2._1
ShH.=—
b7

Ist §,2 erwartungstreu?
ke a ~ 2
£33l Eﬁ A [vifn) }
1

mit (4.1.4a) und Linearitat E-Operator:

2 n n 2
~2 1 on 1 cp 1 o o
E[sb]:ﬁaE Yi-ﬁ>a Yj :—3>aE nYi-a Y;
i=1 [\ =1 n= =1 =1
Umformung Erwartungswertargument liefert:
a 3
n¥i-a Yj| = n{Yim)-a (Yrm)
=1 =1
» ’ o Iy \2
(=) = n2fYerm)"-20(Yrm)a (Yirm)+|a (Yj-m)
=1 =1 ,
Simulation Simulationsergebnisse
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Wir erhalten:
E[( )2] =n2s2-2ms2 +ns?

In Gesamtausdruck eingesetzt:

E[gkz)] = % ><n><n2>s2 - n>sz}
n
n-1 2

= —%

§b2 also nicht erwartungstreu,
aber asymptotisch erwartungstreu wegen

. ~2| _
nIgn¥ E[s b] =s
Aus §b2 jetzt leicht erwartungstreuer Schétzer §2 mittels
§2=n/(n-1).5,2
Ab jetzt erwartungstreuer Varianz-Schétzer verwendet:

2

(4.1.6)

Bisheriger Kenntnisstand:
(Ziel: aus unabhé&ngigen Stichproben einer
- als ZV modellierten -
variierenden Beobachtungsgrofle
Charakteristika der zugeordneten ZV Y ableiten)

Schatzer fur k-te Momente und fir Varianz

HeiRen: Punktschéatzer, da nur eine Realisierung ("Punkt")
der als ZV erkannten SchatzgréRen geliefert

Simulation Simulationsergebnisse
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Somit Summand i der Summe

g .. ]

=rE(Yem-2ngYimf]-2n <8 EYom){Yim]
+8 Aveme+4 & evom)(rom]

und mit Definition s2 und Identitét aller Y;-Verteilungen

E[(...)Z]:n2>32-2m>32-2m>é_ . +ns2+3 § ..

Gegeben zwei ZV X; und X, , heift Ausdruck
E[(X1-E[X1]) - (X-E[X3])]
Kovarianz von X; und X,.

Sind X4,X, unabhangig, verschwindet ihre Kovarianz.
(Denn:  Definition Unabhé&ngigkeit impliziert

E[X, - Xo] = E[X;]-E[X,]

und Aussage leicht nachrechenbar )
Vorsicht: Es gilt (umgekehrt) nicht, da

verschwindende Kovarianz b Unabhangigkeit

Summanden unter Summe und Doppelsumme (s.oben)
(mit dieser Definition:) Kovarianzen je verschiedener Y)Y,

Mit Voraussetzung "unabhangige Stichprobe" (wichtig!)
- verschwinden Summanden
- damit auch Summe + Doppelsumme
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Schétzer waren alle erwartungstreu
(ihre Verteilung weist richtiges Zentrum auf)

Konkret errechnete Schatzwerte, z.B. verschiedene m*,
variieren um dieses Zentrum

einzelner Schatzwert m* kann "unglucklicherweise"
weit vom Zentrum entfernt liegen

"Wie weit" zu beflrchten??
Sicher von "Breite" Verteilung der Schatz-ZV abhéangig

Breite zu ermitteln anhand geeigneter Indikatoren,
etwa anhand Varianz der Schatzer

Verfolgung interessantestes Charakteristikum:
Schétzer m fur Erwartungswert Beobachtungsgrée

Simulation Simulationsergebnisse
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Wie breit ist Verteilung %
~_VIm] =E[(M - E[M])?]

mit Erwartungstreue von m:

= E[ (M-m)?]

= E[(SYjn - m)?]

_ E[{% <8 (vem)} 2]

- {S e|(vem)*| 58 E[(Y““){Yr”h)]}

wegen verschwindender Kovarianz
(unabhéngige Stichprobe, schon wieder wesentlich!):

~ 1 o 2
V[ml] = Y, xai. E[ (Y, ml) ]
wegen Identitat der Y;-Verteilungen:

V-

mit (4.1.4):

[~

xn xs 2

NN

n
~ 1S VY]
(4.1.7) v[ml]-F (=—-)
Ergebnis entspricht Erwartungen :
Schwankungsbreite Schatzer m
(ausgedrickt durch dessen Varianz)
- steigt mit Schwankungsbreite beobachtete GroRe Y

- sinkt mit Stichprobenumfang n

Simulation Simulationsergebnisse
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Gestellte Frage (4.1.8) hat zwei Lesarten:

(@)  Wie groB ist Wahrscheinlichkeit,
daR m" aus Intervall (m-e,m+e) herausfallt?
(b)  Wie groR ist Wahrscheinlichkeit,
daR Intervall (m*-e,m"+€) wahres m nicht enthalt?

Da m unbekannt (aber m" bekannt), Lesart (b) hilfreicher.

Beantwortung Frage aber aus Lesart (a) gewinnbar;
offensichtliche Antwort:
Entsprechend Flache unter Dichtefunktion fimy
auRerhalb dieses Intervalls
(schraffierte Flache der Abb. 4.1.9)

Angenommen, diese Flache (oder obere Schranke a fir sie)
sei bekannt und damit (4.1.8) beantwortbar zu

(4.1.10) P[|m-m|3e]fa
eund a sicher wechselseitig abhangig
- bisher von e in Richtung zugehdriges a argumentiert

- Ublicherweise Frage umgekehrt und
von a aus zugehdriges e gesucht mit Argumentation:
Wenn ich mit (z.B.) Wahrscheinlichkeit 0.9  (a=0.1)
(fir 90% aller potentiell gezogenen Stichproben)
sicher sein will, da3
wahres m nicht mehr als e von errechnetem m” entfernt,
mit welchem eist dann zu rechnen?

- man nennt
m+eein (1-a).100%-Konfidenzintervall fiir m
(m-e,;m+€) einen Intervallschéatzer

Simulation Simulationsergebnisse
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Weiterhin Frage:

- wie weit ist berechneter Schatzwert m*
vom “"wahren" Erwartungswert m entfernt ?

- praziser: Wie ist Wahrscheinlichkeit (rel. Haufigkeit)
dal m um mehr als "tolerierbares” e von my entfernt ?
d.h.

(418) Pl[lm-m|®e]="

Dazu Prinzipskizze

Dichtefunktion firy(m)

Flache m = a

E[M] = m | (erwartungstreu)

[+ e e

m*  (errechneter Schatzwert)

Abbildung 4.1.9:  Prinzipskizze Dichtefunktion von m

und Konfidenzintervall m* + e

* m ist erwartungstreuer Schatzer,
Zentrum der m-Verteilung E[Mm]=m gesichert
. ”l* ist geman (4.1.4b) aus Stichprobe errechneter
Schatzwert fir my

Simulation Simulationsergebnisse
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Welche (e,a)-Paare gehdren zusammen?
Sehr allgemeine Antwort liefert
Tschebyscheff'sche Ungleichung
nach der fur beliebige ZV X mit (existierenden) E[X], V[X] gilt,
daf (fur beliebiges positives c)
(4.1.11) P[|X-E[X]| 3 c] £ V[X]/c?
Fir Erwartungswertschatzung daher, mit (4.1.6,4.1.7):

(4.1.12) P[|m-m]|2 e] £ V[Y)(n-€)

Hantieren mit Ungleichung recht einfach:
Beispiel 4.1.13:

Interessiere 90%-Konfidenzintervall fur m;
mit (4.1.10,4.1.12) also a=V[Y]/(n.€?)=0.1

Habe Stichprobe Umfang 10,
dann ist V[Y]/(10.€%)=0.1, d.h. e2=V[Y] bzw. e=s[Y]

Bei errechnetem m-Punktschétzwert m”
ist (m"-s,m"+s) gesuchtes Konfidenzintervall

Generell naturlich:

Intervallschatzer ungleich wertvoller als Punktschatzer

(angesichts Variabilitat Punktschatzer ist mit
Punktschéatzung allein nur wenig Information gewonnen!)
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Fur speziellen m-Intervallschatzer auf Basis Tschebyscheff
allerdings zwei (nicht ganz schdne) Erganzungen notig:

e (4.1.12) benutzt Varianz V[Y] der beobachteten GroéR3e
zur Schétzung des Konfidenzintervalls,
dies Charakteristikum der (Modell-)ZV Y aber unbekannt!
Man kdnnte versuchen,
statt V[Y]
zugehérigen Schatzer §2 (4.1.6) zu verwenden
Damit aber Voraussetzungen Tschebyscheff verletzt!

« Tschebyscheff liefert recht "breites" Konfidenzintervall.
Dies ist verstandlich, da
- ganz allgemein giltig,
- ohne jede Information tUber Verteilung Y bzw. m
anders: Bei Vorliegen solcher Informationen sollten
bessere ("schmalere™) Konfidenzintervalle ermittelbar sein

Zusammenfassend:

"pessimistischer" Charakter Tsch.-Konfidenzintervall
(wahre Konfidenzintervalle vermutlich deutlich kleiner)

gibt gewisse Berechtigung, mit Schatzer §2 fiir s2
"eingeschleppte" Ungenauigkeit kaschiert zu sehen

und, fur jetzt,

(4.1.12) mit substituiertem §2 als m-Intervallschatzer
zu tolerieren

SPATER MEHR !

Simulation Simulationsergebnisse Simulation

belja/2 4-23 beljal2

LEERSEITE

Simulation Simulationsergebnisse Simulation

LEERSEITE

LEERSEITE

Simulationsergebnisse

4-24

Simulationsergebnisse



