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2. Mathematische Leistungsmodelle

Erinnern wir uns: Wir betrachten eine gewisse Menge von Rechensystemen Problemfeld
(MASCHINEN) sowie eine gewisse Menge von Rechenlasten (LASTEN), die von

diesen Rechensystemen bearbeitet werden kénnen. Wir einigen uns ferner dar-

auf, wie wir die "Glite der Bearbeitung einer Last durch ein System" bewerten

wollen, und legen gewisse (dieser Absicht angepafite) Leistungsmafle samt einer
zugeordneten Menge von Leistungswerten (L-WERTE) fest. Unser Ziel ist es,

den Zusammenhang zwischen den verschiedenen (Maschine, Last)-Paaren und

den jeweils zugehorigen Leistungswerten zu ermitteln. Wir hatten diesen Zu-
sammenhang gekennzeichnet durch die "Leistungsfunktion”

L: MASCHINEN x LASTEN —> L-WERTE

deren genaue Kenntnis uns die Beantwortung aller im Leistungsbereich relevan-
ten Fragen ermoglichen wiirde.

Wir haben erwéhnt, da8 wir mittels Objektexperimenten die Funktion L punkt-  Objekt-
weise abtasten konnten. Zu diesem Zweck miifiten wir interessierende Rechen- experimente
systeme (bzw. Rechensystem-Versionen) jeweils einzeln de facto installieren/im-
plementieren, sie mit interessierenden Lasten (bzw. Last-Versionen) jeweils ein-

zeln de facto beschicken, den Vorgang der Bearbeitung einer Last durch ein Sy-

stem mittels geeigneter Meflinstrumente jeweils einzeln beobachten und schlief3-

lich aus den Beobachtungen den gemif3 gewdhlter Leistungsmafle jedem (Sy-

stem, Last)-Paar zugeordneten Leistungswert jeweils einzeln errechnen. Die Lei-
stungsbewertung von RS mittels Objektexperimenten ist ganz offensichtlich eine

sehr aufwendige Technik. Sie besitzt dariiber hinaus den zusétzlichen Nachteil,

daf sie wihrend Entwurfsphasen prinzipiell nicht einsetzbar ist (Entwurf bedeu-

tet ja, daB8 das Objekt noch nicht existiert). Wir besinnen uns daher auf die in

Kap. 1 bereits skizzierte, hoffnungsvolle Alternative: Anstatt ein Objekt-System

direkt zu beobachten, versuchen wir, ein Ersatz-System zu schaffen, das einer-

seits dem zu untersuchenden Objekt in den wesentlichen Eigenschaften "stark

dhnelt", andererseits aber "leichter manipulierbar" ist als das Objekt selbst. Jedes

derartige Ersatzsystem hatten wir "Modell" getauft; uns geht es speziell um Mo-  Modelle
delle, die in der Lage sind, unsere Leistungsfunktion (s. oben) in konkreten Fél-

len anstelle der Objektwelt und in hinreichender Ahnlichkeit zu ihr zu reprasen-

tieren. Solche Modelle nennen wir "Leistungsmodelle".

Wir wollen uns in dieser Vorlesung ausschliellich mit mathematischen Model-  mathematische
len befassen. Bei diesem Modelltyp geht es darum, aus Angaben tiber Struktur Modelle
und Parameterwerte von System und Last, (zugehorige) Leistungswerte mittels
mathematischer Techniken zu "errechnen", bzw. einen mathematischen Zusam-
menhang der diversen involvierten Groflen zu beschreiben. Als Idealziel eines

solchen Unterfangens wéren zweifellos geschlossene Formeln anzusehen, die ein

leichtes Hantieren in einer Art erlauben, wie sie etwa bei dem bekannten mathe-
matischen Modell des freien Falls s = g/2:t> vorliegt. Wir werden dieses Ziel

nicht in dieser idealen Form und auch nicht fiir alle denkbaren Problemfille er-

reichen. Wir werden aber fiir eine praktisch relevante Klasse von Problemen im-

plizite mathematische Zusammenhinge zwischen Maschinenparametern, Last-
parametern und Leistungswerten ableiten, die es (im Rahmen dieser Problem-

klasse) erlauben, Leistungswerte auf mathematischem Wege zu ermitteln.
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Dazu werden wir im vorliegenden Kapitel (als Lernziel)

e eine strukturierte Vorstellungswelt fiir mathematische Leistungsmodelle, die
sog. Verkehrsnetze, kennenlernen sowie die Féihigkeit erwerben, Probleme der
realen Welt in diese Modelwelt zu iibersetzen bzw. zu erkennen, wo eine sol-
che Ubertragung scheitert;

* in einer ersten quantitativen Interpretation der Verkehrsnetze eine auf der
Vorstellung von Messungen aufbauende Analysetechnik, die sog. Betriebsana-
lyse, betrachten; wir werden dabei eine Reihe, auch fiir zukiinftige Uberlegun—
gen wesentlicher, Grof8en und Begriffe definieren (so: Ankunfts- und Abgangs-
rate; Bedienbedarf, Bediengeschwindigkeit und Bedienzeit; arbeitserhaltende
Station; Ubergangsrate und Ubergangshaufigkeit; Auslastung und Flaschen-
hals) und mit ihnen umzugehen lernen; wir werden erkennen, dafl diverse
MeBgroBen formelmiBig zusammenhidngen und werden diese Zusammenhén-
ge (konkret: Auslastungsgesetz, VerkehrsfluBSgleichgewicht, Flaschenhals beim
offenen und geschlossenen Modell) einzusetzen lernen;

¢ in einer weiteren, stochastischen Interpretation der Verkehrsnetze diese soweit
konkretisieren, dafd sie als Generatoren stochastischer Betriebsablidufe erkenn-
bar sind; wir werden verstehen lernen, dafl die mathematische Modellklasse
"stochastischer Prozef" zur Analyse der Zusammenhinge zwischen den Eigen-
schaften eines stochastischen Verkehrsnetzes einerseits und den Merkmalen
der Menge generierbarer Betriebsabldufe andererseits geeignet ist; wir werden
lernen, mit dem Begriff "Zustand" umzugehen und daraus einen prinzipiellen
Plan fiir die (in den folgenden Kapiteln vorzunehmende) effektive Analyse
stochastischer Verkehrsnetze ableiten.

In der Literatur st68t man hdufig auf den Begriff "analytische Modelle". Dabei
sind meist die im letzten Absatz skizzierten mathematischen Modelle auf der Ba-
sis stochastischer Verkehrsnetze gemeint.

Mathematische Leistungsmodelle Warteschlangennetze
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2.1 Modellbildung: Verkehrsnetze

Vielen gebrauchlichen Leistungsmodellen des mathematischen Typs liegt eine
Abstraktion struktureller Natur zugrunde, nach der ein Rechensystem in der
Form eines Verkehrsnetzes dargestellt und untersucht wird. Ein Verkehrsnetz
besteht (in der hier verwendeten Terminologie) aus zwei Komponenten, der
"Maschine" und der "Last". Die Maschine wird dabei durch einen (zeitlich festen)
gerichteten Graphen représentiert, die Last durch eine (oft zeitlich variierende)
Menge von Prozessen.

Werden wir konkreter: Die Maschine besteht aus einer Menge von "Betriebsmit-
teln" (auch: "Ressourcen", "Funktionseinheiten", "Stationen") sowie einer Menge
von "Ubergangsmdoglichkeiten" (auch: "Verbindungen", "Wegen") zwischen ge-
wissen Paaren dieser Betriebsmittel. In graphischer Darstellung erhalten wir so-
mit den erwihnten Graphen, ein Netz aus Stationen:

Umgebung Maschine

\

Station_i

.V -
"\

Station_j

e

Abbildung 2.1.1: Maschine eines Verkehrsnetzes

Die obige schematische Darstellung gibt exemplarisch nur zwei Betriebsmittel
wieder (genannt "Station_i" und "Station_j") - es konnten natiirlich mehr sein;
auch ist exemplarisch nur eine Ubergangsmdglichkeit (zwischen Station_i und
Station_j) eingezeichnet - es konnten nattirlich mehr sein, so z.B. von Station_i
nach anderen Betriebsmitteln, von anderen Betriebsmitteln nach Station_j, u.s.w.
Des weiteren unterscheidet die Darstellung explizit zwischen der Maschine und
ihrer Umgebung (dem "Rest der Welt") und weist Ubergangsmdoglichkeiten aus
der Umgebung in die Maschine (zu gewissen Betriebsmitteln) und aus der Ma-
schine (von gewissen Betriebsmitteln) in die Umgebung aus.

Die zweite Komponente, die Last, besteht aus einer Menge von "Prozessen” (je
nach Auffassung auch: "Lasteinheiten", "Auftragen", "Tasks", "Jobs", "Kunden").
Jeden Prozef stelle man sich zunéchst statisch vor als eine zusammengehdrige
Menge von Betriebsmittelanforderungen (Einzelanforderungen an einzelne Be-
triebsmittel der Maschine) und eine Reihenfolgevorschrift, die eine zeitliche
(u.U. nur partielle) Ordnung tiber den Betriebsmittelanforderungen festlegt. Wir
werden zur Erhchung der Verstindlichkeit die Begriffe Betriebsmittelanforde-
rung und Reihenfolgevorschrift spéter detaillierter diskutieren. Zunéichst aber:
Wir haben in dieser statischen Charakterisierung eines Prozesses eine Verhal-
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tensvorschrift vor uns, die wir "Prozefimuster" nennen wollen. Fin Prozef3 im
dynamischen Sinne entsteht, wenn die Maschine dieses Prozefmuster als Ar-
beitsauftrag versteht, dem sie Schritt fiir Schritt nachkommt, indem sie Betriebs-
mittelanforderung nach Betriebsmittelanforderung in der vom Prozeimuster ge-
forderten Abfolge erfiillt. Bleibt zu kldren, wie Prozesse (in unserer Modellwelt)
entstehen, wofiir wir zwei unterschiedliche Fille vorsehen:

e Im einen Fall generiert eine nicht nidher betrachtete Umgebung den Prozef
und tbergibt ihn der Maschine, von welchem Zeitpunkt ab er existiert; wir
konnen uns z.B. den "Benutzer" vorstellen, der sein Programm irgendwie "star-
tet"; in diesem Fall ist es auch sinnvoll, anzunehmen, dal der Prozef3 irgend-
wann (nach vollstandiger Abarbeitung) wieder terminiert; wir nennen einen
solchen Prozef "temporar" und ein System/Modell, das nur temporére Prozes-
se vorsieht, ein "offenes".

¢ Im anderen Fall wird der Prozefs weder generiert noch terminiert; er existiert
"dauernd" (und mufl daher in seiner Anforderungsreihenfolge wohl irgendwie
zyklisch sein); wir nennen einen solchen Prozef "permanent” und ein System/
Modell, das nur permanente Prozesse vorsieht, ein "geschlossenes". Diese (auf
den ersten Blick sicher wirklichkeitsfremd anmutende) Vorstellung permanen-
ter Prozesse wird sich schnell als duflerst hilfreiche Fiktion erweisen.

Testfrage 2.1.2: Warum ist es i.allg. sinnvoll, anzunehmen, daf8 ein explizit gene-
rierter ("der Maschine tibergebener") Prozef8 auch wieder terminiert?

Schieben wir hier einige veranschaulichende Uberlegungen ein. Die skizzierte
Vorstellung von Verkehrsnetzen wird héufig ohne detailliertere Erklarung in
Vorlesungen und Biichern tiber Rechnerarchitektur, Betriebssysteme u.d. einge-
setzt. Wir greifen willkiirlich zwei typische Beispiele heraus.

Beispiel 2.1.3: Haufig stot man auf folgendes Verkehrsnetz als simples Modell
eines Teilnehmerrechensystems. Dabei wird die Maschine (in unserer jetzigen
Terminologie) durch einen Graphen reprasentiert:

—== terminal_1 [—*=

—®= terminal_2 —®&r——#= rechner [——==

—e= terminal_n ==

Wir haben es hier mit n+1 Stationen zu tun: Den Endgerdten "terminal_1" bis
"terminal_n" und dem eigentlichen "rechner". Als Wege sind vorgesehen die
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Ubergangsmoglichkeiten von terminal_i nach rechner und von rechner nach ter-
minal_i, (i=1,2,...,n). Das Modell hat keine Ein/Ausgidnge von/nach irgendeiner
Umgebunyg, ist also geschlossen.

Von der Last besteht ungefihr folgende Vorstellung: In jeder Station terminal_i
(i=1,2,..,n) wird eine Weile nachgedacht (und dabei wohl ein Auftrag vorberei-
tet), dann wird ein Auftrag an die Station rechner gesandt (die diesen dann wohl
bearbeitet), dann wird wieder nachgedacht, dann bearbeitet u.s.w. Diese verbal
geschilderten VerhaltensregelmiBigkeiten sind in unserem Sinne "Prozefimu-
ster”. Uber eine formalere Notation fiir ProzeSmuster haben wir uns noch keine
Gedanken gemacht; naheliegend und einleuchtend sind folgende Formulierun-
gen,

e eine graphische Notation:

‘- {

terminal_1: terminal_n:

denke denke
rechner: rechner:
bearbeite bearbeite

L L

e eine sprachliche Notation:

LOOP LOOP
terminal_1.denke; terminal_n.denke;
rechner.bearbeite ... rechner.bearbeite

ENDLOOP ENDLOOP

beide das Wesentliche ausdriickend: In fortwdhrender Wiederholung wird von
einem terminal_i eine "denke"-Tétigkeit verlangt, anschlieSend von rechner eine
"bearbeite"-Tatigkeit u.s.w. Wir haben es insgesamt mit n Prozefmustern zu tun
(jedes ist den Vorgidngen bzgl. genau einer Station_i zugeordnet); um die Be-
schreibung zu komplettieren, kénnen wir sinnvollerweise (an jedem Terminal
sitzt wohl nur ein Benutzer) festlegen, daf8 es zu jedem ProzeSmuster genau ei-
nen Prozef gibt. Alle Prozesse sind permanent (wir machen uns ganz einfach
keinerlei Gedanken dariiber, wie der Betrieb beginnt oder endet), wie auch die
ProzefSmuster ausweisen.

Beispiel 2.1.4: Betrachten wir folgendes Verkehrsnetz als simples Modell eines
Zentralprozessors. Als Maschine diene der umseitig slizzierte Graph. Zwei Stati-
onen also: "leitwerk" und "rechenwerk"; dazu die Wege von Umgebung nach
leitwerk, von leitwerk nach rechenwerk und Umgebung, von rechenwerk nach
Umgebung. Das Modell hat Ein- und Ausgang, ist also offen.
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Umgebung| Maschine

e

leitwerk > rechenwerk

Y
Y

\
\
\

Die Last unterliegt folgender Vorstellung: Auftrdge betreten das Netz, leitwerk
mufl zunédchst fiir jeden Auftrag titig werden, danach ist entweder die Bearbei-
tung bereits abgeschlossen (im Falle eines "Leitwerksbefehls") oder rechenwerk
mufB tatig werden (falls kein reiner Leitwerksbefehl vorliegt). Die Entscheidung
Leitwerksbefehl bzw. kein Leitwerksbefehl erfolgt (im Modell!) zuféllig, mit
Wabhrscheinlichkeiten 1-r bzw.r. Dabei machen wir uns im jetzigen Kontext tiber
die Darstellung des "Wiirfelns" Leitwerksbefehl/kein Leitwerksbefehl keine Ge-
danken. Als Prozemuster erhalten wir:

Graphisch: ‘ Sprachlich:
leitwerk.bearbeite;
leitwerk: IF "kein Leitwerksbefehl"

bearbeite THEN rechenwerk.bearbeite

'

Leitwerksbefehl?

neir l ja

rechenwerk:
bearbeite

‘_7

Wir haben es mit genau einem Prozefmuster zu tun, dem jeder generierte Pro-
zeB folgt; es kann (im Lauf der Zeit) beliebig viele solche Prozesse geben, alle
sind tempordr. Um die Beschreibung zu komplettieren, miiften wir festlegen,
wann die diversen einzelnen Prozesse generiert werden sollen (in der Termino-
logie des Beispiels: wann die einzelnen Befehle dem Zentralprozessor zur Aus-
fithrung tibergeben werden). Bevor wir uns in der Erfindung eines diesbeziigli-
chen "Generator-Prozesses" verlieren (im allg. ist ein solcher sicher vonnéten
und konnte im einfachsten Fall auf einer Tafel mit Generierungszeitpunkten ba-
sieren), sollten wir beachten, dafl beliebig festgelegte Prozef3-Generierungszeit-
punkte dem aktuellen Beispiel nicht gerecht werden: Der Zentralprozessor bear-
beitet ja ein Programm, das im Normalfalle sofort nach Abarbeitung eines Be-
fehls einen nichsten zur Abarbeitung bereithilt. Wenn wir den Fall keines ver-
fligbaren Programs ganz einfach ignorieren, diirfte folgendes Verkehrsnetz die
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Sachlage besser treffen:

Maschine:

leitwerk rechenwerk

Bemerke: Das Modell ist geschlossen

Last (Prozefimuster):

LOOP
leitwerk.bearbeite

IF "kein Leitwerksbefehl"
leitwerk: THEN rechenwerk.bearbeite
bearbeite ENDLOOP

|

Leitwerksbefehl|?

neinJ jia

rechenwerk:
bearbeite

L

Last (Prozesse):

Es gibt genau einen permanenten Prozefl zu obigem ProzefSmuster, der ein gan-
zes Programm, mehr noch: eine Folge von Programmen, préziser: die Auftrige
einer Folge von Programmen an einen Zentralprozessor, reprasentiert.

Kehren wir nach diesen Beispielen zur Hauptlinie zuriick, fiir die eine detaillier-
tere Diskussion der Begriffe Betriebsmittelanforderung und Reihenfolgevor-
schrift noch ausstand.

Zu den Betriebsmittelanforderungen:

Ohne dies explizit zu erwdhnen, hatten wir in den Beispielen Anforderungen an
die Stationen (Betriebsmittel) gestellt, die funktionaler Natur waren. So sollte in
Bsp. 2.1.3 "terminal_i" die Téatigkeit "denke", "rechner" die Téatigkeit "bearbeite"
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vollziehen u.s.w. Etwas konkreter ausgedriickt war unsere implizite Vorstellung,
daf3

e Stationen gewisse benannte "Dienste" zu erbringen fdhig waren,
* Prozesse die Erbringung dieser Dienste von den Stationen fordern konnten.

Diese Darstellung erinnert Sie sicher (und soll dies auch tun) an Wissensberei-
che, die Thnen von anderen Vorlesungen her geldufig sind, wie z.B. "Abstrakte
Datentypen" oder "Objekt-orientierte Programmierung”. Im Unterschied zu die-
sen Bereichen sind wir aber hier (ich erinnere an Kap. 1)

e an den informationsorientierten Wirkungen der Erbringung von Diensten (also
den Resultaten von Berechnungen oder den Verdnderungen von Speicherin-
halten) wenig interessiert;

* an den physikalischen Wirkungen der Erbringung von Diensten (also der Dau-
er der Beanspruchung von Prozessoren oder des Umfangs der Beanspruchung
von Speichern) stark interessiert.

Es ist daher fiir Leistungsmodelle (insbesondere auch fiir die hier betrachteten
Verkehrsnetze) bequemer und allgemein gebréduchlich, Betriebsmittelanspriiche
nicht funktional, sondern in physikalischen Begriffen (Zeit und Raum) anzuge-
ben.

So etwa in Bsp. 2.1.3
nicht: terminal_i.denke
sondern: terminal_i."widme mir (z.B.) 20 sec"

Oder fiir eine CPU
nicht: CPU.bearbeite
sondern: CPU."widme mir (z.B.) 1 usec"

Der Usus, die Anforderungen an Betriebsmittel direkt durch deren physikalische
Beanspruchung auszudriicken, bringt allerdings auch Nachteile mit sich. Der
wohl gravierendste besteht in der Tatsache, dafd eine Angabe der physikalischen
Beanspruchung eines Betriebsmittels nur mdglich ist, wenn Interna der Bearbei-
tung im Betriebsmittel (und damit in der modellierenden Station) bekannt sind.
Um dies wieder am Beispiel klarzumachen: Die Ubersetzung (s. Bsp. 2.1.3)

von: rechner.bearbeite
nach: rechner."widme mir ??"

ist angesichts der anzunehmenden internen Komplexitit von "rechner" nicht oh-
ne weiteres moglich; zumindest nicht ohne Interna von "rechner” zu kennen; und
auch dann voraussichtlich nicht als simple eindimensionale Grofe (wie sich das
etwa bei "Terminals" und "CPUs" anbietet).

Als Folge dieser Beobachtung sehen wir uns genétigt, in unseren Verkehrsnetzen
die Modellkomponente "Station" nicht als Abbild eines beliebig komplexen "Sub-
systems" der realen Welt zu verwenden; vielmehr sehen wir Stationen nur als
Représentanten relativ einfacher Subsysteme, wobei "relativ einfach" dadurch
definiert sei, dafl wir berechtigt sind (oder uns berechtigt fiihlen), in etwa folgen-
de interne Struktur einer Station zu postulieren

Warteschlangennetze
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Abbildung 2.1.5: Struktur einer Bedienstation

Ankommende Kunden (Ankiinfte) betreten die Station mit einem Bedien-
wunsch, der eine (eindimensionale) physikalische Beanspruchung des Bedieners
ausdriickt. Die Bedienstation widmet sich diesem Bedienwunsch nach eigenen
internen Regeln: Sie kann den Kunden z.B. warten lassen, seine Bedienung un-
terbrechen u.d. mehr. Schliellich, nach Abarbeitung seines Bedienwunsches,
wird der Kunde entlassen (Abgange). Bei den Stationen und den fiir sie mogli-
chen Bedienwiinschen unterscheidet man zwei wesensverschiedene Arten:

e die "aktive" Bedienstation, die die zeitliche Belegung eines "Prozessors" ver-
waltet und mit Bedienwiinschen der Dimension "Zeiteinheit" konfrontiert
wird; Beispiele sind Stationen, die eine Zentraleinheit, einen Kanal, eine Uber-
tragungsleitung u.a. reprasentieren;

e die "passive" Bedienstation, die die rdumliche Belegung eines "Speichers" ver-
waltet und mit Bedienwiinschen der Dimension "Raumeinheit" konfrontiert
wird; Beispiele sind Stationen, die einen Arbeitsspeicher, einen Pufferbereich
u.d. reprasentieren.

Wir werden allerdings die Berticksichtigung rdaumlicher Bedienwiinsche in ma-
thematischen Modellen bald wieder fallenlassen miissen (leider!).

Zu den Reihenfolgevorschriften:

Wir hatten akzeptiert, da8 zwischen den einzelnen Betriebsmittelanforderungen
eines Last-Prozesses Reihenfolgevorschriften bestehen koénnen etwa der Art:
"Erst muf3 Tatigkeit a abgeschlossen sein, dann kann Tatigkeit b begonnen wer-
den". Wir hatten in den Beispielen 2.1.3 und 2.1.4 bei den versuchsweisen Notati-
onen fiir Prozefmuster solche Reihenfolgevorschriften auch bereits freiziigig
ausgedriickt (s. dort). Auch tritt Thnen die Notwendigkeit, Reihenfolgen zwi-
schen einzelnen Arbeitsschritten eines Prozesses zu berticksichtigen, nicht zum
ersten Mal entgegen. So werden im Bereich Betriebssysteme u.a. Prazedenzgra-
phen zur Festlegung der Ordnung tiber Teilschritten nicht-zyklischer Prozesse
eingesetzt. Ich erwdhne dies deshalb, weil bei diesen Prazedenzgraphen beson-
ders deutlich wird, daf8 die Ordnung i.allg. nicht total, sondern nur partiell ist.
Ein Lastprozefl konnte durchaus (von sich aus) zwischen gewissen seiner Teil-
schritte keine strikte Reihenfolge vorsehen:
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Abbildung 2.1.6: Pridzedenzgraph mit partieller Ordnung

Das einfache Beispiel der Abb. 2.1.6 driickt aus: a muf vor b und c erledigt wer-
den, d nach b und ¢, implizit damit auch d nach a; andererseits ist zwischen b
und c keine Reihenfolge festgelegt: b konnte (vom Prozef aus gesehen) vor oder
nach ¢ "drankommen"; b und ¢ kénnten auch gleichzeitig "laufen" oder irgend-
wie "zeitlich tiberlappend" u.s.f.

Die erst in spateren Kapiteln deutlich werdende Schwierigkeit der analytischen
Behandlung von Leistungsmodellen bringt es mit sich, daff wir den Fall der
gleichzeitigen Belegung mehrerer Betriebsmittel durch einen Prozef8 nicht in vol-
ler Allgemeinheit berticksichtigen konnen. Wir bescheiden uns daher schon jetzt
und fordern fiir die Reihenfolgevorschriften eine totale Ordnung - wodurch aus
den Lastprozessen sequentielle Prozesse werden, aus den Prozefimustern so et-
was wie sequentielle Programme. Nattirlich reduziert das unsere Moglichkeiten,
die Realitdt addquat zu modellieren: Die schmerzlichste Folgerung ist die, daf3
wir die passiven Bedienstationen wieder vergessen miissen: "Speicherplatz" wird
nahezu immer gleichzeitig mit "Prozessorzeit" bendtigt - gleichzeitige Belegung
von Betriebsmitteln wollten wir aber ausschlielen.

Fassen wir zusammen: Strukturell gesehen, stellen Verkehrsnetze eine geeignete
Modellklasse zur Beschreibung von Leistungsmodellen dar. Ein Verkehrsnetz
setzt sich zusammen aus einer Maschine und einer Last. Die Maschine besteht
aus einer Menge von Stationen samt Ubergangsmdoglichkeiten zwischen den Sta-
tionen, wobei die Stationen typmégig bis auf weiteres auf den Bereich der akti-
ven Bedienstationen beschrinkt sind. Die Last wird beschrieben durch eine Men-
ge von Prozefmustern sowie Regeln, welche die Generierung bzw. Zahl von
Prozessen beziiglich einzelner Prozefmuster festlegen. Jedes ProzeSmuster no-
tiert alle Bedienwtiinsche zugehoriger Prozesse und ihre Reihenfolge, wobei bis
auf weiteres die Bedienwtinsche als zeitliche Beanspruchung jeweils eines Bedie-
ners (einer Station) angegeben werden und die Bedienwiinsche streng sequen-
tiell aufeinanderfolgen. Der Verkehr im Netz (als Abbild des Betriebs des Re-
chensystems) entsteht durch die Bewdltigung der Bedienwiinsche aller Lastpro-
zesse seitens der Stationen der Maschine, wobei dank vorgegebener Restriktio-
nen jeder Lastprozef3 dynamisch als "Kunde" gesehen werden kann, der von Sta-
tion zu Station wandert (insbesondere zu jedem Zeitpunkt in genau einer Station
verweilt).

Warteschlangennetze



be/90/1(2)

2.2 Betriebsanalyse (Operational Analysis)

Das Konzept der Betriebsanalyse (oft auch als "operationale Analyse" ins Deut-
sche tibersetzt) ist in einer Reihe von Arbeiten eingefiihrt und angewendet wor-
den (guter Ubersichtsartikel: DeBu78; wichtige Erweiterung: Rood79, durchgén-
gige Verwendung im Lehrbuch LZGS84). Obzwar im allgemeinen nicht zu den
analytischen Modellen gerechnet, verwenden die Modelle der Betriebsanalyse
unzweifelhaft eine Technik, die auf mathematischem Weg Zusammenhénge zwi-
schen Kenngrolen von Maschine, Last und Leistung aufdeckt: Die Betriebsana-
lyse z&hlt daher in unserem Sinne zu den mathematischen Modellierungstechni-
ken. Vor allem aber ist die Betriebsanalyse eine Technik, die den Vorgang der
Modellbildung im Bereich analytischer Leistungsmodelle auf sehr leicht fafbare
Weise unterstiitzt.

Es zdhlt zu den Prinzipien der Betriebsanalyse, daf8 alle verwendeten Gréfien
wihrend des Betriebs eines Rechensystems mefibar sind (bzw. aus solchen mef3-
baren Groflen mittels klar definierter Formeln errechnet werden konnen) sowie
da sdmtliche einflieBenden Annahmen wéhrend des Betriebs eines Rechensy-
stems mittels Messungen tiberpriift werden konnen (daher auch der Name der
Technik: "Betriebs"-Analyse, "operational" analysis). Um evtl. Miflverstandnissen
von vornherein vorzubeugen: Wir setzen nicht voraus, daf8 alle verwendeten
GroBen tatsdchlich wahrend des Realbetriebs gemessen werden - sie sollten nur
"im Prinzip" mefsbar sein.

Zur Definition der MeSpunkte bemiihen wir die vorgestellte Maschinenstruktur
nach Abb. 2.1.1, sehen das Rechensystem also von vornherein als Verkehrsnetz.
Die Mefspunkte liegen jeweils an Stations-Eingangen und -Ausgingen, so dafs
wir den Verkehr der Kunden in die Stationen hinein und aus den Stationen her-
aus beobachten konnen. Nicht unmittelbar beobachtbar sind damit natiirlich die
Prozefimuster (die "treibende Kraft" des Betriebs).

Konzentrieren wir uns zunéchst auf eine beliebige einzelne Station des Verkehrs-
netzes:

Beobachtungspunkte

Ankunfte . Abgange
Station

Abbildung 2.2.1: Einzelstation
Wir halten folgende (im Prinzip sicher mefbaren) Grofen fest:

Definition 2.2.2: Basisgrofsen
T  Gesamtdauer der Beobachtung (Lange Beobachtungsintervall)
sowie die wihrend des Beobachtungsintervalls beobachteten
A Zahl der Kundenankiinfte ("arrivals")
C  Zahl der Kundenabginge ("completions")
B Belegtzeit der Station ("busy time"),
definiert als Gesamtzeit (Summe aller Zeitintervalle) mit mindestens
einem Kunden an der Station
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Als Anmerkung: Zur Messung von B ist es erforderlich, zu jedem Zeitpunkt den
Belegungszustand der Station zu kennen ("wieviele Kunden sind drin?") - zu-
mindest zu erkennen, ob tiberhaupt ein Kunde anwesend ist. Der Belegungszu-
stand 148t sich aber bei Kenntnis des Anfangszustands (zu Beginn der Beobach-
tung, z.B. "leer") aus der Zahl der Ankiinfte und Abgange "von auflen" ermitteln.

Aus den Mef3grofien lassen sich leicht folgende Grofien ableiten:

Definition 2.2.3: Abgeleitete Grofien

a =A/T
c =C/T
b :=B/T
B :=B/C

Fiir die rein formal abgeleiteten GroSen der Def. 2.2.3 haben sich bestimmte Be-
nennungen eingebiirgert. Diese legen allerdings Interpretationen nahe, die nicht
in allen Fillen korrekt sind und deshalb genau diskutiert werden sollen. Zu-
nédchst spielt bei allen Benennungen die Vorstellung einer relativ grofSen Beob-
achtungszeit T und einer gewissen statistischen Regelmégigkeit eine Rolle. Unter
diesen Voraussetzungen sind die Benennungen

a (=A/T) "Ankunftsrate"

¢ (=C/T) "Abgangsrate"

b (=B/T) "Belegungsgrad", "Belegungsanteil"
einleuchtend und hilfreich.

Testfrage 2.2.4: Inwiefern sind die Vorstellungen einer "relativ grofien Beobach-
tungszeit" und einer "gewissen statistischen Regelmafigkeit" wesentlich fiir die
Angemessenheit der Benennungen Ankunfts-, Abgangs-"Rate"?

Wesentlich vorsichtiger zu genieflen ist dagegen die Benennung
B (=B/C) "mittlere Bedienzeit"

Erinnern wir uns an unsere prinzipiellen Annahmen tiber Verkehrsnetze: Kun-
den betreten eine Station mit einem Bedienwunsch, dessen Grofie wir durch die
Dauer der (bevorstehenden) Beanspruchung des Bedieners angeben wollten.
Uber eine gewisse Menge von Kunden (mit in der Regel unterschiedlichen Be-
dienwtinschen) gemittelt, konnten wir einen mittleren Bedienwunsch errechnen,
der nach unserer Konvention der mittleren zeitlichen Beanspruchung des Bedie-
ners pro Kunde entspricht. Nun sind uns in der Betriebsanalyse (aufgrund der
festgelegten MeBtechnik) die Bedienwiinsche der Kunden nicht direkt zugéng-
lich, so daf8 wir versucht sein werden, Kenngréen fiir Bedienwiinsche (z.B. de-
ren Mittel) aus den (gemessenen) Basisgrofien zu ermitteln. Die Schlufolgerung
aber

Mittlerer Bedienwunsch pro Kunde

= mittlere zeitliche Beanspruchung des Bedieners pro Kunde
(aufgrund der Konvention der Angabe)
"mittlere Bedienzeit"
_(auch diese Definition wére sinnvoll - und wird auch benutzt!)

=B
ist nur unter zusitzlichen Annahmen tiber die Funktionsweise der Bedienstation
korrekt (und deckt damit die Gefdhrlichkeit der in zweifachem Sinne gebrauch-
ten Benennung "mittlere Bedienzeit" auf).

Gehen wir dieser Frage etwas weiter nach. Habe unsere aktive Bedienstation die
einfache Struktur der Abb. 2.1.5. Wie "bedient" die Station die ankommenden
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Kunden? Nehmen wir zunichst an, die Station sei bei Eintreffen eines Kunden
unbeschiftigt (englisch: "idle") und habe auch gentigend Zeit, seine Bedienung
vor Eintreffen des nachsten Kunden zu beenden. Wir lockern unsere Konvention
der Angabe von Bedienwiinschen etwas, indem wir akzeptieren, daf8 der Bedien-
wunsch des Ankémmlings zundchst in irgendwelchen eindimensionalen "Ar-
beitseinheiten" (AE) angegeben wird (Zahl auszufiihrender Instruktionen, Lange
zu Ubertragender Nachricht 0.4.), wobei der konkrete Bedienwunsch des be-
trachteten Neuankémmlings die Grofe W habe. Der Bediener in der Station
wende sich unmittelbar der Bedienung des Neuankémmlings zu und fiihre diese
ohne Unterbrechung zu Ende. Er benétigt dazu ("aktive" Station!) eine gewisse
Zeit S (die "Bedienzeit"), die bei sinnvoller Wahl der Mafleinheit AE monoton
wachsend mit W zusammenhingt. Wir lassen ausschlieSlich eine direkte Propor-
tionalitiat zwischen W und S zu, in Zeichen

(2.2.5) S=W/r

so daf r auch als "Bearbeitungsgeschwindigkeit" interpretiert werden kann: Die
Station schafft r AE je ZE (Zeiteinheit). Der einfachste Fall ist offensichtlich r=1;
kein spezieller Sonderfall, sondern in unserem Belieben, wenn wir uns entschlie-
Ben, Bedienwiinsche in Bezug auf die speziellen Stationsfihigkeiten zu messen:
"Der Bedienwunsch entspricht einer Bedienzeit von S Zeiteinheiten" bezeichnet
genau unsere Konvention, Bedienwiinsche durch Beanspruchungen des Bedie-
ners zu kennzeichnen.

Wie bedient die Station in komplizierteren Fillen? Stellen wir uns die Organisati-
on des Betriebs innerhalb der Station geregelt vor durch eine "Bediendisziplin".
Diese hilt einen Teil der anwesenden Kunden im Warteraum (wo sie einfach
warten, also nicht bedient werden), den Rest der anwesenden Kunden in der Be-
dieneinrichtung (wo sie alle gleichzeitig einen Fortschritt in ihrer Bedienung er-
fahren). Der einfachste, leicht vorstellbare Fall ist offensichtlich die Bedienung
genau eines Kunden zu jedem Zeitpunkt (wenn die Station nicht "leer" ist); ande-
re Fille werden wir als bequeme Modell-Fiktionen spiter kennenlernen. Neh-
men wir nun zusitzlich an, die Bearbeitungsgeschwindigkeit des Bedieners sei
konstant gleich r, gleichgiiltig wieviele Kunden in der Station weilen (in diesem
Kontext verwendet man gerne auch die Bezeichnung "Arbeitskapazitit" statt
"Bearbeitungsgeschwindigkeit”) und diese Arbeitskapazitit komme voll den
anwesenden Kunden zugute (der Bediener legt also insbesondere keine "Pausen”
ein, wenn Arbeit vorhanden ist und er hat auch keine sonstigen "Verwaltungsta-
tigkeiten", englisch: "overhead activities", zu leisten). Abb. 2.2.6 stellt einen mog-
lichen Verlauf des Stationszustandes tiber der Zeit dar (ein "Belegungsgebirge").

Wir beobachten C (in der Abbildung: 5) Abgénge. Seien die Bedienwiinsche der

zu diesen C Abgingen gehorigen Kunden (in irgendeiner Reihenfolge) mit
W1, W,,...,Wc bezeichnet. Die gesamte zu leistende Arbeit betrug also

(2.2.7a) Wtotal = i§1 Wi

Jedem Bedienwunsch W; entspricht (Annahme: isolierte, ungestorte Bearbeitung)
nach (2.2 .5) eine Bedienzeit

22.7b) S;=W,/r  i=12,...,C
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(Stationszustand)

Beobachtungs-Intervall

~ (Lange:T)

___ Belegt-Intervall
(busy period)

Pl w

‘ Zeit

Ankunftszeitpunkte

Abgangszeitpunkte

Abbildung 2.2.6: Belegungsgebirge

Als mittlere Bedienzeit (im Sinne der mittleren Belastung des Bedieners pro Kun-
de) erhalten wir fiir diese C Kunden

g_ 1 =1 ,
(2.2.7¢) S_C ?élsl_a >;:1W1
und bei liickenlosem "Aneinanderlegen" aller Bedienzeiten eine totale Bedienzeit
2270 Siw- S 8i-1xS Wi-c %
1= 1=

Andererseits benétigt der Bediener zur Abarbeitung der gesamten Arbeit W,
(wegen der konstanten Geschwindigkeit r) die Zeit

(2.2.78) B = Wtotal/r

die wir schon mit B bezeichnet haben, da sie genau der Linge des Belegt-Inter-
valls (und damit der Belegtzeit gemaf§ Def. 2.2.2) entspricht: Der Bediener ist ja
so lange tadtig, wie Arbeit vorhanden ist - ein Belegt-Intervall beginnt mit der An-
kunft eines "ersten" Kunden (bei leerer Station) und endet mit der erfolgten Be-
wiltigung der gesamten Arbeit dieses ersten Kunden und derer, die nachfolgend
(bei nicht-leerer Station) eintrafen. Aus (2.2.3, 2.2.7d, 2.2.7e) erhilt man leicht

(22.7)  Siota=B bzw.. S5=B

womit in diesem Fall die "mittlere Bedienzeit" B im Sinne der Def. 2.2.3 und die
"mittlere Bedienzeit" S im Sinne von (2.2.7¢) tatsdchlich zusammenfallen. Wie
man sich leicht tiberlegen kann, bleibt die Gleichheit erhalten, solange die Be-
dienstation "arbeitserhaltend" und "von konstanter Bedienkapazitat" ist:

Definition 2.2.8: Eine arbeitserhaltende Bedienstation (vom Englischen "work-

conservative", kurz "conservative", mit der iiblichen Ubersetzung "konservativ"
aber nicht treffend bezeichnet) ist immer titig, solange zu bearbeitende Tatigkei-
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ten anstehen; sie erledigt genau die Tatigkeiten, die durch die Bedienwiinsche
der Kunden bezeichnet sind. Eine Station konstanter Bedienkapazitit arbeitet,
solange es zu bearbeitende Téatigkeiten gibt, mit konstanter Bearbeitungsge-
schwindigkeit (Dimension: Arbeitseinheiten/Zeiteinheit).

Testfrage 2.2.9: Betrachten Sie Stationen mit den Bediendisziplinen

- FCFS (First Come First Served);

- HOL (Head Of the Line);

- RR (Round Robin).
Inwiefern, bzw. unter welchen Bedingungen, treffen die Gleichungen (2.2.7) fiir
diese Stationen zu?

Wie man sich ebenfalls leicht tiberlegen kann, bleibt die Gleichheit S =B auch er-
halten, wenn das Beobachtungsintervall nicht (wie in Abb. 4.2.6) nur ein, son-
dern mehrere Belegt-Intervalle (voll) umfafit. Sie geht allerdings verloren, wenn
zu Beginn oder Ende des Beobachtungsintervalls die Station nicht leer ist. Mit
"gentigend groem" T wird die Abweichung dennoch klein, so daf immer noch
S»B.

Um Thnen zu zeigen, dafl es durchaus Félle gibt, in denen S 1 B, betrachten wir
einen anderen (aber voll im Rahmen der Bedienstation nach Abb. 2.1.4 liegen-
den) Stationstyp (vgl. Abb. 2.2.10). Der Bediener bestehe aus beliebig vielen (un-
tereinander identischen) Sub-Bedienern; ankommende Kunden finden jedenfalls
unmittelbar einen freien Sub-Bediener, der ihre (jeweils alleinige, véllige) Bedie-
nung tibernimmt; der Warteraum ist demzufolge immer leer. Die Station sei ar-
beitserhaltend. Sie ist aber offensichtlich nicht von konstanter Bedienkapazitat:
Bei einer angenommenen Arbeitsgeschwindigkeit von r je Sub-Bediener ist viel-
mehr die Bedienkapazitit der Gesamtstation bei Anwesenheit von einem Kun-
den gleich r, bei zwei anwesenden Kunden 2r (es werden ja beide gleichzeitig
mit Geschwindigkeit r bedient), allgemein bei n>0 anwesenden Kunden n>. Hier
ist sicher die fiir eine Station konstanter Bediengeschwindigkeit giiltige Schliis-
selbeziehung (2.2.7e) nicht gegeben: B hat zu S keinen einfachen Bezug. Wir wer-
den diesen Stationstyp spéater wieder aufnehmen; fiir hier soll lediglich noch dar-
auf hingewiesen werden, daf8 die Station (neben anderen Benennungen) deshalb
den Namen "Verzdgerungsstation” trigt, weil sie jeden Kunden genau nach Ab-
lauf seiner Bedienzeit S; entléfit, S; also als reine Verzogerung im Ablauf des ver-
ursachenden Prozesses gesehen werden kann.

Station

Warteraum . )

Bediener

Ankulnfte q Abgange
—_— L —

Abbildung 2.2.10: Verzdgerungsstation
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Testfrage 2.2.11: Nehmen Sie sich Beispiel 2.1.3 nochmals vor. Kénnen Sie unter
Einsatz einer Verzdgerungsstation zu einer einfacheren Maschinen- und Last-
(Modell-)Vorstellung kommen als dort verwendet? Hinweis: "Verschmelzen" Sie
die Endgerite.

Kehren wir nach diesen ldngeren Diskussionen zur Hauptlinie im Anschlufl an
Def. 2.2.3 samt zugehdriger Benennungen zuriick. Sei zunichst erwdhnt, daf fiir
b auch die Benennung "Auslastung" gebrduchlich ist, was in der Interpretation
"relativer Zeitanteil der Benutzung wiahrend des Beobachtungsintervalls" eine
immer korrekte Benennung ist (ergibt sich direkt aus der Definition), in der fiir
"Auslastung" ebenfalls gebrduchlichen Interpretation "relative Ausnutzung der
Arbeitskapazitit der Station" aber wieder nur fiir arbeitserhaltende Stationen
konstanter Bedienkapazitat zutrifft.

Aus Def. 2.2.3 erhilt man unmittelbar

_B_B,.,C_§
b_T CXT Bx

kurz das sog. Auslastungsgesetz
2212) b= cxB

(2.2.12) ist unser erstes Beispiel fiir ein sog. Betriebsgesetz (operational law): Ein
solches legt fiir jede mogliche Messung einen exakten Zusammenhang zwischen
abgeleiteten Grofsen fest. Die Interpretation

Auslastung = Abgangsrate xmittlere Bedienzeit

die ja nach kurzem Nachdenken sehr einleuchtend ist, ist mit der jetzt schon ge-
wohnten Vorsicht zu genieflen (als mittlere Bedienzeit kann in (2.2.12) nur in den
bekannten Fillen S substituiert werden).

Neben mefibaren Basisgrofien, daraus abgeleiteten Grofien und verschiedenen,
diese Grolen verbindenden Betriebsgesetzen (wir werden weitere kennenlernen)
verwendet die Betriebsanalyse letztlich sog. Betriebsprinzipien (operational prin-
ciples): Diese stellen zusétzliche Hypothesen (Annahmen) tiber Zusammenhinge
zwischen den verwendeten Grofien dar, die in manchen Fillen exakt, in vielen
Fillen in guter Approximation gelten, immer aber aus den Messungen tiberpriif-
bar sind.

Unser erstes Beispiel fiir ein Betriebsprinzip beruht auf der plausiblen Annahme,
daB fiir grofes T (grofle Beobachtungs-Intervalle) die Zahl der Kundenankiinfte
an einer Station und die der Kundenabgénge von einer Station sich, relativ gese-
hen, wenig voneinander unterscheiden werden

(22.13a) A»C Prinzip des
(2.2.13b) a » ¢ VerkehrsfluBgleichgewichts

da ja (A-C)/C mit wachsendem T kleiner werden sollte. Unter Benutzung von
(2.2.13) erhalten wir sofort eine zweite (approximative) Form unseres Ausla-
stungsgesetzes (2.2.12)

(22.14) b»axB

Wir werden im folgenden von der exakten Erfiillung der Betriebsprinzipien aus-
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gehen und daher die "»"-Zeichen nicht mehr explizit verwenden (obwohl dies ei-
gentlich korrekt wére und die substituierten "="-Zeichen oft nur approximativ -
aber nachpriifbar!- gelten). Das als giiltig vorausgesetzte Prinzip des Verkehrs-
fluBgleichgewichts postuliert Gleichheit der Ankunftsrate a und der Abgangsra-
te ¢; als Benennung (fiir beide, als gleichwertig angenommenen Groflen) hat sich

die Bezeichnung "Durchsatz" eingebiirgert.

Verfeinern wir jetzt unsere Beobachtungen des Stationszustandes. Anstatt die
gesamte Belegtzeit B zu messen, also die Summe der Zeiten mit mindestens ei-
nem anwesenden Kunden, beobachten wir die Gesamtdauer der Stationszustin-
de beziiglich der Zahl anwesender Kunden, also Gréfen B(n), n=0,1,2,...

Definition 2.2.15: Basisgrofsen Belegtzeiten

B(n) Summe aller Zeitintervalle (wihrend T),
n=0,1,2,... in denen die Station genau n Kunden beherbergte
(vgl. auch Anmerkung im Anschluf8 an Def. 2.2.2).

Aus den Belegtzeiten ergeben sich Belegungsgrade (mit n Kunden) gemés

(2.2.16) b(n):=Bn)/T n=0,1,2,..
Offensichtlich ist
(2.217a) B=S B(@)

n>0

(22.17b) T =S B(n)
n30

Eine auf den Belegtzeiten basierende abgeleitete Grofde ist

.218) .= Sb nB(n) (= Sé nB(n))

welche die Summe aller (ins Beobachtungsintervall fallenden) Verweilzeiten al-
ler im Beobachtungsintervall anwesenden Kunden mif8it, und die wir "kumulati-
ve Verweilzeit" taufen wollen. Wir kénnen uns die Grofie | auch anschaulich ma-
chen anhand eines moglichen Geschehnisablaufs an der betrachteten Station (s.
Abb. 2.2.19).

J entspricht genau der (schraffierten) Fldche unter der Treppenkurve. Die mittle-
re Hohe der Treppenkurve erhélt man als

(22200 n=J/T

Fiir n ist die Benennung "mittlere Kundenzahl" an der Station angemessen, wenn
man bedenkt, daf8 man ungefdhr denselben Wert erhilt, wenn man die Kunden-
zahl wihrend T hochfrequent dquidistant miit und das Mittel bildet.

Wir konnen andererseits die kumulative Verweilzeit ] auf alle beteiligten Kun-
den aufteilen und so die mittlere Verweilzeit pro Kunden ermitteln. Mitteln wir
tiber die Zahl der Abginge,

(22.21a) J=J/C

dann ist diese "mittlere Verweilzeit" im Falle einer zu Beginn und zu Ende der
Beobachtung leeren Station exakt gleich der "mittleren Kundenverweilzeit",

Warteschlangennetze

Durchsatz

Belegtzeiten

Belegungs-
grade

kumulative
Verweilzeit

mittlere
Kundenzahl

mittlere
Verweilzeit

Betriebsanalyse



Belegungs-
gebirge

Little’'s Gesetz

Gesamtnetz

Basisgrifien

Betriebsanalyse

be/90/1(2)

A n (Stationszustand in Zahl anwesender Kunden)

Abbildung 2.2.19: Belegungsgebirge

die man auf der Basis individueller Kundenverweilzeiten V; aller beteiligten
Kunden zu

(2.2.21b) V:lx§V-
Ci=1 !

errechnen wiirde. Ist die Station zu Beginn oder Ende der Beobachtung nicht
leer, dann ist ] nur approximativ gleich V, aber wieder mit der Tendenz, daf3 bei
wachsendem T der relative Unterschied der beiden Groflen sinkt. In jedem Fall
erhalten wir aus (2.2.20, 2.2.21a, 2.2.3)

22222 n-Jd -J«C_j ittle'
n=g=c XT Ix Little's Gesetz
ein wesentliches Betriebsgesetz, das eine Sonderform des Thnen sicher wohlbe-
kannten "Little'schen Theorems" darstellt und das bei Anwendung des Prinzips
des Verkehrsflufigleichgewichts (2.2.13) - mit dadurch implizierter Anndherung
von Jund V - in die iibliche Form

(2.2.22b) n=Vx
tibergeht.

Nach diesen Uberlegungen bzgl. einer beliebigen Einzelstation des zu betrach-
tenden Verkehrsnetzes wenden wir uns jetzt dem Gesamtnetz zu. Ich erinnere an
die weiterhin giiltige Maschinenstruktur nach Abb. 2.1.1. Die Anzahl der Statio-
nen sei M. Unsere (potentiell méglichen) Messungen wihrend des Betriebs um-
fassen folgende Basisgrofsen:

Definition 2.2.23: Basisgrofsen

T Gesamtdauer der Beobachtung
sowie die wahrend des Beobachtungsintervalls an den Stationen gemessenen
Aj Zahl der Kundenankiinfte an Station j; j=1,2,.... M
C. Zahl der Kundenabgénge von Station j; j=1,2,...,.M
B: Belegtzeit der Station j (Gesamtzeit mit mindestens einem Kunden);
i=12,...M
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Cj; Zahl der Abginge von Station i, die nach Station j gehen
("Ubergangszahl"); 1j=1,2,... M

Cy; Zahl der Kundeneintritte ins Netz, die nach Station j gehen; j=1,2,....M

C,p Zahl der Abginge von Station i, die das Netz verlassen; i=1,2,...,.M

Bei den Benennungen Cy;, Cjo haben wir die Umgebung als eine Art zusitzliche
Station mit Index 0 behandelt; sie tritt natiirlich nur bei offenem Netz in Erschei-
nung. Der Vollstindigkeit halber konnen wir aber in diesem Fall mit Cy noch die
Gesamtzahl der "Abgénge aus der Umgebung" (d.h. der Ankiinfte am Netz), mit
A die Zahl der "Ankiinfte in der Umgebung" (d.h. der Abgidnge vom Netz) be-
zeichnen und sinnvollerweise C,=0 festsetzen (wir betrachten ja niemanden, der
das Netz nicht bertihrt).

Analog zur Ableitung der Groflen 2.2.3 und etwas dariiber hinausgehend erge-
ben sich:

Definition 2.2.24: Abgeleitete Grofien

a; = Aj/T  Ankunftsrate Station j

¢ = G/T  Abgangsrate Station j

bj = Bj/T  Belegungsgrad Station j

B; == B;/C; Mittlere Bedienzeit Station j

¢ = G / "ll Ubergangsrate Station i - Station

hj = C;/C;  Relative Ubergangshéufigkeit Station i -> Station j (relativer

Anteil der Ubergénge i-j beziiglich der Gesamtabginge i)

wobei die Benennungen mit der bei der Einzelstation eingeiibten Sorgfalt zu ver-
wenden sind.

Im Verhiltnis der Stationen zueinander bemerken wir zunéchst, dal jede Kun-
denbewegung einerseits als Abgang von einer Station, andererseits als Zugang
zu einer Station gezdhlt wird, so daf$

(2225) A= S Gy i=0,1,...M
i=0
Setzen wir nun Verkehrsflu3gleichgewicht gemif8 (2.2.13) voraus, also
(2.2.26) Ai = Ci i:(),l,...,M
dann wird aus (2.2.25)
M
€ :i§0 Cij
Cy
= _J xC.
igo G

und mit Def. 2.2.24:

(2.2.273) C] = % hl] xCi j=0,1,...,M
i=0

bzw.

M
(2.2.27b) cj=é_ hijx  j=01..M
i=0

1=
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(2.2.27) tragt den Namen "Formel des Verkehrsflufgleichgewichts" im Netz. Die
Formel driickt, im Sinne ihrer Herleitung, eine Beziehung zwischen den beob-
achteten bzw. aus Beobachtungen abgeleiteten Groflen c., h. aus, die mit wach-
sendem Beobachtungsintervall immer genauer eingehalten wird. Im Sinne zwin-
gender wechselseitiger Abhingigkeiten zwischen den Gréflen c., h. interpretiert,
fiihrt sie zu interessanten, praktisch relevanten Folgerungen.

Nehmen wir einmal an, wir wiiiten iiber die relativen Ubergangshaufigkeiten h.
Bescheid, ohne sie aus den Abgangszahlen gemafl Def. 2.2.23/2.2.24 bestimmen
zu miissen. Dies ist eine durchaus realistische Annahme, liegen doch den Uber-
gangshdufigkeiten die Bearbeitungswiinsche der treibenden Lastprozesse zu-
grunde, die wir in Abschnitt 2.1 durch geeignete ProzeSmuster charakterisiert
hatten. Konkreter gesprochen, sollten sich die h. direkt aus den dort ausgedriick-
ten Reihenfolgevorschriften ergeben; so etwa

in Bsp. 2.1.3 zu htermimll_i,rechner =1
oder inBsp.2.1.4 zu hleitwerk,rechenwerk =r
Eine naheliegende Frage ist, ob nun (mit dieser Kenntnis der h.) die Abgangs-
zahlen C. aus Gl. (2.2.27) direkt, also ohne Messungen bestimmbar sind; bzw.
besser noch die Abgangsraten c., da sie von der Lange T des Beobachtungsinter-
valls unabhingig sind.

Das Gleichungssystem (2.2.27b) hat, leicht umgeschrieben, die Form

(2.2.27C) . glhll XCi + (h]]-l) ><C] =0 jZO,].,...,M
)

i=0,

oder in Vektor-/Matrix-Schreibweise, mit ¢ = (CO,Cl,...,CM)T"aIS Vektor der Ab-
gangsraten, H = (hij? 1j=0,1,..., M) als Matrix der relativen Ubergangshaufigkei-
ten, 0 als Nullvektor und E als Einheitsmatrix passender Dimension

c!(H-E) =0
bzw. letztlich, mit der Abkiirzung H* = (h*};) = H-E
(2.227d) <TH =0T

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem, das nur dann eine nichttrivia-
le Losung besitzt, wenn die Determinante von H* verschwindet - also det(H*) =0
- oder, anders ausgedriickt, der Rang von H* kleiner ist als die Dimension von
H* - also rang(H*) < dim(H*) = M+1. Diese Bedingung ist tatsdchlich immer er-
fiillt, da nach Def. 2.2.24

. M
.gohijz.sohij'l i=0,1,....M
J= 1=

=]§ Cl]/Cl_l

~C;/C;-1
=0 i=0,1,...,M

alle Zeilensummen von H* identisch verschwinden. Gehen wir der Losbarkeit
von (2.2.27d) weiter nach: Die Losung eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems mit Koeffizientenmatrix H* und Dimension M+1 besitzt

s = (M+1) - rang(H*)
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Freiheitsgrade, d.h. s der Unbekannten (hier der c.) sind frei wihlbar, die restli-
chen M+1-s sind aus diesen s errechenbar. Man kann sich leicht tiberlegen, dag i.
allg. rang(H*)=M: Wire dem nicht so, dann miifite jede Unterdeterminante der
Dimension M aus Matrix H* verschwinden. Nehmen wir beispielsweise die er-
sten M Spalten von H*, bedeutete dies, daf} eine Linearform L existieren miifste
derart daf3

L(h*j=0,1,...M-1) =0 i=0,1,... M

1]’
Dies ist aber nicht generell moglich: In L waren die Elemente h*;y; nicht bertick-
sichtigt, d.h. ohne Belang. Diese Elemente sind aber "frei setzbar" in dem Sinne,
das sie fiir jedes Problem einen anderen Wert haben konnen (sehen Sie die Defi-
nition der h*.. bzw. h.. an) - dies fiir jede Zeile i je unabhéngig. Die Setzung der
h*; fithrt tiber den erkannten Zusammenhang Sh*; = 0 zu (dem Problem ent-
sprechenden) Anderungen an den h*i]-,j=0,1,...,M—1; je zeilenweise unabhingig
1aBt sich damit obige Forderung an die Linearform L verletzen - es kann ein sol-
ches L nicht geben. rang(H*) kann demnach hochstens fiir einzelne, speziell gela-
gerte Probleme kleiner als M sein, nicht aber im allgemeinen.

Treffen wir nach diesen Uberlegungen eine Fallunterscheidung zwischen offe-
nen und geschlossenen Systemen:

(i) Offenes System:

Hier gibt es laut Definition Uberginge zwischen Umgebung und System und
mefbare, nicht verschwindende Systemankunfts- bzw. Systemabgangsraten ¢
(VerkehrsfluBgleichgewicht!). (2.2.27c) hat (i.allg.) genau einen Freiheitsgrad.
Was liegt néher, als ¢ (die von der Umgebung erzwungene, treibende Zugangs-
rate) als Systemparameter zu betrachten! Damit liegen aber gemaf3 (2.2.27¢) alle
anderen Durchsétze (Abgangsrate = Ankunftsrate = "Durchsatz") ¢;, i=1,2,...,M,
als Funktionen von ¢, fest: Aus Kenntnis von c; lassen sich alle Verkehrsfliisse
im Netz errechnen. Dies setzte allerdings Kenntnis der relativen Ubergangshau-
figkeiten h. voraus und implizit ein bisher unerwihntes Betriebsprinzip, das der
"Homogenitit des Verkehrsflusses": Die relativen Ubergangshaufigkeiten h. wer-
den als konstant angesehen, insbesondere unbeeinflufSt von der absoluten Ver-
kehrsstirke im Netz. Solange aber, wie angenommen, die h. unmittelbare Folge
zwingender ProzefSmuster sind (nach denen sich die Maschine gefélligst zu rich-
ten hat!), ist daran sicher nichts auszusetzen.

Testfrage 2.2.28: Ein idealisiertes Rechensystem bestehe (vgl. folgende Skizze)
aus 3 Stationen, einer Zentraleinheit cpu und zwei Ein/ Ausgabeeinheiten disk_1
und disk_2. Die Maschinenstruktur habe inklusive aller Ubergangsmdglichkei-
ten obiges Aussehen. Die Maschine werde von einem Strom von Stapelauftragen
belastet, deren jeder eine Folge von Anforderungen der Form cpu-disk_i-cpu-
disk_j-... stellt. Jeder Auftrag bertihrt cpu genau 31-mal. Die E/ A-Auftrége gelten
in zwei Drittel aller Fille der Einheit disk_1, die restlichen der disk_2. Ermitteln
Sie die Durchsétze an cpu, disk_1, disk_2 in Abhéngigkeit von der Ankunftsrate
der Stapelauftréage.
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Umgebung | Maschine

disk 1 f—s=

—s=———8&=| CPU

disk_ z —=

(ii) Geschlossenes System: )
Hier gibt es laut Definition keine Ubergdnge Umgebung/System, d.h. cy=ay=0.
(2.2.27¢) erhilt, entsprechend reduziert, die Form

1

ﬁjhﬁ’ci + (hyrlpey = 0 =12, M

Analog den Uberlegungen zu (2.2.27d) ist dies ein homogenes lineares Gleich-
ungssystem der Dimension M mit Rang M-1. Zur Ausfiillung des verbleibenden
Freiheitsgrades bietet sich kein "nattirlicher" Parameter an (wie das im Fall des
offenen Systems die Systemzugangsrate ¢, war). Somit ist auch keine eindeutige
Losung des Gleichungssystems verfiigbar. Wie konnen wir die obigen Beziehun-
gen dennoch nutzen?

Betrachten wir offene und geschlossene Systeme wieder gemeinsam, also Gleich-
ungssysteme (2.2.27). Greifen wir willkiirlich eine Station j* heraus und definie-
ren die Grofsen

C.
(2.2.29a) X; = J j=0,1,...M

*

j
Wegen der Definitionen 2.2.24 und wegen des angenommenen Verkehrsfluf3-
gleichgewichts gilt offenbar auch

(2.2.29b) = i _ 5

Nach Def. (2.2.29a) ist X; die "Zahl der Abgange von Station j pro Abgang von

sxn

Station j*" und trégt den Namen "relative Besuchszahl" (relative visit count). Sub-
stituiert man in (2.2.27¢) die G entsprechend (2.2.29b), also gemés

2.230)  ¢j=X;x j=0,1,...M

dann ergibt sich

i:§1jhij’“i’€j* + (hy-DXpe;» = 0 j=0,1,...M
bzw. (¢jt 0 vorausgesetzt)

(2.2.31a) i:§ljhij>xi + (.h]]-].)&(] =0 j:O,ll...,M
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wozu noch das offensichtlich richtige

(2.2.31b) y . 5 -1

J C]

tritt. (2.2.31a) ist mit (2.2.27¢c) identisch bis auf die zu errechnenden Unbekannten
(dort Durchsitze c., hier relative Besuchszahlen X.). Auf (2.2.31a) treffen alle
bzgl. (2.2.27¢) getroffenen Bemerkungen zu. Insbesondere 148t sich wegen der li-
nearen Abhédngigkeit der Gleichungen (2.2.31a) eine beliebige davon streichen -
und durch (2.2.31b) ersetzen, wodurch (2.2.31) insgesamt ein nicht-homogenes li-
neares Gleichungssystem darstellt, das i.allg. (bis auf rein numerisch bedingte
Sonderfille) eine eindeutige Losung besitzt.

Wir kénnen also bei Kenntnis der Matrix H der Ubergangshéufigkeiten alle rela-
tiven Besuchszahlen X. (beztiglich einer beliebigen Station j*) explizit bestimmen.
In einer meftechnischen Anwendung der Beziehungen bedeutet dies, da3 die
Messung der Abgangsrate an einer beliebigen Station j* gentigt, um alle Durch-
sdtze mittels (2.2.30) zu erhalten (die X]- konnten wir ja errechnen!).

Testfrage 2.2.32: Betrachten Sie erneut Testfrage 2.2.28. In Abdnderung der Auf-
gabe nehmen wir an, da8 das System (vom Betriebssystem her) tiber einen vor-
gegebenen maximalen Multiprogrammierungsgrad MP in der Kundenaufnahme
beschrénkt ist und "unter Vollast" betrieben werde. Der Modellierungs-"Trick",
der hierfiir tiblicherweise eingesetzt wird, besteht in folgender Abénderung der
Maschine

Maschine

disk 1 —

cpu

disk 2 [—*

und der Annahme, daf ein "abgearbeiteter" Stapelauftrag (der eigentlich das Sy-
stem verldlt) wegen bestehender Vollast sofort durch einen neuen gleicher Art
ersetzt wird (im Modell also "wieder von vorn anfingt", im speziellen Beispiel
von cpu-Ausgang nach cpu-Eingang geht). Alle sonstigen Annahmen von Test-
frage 2.2.28 bleiben bestehen. Sie messen 40 Abginge/ZE an disk_1. Wie sind die
Durchsitze aller Stationen? Wieviel Stapelauftrige werden je ZE abgewickelt?
Sei bei dieser Messung MP=5 festgehalten. Wielange dauert im Mittel die gesam-
te Bearbeitung eines Stapelauftrags (denken Sie an Little!)?

Das Konzept der relativen Besuchszahlen fiihrt in seiner praktisch wohl wesent-
lichsten Anwendung zu Erkenntnissen tiber die maximale Belastbarkeit des Net-
zes und Uber jene Stationen, welche die Belastbarkeit begrenzen. Kehren wir
zum Auslastungsgesetz (2.2.12) zuriick, das ja fiir jede Station des Netzes gilt, so
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dafd also

b] ZB]>C] ]21,2,,M

Gemaf (2.2.30) ist damit auch

b] = B] 9(] >Cj* j=1,2,. . .,M
bzw.

b.
2.2332) L -c" j=12..M
B}X] J 17 4

Das bedeutet zum einen, dafl der linksstehende Ausdruck systemweit invariant
ist:

2233p) L1 _b2 __ bwm
BiX;  B2X, BaXot

Berticksichtigen wir weiter, daf laut Definition 2.2.3 kein b]- den Wert 1 tiberstei-
gen kann, dann bedeutet (2.2.33a) zum anderen, daf3

(22.330) ¢+ £ < j=12,..,M
J B]’Xj
das heifdt

c.r £ min '-1—
) i=12,..M B] j

gelten muf3 im Sinne einer physikalischen Grenze des Durchsatzes.

Fiir die folgenden Uberlegungen setzen wir voraus, daf8 alle Stationen des Net-
zes arbeitserhaltend und von konstanter Bedienkapazitit r=1 im Sinne der Def.
2.2.8 sind. Damit diirfen wir fiir alle Stationen

B;=S, i=1,2,...M

setzen, da ja (wie vorne diskutiert) die (aus Messungen ermittelten) GrofSen 13
mit den (auf den Bedienwiinschen W. basierenden) mittleren Bedienzeiten S.
tibereinstimmen. In dhnlicher Weise wie anlédfllich der Entwicklung der Glei-
chungen (2.2.27) fiir die Ubergangshdufigkeiten h. diskutiert, sind jetzt auch die
mittleren Bedienzeiten S. in vielen Féllen bereits aus der Beschreibung der trei-
benden Lastprozesse bekannt, u.U. in Prozefsmustern genau festgelegt. Selbst
wenn die Grofe der S. nicht bekannt ist, diirfen wir doch davon ausgehen, daf
sie allein auf den Kundenwiinschen beruhen, daher von Gegebenheiten des Be-
triebs unbeeinflult sind und von einer Messung zur anderen (bei u.U. unter-
schiedlichen Verkehrsstirken im Netz) unveridndert bleiben.

Trennen wir nach diesen Vorbemerkungen wieder unsere Diskussion offener
von der geschlossener Systeme:

(i) Offenes System:

Wir hatten erkannt, daf8 der gesamte Verkehr im Netz durch den (von auflen er-
zwungenen) Zugangsstrom der Rate ¢ bestimmt wird. Wir tragen dieser Son-
derrolle der Umgebung dadurch Rechnung, daff wir fiir alle Gleichungen ab
(2.2.29) j*=0 wahlen. Insbesondere erkennen wir aus (2.2.30), daf8 alle Stations-
durchsitze gemaf3
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¢ = Xi'CO 121(1)M

linear mit ¢y wachsen (die X; sind auf j*=0 bezogen und damit X;=1), solange
dies physikalisch moglich ist. Wir entnehmen jetzt der Gl. (2.2.33c), daf8

cp £ min -—
i=1,2,...M S;iX;

wobei wir S. fiir B. substituiert haben wegen der Annahme der Identitit der bei-
den Grolen sowie der des fehlenden Einflusses der Verkehrsstirke auf die S. Die
physikalisch maximale Zugangsrate c; (der maximale Systemdurchsatz) ist da-
mit aus den mittleren Bedienzeiten S. und den relativen Besuchszahlen X. direkt
bestimmbar (wobei die Bestimmung der X. ihrerseits die Kenntnis der Uber-
gangshdufigkeiten h. voraussetzte).

Testfrage 2.2.34: Was geschieht, wenn die Zugangsrate ¢ tiber den ermittelten
Maximalwert hinaus gesteigert wird?

Fithren wir uns die Abhédngigkeit der Stationsdurchsitze c;, i=1,2,...,M, von der
Systemzugangsrate ¢, der Deutlichkeit halber graphisch vor Augen, wobei als
Beispiel M=3 gewahlt ist und S;X; > S,X, > S3X3, sowie X, > X;, X3 < X; gelte (s.
Abb. 2.2.35). Alle Stationsdurchsétze steigen linear mit ¢, alle besitzen (entspre-
chend der Begrenzung von c;) einen spezifischen, maximal erreichbaren Wert.

c2 als Funktion von co

c1 als Funktion von co

cs als Funktion von c g

I -

Co

|Maximalwert: l/(§ 1X1)

Abbildung 2.2.35: Durchsétze als Funktionen der Zugangsrate

Die Darstellung wird noch aufschlufireicher, wenn wir statt der Durchsitze c.
die Auslastungen b. in ihrer Abhéngigkeit von ¢ betrachten. Laut (2.2.33a) gilt ja

b, = S;X¢gi=1,2,... M
was wegen der Beschrankung von c, durch die Station mit maximalem S.X. die
Auslastungen aller anderen Stationen auf Werte
5iX;

b; £ 5;%;%0 max B0
* */ max
£1

beschrankt. Graphisch ergibt sich mit obigen Beispielsannahmen Abb. 2.2.36.
Wir interpretieren: Alle Stationsauslastungen b. steigen linear mit dem System-
durchsatz ¢y bis zu einem Maximalwert. Fiir (i.allg. genau:) eine Station k wird
by =1 erreicht. Diese Station (sie weist das maximale SX aller Stationen auf) be-
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grenzt eine weitere Erhéhung von c(: Sie wird daher als "Flaschenhals" (englisch:
"bottleneck") des Systems bezeichnet. Alle anderen Stationen sind zwingend auf
Auslastungswerte b; < 1, i=1,2,..., M, it k, festgelegt. Diese Interpretation hat of-
fensichtlich zentrale praktische Bedeutung, wie in folgender Testfrage tiberdeut-
lich werden sollte.

b1 als Funktion von c o

b> als Funktion von c g
|

bz als Funktion von c g

i =
Co

| Maximalwert von cgo

Abbildung 2.2.36: Auslastungen als Funktionen der Zugangsrate

Testfrage 2.2.37: Eine Leistungsverbesserung eines Rechensystems 146t sich in
vielen Féllen durch Ersatz einer Maschinenkomponente durch eine funktional
gleichwertige, aber schnellere, andere erreichen. In unserer Modellwelt heifit
dies, daff die Arbeitskapazitdt r; einer Station i vergrofert wird, so dafi (bei
gleichbleibendem mittlerem Bedienwunsch W;) die mittlere Bedienzeit S; sinkt.
Koénnen Sie durch eine derartige Mafinahme immer den maximalen System-
durchsatz cj erhéhen?

(ii) Geschlossenes System:

Wir hatten schon diskutiert, daB sich bei geschlossenen Systemen unter den be-
trachteten Grofien keine als natiirlicher Parameter anbietet, um den verbleiben-
den Freiheitsgrad des Gleichungssystems (2.2.27) auszufiillen und es einer Lo-
sung zuzufithren. Andererseits wissen wir (machen uns dies aber erst jetzt rich-
tig bewuf3t), dal in einem geschlossenen System aufgrund der fehlenden Zu-
und Abginge eine konstante Anzahl von Kunden zirkuliert. Sei N die Zahl die-
ser Kunden. So wie beim offenen System der als unabhéngige Grole angenom-
mene Systemdurchsatz ¢y die Verkehrsdichte im Netz bestimmte, sollte man an-
nehmen, dafl beim geschlossenen System die Zahl N insgesamt anwesender
Kunden (die "Gesamtpopulation") ihren Einfluf auf die Verkehrsdichte im Netz
hat, sie evt. sogar vollig bestimmt. Fassen wir also im geschlossenen System die
Gesamtpopulation N als zentralen Parameter auf und tiberlegen uns ihren Ein-
fluB auf das Verkehrsgeschehen. Dazu folgender

Satz 2.2.38: Sei mit b;(N) die Auslastung der Station i, i=1,2,...,M, eines geschlos-
senen Systems mit einer Gesamtpopulation N, N=0,1,2,..., bezeichnet (und mé-

gen die fiir den jetzigen Kontext getroffenen Annahmen zutreffen!). Dann gilt

b;(N) £ b;(N+1) i=1,2,...,M;
N=0,1,2,...

und fiir mindestens eine Station k

bk(N) < bk(N+1)
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In Worten: Bei Einbringen eines zusétzlichen Kunden in das (ansonsten unveran-
derte) System wird die Auslastung keiner Station (im Vergleich zu den vor Ein-
bringen beobachteten Werten) sinken, fiir mindestens eine Station steigen.

Der Satz entspricht sicher der Intuition. Der interessierte Leser findet einen Be-
weis (allerdings in stochastischem Kontext) z.B. in ChLa74. Der Beweis ist
langlich und in seiner Beweisidee hier uninteressant, so daf8 wir den Satz ohne
Beweis iibernehmen.

Erinnern wir uns, dafy nach (2.2.33b) die Grofien bj/ (B:X;) systemweit invariant
waren, z.B. den Wert K hatten. Dabei hatte (unausgesprochen) die Gesamtpopu-
lation irgendeinen festen Wert. Bei Variation der Population N muf8 sich, wenn
wir laut Satz 2.2.38 von durch diese Variation verdnderten Durchséitzen_b-(N)
ausgehen (und bei entsprechend getroffener Annahmen unveranderlicher B.,X.),
die Systeminvariante K ebenfalls &ndern, so daf3 aus (2.2.33b) die Beziehungen
@239 KM i=12,...M; N=0,12,...

BjX;
folgern. Da nach wie vor (siehe Diskussion des offenen Systems) keine Stations-
auslastung den Wert 1 tibersteigen kann, ist K(N) in seiner Grole beschrankt.
Wenn wir entsprechend Satz 2.2.38 und (2.2.33b) von monoton mit N steigenden
Auslastungen ausgehen, sollte auch K(N) gemaf (2.2.39) monoton mit N steigen
und sein Maximum bei iiber alle Grenzen wachsendem N erreichen. Schreiben
wir kurz K(¥) fiir im(K(N);N->¥), dann erhalten wir zusammengefaf3t

1

(2.240)  K(¥) £ min =—
j=1(1)M BjX;

und daraus mit (2.2.39) und der Abkiirzung

b;(¥) = lim(b;(N);N->¥)

die Beziehung:
2241) Pit¥)=BXpK(¥) i=12,..,M
£ Bi%i X min -l—
j=1()M BiX;

Unter der weiteren Annahme, daf fiir "unendlich grofles" N die Grenzwerte tat-
sdchlich erreicht werden, sollten wir die Skizze der Abb. 2.2.42 als prinzipielle

A bi

i — = == b1 als Funktion von N
b> als Funktion von N
bz als Funktion von N

.
N
Abbildung 2.2.42: Auslastungen als Funktionen der Population
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Abhingigkeit der Stationsauslastungen von der Gesamtpopulation festhalten,
wobei (wie fiir Abb. 2.2.35/2.2.36) M=3, S5;X; > 5,X, > S3X; gelte.

Diese Skizze ist als analog der Abb. 2.2.36 des offenen Systems zu sehen. Beide
Abbildungen zeigen die Abhdngigkeit der Stationsauslastungen vom zentralen,
verkehrsbestimmenden Systemparameter (dort Systemdurchsatz c(, hier System-
population N) auf, wobei allerdings die Funktionsverldufe der Abb. 2.2.42 nur
als Prinzipskizzen zu verstehen sind (wir wissen nur, daf monotones Steigen
mit endlicher Asymptote vorliegt). Auch die Interpretation der Skizze ist analog
der von Abb. 2.2.36 zu sehen: Alle Stationsauslastungen steigen monoton mit der
Systempopulation N gegen einen Grenzwert. Dieser liegt fiir (i.allg. genau:) eine
Station k bei by (¥)=1. Diese Station (sie weist das maximale S.X. aller Stationen
auf) begrenzt die Auslastungen aller Stationen im Netz und wirkt, wie beim offe-
nen System, als Flaschenhals; insbesondere sind die Auslastungen der Stationen
i (itk) damit auf Werte b;<1 festgelegt. Die zentrale praktische Bedeutung dieser
Aussage ist offensichtlich.

Wir haben mit diesen Ergebnissen ein betrachtliches Verstandnis fiir die Vorgan-
ge in einem (als Verkehrsnetz modellierten) Rechensystem gewonnen. Gleichzei-
tig er6ffnen sich bisher unbeantwortete Folgefragen: Wie ist der genaue Verlauf
der b;(N) im geschlossenen Netz? Und (ein Fragenkomplex, den wir bisher ganz
ausgespart haben) wie bestimmen wir die Verweilzeiten (d.h. die Abwicklungs-
zeiten fiir eine Anforderung) der Kunden an den Stationen? Ferner: Was ist,
wenn es mehrere "Sorten” von Kunden (d.h. mehrere Prozemuster) gibt? Auch
fiir diese Fragen stellt die Betriebsanalyse Antworten bereit, die tiber zusétzlich
eingefiihrte Betriebsprinzipien gewonnen werden. Die wesentlichen weiterfiih-
renden Konzepte sind die des "Zustands" des dynamischen Systems Verkehrs-
netz (grob gesprochen die Frage "wieviele Kunden sind an welcher Station"?)
und die der Verfolgung der Zustandsidnderungen. Diese Konzepte werden wir
(allerdings auf anderer Modellierungsbasis) in den folgenden Abschnitten ohne-
hin kennenlernen, so da8 wir unser Studium der Betriebsanalyse hier abbrechen
(dem interessierten Leser sei empfohlen, sich nach Bearbeitung der folgenden
"stochastischen” Modellierungskapitel die weiterfithrenden Teile der angegebe-
nen Betriebsanalyse-Literatur DeBu78, Rood79 vorzunehmen; auch das Lehr-
buch LZGS84 argumentiert weitgehend auf der Basis der operational analysis).

Warteschlangennetze



be/90/1(2)

2.3 Stochastische Modelle

Wir hatten uns in Abschn. 2.1 eine qualitative Vorstellung von Verkehrsnetzen
erarbeitet. Ziel dabei war, ein Gertist fiir die Bildung von analytischen Leistungs-
modellen bereitzustellen. Wir haben dieses Gertist in Abschn. 2.2 interpretiert
mittels der Technik der Betriebsanalyse. Dabei haben wir uns auf (reale
und/oder hypothetische) Messungen wihrend eines Betriebsablaufes abgestiitzt
und Beziehungen abgeleitet, die zwischen verschiedenen MefSgrofien exakt oder
in guter Ndherung gelten.

Im Unterschied zur Betriebsanalyse, die (ich wiederhole:) jeweils einen einzelnen
Betriebsablauf betrachtete, gehen die stochastischen Modelle von vornherein von
einer unbeschrankten Menge mdoglicher Betriebsabldufe aus. Damit lassen sich
allerdings Messungen nicht mehr an den Anfang der Uberlegungen stellen (wer
kann schon unbeschrinkt oft messen?); vielmehr wird eine Betrachtung der Re-
geln und Gesetze, denen Betriebsabldufe unterliegen, als Grundlage verwendet;
eine Betrachtung der Regeln also, nach denen letztlich die Werte der interessie-
renden Beobachtungs- (Mef3-) Groflen entstehen ("erzeugt werden"). Fiir die For-
mulierung der Regeln spielt der Detaillierungsgrad der Untersuchungen nattir-
lich eine wesentliche Rolle. Wir haben uns in dieser Beziehung auf der Ebene der
Verkehrsnetze bewegt und wollen dies Detaillierungsniveau auch beibehalten -
sind aber dadurch genétigt, die Mehrzahl der Regeln nicht "mit Sicherheit" (also
deterministisch) zu formulieren, sondern "zufallsbedingt" variierend (und damit
stochastisch).

Welche Regeln und Gesetze miissen nun konkret formuliert werden, um die Be-
triebsabldufe in einem Verkehrsnetz festzulegen? Erinnern wir uns an Abschn.
2.1: Wir arbeiten mit einer Menge von Stationen, die durch Wege zu einem Netz
verbunden sind; in diesem Netz aus Stationen bewegen sich Kunden entspre-
chend den Regeln ihrer Prozefmuster. Die Stationen dienten der Darstellung
von Betriebsmitteln, die sich bewegenden Kunden der Erfassung der in Bearbei-
tung befindlichen Lasteinheiten (Auftrdgen,Tasks), die ProzeSBmuster der Festle-
gung der Bearbeitungswiinsche jedes zugehorigen Lastprozesses (nach Bedie-
nungsort, Bedienungsumfang und Bedienungsreihenfolge). Wir haben dieses all-
gemeine Bild eingeschrdnkt: Wir lieSen nur sehr simple Bedienstationen zu, an
die Bedienwiinsche in Form des fiir die Bedienung erforderlichen Zeitaufwandes
gestellt werden konnten (bzw. in Form eines eindimensionalen Arbeitsaufwan-
des, der mittels der Bediengeschwindigkeit der Station in den erforderlichen
Zeitaufwand umgerechnet wurde; vgl. Abschn. 2.2); damit war auch die Angabe
von Bedienumféngen in ProzefSmustern festgelegt auf deren Zeit- bzw. Arbeits-
Aufwand. Wir engten ferner die Reihenfolgevorschriften tiber den einzelnen Be-
dienwiinschen einer Lasteinheit auf den streng sequentiellen Fall ein (was uns
tiberhaupt erst berechtigte, tiber "Kunden" als Reprasentanten von Lastprozessen
zu reden).

Der Besuch einer Station durch einen einzelnen Kunden gilt der Erledigung einer
ganz bestimmten Arbeit von (im Prinzip) exakt bestimmbarem Umfang w (ein
Prozessor soll eine Folge von w Anweisungen seiner Maschinensprache abarbei-
ten; tiber eine Leitung soll eine Nachricht der Lange w bits sequentiell tibertra-
gen werden). Andere Kunden, welche dieselbe Station benétigen, werden i.allg.
Bedienwiinsche anderen Umfangs aufweisen. Wir miifiten also, wollten wir (im
deterministischen Sinne) quantitativ prazise arbeiten, zur konkreten Beschrei-
bung der Anforderungen an die betrachtete Station die Bedienwiinsche aller
Kunden (bei allen moglichen Betriebsabldufen!) erfassen. Dies tibersteigt offen-
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sichtlich unsere Fahigkeiten: Schon aufwandsmégig (auch wenn wir zu Zwecken
der prinzipiellen Durchfiihrbarkeit auf die Unbeschranktheit der Menge betrach-
teter Betriebsabldufe verzichten wiirden), aber auch aus Griinden unseres be-
schrankten Wissens tiber die (bevorstehenden, u.U. Eingabedaten-abhingigen)
Bedienwiinsche der Kunden. Als Ausweg bietet sich an, anstatt der einzelnen
Bedienwiinsche aller Kunden, die Gesamtheit der Bedienwiinsche aller Kunden
gemeinsam zu charakterisieren: Wir akzeptieren, daf8 wir {iber Einzel-Bedien-
wiinsche keine deterministisch prizisen Angaben zu machen vermégen, setzen
aber voraus, daf3 wir iiber die Gesamtheit der Bedienwiinsche insofern Kenntnis-
se besitzen, als wir wissen, mit welcher Haufigkeit sie "grofs" oder "klein" sind,
einen bestimmten Wert annehmen, in ein bestimmtes Werteintervall fallen (im
konkreten Fall konnten wir diese Kenntnisse ihrerseits auf Messungen abstiitzen,
aus einer Studie der H&ufigkeiten von Eingabedaten-Kombinationen beziehen,
aber auch - sinnvoll - hypothetisch annehmen). Das Thnen bekannte mathemati-
sche Modell fiir eine solche Sachlage ist die Zufallsvariable: Der Umfang des ein-
zelnen Bedienwunsches wird festgelegt durch eine (eindimensionale, numeri-
sche) Zufallsvariable W, ihrerseits charakterisiert etwa durch ihre Verteilungs-
funktion FW(w) := P[WEw]. Mehr noch (und weiter einschrankend!): Die Folge
der auf eine Station zukommenden Bedienwiinsche wird festgelegt durch eine
Folge von Zufallsvariablen W{,W,,..., die als unabhingig identisch verteilt ange-
sehen werden.

Nach der Festlegung der Bedienwunsch-Umféange (fiir jede Netzstation) gilt es
nun, die seitens der Lastprozesse geforderte Bedien-Reihenfolge (die Folge der
besuchten Stationen) zu charakterisieren. Wir verwenden eine Uberlegung ana-
log der bei den Bedienwiinschen: Zwar mag es im konkreten Einzelfall des Besu-
ches einer Station i durch einen Kunden zu aufwendig sein (oder unsere Kennt-
nisse tibersteigen), die nach Abfertigung an Station i als nédchste zu besuchende
Station j deterministisch festzulegen. Insgesamt tiber alle Kundenbesuche an Sta-
tion i aber setzen wir Kenntnisse voraus, die aussagen, mit welcher Haufigkeit
nach einer Station i eine Station j, eine Station k, u.s.f., angefordert wird. Im ma-
thematischen Modell setzen wir fiir diesen Zweck eine diskrete Zufallsvariable
mit Wertebereich = Menge aller Netzstationen ein und legen (einschrinkend!)
fest, dafl diese Zufallsvariable ihre Werte (den folgenden Besuch bezeichnend)
mit festen (vom tibrigen Geschehen unbeeinfluSten) Wahrscheinlichkeiten ein-
nimmt. Wir nennen diese Wahrscheinlichkeiten "Wechselwahrscheinlichkeiten"
("routing probabilities") und notieren sie unter Berticksichtigung aller Stationen
mit Hilfe einer "Wechselmatrix" H, deren Elemente h;; angeben, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit auf einen Besuch an Station i einer an Station j folgt.

Mit den Bedienwiinschen fiir alle Stationen und den Wechselwahrscheinlichkei-
ten zwischen allen Stationen ist ein ProzefSmuster vollstindig charakterisiert.
Verbleibt zu kldren, wie einzelne Prozesse (die sich gemaf dieses Prozefimusters
verhalten) entstehen. Wie in Abschn. 2.1 schon ausgefiihrt, unterscheiden wir
zwei alternative Fille:

- aus der Umgebung generierte, d.h. temporire, Prozesse - tiber deren Generie-
rungsvorschriften wir uns noch Klarheit zu verschaffen haben. Wir nehmen
dazu (einschrinkend!) an, da8 temporédre Prozesse je einzeln initiiert werden
(also nicht mehrere zugleich) und folgen dem inzwischen bewéhrten Muster:
Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Prozefinitiierungen verstreicht eine
gewisse Zeit, der sog. "Zwischenankunftsabstand". Diese Zeit wird nicht im
Einzelfall deterministisch beschrieben, sondern insgesamt festgelegt durch die
Modellvorstellung, daB die Folge der Ankunftsabstinde durch eine Folge un-
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abhingig identisch verteilter Zufallsvariabler Aj,A,,... repréasentiert ist, etwa
charakterisiert durch die Verteilungsfunktion FA(a). Das diese temporiren
Prozesse beschreibende ProzefSimuster mufl vervollstindigt werden einerseits
durch Wechselwahrscheinlichkeiten, welche einem neu initiierten Prozef} die
erste zu besuchende Station zuweisen und solche, die ein (endgiiltiges) Verlas-
sen des Stationsnetzes von (u.U. verschiedenen) Stationen aus zulassen. Wie in
Abschn. 2.2 fassen wir dazu die Umgebung als Pseudostation mit ausgezeich-
netem Index 0 auf und reichern die Wechselmatrix H mit Groen hy; (Wahr-
scheinlichkeit, daf8 auf Systemeintritt Station i folgt)und hjy (Wahrscheinlich-
keit, daf8 nach Station j Systemabgang folgt) an.

- dauernd existierende, d.h. permanente, Prozesse - die nie generiert werden,
aber in einer zu spezifizierenden festen Anzahl, sagen wir: N, vorhanden sind.

Bevor wir die damit abgeschlossene Charakterisierung der Last-Komponente ei-
nes stochastischen Verkehrsnetzes nochmals zusammenfassen, sei auf eine Reihe
von Vereinfachungen hingewiesen, die wir implizit getroffen haben, und die
spater wieder fallengelassen werden sollen. Zum einen haben wir uns auf ein
einziges ProzefSmuster festgelegt, dem alle betrachteten Prozesse folgen. Dies ist
der sog. "Ein-Ketten-" (single chain) Fall. Es mag aus Griinden der Realitdtsndhe
durchaus naheliegen, mehrere unterschiedliche ProzefSmuster vorzusehen (eines
fiir Stapelauftrige, eines fiir Datenbank-Transaktionen, ...), in welchem Fall die
obigen Beschreibungen zu vervielfachen wiren; wir werden darauf zurtickkom-
men. Zum anderen wurden die u.U. mehrfachen Besuche einer Station durch
denselben Kunden nicht voneinander unterschieden (gleiche Bedienwunschver-
teilung, gleiche Wechselwahrscheinlichkeiten), obwohl auch hier ein Bediirfnis
groBerer Realitdtsnihe vorliegen konnte (z.B. von 3 Besuchen ist der erste "lang”",
die beiden anderen "kurz"); diesem Bediirfnis kann man durch Einteilung der
Besuche einer Station in verschiedene "Klassen" beikommen samt der Moglich-
keit, dafl Kunden ihre Besuchsklasse von Besuch zu Besuch dndern. Zunéchst
bleiben wir bei unserem "Ein-Klassen-" (single class) Fall und kommen spéter auf
die angedeutete Verallgemeinerung zurtick. Zusammenfassend:

Annahmen 2.3.1: Bezeichne I die Menge der Stationen eines Verkehrsnetzes ge-
mafl Abb. 2.1.1. Die Last-Komponente des Verkehrsnetzes wird im stochasti-
schen Ein-Ketten-Fall beschrieben durch ein einzelnes Prozemuster sowie ent-
weder (beim offenen Modell) durch eine Prozefinitiierungsvorschrift oder (beim
geschlossenen Modell) durch die Zahl N vorhandener Prozesse. Das ProzefSmu-
ster wird im Ein-Klassen-Fall beschrieben durch eine Menge von (Bedien-
wunsch-) Variablen W;; il I und eine (Stations-Wechsel-)Matrix der Dimension
[T1+1 (beim offenen Modell) bzw. |1l (beim geschlossenen Modell). Dabei ist
verabredet, daf8 die Folge der Bedienwiinsche fiir jede Station i durch eine Folge
unabhingiger Zufallsvariabler repréasentiert ist, die identisch verteilt sind gemaf
der Verteilung von W;. Ferner, da§ die Elemente h;; der Matrix H bedingte Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind, welche die Wechselwahrscheinlichkeiten Stati-
on i - Station j festlegen; beim offenen Modell dient ein besonderer Bezeichner
(z.B. "0", OI I) der Benennung der Umgebung und die Matrixelemente hy; bzw.
hjy der Festlegung der Verzweigungswahrscheinlichkeiten zu Beginn eines tem-
porédren Prozesses bzw. seiner (bedingten) Beendigungswahrscheinlichkeiten.
Die Prozefinitiierungsvorschrift des offenen Modells ist festgelegt durch eine
(Zwischenankunfts-)Variable A und die Verabredung, dafl Prozesse einzeln und
mit unabhingig und identisch (geméfl der Verteilung der Zufallsvariablen A)
verteilten Ankunftsabstdnden initiiert werden.
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Wir haben uns bis jetzt ausschliellich um die Last-Komponente stochastischer
Verkehrsnetze gekiimmert. Was ist zu der Maschinen-Komponente zu sagen,
d.h. zu der Menge I der Stationen? Erinnern wir uns an Abschn. 2.2 und daran,
daf als wesentlichste Charakteristik einer Station ihre Bediendisziplin zu beach-
ten ist; also zu beschreiben ist, unter welchen Umstinden welcher anwesende
Kunde mit welcher Geschwindigkeit bedient wird (bzw. allgemeiner, welche an-
wesenden Kunden mit welchen Geschwindigkeiten bedient werden). Uber die
konkreten Bediendisziplinen miissen wir fiir die jetzigen Uberlegungen auch gar
nicht viel mehr aussagen. Die allermeisten bedienen sich eines rein deterministi-
schen Mechanismus und arbeiten mit rein (stations-) lokalen Informationen, d.h.
auf der Basis eines lokalen "Zustands". Mit den Beispielen der Testfrage 2.2.9:

e Die FCFS-Disziplin "weif)" (d.h., hilt als Zustand fest), wieviele Kunden anwe-
send und in welcher Reihenfolge sie eingetroffen sind. Sie bedient unter den
Anwesenden jeweils den Erstankommling vollstindig (d.h. entsprechend des
Gesamtumfangs seines Bedienwunsches) und zwar als Station von konstanter
Bedienkapazitdt mit einer festen, zustandsunabhéngigen Geschwindigkeit von
r(AE/ZE).

e Die HOL-Disziplin kennt (als lokalen Zustand) die Anzahl der Anwesenden je-
der Prioritdtsklasse sowie die Reihenfolge ihrer Ankunft. Sie bedient aus der
hochsten besetzten Prioritdtsklasse deren Erstankdmmling mit zustandsunab-
hangiger Geschwindigkeit.

Testfrage 2.3.2: Erkldren Sie auf die soeben gelibte Art Zustand und Bedienge-
schwindigkeiten der RR-Disziplin (vgl. Testfrage 2.2.9) und der Verzdgerungs-
station (vgl. Abb. 2.2.10 und zugehoriger Text).

Eine Zusatzangabe ist fiir die von uns betrachteten Stationen vonnéten: Wir set-
zen bis auf weiteres voraus, daf8 sie von unbeschriankter (rdumlicher) Kapazitat
sind, d.h. da8 sie (im Modell!) unbegrenzt viele Kunden aufnehmen koénnen.
Diese Voraussetzung ist wesentlich, da ohne sie auf das Ende der Bedienung ei-
nes Kunden an einer Station i und seines (auf der Basis seines Prozefimusters)
daran anschlieSend geduflerten Wechselwunsches in Richtung Station j nicht un-
bedingt ein Wechsel nach Station j erfolgen wiirde - Station j konnte ja, bei be-
grenzter Kapazitit, zu diesem Zeitpunkt voll belegt sein. Solche "Blockierungen"
der Kundenbewegung (die durchaus nicht unrealistisch sind!) wollen wir im
Moment von unseren Betrachtungen ausschlieSen.

Testfrage 2.3.3: Warum mufiten wir uns bei der betriebsanalytischen Interpreta-
tion der Verkehrsnetze (s. Abschn. 2.2) nicht um begrenzte Kapazitdten von Sta-
tionen kiimmern, bzw. bei welchen der betriebsanalytischen Untersuchungen
wire es wesentlich, sich doch tiber Kapazititsbegrenzungen Gedanken zu ma-
chen?

Fassen wir analog Ann. 2.3.1 bzgl. der Last-Komponente eines stochastischen
Verkehrsnetzes nun auch unsere Voraussetzungen hinsichtlich der zugehorigen
Maschinen-Komponente zusammen:

Annahmen 2.3.4: Die Maschinen-Komponente eines stochastischen Verkehrsnet-
zes besteht aus einer endlichen Menge I von Bedienstationen. Wir bezeichnen ge-
legentlich die Méchtigkeit der Menge mit M(=I11). Eine spezielle Vernetzungs-
struktur der Stationen ist nicht vorgegeben (Sie kénnen sich z.B. eine vollstandi-
ge Vernetzung - von jeder Station zu jeder Station - vorstellen oder auch - aus
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graphisch-darstellerischen Griinden - die Vernetzungsstruktur, die sich aus den
Elementen h;; 0 der Wechselmatrix der Last-Komponente ergibt). Alle Stationen
sind von unbegrenzter raumlicher Kapazitit. Jeder Station zugeordnet ist ihre
spezifische Bediendisziplin. Jede Bediendisziplin arbeitet auf einem geeignet an-
gelegten Zustandsraum. Die Station nimmt Zustidnde (aus diesem Zustands-
raum) ausschliefSlich auf der Basis lokaler (in der Station beobachtbarer) Umstan-
de ein, so daf8 ein Stationszustand auch als kompakte Darstellung der gesamten
Vergangenheit der Station gesehen werden kann; kompakt in dem Sinne, daf8 al-
le fiir das Arbeiten der Disziplin unwesentlichen Umstdnde "vergessen" werden
kénnen. Die Wirkung einer Disziplin besteht darin, da8 sie jedem (aufgrund von
Geschehnissen der Vergangenheit) anwesenden Kunden eine (momentane, fiir
die Dauer dieses Zustands bestehende) Bediengeschwindigkeit zuweist; der Fall
der (momentanen) Nicht-Bearbeitung eines Kunden ist durch "Bediengeschwin-
digkeit=0" mit erfafst.

Wir waren zu Beginn des Abschnitts mit dem Ziel gestartet, die Regeln und Ge-
setze festzulegen, nach denen sich die Betriebsabldufe in einem Verkehrsnetz (als
Leistungsmodell eines Rechensystems) vollziehen. Wir haben dieses Ziel (in den
Annahmen 2.3.1 und 2.3.4) durch eine fiir die jetzigen Zwecke hinreichend prazi-
se Spezifikation stochastischer Verkehrsnetze erreicht. Der nichste Schritt muf3
offensichtlich darauf gerichtet sein, ein solches stochastisches Modell zu analy-
sieren, d.h. aus der quantitativen Konkretisierung eines stochastischen Verkehrs-
netzes mittels geeigneter analytischer Techniken auf die interessierenden Lei-
stungsgrofien (Durchsétze, Verweilzeiten, etc.) zu schliefen.

Welche Art von Resultaten kénnen wir tiberhaupt erwarten? Konzentrieren wir
uns (als Beispiel) auf den Durchsatz einer bestimmten Station. Sei dieser (in An-
lehnung an Abschn. 2.2) definiert als Zahl der Kundenabgénge von dieser Stati-
on pro Zeiteinheit. Betrachten wir diese Grofe fiir einen einzelnen Betriebsablauf
(wie er von unserem stochastischen Verkehrsnetz erzeugt werden konnte), in-
dem wir tiber die Zeitachse eine Folge aneinander anschlieSender Zeitintervalle
jeweils der Lange 1ZE legen:

0 ta ta+l ta+2 t / ZE

I } } } } -

1 2 3 Intervallindex

Abbildung 2.3.5a: Strukturierung der Zeitachse

Notieren wir jetzt die Durchsétze in jedem dieser Zeitintervalle, dann erhalten
wir (im Prinzip) ein Ergebnis entsprechend Abb. 2.3.5b. Betrachten wir einen
zweiten Betriebsablauf (auch dieser sei von unserem stochastischen Verkehrs-
netz erzeugt worden, das ja alle moglichen Betriebsabldufe beschrieb), dann er-
halten wir bei gleicher Strukturierung der Zeitachse zwar das gleiche prinzipielle
Bild, aber méglicherweise mit anderen Durchsatzwerten, z.B. mit denen der
Abb. 2.3.5c. Diese Unterschiedlichkeit der Beobachtungen entspricht sicher den
Erwartungen, waren doch Bedien- und Stationswechsel-Wiinsche der Kunden
nur stochastisch festgelegt, konnten also von Betriebsablauf zu Betriebsablauf
variieren - und damit die resultierenden Durchsétze ebenfalls. Wir kénnen also
nicht erwarten, den Durchsatz einer Station in einem bestimmten Zeitintervall
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Abbildung 2.3.5b: Durchsatz einer Station bei einem Betriebsablauf

) Durchsatz / (Kunden/ZE)

4 T +

3T +

2 T +

1T + +

0 t t t t t —
0 1 2 3 4 5 Intervallinde»

Abbildung 2.3.5¢: Durchsatz einer Station bei einem zweiten Betriebsablauf

als deterministische Grofle errechnen zu konnen. Vielmehr miissen wir erneut
auf eine probabilistische Charakterisierung aus sein: Der Durchsatz im i-ten In-
tervall wird durch eine Zufallsvariable, nennen wir sie D;, beschrieben; wir wis-
sen tiber die ZV D; Bescheid, wenn wir ijhre Verteilung angeben (ausrechnen)
konnen. Damit nicht genug: Wir miissen darauf gefafit sein, dafl bei der Beob-
achtung eines einzelnen Betriebsablaufes verschiedene Durchsatzwerte, z.B. d;
und d;,, voneinander abhéingen - etwa in dem Fall, daf3 die Bedienwiinsche der
Kunden in 80% aller Fille einer Bearbeitungszeit von mehr als 2ZE entsprechen,
so daf8 (unter der Annahme nicht-unterbrechender Bedienung) aus d;>0 in mehr
als 80% der Falle d; 1=0 folgt. Entsprechend miissen wir darauf eingestellt sein,
daf8 die ZV D, und D;, nicht unabhéngig sind, ja daff auch Abhéingigkeiten zwi-
schen weiteren Durchsatz-ZV bestehen und daher eine vollstindige Charakteri-
sierung des Durchsatzes einer Station der Angabe der gemeinsamen Verteilung
der Menge von Zufallsvariablen D;; i=1,2,... bedarf. Wir kénnen dem Kind jetzt
auch den richtigen Namen geben: Die Familie von Zufallsvariablen (D;; i=1,2,...)
ist ein Beispiel eines "stochastischen Prozesses", im konkreten Falle eines mit dis-
kretem "Zustandsraum" (jedes D; kann nur Werte aus der abzdhlbaren Menge
Ny annehmen) und diskreter "Parametermenge" (i durchléuft die abzahlbare
Menge N).

Wir wollten herausarbeiten, welche Art von Resultaten wir aus der Analyse sto-
chastischer Verkehrsnetze erwarten konnen. Fiir die Resultatgrofie "Durchsatz
einer Station" haben wir erkannt, daf8 das vollstandige Resultat durch die Cha-
rakterisierung des stochastischen Prozesses (D;; i=1,2,...) gegeben wére. Aus die-
ser Charakterisierung kénnten wir ersehen, welche Folgen von Durchsatzwerten
(dy,dy,ds,...) - jede derartige Folge ist genau einem Betriebsablauf zugeordnet -
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tiberhaupt auftreten und mit welcher Wahrscheinlichkeit (fiir die Realitdt inter-
pretiert: mit welcher relativen Héufigkeit) solche Folgen bestimmte Eigenschaf-
ten aufweisen. Um Sie an der potentiellen Fiille der hier angesprochenen Infor-
mation nicht von vornherein verzweifeln zu lassen: Wir kénnen bei der gefor-
derten Charakterisierung des stochastischen Prozesses natiirlich bescheiden sein;
vielleicht interessieren uns gar nicht die individuellen Folgen (d;,d,,d3,...) son-
dern nur die Mittelwerte der Beobachtungen (d;,d,,d3,...), quer tiber alle Betriebs-
abldufe gesehen, so daB statt der vollstaindigen Charakterisierung des stochasti-
schen Prozesses (D;; i=1,2,...) nur die Folge der Erwartungswerte (E[D{],E[D,],...)
"auszurechnen" wire. Vielleicht auch ist der angesprochene Prozef8 unter be-
stimmten Bedingungen so "gutartig", da8 die Verteilungen der einzelnen Durch-
satzvariablen D; sich nicht unterscheiden, so daf$ auch ihre Erwartungswerte zu-
sammenfallen und wir von (einem einzigen) "mittleren Durchsatz" reden kénnen
(womit wir auf einer Betrachtungsebene landen, die den betriebsanalytischen
Untersuchungen des Abschn. 2.2 stark dhnelt). In der Tat werden solche "statio-
ndr" genannten Prozesse im Zentrum unseres Interesses stehen - womit unsere
Aufgabe vielleicht nicht mehr ganz so umfangreich aussieht.

Stochastische Prozesse werden uns bei unserer Analyse auf Schritt und Tritt be-
gegnen. Nehmen wir uns statt des zuvor betrachteten Beispiels "Durchsatz einer
Station" ein anderes vor: "(Kunden-) Verweilzeit in einer Station", definiert als
Lange des Zeitintervalls zwischen der Ankunft eines Kunden an der Station und
seinem Abgang von der Station. Betrachten wir diese Grofle wieder fiir einen
einzelnen Betriebsablauf und beginnen unsere Beobachtung zu irgendeinem
Zeitpunkt t,. Der erste Kunde, der nach diesem Zeitpunkt die Station verldst, ha-
be die Zeit t; in der Station verbracht, hat also eine Verweilzeit t;, der néchste ei-
ne Verweilzeit t;, usw. Insgesamt erhalten wir eine Folge von Verweilzeiten (t;;
i=1,2,...). Betrachten wir einen zweiten Betriebsablauf, beginnen wieder zum
Zeitpunkt t, mit der Beobachtung, so erhalten wir wieder eine Folge von Ver-
weilzeiten (t;'; i=1,2,...), aber aller Voraussicht nach (wegen der Stochastik im Er-
zeugungsmechanismus "stochastisches Verkehrsnetz") mit von der ersten Folge
abweichenden Werten. Wir wissen bereits Abhilfe fiir die dadurch entstehende
Schwierigkeit bei der Charakterisierung der Folge: Jede der Beobachtungen wird
als Zufallsvariable T; (i=1,2,...) aufgefaf8t, die Menge der Beobachtungsfolgen als
stochastischer Prozef (T;; i=1,2,...); wieder miissen wir von einer gegenseitigen
Abhangigkeit der T; ausgehen (so ist es hochwahrscheinlich, daf bei einer FCFS-
Station auf ein "grofles" t; ein "ziemlich grofies" t;,; folgt: Nachdenken!); wieder
miiite eine (vollstindige) Charakterisierung der Zufallsvariablen-Folge (T;;
i=1,2,...) auf die Angabe der gemeinsamen Verteilung aller beteiligten ZV hinaus-
laufen.

Allerdings sollte eines klar sein: So interessant eine geeignete Charakterisierung
der stochastischen Prozesse (D;) bzw. (T;) auch als Resultat der Analyse erschei-
nen mag, keiner der Prozesse bietet sich als Grundlage der Analyse an; die Infor-
mation, die in Feststellungen der Art "D; hat den Wert 3" oder "D; liegt in 80%
der Félle tiber 2" enthalten ist, ist einfach zu gering, als dal wir (deterministisch
oder probabilistisch) auf die Werte anderer D.'s schliefen konnten; bzw. globaler
betrachtet: Unser sorgsam entworfener Generierungsmechanismus "stochasti-
sches Verkehrsnetz" ist in den Prozessen (D;) und (T;) gar nicht reflektiert und ei-
ne isolierte Betrachtung dieser Prozesse daher aussichtslos.

Sehen wir uns unseren Generierungsapparat nach Ann. 2.3.1/2.3.4 nochmals an:
Jede Station nahm im Verlaufe eines Betriebsablaufs unterschiedliche Zustinde
aus ihrem spezifischen (lokalen) Zustandsraum ein. Der Stationszustand diente
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Prozesse

Verweilzeit

Analyse-
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in den vorgenannten Uberlegungen dazu, den anwesenden Kunden (nach Ma8-
gabe der Bediendisziplin) eine Bediengeschwindigkeit zuzuordnen, ihnen also
einen Bedienungsfortschritt (eine Reduktion ihres Bedienwunsches bzw. des
nach bereits erfolgter teilweiser Bedienung verbliebenen Bedienwunsch-Restes)
zukommen zu lassen. Betrachten wir eine Station i wihrend eines Betriebsab-
laufs, dann stellen wir zu einem Zeitpunkt t fest, daf8 sie sich in einem bestimm-
ten Zustand befindet, nennen wir ihn z;(t). (Welche Information in z; enthalten
ist, miissen wir im Moment nicht konkret festlegen - dazu kommen wir aber in
Kap. 3). Bei Beobachtung eines zweiten Betriebsablaufs wird sich (gleiche Stati-
on, gleicher Zeitpunkt) ein Zustand z;'(t) finden, wobei i.allg. z;(t)* z; (t); das ver-
traute Bild demnach: Der Zustand der Station i zum Zeitpunkt t muf8 durch eine
Zufallsvariable Z;(t) charakterisiert werden. Weiter: Entlang eines einzelnen Be-
triebsablaufs werden Stationszustdnde zu verschiedenen Zeitpunkten, z.B. z(t)
und z;(t'), voneinander abhingen (fiir "kleine" Zeitdifferenzen t'-t werden wahr-
scheinlich auch die zugehdrigen Zustdnde "nur wenig" voneinander abweichen);
demzufolge sind auch die Zufallsvariablen Z;(t) und Z;(t') als abhéngig anzuse-
hen. Bezeichnen wir die Menge aller betrachteten Zeitpunkte (aller Zeitpunkte
also, zu denen uns der Stationszustand interessiert) mit T, dann haben wir in
(Z;(1); tI T) erneut einen stochastischen Prozef vor uns, dessen vollstandige Cha-
rakterisierung durch Angabe der gemeinsamen Verteilung aller Z;(t), t1 T, erfol-
gen miif8te. Erschwerend kommt hier allerdings dazu, da wir die "Zeit" als kon-
tinuierliche Grof3e auffassen werden, also T eine (iiberabzihlbare, konvexe) Un-
termenge der reellen Zahlen darstellt: (Z;(t); tI T) ist ein stochastischer Prozef
mit "kontinuierlicher Parametermenge". Und: Welcher Art der Zustandsraum ist
(diskret, kontinuierlich, gemischt), dartiber miissen wir erst noch diskutieren.

Ein Schritt noch: Die Zustinde der verschiedenen Stationen im Netz, also die
z(t), il I, sind natiirlich ebenfalls voneinander abhingig (denken Sie z.B. an ein
geschlossenes Modell, bei dem die Aufteilung der Kunden auf die verschiedenen
Stationen zwar mit der Zeit variiert, aber eben unter der Randbedingung, daf3
die Gesamtzahl konstant bleibt). Dies macht es notwendig, statt der Betrachtung
der Zustinde einzelner Stationen den Gesamtzustand des Netzes zu beobachten,
etwa in Form des "Zustandsvektors" z(t) = (z(t); il I). Diesen gilt es wegen der
stochastischen Schwankungen wieder als (hier: vektorielle) Zufallsvariable Z(t) =
(Z;(t); il 1) aufzufassen und iiber der Zeit als stochastischen Prozef (Z(t); t T) zu
studieren.

Wir haben damit zwar ein Studienobjekt betrachtlicher Komplexitit konstruiert,
dafiir aber auch eines, das wir (im Gegensatz zu den simplen Prozessen (D;)
bzw. (T;)) mit zumindest prinzipieller Hoffnung auf Erfolg untersuchen kénnen.
Diese Hoffnung griindet sich auf die Tatsache, dal die Verdnderung des Modell-
zustands tiber der Zeit direkt unserem (bekannten!) Generierungsmechanismus
unterliegt. Denken wir dariiber kurz noch einmal nach, und zwar der einfache-
ren Vorstellungsmoglichkeit halber in deterministischer Terminologie (eine
Ubertragung in die Welt der Stochastik miissen wir anschlieend sicherlich vor-
nehmen): Solange kein Kundenzugang erfolgt, arbeitet jede Station autonom vor
sich hin; die anwesenden Kunden werden gemifl Bediendisziplin bearbeitet,
evtl. zu bestimmten Zeiten unterbrochen, verlangsamt, beschleunigt usw.; der lo-
kale Zustand jeder Station verdndert sich also in festgelegter (und vorhersehba-
rer!) Weise; jeder Kunde hatte die Station mit einem bekannten Bedienwunsch
betreten, wir hatten ihm bekannte (evtl. wechselnde) Bearbeitungsgeschwindig-
keiten zukommen lassen, es 1463t sich absehen (ausrechnen!), wann er fertig be-
dient ist; zu diesem Zeitpunkt schlielt sich i.a. an den soeben absolvierten Be-
dienwunsch ein nichster an einer anderen (bekannten) Station an; der Kunde
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wechselt zu dieser Station, der Globalzustand des Netzes verandert sich entspre-
chend (bzw.: der Lokalzustand von Quell- und Zielstation dndert sich simultan);
die Stationen arbeiten wieder eine Weile autonom; dann erfolgt ein Kunden-
wechsel, usw. - die Zustandsiiberginge sind also sdamtlich nachvollziehbar (und
prognostizierbar), wir haben die Dynamik des Modells (im Prinzip) voll im Griff.
In stochastischer Terminologie ist ein Bedienwunsch natiirlich nicht zu einem
festen Zeitpunkt abgearbeitet, sondern mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit in
einem bestimmten Zeitintervall; wechselt ein Kunde nicht zu einer festen Folge-
station, sondern mit gewissen Wahrscheinlichkeiten zu bestimmten Folgestatio-
nen; unsere Aussagen werden unschirfer, an der prinzipiellen Nachvollziehbar-
keit bzw. Prognostizierbarkeit dndert das nichts. Es wird Gegenstand des nich-
sten Kapitels sein, das somit aufgestellte Analyseprogramm konkret auszufiillen
und zu sehen, in welchen Féllen wir uns von der prinzipiellen Analysierbarkeit
des stochastischen Zustandsprozesses (Z(t); tI T) zu effektiven Resultaten durch-
arbeiten konnen.
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Losungshinweise zu den Testfragen
2.1.2:

Tempordre Prozesse modellieren das Verhalten von Aufgaben, die von der Umgebung an die Ma-
schine gestellt werden. Im Normalfalle werden dabei, mit gewissen zeitlichen Abstinden, immer
wieder Prozesse eines ProzefSmusters generiert (z.B. die Aufgaben der Stapelverarbeitung repra-
sentierend); solche Aufgaben sind aber irgendwann "abgearbeitet". Wiren sie dies nicht, dann
wiirde sich das System mit in Bearbeitung befindlichen Aufgaben immer weiter "anfiillen". Fiir
den Fall einiger weniger tatsdchlich "immer" vorhandener Prozesse (z.B. Verwaltungsprozesse)
setzt man die permanenten Prozesse ein - und unterschldgt ggf. die explizite Generierung (die ja
nur den "Systemstart” nachbilden wiirde).

2.2.4:

Die Feststellung "Ereignis x tritt mit Rate y auf" impliziert die Vorstellung von y Ereignissen x je
Zeiteinheit. Selbst wenn Sie klarstellen, daf8 aufgrund der Berechnungsvorschriften nur "im Mittel"
y Ereignisse x pro Zeiteinheit generiert sein konnen, fiihrt

* ein zu kleines T
(Beispiel: In 1 Stunde geschehen insgesamt 10 Ereignisse, T hat die Lange 1 sec, in diese Sekunde
fallt ein/kein Ereignis)

* starke statistische Unregelmafigkeit
(Beispiel: In 1 Stunde geschehen insgesamt 10 Ereignisse, T hat die Lange 1 h, alle 10 Ereignisse
fallen in die ersten 10 sec von T)

zu (intuitiv) falschen Vorstellungen.
2.2.9:

Sollten Thnen die Bediendisziplinen nicht vertraut sein (in welchem Fall Sie unbedingt Thre Be-
triebssystem-Kenntnisse auffrischen sollten!), hier eine kurze Charakterisierung:

- FCFS: Kunden werden in der Reihenfolge ihrer Ankunft, jeweils vollstindig und ohne Unterbre-
chung, bedient;

- HOL: Jeder Kunde gehort einer aus einer festen Anzahl von (Prioritéts-) Klassen an; der Warte-
raum der Station enthélt fiir jede Klasse eine gesonderte Warteschlange; die Bedienung jedes
Kunden geschieht vollstindig und ohne Unterbrechung; héhere Prioritdtsklassen werden vor
niedrigeren bedient, innerhalb jeder Prioritatsklasse gilt FCFS;

- RR: Der Warteraum besteht aus einer Warteschlange; Neuankdmmlinge stellen sich am Ende
der Schlange an; die Bedienung erfolgt entsprechend der Ordnung der Warteschlange, ist aller-
dings unterbrechend in dem Sinne, daf8 der Bediener einem Kunden maximal fiir die Dauer ei-
ner "Zeitscheibe" fester Lange verfiigbar ist; ist die Bedienanforderung innerhalb dieser Zeit-
scheibe nicht zur Ginze abgewickelt, stellt sich der Kunde (mit seiner "Rest"-Bedienanforde-
rung) wieder am Ende der Warteschlange an und wartet auf Fortsetzung der Bedienung u.s.f.

Zur Aufgabe: Machen Sie sich (durch Zeichnungen, Rechnungen o0.4.) klar, dal weder eine (belie-
bige!) Umordnung im Warteraum noch eine (beliebige!) Stiickelung der Bedienung auf Gleichun-
gen (2.2.7) einen Einfluf hat, solange nur "arbeitserhaltend" und "konstante Bedienkapazitit" im
Sinne von Def. 2.2.8 zutrifft, was hier insbesondere heifit, daf8 durch die Organisation der Diszi-
plin keine Bedienkapazitdt verlorengeht: Also kein Aufwand fiir Sortieren, Unterbrechen, Wieder-
aufsetzen; kein Verlust bereits geleisteter Arbeit; keine "idle"-Zeiten trotz nichtleeren Warteraums.
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2.2.11:

Alle Endgerite werden zusammen durch eine Verzégerungsstation terminals représentiert, so daf
sich folgende Maschine ergibt:

— terminals | rechner [—%

Wir benétigen nur noch ein ProzefSmuster:

LOOP
terminals.denke;
rechner.bearbeite

ENDLOOP

zu dem es n individuelle Prozesse gibt, jeder einem Benutzer (samt seinem nur noch gedachten in-
dividuellen Endgerét) zugeordnet. Die Umsetzung von "denke" in das physikalisch notierte "wid-
me mir (z.B.) 20 sec" - die Denkzeit des Benutzers reprasentierend - bleibt unverandert (die u.U.
zeitlich tberlappend ablaufenden Denkvorgénge beeinflussen einander aufgrund der Verzdge-
rungsstation-Fiktion in keiner Weise), eine Umsetzung von "bearbeite" ist, wie gehabt, nur bei wei-
terer Auflésung von rechner sinnvoll méglich.

2.2.28:

Die Aufgabe ist in ihrer Einfachheit fast trivial und auch ohne viel Formalismus mit gesundem
Menschenverstand 16sbar: Von den 31 cpu-Besuchen je Stapelauftrag endet der letzte mit einem
Verlassen des Systems (nur von cpu aus ist Verlassen mdglich), an die ersten 30 schlief8t sich je ei-
ne Anforderung an eine der E/ A-Einheiten an; davon gelten 20 der disk_1, 10 der disk_2. Nume-
rieren wir der Einfachheit halber die Stationen: disk_1 entspricht "1", disk_2 entspricht "2", cpu
entspricht "3", dann erhalten wir bei einer Ankunftsrate der Stapelauftrage von c; (Systemankiinf-
te/ Zeiteinheit) die Durchsétze c3=31-c(, c,=10-c(, c;=20-c.

Bei einer komplexeren Aufgabe dieser Art ist es dagegen ratsam, formaler vorzugehen wie folgt:

hyz =1 Jede Systemankunft geht nach cpu
hiz=hy3=1 Jeder E/ A-Abgang geht nach cpu
hy; =20/31

h3, =10/31 Entsprechend obiger Uberlegungen
ha =1/31

hij =0 fiir alle anderen (i,j)

Gleichungssystem (2.2.27b) erhilt daher das Aussehen

Co= h30C3 +0
C1 = h31C3 +0
Cy = h32C3 +0

C3 = hO3CO + h13C1 + h23C2 +0

Wegen der Homogenitit des Gleichungssystems entfernen wir eine Gleichung (z.B. die letzte) und
benutzen ¢ als Parameter

hypez =
C1- h31C3 =0
Co - h32C3 =0
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woraus sich die bereits bekannte Losung
=1 q=3lIx
hsp
q _ha cp="20%;
h3p
o _hyp cp=10%
h3p
ergibt.
2.2.32:

Gegeniiber 2.2.28 dndert sich nur folgendes: Eine Umgebung (also "Station 0") gibt es nicht mehr,
hy; und hg fallen also weg. Dagegen gibt es einen neuen Weg cpu-cpu und die zugehérige Uber-
gangshdufigkeit h33=1/31 - dem Werte nach nattirlich gleich dem alten h3(, da ja mit diesem Weg
(zuvor und jetzt) die Beendigung eines Stapelauftrags angezeigt ist. Ziehen wir die Aufgabe for-
mal durch (sie wire nach wie vor einfach genug, um auch ohne Formalismus durchzukommen),
dann haben wir es mit dem Gleichungssystem (2.2.31) zu tun:

h31X3 - X1 = O
h13X1 + h23X2 + (h33-1)X3 =0
mit der zusétzlichen Gleichung (j*=1 wegen Messung von ¢y an disk_1)
X;=1
Lassen wir eine der oberen Gleichungen weg, z.B. die dritte, dann ergeben sich

Xz=-1 X;=_1 =31

h3; h3; 20
h
Xp=hzpXz=132-1
2 3213 h31 5
sowie nach (2.2.30) die Durchsitze (in Kunden/ZE)
= XZO_I_ :ig =
3= X0 = 0= 6

Die Abfertigungsrate fiir Stapelauftrdge entspricht dem Verkehrsflufl cpu-cpu, hat also den Wert
C3'h33 = 62/31 =2

Stellen wir uns nun "in" den Riickkopplungsweg cpu-cpu und fassen das gesamte System als "Sta-
tion" auf:

_&\7_> CpU [ ]

Wir kennen den Durchsatz (die Eingangsrate): czhys = 2 Kunden/ZE; die Zahl der Kunden im Sy-
stem: konstant gleich MP=5, d.h. auch im Mittel 5. Little's Gesetz (2.2.22b) ist anwendbar und er-
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gibt als mittlere Bearbeitungszeit eines Stapelauftrags

V=0-MP _5_557F
a ghs 2

2.2.34:

Der maximale Wert fiir cj, nennen wir ihn ¢ ,,,, ergab sich aus der Tatsache, dafs fiir diesen Wert
eine der Stationen, sagen wir Station k, einen Durchsatz cy ., erreichte derart dafi, s.
(2.2.30,2.2.33)

1= bk,max = Bk'ck,max

diese Station also dauernd beschiftigt war. Wiirden wir nun ¢y tiber ¢y oy, und damit ¢ tiber
Ck max hinaus steigern, dann kénnte Station k die daraus resultierende Arbeit nicht mehr bewilti-
gen: Der Warteraum von Station k wiirde sich fortlaufend weiter anfiillen mit Kunden, die auf Be-
arbeitung warten (real natiirlich nur bis zu einer physikalisch gegebenen Grenze, die aber in unse-
rem Modell nicht enthalten ist). Wie gro8 auch immer die Besetzung dieses Warteraums wird, an
der Abgangsrate ¢y ., der Station k &ndert sich nichts mehr: Die Station arbeitet ja bereits "mit
voller Kraft". Da nun alle Durchsitze gemafl Verkehrsfluigleichgewicht (2.2.27) fest aneinander
gebunden sind und Stationen it k auch die aus cy=cy . resultierenden Ankunftsraten ¢; durchaus
bewiltigen, bleibt auch der Systemdurchsatz (jetzt am Ausgang des Systems als Abgangsrate Sy-
stem gemessen) an den Maximalwert ¢y .., gebunden. Insgesamt: Steigt die Ankunftsrate am Sy-
stem (Abgangsrate Umgebung) c iiber den Wert ¢( ;,,,, dann nimmt die Abgangsrate vom Sy-
stem (Ankunftsrate Umgebung) a; den festen Wert ¢ ,,, an, das Verkehrsflufigleichgewicht ist
gestort (apt ¢p); intern wéchst die Kundenpopulation an Station k tiber alle Grenzen.

2.2.37:

Nein! Beschleunigen Sie namlich eine Station i, die nicht die Flaschenhals-Station ist, dann sinkt
dadurch zwar deren Auslastung

bi,neu(: Si,neu 'XiCO) < bi,alt(: Si,alt 'Xico)

was aber auf den Durchsatz der Flaschenhals-Station keinerlei Einflu8 hat (alle X. bleiben gleich!),
somit auch nicht auf die Tatsache, daf8 die Flaschenhals-Station fiir ¢, voll ausgelastet ist.
Wenn Sie eine Verbesserung des maximalen Systemdurchsatzes erreichen wollen, dann miissen
Sie schon die Flaschenhals-Station beschleunigen: Trage diese Station den Index k, dann ist ja
durch diese Mafinahme

Sk neuXk < S alr Xk

erreicht, und der Wert c( 1, ist auf einen hoheren Wert festgelegt (sowohl wenn Station k Fla-
schenhals bleibt, als auch, wenn eine andere Station Flaschenhals wird; vgl. (2.2.33¢) mit j*=0).

2.3.2:

- Die RR-Disziplin "merkt sich" (als Zustand) alle anwesenden Kunden sowie eine lineare Ord-
nung iliber diesen Kunden. Wenn Kunden vorhanden sind, wird deren Erster (gemaf festgeleg-
ter Ordnung) mit fester Bediengeschwindigkeit r bedient - alle anderen warten, haben also Be-
diengeschwindigkeit 0. Wird der bediente Kunde wihrend der zugestandenen Bedienzeitschei-
be fertig, verldfit er die Station (bzgl. des lokalen Stationszustands wird er also "vergessen") - der
(gemaB festgelegter Ordnung) Nachste ist jetzt Erster und wird mit Geschwindigkeit r bedient.
Wird der Bediente innerhalb der Zeitscheibe nicht fertig, rutscht er "ans Ende" der linear ange-
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ordneten Kunden (hat also Geschwindigkeit 0) - der Néchste riickt vor (bekommt also Ge-
schwindigkeit r). Ein Neuankdmmling an der Station stellt sich "am Ende" an.

- Die Verzogerungsstation kennt alle Anwesenden und weist jedem von ihnen eine konstante Be-
diengeschwindigkeit von z.B. r (AE/ZE) zu.

2.3.3:

Die Grundidee war ja die der Messung am System. Sollte also einer der Kunden (obwohl an Stati-
on i fertig bedient und mit dem Wunsch, nach Station j zu wechseln) aufgrund einer rdumlichen
Uberlastung der Zielstation (Station j) nicht wechseln kénnen, dann verbleibt er wohl an der
Quellstation (Station i) und wird auch nicht als Abgang bzw. Ankunft gezahlt: Die Messungen
beinhalten bereits alle Blockierungseffekte. Andererseits: Wenn wir, von einer Messung ausge-
hend, zur Ermittlung von Flaschenhilsen hypothetisch Zugangsrate (beim offenen System) oder
Kundenzahl (beim geschlossenen System) erhchen, dann verfédlschen Blockierungen unsere Resul-
tate: So konnte z.B. eine Quellstation, die einen fertigen Kunden "nicht los wird", in ihrer weiteren
Arbeit anhalten miissen: Die Station arbeitet nicht, obwohl u.U. Arbeit ansteht - eine unserer
Grundvoraussetzungen ("arbeitserhaltend") ist verletzt, und zwar mit steigendem Verkehr immer
mehr. Es gibt weitere dhnliche Effekte; insgesamt sind die Flaschenhalstiberlegungen nur bei Aus-
schlufl von Blockierungen anwendbar.
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