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3 Graphen und Netzwerke

In der Praxis haufigst angewandte Methoden des OR:
* lineare Optimierung
 Methoden auf Graphen und Netzen

- anschauliches Bild komplexer Zusammenhange,
naturliches Bild bei Transport, Versorgung,
Beschaffung, Belieferung,
Durchfluf3, Entsorgung,
Terminplanung, ...

- effiziente (polynomiale) Behandlung

auch grol3er Probleme

Themen diese Kapitels (andere Klassifizierung)
auch: Kombinatorische Optimierung
Dynamische Optimierung
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3.1 Grundlegendes
(Erinnerung; s. Datenstrukturen)

Graph (ungerichteter Graph):

= [V,E]
Menge V von Knoten V1! A& V endlich
Menge E von Kanten ECV =/4A
welche je 2 Knoten verbinden:
Kante e = {i,j} el E;ijl V(hier:e =[ij])
Ist zweielementige Untermenge von V
(auch: Inzidenzabbildung ordnet
jedem el E genau 2 Elemente i,jl V zu)

fur e =i,j] heil3t e inzident mit i und j
heil3en i und j adjazent

G heil3t vollstandig,
wenn mit i,j auch [i,j] enthalten

fur e =i,j] heil3en i und j Nachbarn,
N(i) bezeichne Menge von Nachbarn eines Knoten i,
Anzahl von Nachbarn heif3t Grad d(i)

Knoten ohne Nachbarn heif3en isoliert

G':=[V',E'] heildt
Tellgraph von G = [V,E],
wenn V'l Vund E'l E
- echter Teilgraph von G = [V,E],
wenn G' Teilgraph von G
sowie V'l V oder E'l E
- durch V'induzierter Teilgraph von G = [V,E],
wenn V'l V und E'={[i,j]| i,jl V';[ijll E}
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Digraph (gerichteter Graph):

G® :=<V,E>
V Knotenmenge, E Menge gerichteter Kanten (Pfeile)
fur e = <i,)> heild3ti Anfangs-, | Endknoten von e
heil3t e positiv inzident mit i,
negativ inzident mit j
heil3en i und j adjazent

G® heil’t vollstandig,
wenn mit i, auch <i,j> und <},i> enthalten

G® heil’t symmetrisch,
wenn mit <i,j> auch <j,i> enthalten

fur e =<i,j> heil3i i Vorganger von j
und | Nachfolger von i

P(i) bezeichne Menge von Vorgangern eines Knoten i,
Anzahl von Vorgangern heil3t Eingangsgrad d (i)

S(i) bezeichne Menge von Nachfolgern eines Knoten |,
Anzahl von Nachfolgern heil3t Ausgangsgrad d* (i)

Knoten ohne Vorganger heil3t Quelle
Knoten ohne Nachfolger heil3t Senke

Knoten ohne Vorganger und Nachfolger heil3en isoliert
(echte / induzierte) Teil(di)graphen von G® analog zu G

g;@ heilst topologisch sortiert, wenn (uU Umnumerier'g)
il P() P j<i  bzw. il S() P j<i

Operations Research Graphen und Netze



belji/3 3-4

Haben 2 oder mehr Kanten (bzw. Pfeile)
beide Anfangsknoten (Anfangs- und Endknoten)
gemeinsam, heil3en sie parallel

Sind flr eine Kante
beide Anfangsknoten (Anfangs- und Endknoten)
identisch, sprechen wir von einer Schlinge

Annahme (ab jetzt):

Graphen (Digraphen) besitzen

- keine parallelen Kanten (Pfeile) (antiparallel erlaubt)
- besitzen keine Schlingen

Beschreibungen von

Graphen Digraphen
sei  V={vq,Vy,....Vp} E={eq.es,....en}
- Inzidenzmatrix
Hp m(G) Hnm(G®)
hjj =1, ejinzident mit v, hj =+1, ejpos. Inz. mit v,
hjj =0, sonst hj =-1, ejneg. inz. mity,
hjj =0, sonst
- Adjazenzmatrix
Un n(G) Un,n(G®)
uij =1, [Vi,Vj]T E uij =1, <Vi,Vj>T E
ujj =0, sonst ujj =0, sonst
- Adjazenzliste: n-array flr Knoten ("Forward Star")
je Eintrag:  Verweis auf Liste
aller Nachbarn aller Nachfolger

+ "andere" (s. Baume)
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Kantenfolge:

Folge von Knoten und Kanten in Graph
Ry ] AT P PR A AP [ ET A

l.l;:  Endknoten
ipti,:  offene Kantenfolge

mit verschiedenen Knoten: Kette
Ip=I;: geschlossene Kantenfolge
m. versch. Zwischen-Knoten: Kreis

Graph ohne enthaltenen Kreis: kreisfrei

Knoten i,j heil3en verbunden,
wenn es Kantenfolge (P Kette) mit Endknoten i,j gibt
Knoten per def mit sich selbst verbunden

Graph G heil3t zusammenhangend,
wenn alle Knotenpaare verbunden

zusammenhangender Teilgraph G' von G
heil3t Zusammenhangskomponente,
wenn G' "maximal",
dh G' ist nicht echter Teilgraph
eines zusammenhéangenden Teilgraphen von G
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Pfeilfolge:

Folge von Knoten und Pfellen In Dlgraph
I0,<Igul1 =111, ilp 1, <Ip ol =2 <lgylgs el

|0, Endknoten
ipti,:  offene Pfeilfolge

mit verschiedenen Knoten: Weg
ip=I;: geschlossene Pfeilfolge

m. versch. Zwischen-Knoten: Zyklus

Digraph ohne enthaltenen Zyklus: zyklenfrei

Folge von Knoten und Pfeilen mit (potentiell)
nichtidentischer Orientierung: Semipfeilfolge
analog: Semiweg, Semizyklus

Knoten i,j heil3en verbunden,
wenn es Semipfeilfolge mit Endknoten i,j gibt

Knoten j ist von Knoten i erreichbar,
wenn es Pfeilfolge (P Weg) von i nach j gibt
R*(i) bezeichne Menge Knoten, die von i erreichbar
R (i) bezeichne Menge Knoten, von denen i erreichbar

Digraph G® heiRRt schwach zusammenhéngend,
wenn alle Knotenpaare verbunden

Digraph G® heiflt stark zusammenhé&ngend,
wenn jeder Knoten von jedem Knoten erreichbar

Schwache (starke) Zusammenhangskomponente von G®

ISt maximaler schwach (stark) zusammenhangender
Teilgraph von G®
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Baum: zusammenhangender, kreisfreier Graph,
|V| - 1 Kanten, Zufligen Kante erzeugt Kreis

Wald: kreisfreier Graph
mit k mit k
Baumen Zusammenhangskomponenten

gerichteter Baum / Wurzelbaum (mit Wurzel r)
schwach zusammenhéangender Digraph,
mit Quelle r und d@)=1,ilr

(genau 1 Vorganger)

..., Blatt, Ast, Vater/Mutter/Elter, Sohn/Tochter/Kind,
(Knoten-)Tiefe, ...

Bindrbaum: Baum mit £ 2 Kindern je Knoten

balancierter Binarbaum der Tiefe t:

Binarbaum mit genau 2t1 Knoten der Tiefe t-1,
Knoten der Tiefe t-1

- mit 2 Kindern: links

- mit 0 Kindern: rechts

- mit 1 Kind: dazwischen (maximal 1 Knoten)

Heap: balancierter Binarbaum,

wo "Wert" jedes Knotens
£ "Wert" seiner Tochter
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Gerlust eines Graphen G:

- zusammenhangender Teilgraph von G
- enthalt alle Knoten von G

- besitzt minimale Kantenzahl

Gerust

Gerust ist Baum (spanning tree, Spannbaum)

Graph G besitzt (mindestens 1) Gerlst,
wenn er zusammenhangend ist

gerichtetes Gerist eines Digraphen G®:
- Teilgraph von G®

- enthAlt alle Knoten von G®

- stellt gerichteten Baum dar
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Bewertete (kanten-attributierte) Graphen

Graph bzw. Digraph
G =[V,E] G® = <V,E>
+ "Bewertung" aller Kanten aller Pfeile
el E el E
mit Elementen aus Menge M
CE® M
heil3t
bewerteter Graph bewerteter Digraph
G :=[V,E:C] G® :=<V,E;c>
c heil3t Bewertungs- / Gewichtungs-Funktion, wo
Bewertung einer Kante Bewertung eines Pfeils
c(e) = ci,]] c(e) = c<i,j>
Netzwerk

bewerteter Digraph ohne isolierte Knoten
fir M = R E{¥} kann der

Kantenfolge Pfeilfolge
F=1lig)i1,-if] F =<ig,iq,...,I>

eine Lange zugeordnet werden gemal

C(F) = k§1 Cik—lik
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in diesem Zusammenhang gelte
¥ R

~

a<¥ al R

a+¥=¥+a=¥ al R
0

ax¥:¥xa:{g a=0 i R,E{¥)
offene Kantenfolge offene Pfeilfolge
mit Endknoten i, mit Anf.kn. i + Endkn. |

mit kleinster / grof3ter Lange unter allen Folgen i nach |
heil3t kiirzeste / langste

Kantenfolge Pfeilfolge
analog: klurzeste / langste
Ketten Wege
Lange kirzester
Kantenfolge (P Kette) Pfeilfolge (P WegQ)
von i nach j heif3t Entfernung
d[i,j] d<i,j>
Enthalt
G keine Kreise G® keine Zyklen

negativer Lange, dann existiert Entfernung ftr
verbundene i,j von i erreichbares j
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3.2 Minimalgertste / minimal spanning trees

Problemstellung:

Versorgungs-, Verbreitungsnetz  Strom, Gas, ...,
zu planen Daten (WAN), Telefon

Versorgungspunkte
® Knoten eines Graphen

potentielle Verbindungsstrecken
® Kanten des Graphen,
bewertet mit Kosten Installation, Betrieb, ...

gesucht ist kostengtinstigstes Netz
® Minimalgerust des Graphen:

- Gerust alle erreicht
- mit minimaler Lange Summe Streckenkosten
Beispiel

Y

I
4 Minimalgerist
—3
2 1

~
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Bestimmung Minimalgerust in bewertetem Graphen

G=[V,E;c] - zusammenhangend
- n:=|V| Knoten, n3 2; m:=|E| Kanten
- reellwertige Gewichtsfunktion c

Algorithmen von Prim, von Kruskal
("hier mit die altesten”, 50er)

Prim (Skizze): "Folge von Baumen"

e wahle Kante mit geringstem Gewicht (oder eine davon)
+ Endknoten ® "Initialbaum™

» wiederhole (n-2)-mal:
erweitere Baum zu neuem Baum,
durch Zufiigen einer (ungenutzten) Kante,
unter Wahl des kleinstmoglichen Kantengewichts

« Ergebnis ist Baum mit n-1 Kanten P Gerist,
aufgrund des Auswahlmechanismus b Minimalgerist

haufiger verwendet Variante nach
Kruskal (Skizze): "Folge von Waldern"

e wahle Kante mit geringstem Gewicht (oder eine davon)
+ Endknoten ® "kreisfreier Initialwald"

* wiederhole (n-2)-mal:
- erweitere kreisfreien Wald zu kreisfreiem Wald,
durch Zufugen einer (ungenutzten) Kante,
unter Wahl des kleinstmoglichen Kantengewichts

* Ergebnis ist krfr. Wald mit n-1 Kanten b Baum, Gerust,
aufgrund des Auswahlmechanismus P Minimalgerust

12
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Prim- und Kruskal-Algorithmen sind Greedy-Algorithmen:
in jedem Schritt "lokal" optimale Entscheidung

dennoch "globale" Optimalitat gegeben:
glicklicher (eher seltener) Fall

Zur Korrektheit der "MST"-Algorithmen:
Satz 3.2.01: Walderweiterung und MST-Eigenschaft

G = [V,E] : Graph
U, Ti]; iI=1,... .k : Baume in G,
Ui (;Uj =/ disjunkt
{[U;,Til | 1=1,....k } ; Wald in G,
C U=V V aufspannend
sowie

[v,u] kirzeste aller Kanten
mit (lediglich) 1 Endpunkt u in Uy

Dann existiert unter allen Gerlsten, welche alle Kanten
T = E (T;) des Waldes

enthalten, ein minimales Gerist, das Kante
[v,u] enthalt

Beweis per Widerspruch:

Sei [V,F] Gerist mit FET
und [v,u]l F,
kiirzer als alle GerUste, die T und [v,u] enthalten

Fuge [v,u] zu F hinzu:
P Kreis resultiert (Baumeigenschaften)
enthalt nicht nur Knoten aus Uy, dav 1 Uy

P Kante [v',u]? [v,u] auf Kreis, u'T Uq, v'1 V-U;

-13
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Entfernung von [v',u’]
b Spannbaum [V,F], F'=FE {[v,ul} - {[v',u}
mit Lange (Kosten) £ Lange (V,F)

P Widerspruch zu [V,F] klrzer als jeder Spannbaum,
der T und [v,u] enthalt

Prim-Algorithmus:
Initialwald: kiirzeste Strecke + (restliche) Einzelknoten
Aufwand: O(n?)

Kruskal-Algorithmus:
Initialwald: Spannbdume aus kiirzesten Kanten
Aufwand: O(m log m), bei heap-Implementierung G
worst case (G vollstandig): O(n? log n)

Vergleich: fallabhangig,
diinn besetzt pro Kruskal
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3.3 Kurzeste Wege

Sei N=<V,E;c> bewerteter Digraph

mit V={1,...,n}
[E[=m
CCE® R Cjj := C<i,}>

und N ohne Zyklen negativer Lange

Gesucht seien
(alternative, aber tberlappende Fragestellungen)

(a) fur festen Startknoten r und festen Zielknoten s
Entfernung d<r,s> (klrzester Weg r nach s)

(b) fur festen Startknoten r und alle Knoten jl V
Entfernungen d<r,j> (klrzeste Wege r nach )

(c) fur alle Knoten i,jl V
Entfernungen d<i,j> (kUrzeste Wege i nach ))

Ldsungen (in Folge) decken zusatzlich ab

- langste Wege:
entweder Vorzeichenanderung aller Bewertungen
oder "Minimierung" ® "Maximierung" (in Folge)

- kdrzeste / langste Ketten in bewerteten Graphen
mit nichtnegativem c:
kirzeste / langste Wege in "zugeordeten"”
symmetrischen bewerteten Digraphen
( Kante [i,j]] ® Pfeilpaar <i,j> und <j,i>,
c<i,j> = ¢<j,i> = c[i,]] )
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Fragestellung (b)  ("r zu allen")

definiere
0 j=r
dj :={ d<r,j> it R(n,*r jI Vv
¥ il R(r)

Wj .= "entsprechender” (ktrzester) Weg

Gibt es Beziehungen zwischen den dj ?

Ja: "Bellmann'sches Optimalitatsprinzip"
(hier Spezialfall, grundl. Bedeutung flr
"Dynamische Optimierung")
Teilwege in kirzesten Wegen sind (selbst) kiirzeste Wege

Im Beispiel:

K i
r < O/O J
ware (fetter) Weg r nach i nicht = W;,

dann konnte (fetter) Weg r nach j nicht = W, sein

demnach gilt: ~ dj=d;+ ¢;
und allgemein die "Bellmann'sche Gleichung"

(3.3.01) d = Imipn(j) (di + cij) iT R(N,*r

16

Operations Research Graphen und Netze



belji/3(2) 3-17

In Anwendung:
Algorithmen kirzeste Wege, Baumalgorithmen

- konstruieren fiir alle Knoten j1 R(N\{r}
kirzesten Weg Wj,
wo alle Teilwege von Wj klrzeste Wege sind

P konstruieren Teildigraph =:T von N,
mit Knotenmenge R(r),
jej1 R(N\r} genau 1 Vorganger P; inT
P konstruieren gerichteten Baum mit Wurzel r,
wo alle Wege von r aus kurzeste Wege sind,

genannt Wegebaum
im Beispiel:
2 4

/%} 3\ 6
\é%z»@

tabellarisch:

@(

Cji_’
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Prinzip Baumalgorithmen
Baumalgorithmen arbeiten iterativ:
Im Verlauf / zu Ende der Verfahren

- ist T der bisher gefundene Wegebaum
/ der optimale Wegebaum

- tragen Knoten
"Marke (label)" dj

= kirzeste bisher gefundene
/ kiirzeste Entfernung von r aus

- wird Menge Q "neu markierter" Knoten unterhalten
[ ist Q leer

Notierung in "nahezu" Umgangssprache-Sprache

{Netz als Adjazenzliste / Nachfol gerliste}

initialisiere netz, r;

{Initalisierung Al gorithnus:}
de:=0; ppr=r; Q={r};

dj : ="¥", p;j:="0"; i=1,.,n; ilr
{lIteration:}
while QA A
extract _any il Q {Ent nahme 1 mark. Knoten}

for all j T succ(i) | d;i > dj + Cij
dj::di+Cij; pj2=i; Q=CQE{j}

Korrektheit: "offensichtlich"

-18

Operations Research Graphen und Netze



belji/3 3-19

Algorithmus 3.3.01: Klrzeste Wege - Baumalgorithmus
Notierung in Pseudo-Sprache

{Netz als erweiterte Adjazenzliste

/ Nachfolgerliste:}
succ_info record (succ int, c real);
knoten record (s list of succ_info, dreal, pint);
netz array[1:n] of knoten;

{zusat zl i che Daten des Al gorithnus:}
r int; { St art knot en}
Q set of int; {Menge narkierter Knoten}

inttialisiere netz, r;

{Initalisierung Al gorithnus:}
netz[r].d:=0; netz[r].p:=r; Qinsert(r);
for i=1 step 1 until n | itr do

begin netz[i].d:="¥"; netz[i].p:="0" end,

{Iteration:}
while not Qenpty do
begi n
I - =Q extract _any; {Ent nahme 1 mark. Knoten}
for all (j,c) 1 netz[i].s
| netz[j].d > netz[i].d + c do

begi n
netz[j].d := netz[i].d + c;
netz[j].p :=1i;
Qinsert(j) {Ei nfigung 1 mark. Knoten}
end
end

{: Wegebaum al s Nachfol gerliste}

Operations Research Graphen und Netze
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verschiedene Baumalgorithmen entwickelt,
Unterschiede in

- Entnahme Knoten aus Menge Q markierter Knoten,
Datenstruktur fur Q

P einmalige Aufnahme in Q: label-setting Verfahren (LS)
wiederholte Aufnahme in Q: label-correcting Verf. (LC)

Im folgenden behandelt / erwahnt + eingeordnet

LC-Algorithmus A (nach Ford, modifiziert):
Q als queue implementiert

Einflgen "hinten",

Entnahme "vorne"

LC-Algorithmus B
Q als Paar von queues Q1, Q2 implementiert
Einfligen erstmalig in Q2, "hinten",

sonst In Q1, "hinten",
Entnahmefalls Q1! A aus Q1, "vorne",
sonst aus Q2, "vorne"

Variante: Q1 als stack

LS-Algorithmus A nach Dijkstra (Bewert'gen nichtnegativ)
Q als heap implementiert

LS-Algorithmen B / C nach Bellmann (zyklenfreie Netze)
N topologisch sortiert
/ Q als queue + Nutzung Eingangsgrad-Information d (.)

Operations Research Graphen und Netze
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Algorithmus 3.3.02: Kirzeste Wege - LC a la Ford

Entnahmen aus Q in der Reihenfolge der Einfligungen

{Netz als erweiterte Adjazenzliste:}

succ_info record (succ int, c real);

knoten record (s list of succ_info, dreal, p int);
netz array[1:n] of knoten;

{zusat zl i che Daten des Al gorithmnus:}
r int; {Start knot en}
Q queue of int; {Menge nmarkierter Knoten}

inttialisiere netz, r;

{Initalisierung Al gorithnus:}
netz[r].d:=0; netz[r].p:=r; Q enqueue(r);
for i=1 step 1 until n | ilr do

begin netz[i].d:="¥"; netz[i].p:="0" end,

{Iteration:}
while not Qenpty do
begi n
I - =Q dequeue; { Ent nahnme mar k. Knoten vorne}
for all (j,c) 1 netz[i].s
| netz[j].d > netz[i].d + c do
begi n
netz[j].d := netz[i].d + c;
netz[j].p :=1i;
If not Qelenent(j)then Q enqueue(j) {hinten}
end
end

{: Wegebaum al s Nachfol gerli ste}
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Korrektheit

Ablauf in Phasen vorstellbar:

A~ N N —m e ————

[T [ s . [rs[rss[ ... .. [rss] ... [r.s.5.5] ..

~——
~———
~

nach sind in Q
Phase O: Knoten r
Phase 1. Nachfolger von r

P kirzeste Wege bestimmt aus Pfeilfolgen der Lange 1

Phase 2: Nachfolger von Nachfolger von r
b klrzeste Wege bestimmt aus Pfeilfolgen der Lange £ 2

Phase n-1: Nachfolger (n-1)-ter Stufe von r
P kirz. Wege bestimmt aus Pfeilfolgen der Lange £ n-1
b alle klirzesten Wege bestimmt
Phase n: keine Knoten (falls keine Zyklen neg. Lange)

Aufwand

- je Phase hochstens jeder Pfeil (aus insgesamt m)
hochstens 1-mal inspiziert

- n Phasen

P Aufwand ist O(m n) (Erinnerung: m<n2)
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LC-Algorithmus B (hier nicht ausgefthrt) hat
- schlechtere worst case Komplexitit ~ O(m n2)
- bessere mittlere Komplexitat
bei steigenden Pfeilzahlen von klirzesten Wegen

-23

LS-Algorithmus nach Dijkstra
(nichtnegative Bewertungen)

- verfolgt Idee, nur Knoten j aus Q zu entnehmen,
deren label d; endgultig feststeht
(fur die kirzester Weg festliegt)

- realisiert Idee durch Q-Entnahme Knoten k
mit minimalem label d. in Q

Algorithmus ®
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Algorithmus 3.3.03: Kiirzeste Wege - LS a la Dijkstra
Entnahmen jeweils des Elementes aus Q mit minimalem d
{Netz als erweiterte Adjazenzliste:}

succ_info record (succ int, c real);

knoten record (s list of succ info, dreal, p int);
netz array[1:n] of knoten;

{zusat zliche Daten des Al gorithnus:}

r int; {St art knot en}
Qinfo record (i int, d real)
Q heap of Q.info; {Menge marki erter Knoten}

inttialisiere netz, r;

{Initalisierung Al gorithnus:}
netz[r].d:=0; netz[r].p:=r; Qinsert(r,0);
for i=1 step 1 until n | i'r do

begin netz[i].d:="¥"; netz[i].p:="0" end;

{Iteration:}
while not Qenpty do
begi n
(i,d):=Qextract mn; {Entnahnme m n. mark. Knoten}
for all (j,c) T netz[i].s
| netz[j].d > netz[i].d + ¢ do

begi n
netz[j].d := netz[i].d + c;
netz[j].p :=1;
i f not Qelenent(j) then Qinsert(j,netz[j].d)
el se Q update(j,netz[j].d)
end
end

{: Wegebaum al s Nachfol gerliste}

Operations Research Graphen und Netze



belji/3(2) 3-

Korrektheit

aufsetzend auf "offensichtlicher" Korrektheit
allgemeinen Baumalgorithmus

Behauptung in Q ist Knoten k mit kleinstem label dj
endgultig bewertet

Begrindung Algorithmus untersucht Nachfolger j von Kk,

nimmt uU j in Q auf mit dj = di + Cy;
3 dk
wegen c..30

P labels < d, kdnnen nicht nach Q gelangen,
insbesondere nicht fur Knoten k
P Behauptung

Aufwand

- je Q-Entnahme Operationen extract / insert / update
bzgl. heap (En Eintrage): jeweils O(log n)
(s. Datenstrukturen)

- jeder Knoten maximal 1-mal in Q aufgenommen,
mit insgesamt maximal m Pfeiltiberprifungen

P Aufwand ist O(m log n)

Trotz besserer theoretischer Zeitkomplexitat
konnen LC-Algorithmen Uberlegen sein

- bei grofReren Netzen

- bei "dlnn besetzten" Netzen (wenig Pfeile)

25

LS-Algorithmen B, C (zyklenfreie Netze)
(hier nicht diskutiert)
haben Zeitkomplexitat O(m)

Operations Research Graphen und Netze



belji/3(2) 3-

Bis jetzt Konzentration auf

(b) "von einem r zu allen j"

26

Zu (a) "von einem r zu einem s"
LS-Verfahren koénnen abgebrochen werden,

wenn s (erreicht ® ) entfernt
LC-Verfahren dagegen nicht (Nachteil)

Zu (c) "von allen i zu allen j"
(nach wie vor : keine Zyklen negativer Lange)

definiere
0 J=i )
dij =< d<i,j> jl RO, 1 1,jlI V
¥ sonst

Wij .= "entsprechender" (kirzester) Weg von i nach j

i =i
pjj :={ Vorganger j auf W; iT RO, i ijl Vv
0 sonst

D= (dij | 1,)=1,...,n) "Entfernungsmatrix"
P .= (pij | 1,=1,...,n) "Wegematrix"

Operations Research Graphen und Netze
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Idee "Tripel-Algorithmus" nach Floyd / Warshall:
fur  i,j1 V={1,....n}, ji,
k1 V\{ij}
sei  d;D Lange kiirzesten Weges i nach j, k32,
der (aul3er i,)) allenfalls Knoten £ k-1 enthalt
dij &b = falls kein solcher Weg existiert

furizj  dikd .=
offensichtlich gilt
dij - d”(n) I,j T V

Enthalt Wi (aulRer i und j) allenfalls Knoten £ k,

- und ist k nicht enthalten,
dann d”(k) = dij(k_l)

- und ist k enthalten,
dann dij(k) = d, (kD + dkj(k-l)

Es gilt also:
dij@ = ¢; ij=1,..,n

dij(k) = min (dij(k-l),dik(k-l) + dkj(k-l)) j=1,..nks1
"Tripeloperation"

( wo, wie ublich, c;=0
Cij=¥, falls <i,ji>1 E)
Folgend skizzierter Tripel-Algorithmus

verwendet Entfernungsmatrix, Wegematrix "direkt"
® zweidimensionale arrays

-27
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Algorithmus 3.3.04: Klrzeste Wege - Tripelalgorithmus

{Netz (der Einfachheit hal ber) als Gewi chtsmatri x: }
N array [1:n,1:n] of real;

{zusat zl i che Daten des Al gorithnus:}
D array [1:n,1:n] of real;
P array [1:n,1:n] of int;

initialisiere N

{Initalisierung Al gorithnus:}
for i=1 step 1 until n do
for j=1 step 1 until n do
begi n
Oi,j]:=qi,]];
if Di,j]<"¥" then P[i,j]:=i
else P[i,j]:="0" {"keiner"}
end;

{lIteration:}
for k=1 step 1 until n do
for i=1 step 1 until n | Di,k]<"¥" do
for j=1 step 1 until n
| Di,j1>001, k]+Dk,j] do
begi n
Dli,jl:=0i,k]+DOk,|];
PLi,j]:=Pk,]]
end

{.: klUrzeste Wege als Entfernungs- + Wegenmatri x}
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Korrektheit
siehe Voruberlegungen zum Algorithmus
Aufwand

-k, 1, ] - Schleifen je O(n)
b Zeitkomplexitat ist O(n3)

- Speicherung als arrays (n,n)
b Raumkomplexitat ist O(n?): hoch!

Reduktion Raumaufwand durch
sequentielle Wegealgorithmen

- nicht kurzeste Wege zwischen allen Knoten auf einmal

- sondern jeweils nacheinander von i=1,...,n zu allen

Dazu:

Lemma 3.3.05: Klrzeste Wege (Hilfssatz)

Werden in einem Netzwerk oZnL N = <V,E:c>
die Kantenbewertungen geandert gemalf3

Cij' = Gjj + bi - bj bi’bj beliebig, reell
dann sind die kirzesten Wege des Netzwerks
N'=<V,E;c'>

identisch zu jenen aus N. Die klUrzesten Wegeldngen N' sind
C'(Wy) = c(Wqg) + by - by

Beweis: einfach ausrechnen
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Seien kirzeste Wege N von Knoten r bestimmt
(® Wegebaum T,)

Setze  bj:=d; iV
wegen  dy = dyj + G ist cj=0 fur<ij>ausT,
p N' nichtnegativ bewertet,
fur N' Dijkstra einsetzbar

Somit (Skizze) sequentielle Wegealgorithmen

bestimme kirzeste Wege von Knoten 1 aus
unter Verwendung anwendbaren Algorithmus® ;

for k=2 step 1 until n do
begi n A
for all <i,j>l E do
Ai,jl:=qi,j]+0k-1,1]-Dk-1,]];
bestimme kirzeste Wege von Knoten k aus
unter Verwendung Dijkstra-Algorithmus” ;
for j=1 step 1 until n do
Dk, jl:=00k,j]+D k-1,]]-D k-1, K];

end:

Zwischenergebnisse kdnnen "vergessen" werden,

P Raumkomplexitat ftr D ist O(n)
(auch Zeitkomplexitat besser als Tripel-Algorithmus)

Hier "Abbruch", aber
- viele weitere Algorithmus-Varianten

- zusatzliche Probleme + Verfahren
(k-klrzeste Wege, ...)
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3.4 Netzplantechnik

Einsatz zur Planung + Uberwachung von Projekten
Projekt:
Vorhaben

- aus Vorgangen zusammengesetzt
(zeitbeanspruchenden Teilarbeiten)

- durch Anordnungsbeziehungen verknupft
(Abfolge von Vorgangen)

- wo Ereignisse Abschluf von (uU mehreren) Vorgangen
P Mdglichkeit z. Beginn von Vorgangen
markieren

- mit Problemen der Zeit- und Terminplanung

kirzeste Projektdauer

kritische Vorgange (Verlangerung b gleiche
Verlangerung Projektdauer)

Anfangs- + Endtermine aller Vorgange

Pufferzeiten aller Vorgange
(max. Zeitspanne Verschiebung
ohne Beeinfluss'g Projektdauer)

® Aufstellung Netzplan,
Bestimmung langster Wege in zugeordnetem Netzwerk
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zur Formulierung Anordnungsbeziehung(en)

mehrere Moglichkeiten:

- Ende-Start: B beginnbar, wenn A abgeschlossen

- Start-Start: B beginnbar, sobald A begonnen

- Start-Ende: B abschliel3bar, sobald A begonnen

- Ende-Ende: B abschliel3bar, wenn A abgeschlossen

konkrete Netzplantechniken nutzen
jeweils genau 1 der Moglichkeiten

Beispiel: Projekt "Brickenbau” ®
mit Aufstellung Vorgangsliste
unter Einsatz der Ende-Start Option

32

daraus: Netzplan als

- Vorgangspfeilnetz® CPM
Critical Path Method
Vorgang ® Pfeil, Dauer ® Bewertung Pfeil,
unmittelbare Folge ® Pfeile
aneinander geheftet,
Ereignis ® Knoten

- Vorgangsknotennetz®  MPM
Metra Potential Method

Vorgang ® Knoten, unmittelbare Folge ® Pfeil

min, max Abstand ® Bewertung Pfeil,
"Ereignis" nicht benutzt
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Briuckenbau

ZS1 MS ZS2

EL1 Pf2

Vorgangsliste (Start - Ende - Verkntpfung)

Vorgang

Dauer

/ Monate Vorganger

unmittelbare

ASTIOTMOOD >

vorbereitende Planung
Fertigung aller Einzelteile
Fertigung + Montage EL1
Fertigung + Montage EL2
Fertig'g + Montage NL1 + Pfl
Fertig'g + Montage NL2 + Pf2

. Fertig'g + Montage ZS1

Fertigung + Montage ZS2
Fertigung MS

Einschwimmen + Montage MS
Wartezeit nach Montage MS

RPFROIOOPROOUTWAO

™ W

T

m
CTmMWoOO>Xr»>rr>r>
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3.4.1 CPM-Netzplane

ZUR ABBILDUNG VORGANGSLISTE (Ende-Start Option)
® VORGANGSPFEILNETZ (CPM)

Startvorgang A: kein anderer Vorgang vor A beendet
Zielvorgang A: kein anderer Vorgang nach A begonnen

Direkte Abbildungen aus Vorgangsliste

Al A2 Al A2
- .
(Start) A» nach (Ende) A4 A3
A Ay

As,Az nach A,
A3,Ay4 nach Aq,A,

Abbildungen mit Scheinvorgangen (Dauer 0)

Aq Ao Aq
T < >
'A
| 0 A2
¢ - ersetzt durch
A4 nach As, - “rg
A, nach Aq,A3 Ao

Operations Research Graphen und Netze



belji/3(2) 3-35

+ weitere Vorschriften:

- Start A, nach Teil von Aq:
A1 unterstrukturieren
- alle Startvorgange von einem Knoten aus: "Quelle"

- alle Zielvorgdnge zu einem Knoten: "Senke"

- Start A, frilhestens T nach Ende A;:

entsprechenden Hilfsvorgang einfligen
- Start A, spatestens T nach Ende A;:

iIn CPM nicht bericksichtigt

+ Knoten (Ereignisse) numeriert V={1,...,n}
Pfeile <i, j> mit Zeitdauern bewertet D;;

Netzplan Beispiel:

o A: Plgnung
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Eigenschaften CPM-Netzplane
- genau 1 Quelle, 1 Senke

- schwach zusammenhangend, zyklenfrei
- alle Knoten (incl. Senke) von Quelle erreichbar

P mindestens 1 Weg Quelle ® Senke,

zyklenfrei b $ langster Weg W* Quelle ® Senke
P (u.a.) effizienter Bellmann-Alg. einsetzbar

- kurzeste Projektdauer: Lange langster Weg
- kritische Vorgange: Pfeile <i,j> auf W*
(i,j Knoten, "Ereignisse")
- kritischer Weg: W*
Zeitplanung umfaf3t zusatzlich
- Vorgangstermine (Anfangs- + Endtermine Vorgéange)

- Pufferzeiten (aller Vorgange)

Bezeichnungen (fur Zeitpunkte):

FAZ; frihest moglicher Start Vorgang <i,j>
FEZ;; frlhest mogliches Ende Vorgang <i,j>
SAZij spatest moglicher Start Vorgang <i,j>
SEZ;; spatest mdgliches Ende Vorgang <i,j>

FZ; frihest moglicher Zeitpunkt Ereignis |
SZ; spatest moglicher Zeitpunkt Ereignis i

ohne Beeintrachtigung "gesetzter" Projektdauer ;=T

- 36
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Knotenmenge Netzplan VvV ={1,...,n},

topologisch sortiert Knoten 1: Quelle, n: Senke

Projekt beginne zu Zeitpunkt O
le =0

andere FZ;:  FZ;ist Mindestabstand
von Projektbeginn bis Zeitpunkt Ereignis i
= Lange langster Weg 1 ® |

so daf3, mit Bellmann (3.3.01), min ® max

in:krTn%)a)(sz+Dki) i=2,...n

"vorwarts"-Anwendung; wg topol. Sortier'g P(i) {1....,i-1}

kirzeste Projektdauer FZ,
P "sinnvolle" Setzung T3 FZ,
+ Setzung SZ, =T, falls vorgegeben
= FZ,, sonst

andere SZi: SZ,-SZ;ist Mindestabstand
von Zeitpunkt Ereignis i bis Projektende
= Lange langster Wegi ® n

so daf3, mit Bellmann (3.3.01), min ® max

SZ,-87; = max (szn -(szj- Dij))
Szi=,min, (Szj- Dj) i=n-1,..1

"riickwérts"-Anwendung; wg topol. Sortier'g S(i) {i+1....,n}
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- Vorgangstermine
(nur fur reale, nicht-Schein- Vorgange interessant)

FAZ” = FZl
FEZIJ = FZl + Dlj
SAZ” = SZJ - DIJ

|
- Pufferzeiten ... (Vorsicht bzgl. Def. FZ;, SZj+ Schein-Vs)

Ergebnisse Beispiel:

tabellarisch, ohne Vorgabe T:

i |1 2 3 4 S 6 / 8 9 10
FZ | O g 12 14 12 14 13 17 18 20

SZ; | O g 13 14 14 14 14 18 19 20
p T3 20

Netzplan, mit kritischem Weg
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Gantt-Diagramm, mit Puffern

A < >

K

J
| <3,8>
H: <7,10>
G: <6,10> |
F: <2,5> |
D: <2,7> |
C: <2,6> |
B: <2,3>

1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20

® t

3.4.2 Weitere Netzplantypen

« MPM
« PERT
« GERT

Vorgangsknotennetze

Ereignisknotennetze

stochastische Anordnungsbeziehungen,
stochastische Vorgangsdauern

+ RUckkopplungen, bedingte Ausfiihrungen

hier nicht betrachtet

Operations Research

Graphen und Netze
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3.5 Flisse in Netzwerken

Netzwerke "natlrliche" Vorstellung
fur Probleme, bei denen

- Versorgungs- / Verteilungsfllsse
(Dimension: Menge/Zeiteinheit)

- in (fur betrachtete Zeitintervalle) konstanter "Starke"

- Uber Verbindungen ® Wege
von Quellen zu Senken gelangen

- wo zusatzlich auf Verbindungen Flul3-Beschrankungen
nach unten und / oder oben ("Kapazitaten") existieren

Problembereiche sind von der Art

- grofRtmoglicher / maximaler Fluf3

- kostengunstigster / kostenminimaler Fluf3

® speziell gelagerte lineare Optimierungsprobleme

Anwendungen "offensichtlich":

Verkehr, Gas, Ol, Wasser, ..., Daten
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3.5.1 Maximale Flusse

Definition 3.5.01: Netzwerk mit Kapazitaten

Sei jedem Pfeil <i,j>

eines Digraphen <V,E> ohne isolierte Knoten
eine Minimalkapazitat uj I Ry
und eine Maximalkapazitat Oj I R, E {¥}zugeordnet.
Der doppelt bewertete Graph

N = <V,E;u,0>
heil3t Netzwerk mit Kapazitaten

uj bzw 0j; bezeichnen den zulassigen
I\/Ijlndest bzw HOchstwert des Flusses auf Pfeil <i,j>,
u;;=0 ist ein haufiger Sonderfall,
0;=¥ steht fur fehlende obere Beschrankung

Definition 3.5.02: Flisse in Netzwerken

Seien A
ri V,sl R(r) Knoten des Netzes

Eine Abbildung

f:E® R, E {¥}
heil3t Fluf3 in N von r nach s mit Fluf3starke F(f) 3 O,
wenn die FluRBbedingung

F =T
3502) S f- S fy={ F  i=s
it s@) k1P 0 il V\{rs}

erfullt ist. r bzw s heiRen FluBquelle bzw Flu3senke
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r / s mussen nicht Quelle / Senke des Netzwerks sein

Erflllt f die Bedingungen
(3.5.03) Uij£fij£0ij <i,J >1T E

dann heil3t f zulassiger Flul3

f | (f=0; <i,j>l E) heil3t Nullfluf3
Nullflufd ist zulassig fr (uij:O; <i,j>l E)

f1 heilRt groRer als 2, wenn F(f1) > F(f2);
ein zulassiger Fluld maximaler Starke
In N von r nach s heil3t maximaler Fluf3

Maximale Flisse sind optimale Losungen des
MaximalfluRBproblems

max F
udN (3.5.02),(3.5.03)

b lineares Optimierungsproblem mit
(Entscheidungs-) Variablen {f; ;<i,j>I E}

Offensichtlich existiert maximaler Fluf3

- wenn alle o;; endlich

- und ein zulassiger Fluld existiert

Frage: Gibt es "elegantere" / effizientere
Ldsungsverfahren als
"allgemeine" lineare Optimierung ?

- 42
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Beispiel

0,6 Pfeilbeschriftung:

0,1 Ui}, Ojj
v 3, 7 ,
\ 2, 5
1

3
,4—>@

2 zulassige Flusse
mit F(fllnkS) < F(frechtS)

2 6—(4)
{ 5/
/SC N2

links Pfeilbeschriftung: fj; rechts

N
N\

Bemerkung
wegen der summarischen Behandlung von

Flissen auf Pfeilen <i,j> bzw <j,i>
kompensiert sich deren Auswirkung in den Knoten i,
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sei S ein Semiweg
von (FluRBquelle) r
nach Knoten k1 r

mit Orientierung r® Kk: (r,k)-Semiweg

Pfeil auf S heil3t
Vorwartspfeil, wenn er S-Orientierung hat
Rickwartspfeil, sonst

(im Beispiel enthalt ausgezeichneter Semiweg
Vorwartspfeile <1,2>, <3,5>,
Ruckwartspfeil <3,2> )

fir zulassigen Fluf3 f (in N, von r nach s)
und (r,k)-Semiweg ist

_)oj—f; <ij>Vorwartspfeil S
Sij = fj—uj <ij> Ruckwartspfeil S

maximaler Betrag, um den

Flu auf Vorwartspfeil vergrofRert

(Ruck-)Flul3 auf Ruckwartspfeil verkleinert
werden kann,
ohne Zulassigkeitsbedingungen (3.5.03) zu verletzen

(im Beispiel ist s15=3, S35=2, S35=3)

Ist s;>0 far alle Pfeile <i,j> von S
mit s:= min _S;

<ij>1 S J
heil3t S fluRvergrofRernder Semiweg fir f

und Flul3 r® k kann um s vergroRert werden
ohne FluRbedingungen (3.5.02) zu verletzen

(im Beispiel ist s=2, und FluR geman f€chts erzielbar)

- 44
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Satz 3.5.04: Maximaler Flufd

Ein zulassiger Fluf3 f von r nach s in einem Netzwerk mit
Kapazitaten ist genau dann maximal, wenn fir f kein
fluRvergrofRernder (r,s)-Semiweg existiert.

"offensichtlich"

Definition 3.5.05: Schnitte in Digraphen

Sei G® =<V,E> ein Digraph
Al 'V, BI'V  eine Zerlegung der Kantenmenge
V=AEB, ACB=/A A B! &£

Menge der aus A nach B fihrenden Pfeile
C<A,B>
heit (A von B) trennender Schnitt in G®

Menge der aus B nach A fihrenden Pfeile
C<B,A>
heil3t kontrarer Schnitt zu C<A,B>

C<A,B> E C<B,A>
heil3t (A,B)-Schnitt
bzw, furil A, jl B
auch (i,))-Schnitt
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Schnitt C<A,B> eines Netzwerks N mit Kapazitaten
lassen sich zuordnen
Minimal- und Maximalkapazitat U und O

sowie
Kapazitat K
gemals:
UC<AB>):= S Uj
<i,)>1 C<AB>
O(C<AB>):= S Oji
<I,)>1 C<AB>

K(C<A,B>) := O(C<A,B>) — U(C<B,A>)

K ist Differenz grofter FluBmenge A® B
und Kkleinster Ruckflulimenge B® A
Ist maximale Netto-FluBmenge A® B

Definition 3.5.06: Minimalschnitte

Ein Schnitt, der unter allen (r,s)-Schnitten eines Netzwerks
mit Kapazitaten die minimale Kapazitat aufweist
heil3t minimaler (r,s)-Schnitt

Satz 3.5.07: Maximalfluf3-Minimalschnitt-Theorem

Die Starke eines maximalen Flusses
von r nach s in einem Netzwerk N mit Kapazitaten
ist gleich der Kapazitat eines minimalen
(r,s)-Schnittes in N

Ublicherweise gezeigt Uber Nachweis,
dal? hier duale lineare Optimierungsprobleme vorliegen

- 46
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Verstandlicher:

Jeder (r,s)Schnitt beruht )
auf (A,B)-Schnitt mit rl Aund sl B

gemal FluRbedingungen (3.5.02) qilt
- fir jeden zulassigen Flul3
- flr jedes derartige A

S( S - S fki)zF(f)

il AliT s@) " ki PG

sowie

S (S fj— .S fki)
IR0

f

R ( S - S fki)
i A\jl SO CA k1 P@i) CA

“Salit S g es's)
i A\jl S(G)CB k1 P(i)C B
=0 + F(C<A,B>)

wo F(C<A,B>) Netto-FluBmenge A® B, bei vorliegendem f

mit Def von K(C<A,B>) ist
F(f) = F(C<A,B>) £ K(C<A,B>) "Arl A sl A

min . K(C<A,B>)
C<AB>:rl A, sl A

p Satz
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Im Beispiel
mit  A={1,2} B={3,4,5}

Pfeilbeschriftung:

Uij, Ojj
Ist (A,B)-Schnitt hierzu kontrarer Schnitt
C<A,B> ={<2,3>,<2,4>} C<B,A>={<3,1>,<3,2>}
Kapazitat minimaler (1,5)-Schnitt
K(C<AB>)=7-3=4 stark ausgezeichnet

und FIul3 r® s Beispiel "rechts" maximal:

. 2
N

rechts

Operations Research Graphen und Netze



belji/3(2) 3-49

Ableitung maximaler FlUsse in Netzwerken mit Kapazitaten
- lange Reihe von Algorithmen (bis in jingste Zeit)

- mit Basisidee ("Urahn") Ford/Fulkerson (1962)

Algorithmus 3.5.08: Maximale Flusse - Ford / Fulkerson

Skizze
Ausgangspunkt:
Netzwerk mit Kapazitaten N = <V,E;u,0>
zulassiger Fluf3 f.E® R, E {¥}
|dee:
Konstruktion Folge zulassiger Flusse
wachsender Starke
mittels Konstruktion fluRvergrofRernder
(r,s)-Semiwege
Ablauf:

iterativ, mit 2 Phasen je Iteration

- Markierungsphase:
Markierung aller Knoten k*r,
falls fluRvergroé3ernder (r,k)-Semiweg existent
( zusatzlicher positiver Flu3 r ® k mdglich )

falls nicht, maximaler Fluf’ F 5, gefunden
- FluRvergrofRerungsphase
falls fluRvergré3ernder (r,s)-Semiweg existent

entsprechende Flul3vergrof3erung
(zul. FluR f ® zul. Flu3 ', mit F(f') > F(f) )
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Zu Marken und Markierungsphase

- FluRquelle initial markiert mit (+,¥)
Bedeutung: aus r kann beliebig Flul3 bezogen werden

- Knotenitr initial unmarkiert,
unmarkierter Knoten wird markiert
bei "Uberprufung” markierten Nachbars,
Markierung gibt Anlaf3 zur "Uberprifung”
b Markierung unmarkierter Nachbarn

- Marken fur it r haben Form (+l,&)
oder (-l,&)
Bedeutung "+: i wurde bei Uberpriifung von I T P(i)

"vorwarts" markiert

mit g := min(g, oj; - f;;)

bisheriger "Vorwarts"-FIufd fj;

kann um g vergrof3ert werden,

ohne FluRbedingungen zu verletzen

Bedeutung "-": i wurde bei Uberpriifung von 1T S(i)
"rickwarts" markiert
mit g := min(g, f}; - u;)
bisheriger "Ruckwarts"-FIuf3 fi;
kann um g verkleinert werden,
ohne FluRBbedingungen zu verletzen

e-Werte = O fuhren nicht zur Markierung
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- Markierungen tabellarisch

Knoten | Markierungsbedingung | Marke e-Wert
j i1 S() Ufij < 0j (+i,q) § = min(ei,oij-fij)

- Uberprifungs-/Markierungsreihenfolge (z.B.) BFS

- Markierungsprozef3 bricht ab, wenn
entweder FlufRsenke markiert
® FlulRvergrofRerungsphase
FluRsenke nicht markiert
+ kein weiterer Knoten markierbar
P maximaler Flufld entdeckt
(+ simultan minimaler Schnitt,
hier nicht diskutiert)

oder

Zur FluRvergroRerungsphase
Senke s markiert,

genau 1 Vorganger + (Vorwarts-)FIulR3-Erhdhung
bzw. (Ruckwarts-)FIuR-Erniedrigung
dieser genau 1 Vorgéanger +

® Konstruktion (r,s)-Semiweg rtickwarts (von s aus)
mit Angleichung der Pfeilfliisse

in Knoten s Markierung (+/-q,&), e:=eg
- bei Markierung (+q,&;) qu ::qu +e
- bei Markierung (-q,&;) qu ::fSq - e
in Knoten k (auf Rickweg) k=preds,... r
- bei Markierung (+q,ey) qu ::qu +e
- bei Markierung (-q,ey) fkq ::fkq - e

P Neuer FIUB F(f') =F() + e
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Algorithmus 3.5.08 startet mit zulassigem Fluf3,
- fur u=0 (haufiger Fall)
ist Nullfluf3 offensichtlich zulassiger Initialfluf3
- fir ut 0 Vorphase erforderlich (hier nicht diskutiert)

Falls u, o, fiNt ganzzahlig, beschrankt

$ zulassiges f P $ maximales f
welches Algorithmus findet (ganzzahlige Erh6hungen)

(bei rationalen Grof3en "auch”,
bei irrationalen Groflien schwierigeres Problem,
hier nicht diskutiert)

Aufwand

Ist Fp,4 Maximaler Flul3,

dann (von F=0) aus
maximal F,5, Schritte im Algorithmus

WO F,ax abschatzbar
Fmax £ Mmin( maximaler Nettoausfluf3 r,
maximaler Nettoeinflul3 s)

Je Schritt
- Markierungsphase: maximal m Pfeile zu prifen
- FluBverg'gsphase: maximal n Knoten beruhrt

Algorithmus hat Zeitkomplexitat
O( Frpax(m+n) )

Bessere bekannt (hier nicht diskutiert)
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3.5.2 Kostenminimale Fliisse

Definition 3.5.09: Netzwerk mit Kapazitaten und Kosten

Seien in einem Netzwerk mit Kapazitaten
N = <V,E;u,0>

jedem Pfeil <i,j>I E zusétzlich Kosten ¢;1 R, zugeordnet.

Der dreifach bewertete Graph
N = <V,E;u,o,c>
heil3t Netzwerk mit Kapazitaten und Kosten

cjj bezeichnet dabei die
Kosten einer FluReinheit auf Pfeil <i,j>

Bei zulassigem Flul f der Starke F* .= F(f)
heif3t Fluld dieser Starke, der Kosten S ¢; fj

minimiert, kostenminimaler Fluld der Starke F*
(beachte: F* ist fest, f ist gesucht)

fist LOsung des linearen Optimierungsmodells Typ "KFS"
min S cif

<ij>1 g U
(3.5.10) :
F* 1=r
(KFS) udN TSS _ fij —kTSP' fki ={ —-F*i=s
S0 O o i1 wins
Uij£fij£0ij <i,j>T E

Bestimmung kurzester Wege
+ Maximalflu3problem
sind Spezialfalle von KFS

P KFS ist allgemeinstes der bisher betrachteten
Optimierungsmodelle in Netzen

Operations Research Graphen und Netze
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Klrzeste Wege

N =<V,E;c> bewerteter Digraph
ohne Zyklen negativer Lange

rl V, sl R(N\r Start- und Zielknoten

Ordne jedem Weg W in N von r nach s Flul3 zu gemalf}

( i i R
\O sonst

Mit uij =0, Oij =¥ <i,j>T E

Ist jeder klirzeste Weg L6sung von KFS mit F*=1

Maximalflufd

N =<V,E;u,0> Netzwerk mit Kapazitaten
ohne Pfeil <s,r>
(falls doch:  Zwischenknoten
einfihren)

Setze ¢;j:=0  <ij>1 E

+

fuge Pfeil <s,r> zu

mit  Ug =0, 04 =¥, Cg:=-1

P KFS Problem fir

Netz N' mit Kapazitaten + Kosten ( E'=EE{<r,s>})
und Flu3starke F* := 0

P Losung fur N' maximiert "Ruckflu” f5, (s. Zielfunktion)
= Gesamtflul3starke F* in N

- 54
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Spezielle Losungsverfahren KFS existieren

zB Busacker/Gowen o
incl. (neben kostenminimalem FlulR3)
Bestimmung kostenminimalen maximalen Flusses

- unter Zuhilfenahme primal / dualer Prinzipien
- auf Basis "Inkrementnetzwerk"

- Iinkrementell (&hnlich Ford/Fulkerson)

ldee Inkrementnetzwerk
(auch fur Ford/Fulkerson, statt "Markierung", einsetzbar)

N =<V,E;u,0> Netzwerk mit Kapazitaten,
antisymmetrisch (keine « Pfeilpaare)
LE® R, zulassiger Flul3

® N'(f) :=<V,E'(f);0'()> Inkrementnetzwerk,
ohne Minimalkapazitaten
Ef:=E*f)EE-(f)l E enthalt Kandidaten fir
- Vorwartspfeile (fj<oy)
- Ruckwartspfeile (fij>Uij)
mit inkrementellen Kapazitaten

E(h) ={<ij>1 Elfj<oy} und 0'j:= oy
() ={<ij>1 E|fyj>ug} und o :=fj—uy

P WeginN'vonrnachs
entspricht fluRvergréofRerndem (r,s)-Semiweg in N

istin N' sl R(r), dann ist f maximal
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3.6 Weitere spezielle Probleme
(Skizze)

Auf Graphen / Netzen betrachtliche Menge weiterer

- praktisch relevanter Familien von
(hier: linearen) Optimierungsproblemen

- fUr deren speziellen Aufgabentyp jeweils spezielle
(effizientere) Loésungstechniken entwickelt wurden

Hier kurz Nennung / Charakterisierung von "Typen":

Matching-Probleme
G =[V,E(;,c)] (bewerteter) Graph

X1 E matching, wenn kein Kantenpaar in X
mit selbem Knoten inzident
il Vv iberdeckt durch matching X,
wenn X mit i inzidente Kante enthalt
X vollstandig (auch: perfekt), wenn
X alle il V tiberdeckt
X maximal, wenn kein matching X'
mit [X'| > |X| existiert
Xp(G) Menge der perfekten matchings in G
Fur bewerteten Graphen mit reellwertigem c¢ heif3t
c(X) = Cii
) [i,j]SI X

Lange (auch: Gewicht) des matchings xin G
und

min c(X) udN XT Xy(G)

Summen-Matching-Problem,
und dessen Losung minimales Summen-Matching in G
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Losungsverfahren i.allg.Fall kompliziert  ( aber: O(n%))
einfacher in bipartiten Graphen,
wo  Graph G =[V,E] bipartit, wenn

V derart (in R,S) zerlegbar,

daf alle Kanten Form [il R,jl S]

Zuordnungsproblem

Probleme der "besten" Zuordnung von

- Bewerbern zu Stellen  (vgl. Abschn. 1)
- Jobs zu Maschinen

- Fahrzeugen zu Transportauftragen

heiéén Zuordnungsprobleme, erfaldt durch

R:={Aq,....An} "Zuzuordnende”
S ={Tq,....Tp} "Zuordnungsstellen”
IR| = |S] ist zwar Spezialfall, aber oBdA
Cjj:= Kosten der Zuordnung A; ® T (gerichtet: "Pfeil")

P bipartites bewertetes Netz
N=[V,Eic] mitV=RES
E = Pfeile (potentieller) Zuordnungen
c = Kosten (potentieller) Zuordnungen

Jede vollstandige Zuordnung "ist" ein matching X

Mit (binaren, zweiwertigen) Entscheidungsvariablen

_ 1 <ij>1 X '
X”'_{o <ij>ix  <MW>IE
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Ist "beste" Zuordnung definiert als
mn S _ciXj
<,)>1 E
udN AS Xij:]. il R
j1 S
AS Xij=1 jT S
i f’(j) )
Xijl {0,1} <i,j>| E

P Summen-Matching-Problem in bipartiten Graphen

aber mit speziellen (angepal3ten) Losungsverfahren, zB
"Ungarische Methode" ® "Glover-Klingsman-Algorithmus"

Umladeproblem

Probleme des "besten" Transports

eines Gutes (Wasser, Energie, Daten, ...)
- von Angebotsorten

- Uber Umladeorte

- zu Nachfrageorten

heil3en Umladeprobleme, erfal3bar durch

Netzwerk N mit Kapazitaten und Kosten
- alle Angebots-, Umlade-, Nachfrageorte
als Knoten1 {1,...,n} =1V
- alle direkten Transportmoéglichkeiten i ® j
als Pfeile T {<i,j>} =1 E
(vorausgesetzt wird: N schwach zusammenhangend)
- mit Maximalkapazitaten Ojj In "Transport-Einheiten
- mit Transportkosten Cij je TE
und ("gulnstigst") zu ermitteln
- Transportmengen Xij in TEs
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Ldsung soll sicher

Of Xij £ Oij
befriedigen
sowie bzgl. abtransportierter Nettomengen =: a; (i1 V)
mit a;>0 far Angebotsknoten

a=0 fir Umladeknoten

;<0 far Nachfrageknoten

wo Sa;=0 "nichts fallt vom Himmel"
die FluRbedingungen

_AS_ Xijj = AS Xki = il V
130 " ki“Pa)

Das Optimierungsproblem

min S Cijxij
<,]>1 E

udN AS Xij_ AS Xki = a;j T
j 1 S(i) k1 P(i) )
0£Xij£oij <ij>1 E

heil3t Umladeproblem

KFS-Problem (kostenminimaler Fluf3) hat im Vergleich
nur 1 Quelle, 1 Senke

p ist spezielles Umladeproblem

Klrzeste Wege, Maximalfluf3 sind spezielle KFS
P sind spezielle Umladeprobleme

Zuordnungsproblem ist Spezialfall des Transportproblems
(= Umladeproblem ohne Umladeknoten, vgl. spater)

p ist spezielles Umladeproblem

- 59
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P Umladeproblem eines der allgemeinsten
(linearen) Optimierungsprobleme in Netzen

® aus diesem Grunde hierflir speziell adaptierte Version

des Simplex-Verfahrens entwickelt:
"Netzwerk-Simplexmethode"

Wie schon erwahnt,

Umladeproblem ohne Umladeknoten
ist "traditionelles” Transportproblem
(m Produzenten, n Verbraucher)

mn S S , CiXi
I=1j=1
n ~
udN -Slxij:ai i | "Produzenten”
Jm )
D Xij T b; JI "Verbraucher"

Xijj® 0 i,j T "Produzenten” E"Verbraucher"

—_

(m=n, ai:bjzl P Zuordnungsproblem)

Losungsverfahren arbeiten mit / auf
(vergleichweise kIeinem)
m x n -“Tableau” der x;

Abbruch der Skizze
bei (spateren, beruflichen) "Noten":

es lohnt sich, die Spezialliteratur heranzuziehen
( vor "Neuerfindung" !)
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