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7 Nichtlineare Optimierung
Bisherige Optimierungsmodelle

min Z(x)
udNx1 M

charakterisiert durch

- lineare Zielfunktion

- Beschrankung zuléassigen Bereichs
*  per Wertebereich Entscheidungsvariablen (zB xI R.")
* per Nebenbedingungen, lineare Funktionen in x

Nichtlineare Optimierungsmodelle liegen vor, wenn
- Zielfunktion nichtlinear
- und / oder Nebenbedingungen nichtlinear

Entscheidungsvariablen durchgangig reellwertig

- xI R" unrestringiertes Problem

- x1 MI R" restringiertes Problem, Restriktionen als
Nebenbedingungen-Ungleichungssystem

Generell

- nichtlineare Nebenbedingungen
"schwieriger" als nichtlineare Zielfunktion

- restringierte Probleme
"schwieriger" als unrestringierte Probleme

- zwischen lokalen / relativen und
globalen / absoluten Minima (Maxima) zu unterscheiden

- Hoffnung auf "generelle Methode"
(angesichts der Vielfalt nichtlinearer Funktionen)
offensichtlich muRig
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7.1  Grundbegriffe und Optimalitatsbedingungen
Optimierungsmodell

min Z(x) X n-dimensional,
Z auf R" definiert
udN xT M ALt MI R"
e X1 M ® x ist zulassige Losung

e Z(XNEZKX) " x1T M ® x*istglobaler Minimalpunkt
Z* == min yj m Z(X) ® Z*istglobales Minimum

e Satz von Weierstrall:
M kompakt, Z stetig auf M

b globaler Minimalpunkt von Z auf M existiert
e >0
Ug(x) == {xT R"; [x-x'| < &
® Ue(x) Ist (offene) e-Umgebung von x
+ $e>0:Z(x) £Z(x)" x'T MGUx)

® x istlokaler Minimalpunkt
Z(x) ist lokales Minimum

Fur lineare Optimierungsmodelle war
- lokaler Minimalpunkt auch globaler Minimalpunkt
- M konvexes Polyeder (mit endlich vielen Ecken),

+: Existenz optimaler LOsung P Ldsung in Eckpunkt

Fur nichtlineare Optimierungsmodelle
gilt keine dieser Eigenschaften im allgemeinen
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LOKALES VORANSCHREITEN

Simplex bewegte sich
von zulassigem Punkt (Eck)
uber zulassige Punkte (entlang Kante)
in Z-verbessernder Richtung (Z monoton fallend)
zu zulassigem Punkt (Eck)

Versuch der Ubertragung der Idee bendtigt Fassungen fur
- "Uber zulassige Punkte"
- "In Z-verbessernder Richtung"

- uam
« xI M, sl R", d>0: x+ds)l M " Of£d'£d
®  sistzulassige Richtung
X im Innern von M: alle sl R" zulassig
x auf Rand von M: nicht alle sI R" zulassig
Y/
X /

« Z partiell differenzierbar nach x, xi R"
g(x) :=grad Z(x) = ( ﬂZ(x)/‘ﬂxl,...,‘ﬂZ(x)/‘ﬂxn)T
® g ist Gradient von Z in X
weist in Richtung starksten Anstiegs Z,
Z(X) =z ® g orthogonal zu Hyperflache Z(x) ° z
® - g ist Richtung grofdter Verbesserung
(Verkleinerung) von Z, -g orthogonal zu Z(x) ° z
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Bezeichne
S(x) :={s ; s zulassige Richtung in x }
die Menge aller in x zulassigen Richtungen

Satz 7.1.01: Verbessernde Richtungen

Sei  Z(x) stetig differenzierbar
x,sT RN
sTg(x)<0 (P sT(-g(x)>0)

b $d>0: Z(x+ds)<Z(Xx) " OE£dEd
oB
Veranschaulichung:

wenn sT g(x) <0, dann bilden s und g stumpfen Winkel
s und -g spitzen Winkel
Fortschreiten im spitzen Winkel zu -g verkleinert Z

xT M,sT S(x) b zulassiges, verbesserndes
Voranschreiten

OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Satz 7.1.02: Notwendige Bedingungen

Sei  Z(x) stetig differenzierbar
X lokaler Minimalpunkt von Z auf M

b sTgx)30 " sl S(x) (1)
X innerer Punktvon M P g(x) =0 (2)

entsprechend Def's lokaler Minimalpunkt
+ zulassige Richtung:
In einer Umgebung von x kann Z nicht verkleinert werden

® X ist stationarer Punkt
X innerer Punkt von M b S(x)=R" b (2)

Operations Research Nichtlineare Optimierung



belji/3 7-5

Fur zweimal partiell differenzierbares Z(x)
heil3t (symmetrische) Matrix
der zweiten partiellen Ableitungen Hesse-Matrix H

vz 2
qo| T Tl
|4 1°z
XXy ™ qx2

und H(x) Hesse-Matrix am Punkt x

symmetrische n x n Matrix A heif3t
positiv semidefinit wenn " xI R"\x10: xTAx30
positiv definit wenn " xI R"x10: xTAx>0
(xTAx ist quadratische Form)

Beispiel:

xT A X =(X1,X2)(_ 1 %)( i;)

:(x 1—X2,—X 1+X 2)( § ;)
= (X 1—X z)Xl + (—X 1+X2)X2

=(x3-%5)% x10: >0

Es wird im folgenden
auf positive Definitheit / Semidefinitheit von H ankommen

Daher Hinweise auf Feststellung dieser Eigenschatft(en)
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n x n Matrix A laf3t sich (zB mithilfe Gaul3-Algorithmus)
als Produkt A = L R von Dreiecksmatrizen L, R darstellen
mit unterer / oberer Dreiecksform

1 0
r r
| 1 11 - f1n
L= 4 R = ;
' 0 fn
Inl t In,n—l 1

Fir symmetrisches A ferner R als Produkt R=D LT
mit Diagonalmatrix
D= dlag (dll’---’dnn)

Aus A=LDLT

folgt xTAx=x"LDLTx
bzwmit y:=LTx

auch xT Ax=yT Dy =Sdjy

P A genau dann positiv definit, wenn alle di >0
positiv semidefinit, wenn alle  d; 2 0

Zielfuhrend folgender Satz

Satz 7.1.03: Hinreichende Bedingungen

Sei  Z(x) zweimal stetig differenzierbar
X innerer Punkt von M

gx)=0
H(x) positiv definit

p xI ist lokaler Minimalpunkt von Z auf M

oB
Hinweis: positiv semidefinit ist nur notwendige Bedingung
(Analogon im Eindimensionalen: "Wendepunkt")
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Nach Satz 7.1.02 ist
sTg(x)30 " sl S(x)
notwendige Optimalitdtsbedingung

- reduziert sich fur unrestringierte Probleme auf
g(x)=0

- Ist fUr restringierte Probleme
( wo Optimalpunkte auf Rand von M
liegen kdnnen / werden )
praktisch schlecht handhabbar
( wegen Schwierigkeit der expliziten
Notierung von S(X) )

Methode der Lagrange'schen Multiplikatoren

- Integration Nebenbedingungen in Zielfunktion
- Optimierung unrestringierten Problems

bietet Abhilfe,

ist

- von Nebenbedingungs-Gleichungen
- auf Nebenbedingungs-Ungleichungen
zu Ubertragen

Fur Optimierungsproblem

(O) min  Z(x)
udN z(X)£0 i=1,...,m

werden Lagrange-Multipikatoren u; (i=1,...,m) eingefthrt
und die Lagrange-Funktion
L: R""M® R definiert geman

L(x,u) := Z(x) + —% u;zi(x) = Z(x) +u ' z(x)
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Punkt (x*I R",u*l R,™) heilt Sattelpunkt von L, wenn
(vgl. Spieltheorie)
L(x*,u) £ L(x*,u*) £ L(X,u*) " xI R", ul R.M

Satz 7.1.04: Sattelpunkt und Optimalitat
(x*I R"u*l R,™) Sattelpunkt von L
P x*ist optimale L6sung von (O)

- Z(xY) +uT z(x*) = L(x*u)
£ L(x*u* = Z(x*) +u*T z(x*)
b (@ ulzx* £ u*Tz(x¥ "ul R,M

- (@) ist fur z(x*) > 0, u > u* nicht erfullbar
p z(x*)£0 b x*zulassig fur (O)

- (@) liefertfiru =0
0 £u*T z(x*)
zusammen mit

Z(x*) + u*T z(x*) = L(x*,u*)
£ LKx,u*) = Z(x)+u*T z(x)
b Z(x*) £ Z(x) + u*T z(x) " xI RN

- u3 0, z(x) £0im zulassigen Bereich
p Z(x*) £ Z(x) " zulassigen x
X* ist optimal

"Schon" ware jetzt,
wenn auch optimaler Punkt b Sattelpunkt galte

Ist problem(-klassen)-abhangig zu untersuchen
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7.2 Konvexe Optimierungsprobleme

Satze 7.1.02/.03 formulieren Bedingungen
fur lokale Minimalpunkte fest

bei linearen Optimierungsproblemen waren

lokale Minimalpunkte
auch globale Minimalpunkte

Kann nicht allgemein gelten
Aber Uber lineare Zielfunktionen hinaus?

Erinnerung:

Menge Ki R" heifl3t konvex wenn
X1.Xo1 K, 0ErEL P rxq +(1-Nx,1 K
Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex
Sei Ki R" konvex. Funktion F: K® R heifl3t konvex wenn

X1, Xp 1 K;0<r<l P F(rxq+(1-NX5)
£r F(xq) +(1-r) F(x5)

streng konvex flr <
konkav flr 3
streng konkav flr >

lineare Funktionen sind
sowohl konvex als auch konkav
weder streng konvex noch streng konkav

fur K=R:
streng konvexe Funktionen "héngen nach unten durch"
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|

rE(x1) + (1-r)F(x2

F(rx1 + (1-r)x2)

x1 rx1 + (1-r)x2 X2

Direkt aus Definitionen:

Satz 7.2.01: Eigenschaften konvexer Funktionen

Seien Ki R" konvexe Menge
Fq,....,Fm : K® R konvexe Funktionen
al R

dann

(@)  nichtnegative Linearkombination der F;

G := gl riFi ri 30
i=

ist konvexe Funktion auf K

(b) Mengen
{x1 K| F(x)Ea} (abgeschlossen)
{x1 K| F(x)<a} (offen)

sind konvexe Mengen
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Es gibt diverse nitzliche Kriterien zur Feststellung
der Konvexitat einer Funktion, so

Satz 7.2.02: Konvexitatskriterium |

Sei KI R"™ konvexe Menge mit inneren Punkten

F: K® R zweimal stetig differenzierbar

F ist genau dann konvex (streng konvex) auf K wenn
Hesse-Matrix H(x) positiv semidefinit (positiv definit)
oB

Satz 7.2.03: Konvexitatskriterium Il

Sei KIi R"™ konvexe Menge
F: K® R stetig differenzierbar

F ist genau dann konvex (streng konvex) auf K wenn
" Xy Xol Ko F(Xy) 3

(>) oB
Tangente an F(x) "niemals oberhalb Kurve":
A y
F(x2)r — -

|
Fox)+ _ _ | _ | y
(x2 - x1)F'(x1) - ' -

X2 x1

Operations Research
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F(x1) + (Xo-x1)T grad F(xy)
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Mit  konvexer Zielfunktion Z(x),
konvexen Nebenbedingungen z;(x) £0  i=1,...,m
und damit konvexer Losungsmenge
(Durchschnitt von Mengen gemal} S.7.2.01b)
liegt ein sog. konvexes Optimierungsproblem (K) vor

(K) min Z(x)
udN z(X)£0 i=1,...,m
Z, z; (I=1,...,m) konvex

fir konvexe Optimierungsprobleme gilt (erwiinschterweise:)

Satz 7.2.04: Hauptsatz der konvexen Optimierung

Sei Mi R"™  konvexe (Lésungs-)Menge, M /E
Z: M® R konvexe (Ziel-)Funktion

dann

(a) Menge M* aller globalen Minimalpunkte
von Z auf M ist konvex

(b)  jeder lokale Minimalpunkt von Z auf M
ist auch globaler Minimalpunkt

zu (a):x* globaler Minimalpunkt mit Minimum Z* := Z(x*)
S.7.2.01b:  {x1 M| F(x)EZ*} ist konvex

zu (b):x" lokaler Minimalpunkt mit Minimum Z' := Z(x")
Annahme:$x : Z(x) < Z (x' nicht global. Min.Pkt)
Z konvex: fur O<r<1 gilt
Z(rx+(1-Nx") £ rZ(x)+(1-r) Z(x"
Z(x'+r(x-x)) < Z
P in eUmgebung von x' finden sich x": Z(x") < Z'
Widerspruch
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Insbesondere werden

- die notwendigen Bedingungen flr lokalen Minimalpunkt
(B) Satz 7.1.02: sTgx)3 0 " sl S(x)
gx)=0 fur innere Punkte v. M

- fur konvexe Optimierungsprobleme
zu hinreichenden Bedingungen flr globalen Minimalpunkt

Satz 7.2.05: Hinreichende Optimalitatsbedingung

Sei MI R" konvexe (Losungs-)Menge
Z:M® R konvexe, stetig differenzierb. (Ziel-)Funktion
x*T M

(B) gilt fur x* P x* ist globaler Minimalpunkt von Z auf M

Xt x*xT M
M konvex:  Verbindungsstrecke x* ® x in M

X-x*1 S(x*) (ist zulassige Richtung)
sT S(x*): $d>0:ds = x-x*
(B) gilt: (x-x*)T g(x)3 0 "xT M
S. 7.2.03: F(x) 3 F(x*) + (x-x"T g(x) 3 F(x*) " x1 M
p Behauptung

Auf Umkehrung von S. 7.1.04 (Sattelpunkt b Minimalpunkt)
fir konvexe Probleme zielend,
Formulierung der sog. Slater-Bedingung:

$x 1 R": " nichtlin. Nebenbedingungen: zi(x)<0

( bei ausschlief3lich nichtlin. Nebenbedingungen
impliziert Slater-Bedingung, dal3 M innere Punkte enthélt )
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Satz 7.2.06: Satz von Kuhn / Tucker

Sei im Rahmen eines konvexen Optimierungsproblems
gemalf (K) die Slater-Bedingung erflllt.
Dann qilt: x* ist optimale Lésungs von (K)
U Lagrange-Funktion L(x,u) besitzt
Sattelpunkt (x*,u*) mitu*3 0
oB

Globale Sattelpunkteigenschaft
la schlecht explizit nachprtfbar
Fur (wie hier gegeben)
differenzierbare, konvexe Z, z;
durch aquivalente lokale Bedingungen ersetzbar:

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen
far stetig differenzierbare, konvexe Z, z; (i=1,...,m)

(aus: IL/9x=0, qL/fu=0
unter Nutzung z(x)£0,u3 0 )

(7.2.07) grad Z(x*) + i:§1 u*jgrad zi(x*) =0

u*; zi(x*) =0 1=1,...
Zi(x*) £0 1=1,...
u*3 0

KKT-Bedingungen

- lassen sich fir spezifische (Unter-)Klassen

weiter konkretisieren
- s0 zB (breit untersucht) fur quadratische Opt.Probleme

"="  quadratische Zielfunktion

+ lineare Nebenbedingungen (M ist konv. Poyeder)

- 14
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7.3  Ubersicht Uber Losungsverfahren

Skizzen zu Fallen

- EINDIMENSIONALE OPTIMIERUNG

- UNRESTRINGIERTE OPTIMIERUNGSPROBLEME IM R"
- RESTRINGIERTE OPTIMIERUNGSPROBLEME IM R"

EINDIMENSIONALE OPTIMIERUNG
Z:R® R Zielfunktion

min  Z(X) A A
udN xI R bzw x| R; bzw x| [a,b], b>a

- einfachste Optimierungsaufgabe mit eigenem Interesse
- Teilproblem in hoherdimensionalen Optimierungsaufgaben

Problem besitzt genau eine optimale Losung,

wenn Z im zulassigen Bereich [a,b]

unimodal  $x*I [a,b]: Z streng monoton fallend auf [a,x*],
Z streng monoton steigend auf [x*,b]

streng konvex b unimodal

Einfache Losungsverfahren ("ableitungsfrei")
- nutzen nur Funktionswerte
- verkleinern "Suchintervall" schrittweise

Typisch: 2 "Stltzstellen"  Xq,X, mit a<x;<x,<b,
Z(X1)EZ(X5): weiter mit [a,X5]
Z(X1)>Z(X5): weiter mit [Xq,b]

Teilung zB "goldener Schnitt"

Operations Research Nichtlineare Optimierung
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Aufwendigere (idR bessere) Losungsverfahren
- nutzen Funktionswerte + Werte 1. (+hdherer) Ableitungen
- konstruieren Folge (hoffentlich:) konvergierender Punkte

Typisch: Newton-Verfahren

Annahme:Z zweimal stetig differenzierbar
Minimalpunkt x*1 (a,b)
Naherungspunkt  x'T (a,b); i=0,1,...

(Vorbereitung durch "einfaches" Verfahren,
Grenzpunkte a,b immer separat zu prufen)

- Ziel: Bestimmung x*:Z'(x*)=0  Nullstelle Z'
(Z konvex:  notwendig und hinreichend
fur globale Minimalstelle)

- Vorgang: Berechnung Z'(x!), Z"(x) |
Linearisierung der Ableitungsfunktion Z' in x'
Bestimmung der Tangentennullstelle =: x'*1

Z'(x1)
Z"(x1)

- Newton verwendet quadratische (parabolische)
Approximation von Z

P bei quadratischem Z Optimalstelle in 1 Schritt gefunden

x1*1 .= x1 -

Konvergenz bei beliebigem Startpunkt x9 nicht gesichert,
analytische Bedingungen fir sicheres x° kompliziert

- sind Z', Z" nicht analytisch bekannt,
kann mit numerischen Naherungen
auf Basis der Funktionswerte "benachbarter" Punkte
gearbeitet werden
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OPTIMIERUNGSPROBLEME IM R"

- generell iterativ: xX0®@ x1®..0 xX®...
im zulassigen Bereich: x!T Mi RN, i=0,1,...
IdR nicht inharent abbrechend P N&herungslosungen

- (Hoffnung auf) Konvergenz zu optimalem Punkt x*:

sT g(x*)3 0 " sT S(x¥
bzw g(x*)=0 im unrestringierten Fall: M = R"

bei nichtkonvexem Problem lediglich stationarer Punkt
nicht notwendig Extrempunkt,
optimaler Punkt
bezeichne LM die Losungsmenge (stationare Punkte)

LM :={x*I M |sTg(x*)3 0" sT S(x*)}
bzw LM :={x*I M| g(x*)=0}

- Konvergenz, Konvergenzgeschwindigkeit
im konkreten Fall zu prifen

UNRESTRINGIERTE OPTIMIERUNGSPROBLEME IM R"

min  Z(x) (mindestens 1-mal) stetig differenzierbar
udN xI RN

P LM={x*I M|g(x*)=0}

Behandlungsmaoglichkeit mit Abstiegsverfahren
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Schritte von Abstiegsverfahren

 |Initialisierung
wahle xOT RN, i:=0

e |[teration Uber

- Abbruchprifung
berechne g':=g(x') |
terminiere fallsg' = 0 (bzw |g'| < €)

- Abstiegsrichtung, Suchrichtung
bestimme s'T R": (s)Tg'< 0

- Schrittweite - _
berechne d' > 0: Z(x'+ d's') < Z(x"
optimale Schrittweite ist eindimensionales Subproblem

- F_ortschritt o
xFl.=xl+dshi:=i+1

Konkrete Verfahren unterscheiden sich durch Wahl von
- Abstiegsrichtung
- Schrittweite

» klassisches Gradientenverfahren,
Verfahren des steilsten Abstiegs

si:= gl

* IdR deutlich schneller konvergierend ist
mehrdimensionales Newtonverfahren

- zusatzlich bendtigt: zweite Ableitungen
P Forderung Z (mindest.) 2-mal stetig diff'bar

Notation H':= H(x!) Hesse-Matrix
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H' positiv definit, Satz 7.2.02
b Zistin Umgebung von x' streng konvex

- Standard-Newton setzt
gl=_ (Hi)—lgi
d:=1 (ia nicht optimal, optimieren!)
so dal3
xit1 = xi . (Hi)-lgi

- H'muR nicht explizit invertiert werden, da wegen
x*1 als Losung linearen Gl'systems ermittelbar

- Nachteil ist hoher Rechenaufwand:
Hesse-Matrix + lin. Gl'system
abgemildert in vereinfachtem Newton-Verfahren,

welches H! fiir "einige" Schritte i,i+1, ... verwendet

e "zwischen"
- Gradientenverfahren (schlechte Konvergenz)
- Newtonverfahren (hoher Aufwand)
sind Verfahren der konjugierten Gradienten
- mit besserer Konvergenz als Gradientenverfahren
- mit geringerem Aufwand als Newtonverfahren
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RESTRINGIERTE OPTIMIERUNGSPROBLEME IM R"

min  Z(x) IdR stetig differenzierbar
udN xI| MI R"

b LM:={x*I M|sTgx*)30" sT S(x*}

(Hoffnung auf) Naherung fiir stationéare Punkte x*I LM
Z, M konvex (Satz 7.2.05) b x* sind glob. Minimalpunkte

Verfahrensklassen:

- Verfahren zulassiger Richtungen

Verfahren der Straffunktionen (Barrierefunktionen)
Schnittebenenverfahren
Karush-Kuhn-Tucker-Verfahren

Verfahren zulassiger Richtungen

Anwendung iW flr lineare Restriktionen

Vorgang in Abwandlung von nichtrestringiertem Vorgang
- Initialisierung: Wahl x°T M, i:=0

- Iteration tber _ o
* Abstiegsrichtung: Bestimmung s'T R": (s"Tg'<0
(ohne Erfolg: Abbruch) o _
* Schrittweite: Berechnung d' > 0 : Z(x' + d's') < Z(x"
mit optimaler Schrittweite,
~aber unter Beachtung Restriktionen
* Fortschritt: x* 1 :=x'+ d's'; i := i+1
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Bei linearen Restriktionen Nebenbeding'gen gewohnter Form:
min  Z(x)
udN Ax£b bl R™ A:mxn

lterationspunkt x' T M (immer gewahrt) liegt
- auf (0,1,...,m) begrenzenden Hyperebenen

H: @)Tx'=bk k11

wo ak k-ter Zeilenvektor A (Vektor aK orth. Hy,
dh "nach aul3en")
- auf keiner Grenzebene (im Inneren von M) fiir I'=/
- oder auf Menge in x' aktiver Hyperebenen

A X2

X1
Bedingungen Fortschrittsrichtung s_i:
- im stumpfen Winkel zu ak, k1 | "zulassig"
- im spitzen Winkel zu -g' "Z besser (kleiner)"
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Bedingungen formal:

- stumpfe, auBBerstenfalls rechte Winkel
@Ts'£0 kil

- spitzer Winkel -g! ®  stumpfer Winkel ¢!
-g)Ts'>0 ® (g")Ts'<0O
Verschiedene Regeln zur Wahl von s!

- Rosen-Verfahren | _ |
* berechnet s' als Projektion g' auf C(Hy;k T 1) fur It &£

nutzt -g' als s! fur =4

* in beiden Fallen ist |s!| < e Abbruchbedingung
(stationarer Punkt erreicht)

- vgl auch Karmarkars Projektionsmethode?
blieb "im Inneren" !

Zusatzlich zu beachten:

- Schrittweite "d" so daR M nicht verlassen
(wegen linearer NB leicht formalisierbar)

uU zu optimieren
(eindimensionale Optimierung)

- Begrenzung Schrittweite flhrt implizit
auch zur Entdeckung "unbegrenzten Problems"
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« Verfahren der Straffunktionen (Barrierefunktionen)
Restringiertes Optimierungsproblem

- durch unrestringiertes Optimierungsprobleme approximiert
- unter Veranderung der Zielfunktion derart daf3

* Verlassen des zulassigen Bereichs
mit "Strafkosten" belastet
(Veranderung Z aul3erhalb M)

* Rand des zulassigen Bereichs
in "Barriere" verwandelt
(Veranderung Z bei Anndherung an Rand M)

Skizze Straffunktionen:

min Z(x) udN z(x) £0
® min Y(x) udNx1 R"

wo Y(X):=ZX)+p(x) mit px) =0 x1 M
>0 x| M
p Minimalpunkt xI M fur Y ist Minimalpunkt fir Z

verschiedene Straffunktionen, oft verwendet:

p(x) := Z* ()" z*(x)
wo  z"(x) := max (0,z(x)) (komponentenweise)

Folgt Behandlung a la unrestringiertes Problem,
|Idee idR verfeinert in Form

Y(x) 1= Z(x) + ' p(x)

dhmit - gewichteter Strafe
+ Im lterationsverlauf angepaldter Gewichtung

(idR r' wachsend mit Iterationsindex)
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Skizze Barrierefunktionen:

Voraussetzung: M besitzt innere Punkte M°T M

Barrierefunktionen b: M°® R besitzen die Eigenschaften
- b stetig auf M°

- b(x) ® ¥ bei Annaherung von x an den Rand von M

verschiedene Barrierefunktionen,

im Falle von Nebenbedingungen

z(x) <0 (Rand nicht erlaubt)
oft verwendet sind
b1(x) := — Sin (—z;(x)) b,(x):=—S—1_

Zi(x)

Folgt Behandlung a la unrestringiertes Problem,
unter Minimierung der Ersatzfunktion

Y(x) := Z(x) + 1/r' b(x)

mit r'>0, VergroRerung der r' im Iterationsverlauf

« Schnittebenenverfahren
Vorrangig bei nichtlinearen Restriktionen eingesetzt

Zunachst lineare Zielfunktion:

min cT x
udN xT MIT RN M nichtleer, kompakt, konvex,
kein Polytop (sonst: bekannt)

24
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"Um M" werde konvexes Poytop P, E M gelegt

Optimierung auf P, (zB mit Simplex)
® Losung x!

- x1T M b xlist optimale Lésung

- x1T M ® Bestimmung Hyperebene,
welche P4 beschneidet
® konvexes Poytop P,
wo P, EM, x1T P,
usf

Verschiedene Verfahren zur Konstruktion der Schnittebenen
Im Gebrauch

vgl auch Gomory-Verfahren

(bis hier angenommene)
Linearitat der Zielfunktion ist nicht wesentlich:

min  Z(x) Z nichtlinear, konvex
udN x1 MI R" M nichtleer, kompakt, konvex
Einflhrung zusatzlicher Variabler Xq+11 R

+ zusatzlicher Nebenbedingung Z(X) - X441 £0

Betrachtung Optimierungsproblem
min. Xp4q lineare Zielfunktion
udN xI MI R
Z(X) -Xp+1 EO

X* genau dann optimale Losung Ursprungsproblem,
wenn (X*,X*,4+1) Losung Ersatzproblem, wo x*,.1 = Z(X*)
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» Karush-Kuhn-Tucker-Verfahren

Analytische Verfolgung der KKT-Bedingungen
(hinreichend fur Optimalitat)
fur konkrete Problemklassen
(zB quadratische Zielfunktion,
in Abschn.7.2 erwdhnt, nicht explizit ausgeflhrt)
fuhrt ggf zu einfacher behandelbaren Ersatzproblemen
(zB mit Methoden der linearen Optimierung)

hier "Abbruch",
viel weiteres Wissen vorhanden!

( Lagrange-Dualitat,
Separable Optimierung,
Quotientenoptimierung,
konkave Optimierung,
B&B-Verfahren,
Deflations- und Tunnel-Techniken,
nichtdeterministische Verfahren,
evolutionare Algorithmen
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