belji/3(2)

9 Stochastische Modelle und Methoden

9.1 Grundbegriffe und Grundlagen
(Erinnerung)

9.1.1 Zufallsvariable und ihre Charakterisierung

« Eindimensionale (numerische) ZV Y

mathematisches Modell einer numerischen Grolie,

- die in der Realitat wiederholt beobachbar;

- deren Wert Uber Beobachtungen (potentiell) variiert;

- bei der gewisse Regelmaligkeiten des Variierens

zu erwarten: liegt Menge von Beobachtungen vor,
dann liegen Beobachtungswerte

mit bestimmten relativen Haufigkeiten
in bestimmten Intervallen

» Gesetzmaligkeiten des Variierens der Zufallsvariablen Y

erfal3t durch deren Verteilung
legt fest: fur jedes Werte-Intervall 1=(u,0]
Wahrscheinlichkeit P[YI ]
mit der Realisierung von Y im Intervall |
statistische Interpretation:
Intervall-Wahrscheinlichkeiten
Modell der (erwarteten) relativen Haufigkeiten

* Viele Mdglichkeiten, Verteilung einer ZV Y
vollstandig und sparsam zu charakterisieren:
Menge Wahrscheinlichkeiten / Verteilungsdichte
Verteilungsfunktion
Menge Momente / Zentralmomente
diverse Transformierte
generierende Funktion
Laplace-Transformierte
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Axiomatische Fundierung (Kolmogorov)

- Sei
W Menge von Elementarereignissen wl W A
A’ uber W definierte s-Algebra von Ereignissen a'l A’

P"“A'® [0,1] auf A'definiertes (auf 1 normiertes) Mal3,
genannt: Wahrscheinlichkeitsmalf3

dann heil3t

Malraum (W,A",P") Wahrscheinlichkeitsraum

Sei ferner A
W Bildmenge von Elementen wl W )
A Uber Wdefinierte s-Algebra von Elementen al A

dann heil3t
jede A'- A-mel3bare Abbildung
Y:W® W  Zufallsvariable
und (induziertes) Bildmal3
P=Y(P') Verteilung von Y

P (auch: PY) ist Wahrscheinlichkeitsmalf? auf A,
fural A gilt PY(a) = P[YI a] A
flir Wahrscheinlichkeit, dal3 YI a

- Istinsbesondere
W =Rl Menge der reellen Zahlen

A =B! s-Algebra der Borelschen Mengen des R1

dann heiRt eine A'-B1-meRbare Abbildung
Y: W ® Rlreelle Zufallsvariable

 Anwendungen
arbeiten (gerne) vollig im Bildraum (W,A,P)
zB Wirfeln (Standardbeispiel)
Bearbeitungsdauern (Abschn. 6.3)
Bestellmengen (Abschn. 8.4)
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« Verteilung reeller ZVY (Bildmenge R1)

- charakterisierbar durch Verteilungsfunktion
FY(y) := P[Y£y] yl R1

- diskrete (reelle) ZV Y nehmen Werte y, aus
endlicher / abzahlbarer Wertemenge an:
Yk s k:O_,l,...} o |
° zugehdorige Wahrscheinlichkeiten
Pk -= P[Y:yk] ( = PY(yk) ) k:O,l,... N
charakterisieren Verteilung (PMF, Probabiliy Mass
° Verteilungsfunktion Function)

FY(y) = yﬁy Pk

ist reine Treppenfunktion
Intervallwahrscheinlichk'n aus beiden Charakterisier'gn

PLYT (uo]] = S py
ykl (u,0]
bzw =FY(0) — FY(u)

- kontinuierliche (reelle) ZV Y nehmen Werte y aus

Wertekontinuum an (idR konvexes R1-Intervall)

° Verteilungsdichte(funktion) (PDF, Probabiliy Density
fY (y) yl R1 Function)
charakterisiert Verteilung

° mit Verteilungsfunktion besteht Zusammenhang

FY@) = | 1Y) dy
bzw

fY(y) = dFY(y)/dy
° Verteilungsfunktion ist stetig
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o

Intervallwahrscheinlichk'n aus beiden Charakterisier'gn

PIYT woll = ) dy
bzw =FY(0) — FY(u)

- gemeinsame Behandlung von
diskreten, kontinuierlichen, "gemischten" ZV
mit Hilfe Stieltjes-Integralbegriff,
erlaubt Darstellung

FY () = arv(y)

PIYT o]l = dFv(y)

 Erwartungswert einer ZV Y definiert als

¥
E[Y = "dFY (Y
[Y] J, Y dFYY)
diskret = S Yk Pk
yil (=¥ %)

¥
kontinuierlich :}_¥ y' fY(y') dy'

Erwartungswert einer Funktion g(Y) einer ZV Y als

y
E[9(Y)] ")y g(y’) dFY(y)
diskret = S oy pxk
yil (=¥ .¥)
¥

kontinuierlich = Iy g(y") fY(y') dy'
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« Erwartungswerte der Funktionen
g(Y) = YK k=1,2,...
heil3en (k-te) Momente

m, := E[YK] = jf_j y*AFY () k=1,2,...

- Erwartungswerte der Funktionen

g(Y) = (Y-E[Y])¥ k=2,3,...
heil3en (k-te) Zentralmomente

E[(Y-E[Y])X] k=2,3,...

- existieren alle k-ten Momente k=1,2,... , einer ZV,
dann charakterisieren sie Verteilung eindeutig

- oft Beschrankung auf partielle Charakterisierungen
°  Teilmenge Momente / Zentralmomente
° aus diesen abgeleitete Kenngrol3en

° 1. Moment Erwartungswert E[Y]
° 2. Zentralmoment Varianz V[Y]

VIY] := E[(Y-E[Y])"]
° Wourzel 2. Zentralmoment  Streuung s[Y]

s[Y] := +/V[Y]

° relative Streuung Variationskoeffizient VK[Y]
VK[Y] :=s[Y]/ E[Y]

° uam
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9.1.2 Stochastische Prozesse

statt: einzelne ZV

jetzt: Menge zusammengehdriger ZV,
"Familie" von 2V

Mitglieder der Familie unterschieden durch Index t,
iIn geordneter Indexmenge T variierend:

(Y)q 1  oder auch: (Y):tl T) 04

alle Y, als Abbildungen definiert

- aus derselben Menge von Elementarereignissen

- auf denselben Wertebereich W

- samt ihrer Verteilungen (Wahrscheinlichkeits-Malf3e) P;

T: "Parametermenge”
W "Zustandsraum" des Prozesses

"Zusammengeharigkeit" der Familie (Yy):

- Realisierungen (y;) "simultan entstehend",
aus einem Elementarereignis resultierend

- jedes Elementarereignis s impliziert
Abbildung t® y(s), T®& W

Ist gar nicht so kompliziert:

* Beispiel:
- WERY, T=R™ gewahlt
- Realisierungen des Prozesses betrachtet
(Realisierungen aller ZV der Familie)
fir zwei Elementarereignisse s, S»
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zu jedem Elementarereignis (s, und s,)
gehort Realisierung stochastischer Prozel3

(yi(s1) und y(so) ),
die gemeinsame Realisierung aller beteiligten ZV,
die Abbildung T® W (RT™—=R™)
haufigste Interpretation Parametermenge T ist "Zeit",
damit Realisierung stochastischer Prozel3
Verlauf seines Zustands (aus R™) Uiber der Zeit,

auch "Trajektorie

by
y(S2)
\/\/’ yi(S1)
t1l t
i Y1
Y1~

Abbildung 9.1.01: Trajektorien stochastischer Prozel3,
Zustandsverteilung zu festem Zeitpunkt

fur festen Beobachtungszeitpunkt t (ty)

("quer" Uber alle Trajektorien / moglichen Z'Verlaufe)
Zufallsvariable Yy, : Verteilung z.B. wie Dichtefunktion
anderer Zeitpunkt t;1 t; : andere ZV Y,,, andere Verteil'g.
Y1 und Yy, aber abhangig: ein Elementarereignis !
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bei praktischen Anwendungen
- Bezug zu Elementarereignissen meist unterdrtckt
- Bewegung vollig im Zustandsraum W

Klassifizierungen stochastischer Prozesse beziiglich

(a) der Natur des Zustandsraums W,
haufig betrachtete Falle
W= Ng (zustandsdiskreter Prozel3)
W= R™ (zustandskontinuierlicher ProzeR)

(b) der Natur der Parametermenge T,
haufig betrachtete Falle
T = Ng (zeitdiskreter Prozel3)
T = R™ (zeitkontinuierlicher ProzeR)

(c) der Art der Abhangigkeiten der Zufallsvariablen (Y 1,
erfal3bar durch "gemeinsame Verteilung",
z.B. gemeinsame Verteilungsfunktion (tI T, r=|t])

FY(ty . ye ) = PIY(t)Ey1, Y()EY2,... Y(t)EY ]
P "kompaktere" Abhangigkeitscharakterisierungen gefragt

Einige (sehr unterschiedliche) Abhang.Charakterisierungen:

Definition 9.1.02: Unabhangige Prozesse

Grenzfall keinerlei Abhangigkeiten,
) Familie unabhéangiger 2V,
p fur abzahlbarest | T

FY(ty,y¢)= tIPt FYi(yy)
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Definition 9.1.03: Stationare Prozesse

Zeit-Invarianz der Abhangigkeiten, formal:
Fur alle ti T, und alle s>0 ("sinnvoll")

gl FY(ty,y;)=FY(t+s,y;) WO s=(S,S,...,S)T

insbesondere, fur |t|=1:
alle ZV Y(t), tl t, identisch verteilt (nicht: unabhang. !)

Definition 9.1.04: Markovsche Prozesse

Unabhéangigkeit von Vergangenheit, formal:
Furalle t={t;il I T

und t:=max(t; ; il 1)

und beliebiges tI T mit t>t*

gl FY(t]Y(ty)=y, ) = FY(t] Y(t")=y*)

"gegenwartiger Zustand sagt alles Uber Zukunft";
"Gedachtnislosigkeit"

Ab jetzt: Konzentration auf

Markov-Prozesse
/|  Semi-Markov-Prozesse (Def "spater")
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9.1.3 Markov-Ketten mit diskreter Parametermenge
Discrete Time Markov Chains: DTMCs

« Sei
(Yo T stochastische Kette, Zustandsraum W=N,

T iIhre Parametermenge T,
diskret, speziell T=Ng

p Darstellung der Kette auch als
(Yn)n:O,l

Kette besitze Markov-Eigenschatt,
im vorliegenden Falle ausdrtickbar als

PIYn=In [ Yn.1=In-1s-,Y0=lo] = P[Yn=in | Yn.1=in-4]
n31, iil Ng, jl [0..n]

« GrolRen (bedingte Wahrscheinlichkeiten)
p;jj(n-1,n) == P[Yn=) | Yp.1=] n31;ijl Ng
heiRen (1-Schritt-) Ubergangswahrscheinlichkeiten
« Grofen (totale Wahrscheinlichkeiten)
pi(n) := P[Y,=i] i,nl Nj
heil3en (zeitabhangige) Zustandswahrscheinlichkeiten

 Zusammenhang zwischen p.(.) und p.(.,.) offensichtlich

(9.1.053) pj(n) = S pi(n-1) xp;(n-1,n)  n*1;j1 No
It No
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« sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten stationar
(zeitunabhangig),
also -
pij(n-1,n) © pj; n31;ijl Ng
heil3t die Kette (zeit-)homogen
und aus (9.1.05a) wird

pin) = .S piln-1)xp;  n*1;j1 No
0

bzw. in Vektor/Matrix-Schreibweise
( p: Zustandsvektor, IT: Ubergangsmatrix )

(9.1.05b) pT(n) =pT(n-1) - II

« fUr homogene Ketten sind auch die
m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

P ™ 1= P[Y = | Y=l me 2

zeitunabhangig, da aus (9.1.05b) folgt daf3
p'(ntm) =pT(n+m-1) - II
=(p'(n+tm-2) -11) - I = ...
=p'(n)-™

und fur die m-Schritt-Ubergangsmatrix TI(™ gilt, daR
H(m) =11 m

sowie, verallgemeinernd, die
Chapman-Kolmogorov-Beziehungen (gerafft / detailliert)

(9.1.06a) T1("*m) = 1 () . 11 (M)

(9.1.06b) pi(jn+m) = %pi(li]) xp(krjn)
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« der Vollstandigkeit halber (konsistent mit Definitionen)
n® =1 @ = | (Einheitsmatrix)

 mit (9.1.05/.06) lassen sich,
startend mit der
Anfangsverteilung p(0),

die zeitabhangigen,
transienten Zustandswahrscheinlichkeiten
p(n) n=1,2,...
ermitteln ( numerisch nur bei endlichem Z'Raum )

e Gleichung (9.1.05b) wirft naheliegende Frage auf,
ob Verteilungen p(n) gegen Grenzverteilung

p = lim, p(n)

streben, so dal3
Zust'ds-Wahrsch'n Prozel3 fur grof3e n beschrieben
durch (zeitunabhangige) Grenzverteilung

bei Existenz ergabe sich Grenzverteilung,
gemalf (9.1.05b), als Losung Gleichungssystem

(9.1.07) p'=p'xI iSpi: 1

Grenzverteilung heil3t (bei Existenz) auch
Gleichgewichtsverteilung,
da Prozel3 bei Wahl der Anfangsverteilung

_pO=p .
stationar (Stationaritat auch mogich
ohne Existenz Grenzverteilung)

® Wann existiert (h6chst interessante) Grenzverteilung ??
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 Markov-Kette heil3t irreduzibel,
wenn jeder Zustand
sich von jedem anderen Zustand
erreichen laft:

" il No: ($mj:p™)>0)

» sei Wahrscheinlichkeit, von Zustand i aus
In genau m Schritten
Zustand j zu erreichen
(M) := P[Zustand j wird von Zustand i aus
erstmals nach m Schritten erreicht]

und Wahrscheinlichkeit, von Zustand i aus
In genau m Schritten
in Zustand zuriickzukehren
f(M) := P[erste Riickkehr in Zustand |
geschieht nach m Schritten]

dann ist Wahrscheinlichkeit,
jemals wieder zurtickzukehren

fi := P[Ruickkehr in Zustand ] = § ¢m
m=1 )

® Klassifizierung Zustande
fJ:1 Zustand | heil3t rekurrent
T}j<1 Zustand j heil3t transient
bei Ruckkehr nur nach r>1 Schritten
d.h. f;(™M=0 fur m<r
Zustand | heil3t periodisch mit Periode r,
sonst Zustand | heil3t aperiodisch
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* inrekurrente Zustande kehrt Prozefl3
nach (im Mittel) M Schritten zurtck, wo

M - & m =™
m=1

® Klassifizierung Zustande
M;i=¥ Zustand j heifl3t null-rekurrent
M <¥ Zustand j heil3t positiv rekurrent

® Klassifizierung Ketten
sind samtliche Zustande einer Kette aperiodisch
(periodisch, positiv rekurrent, null-rekurrent)
dann heil3en Ketten aperiodisch
(periodisch, rekurrent, null-rekurrent)
aperiodische, rekurrente Ketten heil3en ergodisch

« flr rekurrente, irreduzible Ketten gilt,
neben Deflnltlonsbedlngungf =1,
daf} fur alle Zustandspaare (i j)

Satz 9.1.08: Zustande irreduzibler DTMC

In irreduzibler Markov-Kette sind
entweder alle Zustande transient
oder alle null-rekurrent

oder alle positiv rekurrent.

-14

Falls Periodizitat vorliegt, alle Zustande identische Perioden r

oB
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® bei Uberprufung irreduzibler Kette
auf Eigenschaften (wird interessieren!)
genigt Uberprifung eines Zustands
auf Periodizitat, Rekurrenz, Ergodizitat

Satz 9.1.09: Konvergenzbedingungen DTMC

Fur eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette
existieren die Grenzwahrscheinlichkeiten

pj:= lim, pj(n) jl No

und sind unabhéangig von der Anfangsverteilung.

Zusatzlich sind
entweder
- alle Zustande transient
oder alle Zustande null-rekurrent,
in welchen Fallen sich
Pj=0 I Ng
ergibt und keine Grenzverteilung existiert
oder
- alle Zustande positiv rekurrent, in welchem Falle die
P, I Ng
eine stationare Verteilung charakterisieren.
In diesem Falle ist auch

und die P, ergeben sich eindeutig aus Gleichungssystem

pj:iSpixpij
.Spj =1
j

- dies ist genau Gleichung (9.1.07) - oB

-15
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ungemein hilfreich (Uberprifungen konnen uU entfallen):

Satz 9.1.10: Ergodizitat DTMC

Eine irreduzible, aperiodische Kette
ist genau dann positiv rekurrent,
wenn das Gleichungssystem pl=pTII
eine Losung besitzt mit Spj=1
oB
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9.1.4 Markov-Ketten mit kontinuierlicher Parametermenge
Continuous Time Markov Chains: CTMCs

o Zeitkontinuierliche Markov-Ketten besitzen

- kontinuierlichen Parameterraum
- diskreten Zustandsraum
- typisch fir Anwendungen: (W,T) = (Ng,R™)

 Markov-Eigenschaft formal:

far alle n®1
und fuir alle Folgen t;<t,<...<t,<t, 1 gilt:

PIY(th+1)=Ih+1l Y (t)=i1, Y (Ey)=1] |
:AP[Y(t_r1+1):|r_1+1|Y(tn):|n]
tl R™; il Ng, j=1,2,...,n+1

 Prozel3zustand zu festem t
beschrieben durch Verteilung der ZV Y(t),
durch Zustandswahrscheinlichkeiten

pi(t) :=P[X(®)=i] il Ng
\iQ-*IOi(t) =1

 flr unterschiedliche Zeitpunkten tq,t, (sei t;<t,):
abhangige Zustandsverteilungen

herrsche Zustand i zum Zeitpunkt t,
- Wahrscheinlichkeit fir Zustand zum Zeitpunkt t, ?
von Vor-Zustand i abhangig
- mit dieser Abhangigkeit aber Abhangigkeit
von gesamter "Vorgeschichte" (bis t,) erfaf3t
(Markov-Eigenschatft!)
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 Abhangigkeitsstruktur sinnvoll durch
(Zustands-)Ubergangswahrscheinlichkeiten erfal3bar

pij(t1.tp) := PLY(82)=11Y (t)=1] 't2'T>t}\;| tytl R,
il N

J.Spij(tlitZ) =1 il No

e Zusammenhang zwischen p.(.) zu Zeitpunkten t; und t,
und p.(.,.) offensichtlich:

(9.1.11) pt2) =S pity) *pituta) t2>t1.0l No
0

« Ubergangswahrscheinlichkeiten bisher sehr allgemein:
Abhangigkeitsstruktur darf sich tiber der Zeit andern,
ist fr jedes Paar (tq,t5) spezifisch

sehr viel einfacherer Fall:
Abhangigkeitsstruktur zeitinvariant
praktisch sehr relevanter Fall
( Gesetze der Dynamik
eines arbeitenden Systems ia konstant )

P bei Betrachtung der Zeitpunkten (t;,t,)
- absolute Lage t; unerheblich,
- nur noch Differenz t,-t; maf3geblich

® (zeit-)homogener Markov-Prozel3
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Abhangigkeitsstruktur homogenen Prozesses erfalit
(far alle t) durch Ubergangswahrscheinlichkeiten
(Umbenennung!)

(9.1.12a) p;i(s) = PY(t+s)=jlY(t)=i]  s>0;i,jl Ng
(9.1.12b) _Spij(s): 1 il Ng
J

und aus (9.1.11)
(9.1.132) pj(t+s) = 'T% pi(t) xp;i(s) t,s>0;jl Ng
I No

- mit Schreibvereinfachung (Vektor-/Matrix-Form)
I1(s) := (pij(s) ; 1,jl Ng)  Matrix Ubergangsw'n
p(t) ;= (pj(t) ; JI Np) Spaltenvektor Zust'dsw'n
kompakte Form

(9.1.13b) pT(t+s) = p'(t) - II(s)

« mit expliziter Form fuir Ubergangswahrsch'n I1(s)
(erhaltlich!)
sind aus beliebigen Start-Zustandsverteilungen p(0)
(zeitabhangige) Zustandsverteilungen fur ZV Y(t) gemaf

(9.1.14) p'(t)=p'(0) - I1(Y)
errechenbar (mUhsam!)

o statt dessen unmittelbar (vgl. DTMCs):

- Zustandsverteilung t von
Start-Zustandsverteilung p(0) abhangig

- vernunftig, zu vermuten, dald Abhangigkeit

"mit der Zeit" (t wachsend) abnimmt,
"flr gewisse Systeme" verschwindet
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- falls zutreffend, dann )
alle  Ubergangsw'n pij(t), il Ng
fir grol3e t zum selben Wert konvergierend !
p Matrix I1(t) flr grof3e t
Matrix IT mit identischen Zeilen zustrebend

mit (9.1.14) auch
(9.1.15) lim p;(t) =p; i No
P Prozeld mitt "stationar. Verhalten" zustrebend (s. Def.)

- falls Grenzverteilung p = (pj;jT No) gemaf (9.1.15)
existierend, dann wie folgt bestimmbar:

aus (9.1.13) E Einheitsmatrix
pT(t+s) - pT(t) = pT(1)-(1()-E)
b p'(t+s)-pT(M) _ 7 H(S) E
S p(t)
und im Grenziibergang s® 0
T
(9.1.16a) dpdt(t) = pT(t) x lg)no H(sg -E
=p (1) xQ

wo Matrix Q:(qij . i,jl Ng) mit Elementen
(9.1.16b) g = |Im [p”(s)/s] i1 |
Qii = sIICL)nO [(p“(S) 1)/5]
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e unsere Vermutung:
far grol3e t Prozelverhalten ® stationares Verhalten

P p(t) de facto zeitunabhéangig,
dp(t)/dt  de facto verschwindend

P aus (9.1.16) fur hinreichend grof3e t
(9.1.17a) 0T =p™Q

(9.1.17b) _T§ pi=1
|

0

» lineares Gleichungssystem (9.1.17) direkt nutzbar

- um aus Q (Matrix, deren Elemente alle Informationen
uber Charakteristika speziellen Prozesses,
also konkreten Problems, enthalten)

- "stationare Verteilung" p des Prozesses zu bestimmen,
d.h. Wahrscheinlichkeiten p, jl N,
Prozel} flr grof3e t in seinen Zustanden
anzutreffen (unabhangig von t und Start-Z'd)

« Uberlegungen basieren auf Pramisse,
dafd stationare Verteilung (9.1.15) existiert,
d.h. "unter gewissen Voraussetzungen"

dazu folgender Satz (WiRbegierige: s. Cinl75)
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Satz 9.1.18: Konvergenzbedingungen CTMC

Zeitkontinuierliche homogene Markov- Kette

heil3t irreduzibel,

wenn jeder Zustand von jedem Zustand "erreichbar" ist
( far alle Zustandspaare (i,j) Werte t>0, so dal3 pij(t)>0 ).

Irreduzible (zeitkontinuierliche, homogene) Markov-Kette
besitzt eindeutige stationare Grenzverteilung (9.1.17)
genau dann, wenn (9.1.17) L6sung besitzt

oB

grol3e praktische Bedeutung:

wenn "stabiles" Verhalten M-Kette (System) interessant
(® stationare Grenzverteilung,
auch "eingeschwungene", "Gleichgewichts-"Phase,
Im Unterschied zu anfanglicher "transienter" Phase)

und wenn Kette (zeit-)homogen
(i. allg. direkt dem Problem entnehmbar)

und wenn Kette irreduzibel
(i. allg. direkt dem Problem entnehmbar)

dann lediglich Gleichungssystem (9.1.17)
aufzustellen und nach p zu I6sen

falls gelingend, "gewisse Voraussetzungen" fur
Existenz stationarer Grenzverteilung erfullt,
und diese bereits eindeutig ermittelt
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praktische Durchflhrung:

Operations Research

(9.1.17) aufstellen:
aus gegebenem Problem Matrix Q ableiten

dazu erforderlich:
Klarung der Bedeutung der

- in (9.1.16) nur formal eingefiihrten -
Elemente g;; der Matrix Q

(9.1.17) losen:

"nur" Losung linearen Gleichungssystems,

allerdings mit potentiell sehr grof3er (bis: abzahlbarer)
Dimension (=Méachtigkeit des Zustandsraums)
Fortsetzung nach

Einschub: EXPONENTIALVERTEILUNG

wird sich - als inharent mit CTMCs "verquickt"

- als problemseitig gut "anwendbar"

herausstellen

-23
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EXPONENTIALVERTEILUNG ( + POISSON-PROZESS)
« kontinuierliche Zufallsvariable A ( Wertemenge R")

mit Verteilungsfunktion :

(
_ _ 1 1-exp(-l a) a>0
9.1.19a = =
( ) FA(a) = P[Afa] <\ ] 20
und positivem reellem Parameter

(9.1.19b) | >0
heil3t (negativ) exponentiell verteilt

leicht ermittelbar:
Charakteristika Exponentialverteilung

(9.1.20) Dichtefunktion fA(a) = | -exp(-l a)
Erwartungswert E[A] = 1/l
2. Moment E[A%] = 2/ 2
Varianz V[A] = 1/ 2

Variationskoeffizient VK[A] =1

Erscheinungsbild

0.5 1 15 2
a-> a->

— 1705 — |71 =2 — 1705 — |1 =2
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Betrachtung Folge von Ereignissen
- je zu Ereigniszeitpunkt T R™ "eintretend"
- mit Ereignisabstanden zwischen Folgeereignissen,
welche "zuféllig lang" sind,
durch ZV Ay erfal3t werden,
wo alle A, u.i. (wie ZV A) verteilt,
und A exponentiell verteilt mit Parameter |

Beobachtung des Ereignisstroms
- zu zufalligem Zeitpunkt t

- mit Interesse an Zeitspanne bis zu ndchstem Ereignis
Ereigniszeitpunkte

l $
sy

Beobachtungszeitpunkt t

l i

X ZE nach Ereignis:
"Rest" y ist seinerseits ZV Y
charakterisiert z.B. durch
Verteilungsfunktion FY(y)

(einfachere) Betrachtung:
komplementéare Funktion 1-FY(y) = P[Y>y]
aus Diagramm:;
P[Y>y] = P[A>X+y | A>X]
= P[A>X+y] / P[A>X]
= (1-FA(x+Y)) / (1-FA(X))
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PIY>y] = (1-FA(x+y)) / (1-FA(X))

mit (9.1.19) = exp(- -(x+y))/exp(-l x)
= exp(-ly)
so daf}
(9.1.21) FY(y) = 1-P[Y>y] y30
= 1-exp(-1y)
= FA(y)
erstaunlich !

- kein "x"in (9.1.21):
Lange des Restes Y unabhéangig davon,
wo Beobachtungszeitpunkt t
im Ereignisintervall lag ??

- FY(y) = FA(Y): o
Verteilung des Restes Y identisch
mit der des gesamten Ereignisintervalls A ?7?

kontra-intuitiv !!

e exponentiell verteilte ZV in dem Sinne "gedachtnislos”,
daf} sie die Dauer ihrer Vergangenheit "vergif3t"

Gedachtnislosigkeit als Bedingung:

P nur Familie der Exponentialverteilungen ist
in obigem Sinn gedéachtnislos
(bei kontinuierlichen ZVs)

diskretes Gegenstiick
(wieder exklusiv, mit analoger Interpretation):
geometrische Verteilung (Wertebereich Ng)
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e weitere interessante Verteilungen:

Annahme:

Ereignisstrom mit u.i. exp. Ereignisabstanden
Frage:

wie lange dauert es von Ereignis

bis Ubernachstem, drittnachstem, k-nachstem ?
Antwort:

Summenvon 2, 3, ..., k (u.i.) exp. Ereign.Abst'n "A"

ZN Agk=2,3, ..

K
Ay = _SlA k=2,3,...
1=
(Verteilung nicht gleich der von k-A )
ferner (Zeit bis zur nachsten Ankunft):
Al =A

Ermittlung A, (Zeit bis Gbernachste Ankunft)
Verteilungsfunktion

FA () = P|Ao£a]

= fo "fA L (X)FA 4(a-x) dx
(9.1.19, 9.1.20) eingesetzt:
(9.1.22a) FA,(a) = ][o ?) exp(-l X)k1-exp(-l (a-x))] dx

- ][o * 1 sexp(-l x) dx - ][o " exp(-l a) dx

= 1-exp(-l @) - | »aexp(-l a)
FA,(a) =1 - (1+ a)exp(-l a)

27
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entsprechend fur Ag:
a
(9.1.22b) FA4(a) = ][o fA 1(X)FA 5(a-x) dx

2 2
=1-(L+l%a+! 2" Jexp(- a)

P Bildungsgesetz

(9.1.22c) FA (a)=1- ['—-o (ll—?)I] >exp(-l a)

(9.1.22) Dbeschreibt Familie "Erlang" -:
Erlang(k) -, E, -Verteilungen
ZV entsteht als Summe von k u.i. exp. verteilten ZV,
Parameter: K, |
weitere Charakteristika:

k-1
Dichtefunktion ~ fA(a) =!%xp( a)*%

Erwartungswert  E[A,] =K/l
zweites Moment E [Aﬁ] = k(1+k)/I 2
Varianz V[A] =Kk 2
Variationskoeff.  VK[A ] = 1/Wk

(9.1.22). Zeit von Ereignis bis zum k-tem folgenden
Zeit von zufalligem Beobachtungszeitpunkt
bis k-tem folgenden Ereignis?

Entsprechend (9.1.22) !
denn: Rest Ereignisinterv. verteilt wie gesamtes Intervall !
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inverse Betrachtung:

- von bestimmtem Beobachtungszeitpunkt an
- Zeitintervall fester Lange t

- wieviel Ankinfte in diesem Intervall ?

- "variierend": ZV N, Wertebereich Ng

Verteilung erfalRbar durch Wahrscheinlichkeiten
{ PNy(K); kI No '}
wo aus (9.1.22):
PINEK] = P[AEL]
= FA(Y)
PINg k+1]= FA,1 (D)

daher  PNyK) = P[Ng=kK]
= P[N# K] - P[N@k+1]
= FAK() - FAk+1(D)

=1- [|k:§o (I.—t)i]>exp(-l t)

[é ( t) ])>exp( | t)

(9.1.23) PN (k)—(' D exp(l ) k=01.2...

Verteilungen dieser Familie:
Poisson-Verteilungen

hier: Poisson-Verteilung mit Parameterwert | t beschreibt
Anzahl Ereignisse in beliebigem Intervall der Lange t
fr Ereignisstrom mit u.i.v. exp. (I ) Ereign.Intervallen

Unabhangig identisch exponentiell verteilte Ereignisabstande

entsprechen

Poisson-verteilten Ereigniszahlen und umgekehrt
"Poisson-Strom"
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Charakteristika Poisson-Verteilung (Parameterwert | t):
 Erwartungswert:
E[Ny] = k¥§o KPN (k)
= exp(-1t) >:<:§1 kx(lki!)k

y k-1
= Lvexp(11) xS %

mit Reihendarstellung der Exponentialfunktion

eX= é xK/k!
0

(9.1.24) E[N{] = I vexp(-l t)exp(l t)
=1t

» spezielle Wahrscheinlichkeiten:

(9.1.25a) PN(0) = exp(-l t)
=1-1t+(11)2/2!-+..
=1-1t+o(t)

wo o(t), "Funktion von kleiner Ordnung gegeniber t",
definiert durch Bedingung

imo()/t =20
t® 0
b fur kleines t, mit hinreichender Genauigkeit:
PN¢(0) » 1-It
(9.1.25b) PN{(1) =1t-exp(-1t) =1t + o(t)
(9.1.25c) P[N&~1] =1-PNy0) - PN¢{(1) = o(t)
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(9.1.25), als Bedingung gestellt,
besitzt als einzige Losung den bekannten Poisson-Strom

p folgende drei Bedingungen definieren (je fur sich)
einen Poisson-Strom (treffen immer gleichzeitig zu):

« Ereignisse mit u.i.v. exponentiellen Abstanden, Par. |

* Von zufalligem Zeitpunkt aus
Anzahl Ereignisse in Intervall der Lange t
entsprechend Poisson-Verteilung mit Parameter | t

« Von zuféalligem Zeitpunkt aus
Wahrscheinlichkeit O, 1, >1 Ereignisse in Interv. Lange t
entsprechend (9.1.25)

zugrunde liegt: Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit

GrofRRe | ist zentraler Parameter Poisson-Strom,
als "Rate" des Stroms bezeichnet, aus zwei Grinden:

« "Rate": "Anzahl von Ereignissen pro Zeiteinheit"
Poisson-Strom, Intervall der Lange T:
im Mittel (9.1.24) | T Ereignisse
| T/T=1 ist Erwartungswert Ereignisrate

* (9.1.25b): Wahrscheinlichkeit,
von beliebigem Zeitpunkt aus,
innerhalb nachster t ZE Ereignis zu registrieren,
wachst bei kleinem t proportional t, Prop.Konstante |
auch insofern: Benennung "Rate" treffend

Ende

31

EXPONENTIALVERTEILUNG ( + POISSON-PROZESS )
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Zuruck zu:
AUFSTELLUNG Q-MATRIX

 sei System (zum Zeitpunkt t) im Zustand i (I Z'Raum)

« + zeithomogen d.h.unabhangig von t ableitbar,
wie Zustand s Zeiteinheiten spéater

erfal3t durch P;j(s) (9.1.12)
bzw. flr
unmittelbare Zukunft Qi (9.1.16b)

o fUr unmittelbar bevorstehende Zukunft
nur unmittelbare Folgezustande relevant:

aus Zustand i ® jq,jo,...,Jn
(ungesunde Verhaltnisse

"beliebig viele Z'Ubergange in beliebig kurzer Zeit"
als praxisfern ausgeschlossen)

e somit Interesse auf (Ausschnitt von)
Zustandstbergangsgraph

Knoten: Zustande
Kanten: madgliche unmittelbare Zustandsibergéange
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» (bis auf weiteres) einfacher:

genau ein unmittelbaren Folgezustand: J1
Zustandizut
P Zustand j; zu s+t mit (bed.)Wahrsch. pi,jl(s)

* mit (gedachter) Reihenentwicklung flr pi,jl(s) auch

(9.1.26) P;;1(S) = djj1°S + 0(s)

di j1 "Ubergangsintensitat”, "Zustandsibergangsrate"

33

alle of7 mitj*j;  (bzgl. nicht unmittelbarer Folgezustande)

sollten Wert O haben, zugeordnete pjj(s)=0(s) sein,
Zustande | j; in erster Naherung
(fur kleine s de facto) nicht auftauchen

Hauptdiagonalelement g;; : separat zu besprechen

« vom Problem her:
- woher kommen Elemente ¢;* 0 ?

- welche Werte haben diese Elemente ?
* Beispiel:

(Modell von) Rechensystem,
das im Moment nichts zu tun hat ("leer" ist), Zustand i
in diesem Zustand verharrt, bis neuer Auftrag eintrifft

einziger mogliche Folgezustand zu Zustand |
Ist Zustand nach Auftragseingang, Zustand j;

mit Blick auf (9.1.26) multe gelten

Pij1(S) = Qjj1's + o(s)
= P[bei Zustand i trifft innerhalb nachster
s Zeiteinheiten genau ein Auftrag ein]
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unabhangig von Zeitpunkt, zu dem Zustand i festgestellt !

b

. Diskussion nach (9.1.21)

nur im Falle exponentiell verteilter
"Zeit bis zur nachsten Ankunft" mdéglich !

bei Poisson'schem Ankunftsstrom (Parameter: | ) qilt,
P[genau eine Ankunft innerhalb s Zeiteinheiten]

=|-s+0(s)
fragliches q;;; hat Wert |

(etwas) allgemeiner:
zu Zustand i zwei unmittelbare Folgezustande (j; und j,)
P Matrixelemente Qij1.* 0 und Qi j2* O gefragt (sonstige =0)

im Problem

streben zwei "exponentielle Phasen" ihrem Ende zu,
unabhangig voneinander und parallel,

Ende der einen Phase (Parameter: | ;)

resultiert (Ereignis) in Zustand j;

Ende der anderen Phase (Parameter | ) in j,
wieder aus

pi,jl(s) = P[l ;-Phase endet innerhalb s ZE]

=14-s+0(s)
Pij1(S) = djj1-s + o(s)
Matrixelement iji =11
analog dijo =12

aus Beispielen:
Elemente Q-Matrix aus (geeignetem!) Problem ablesbar,

( zumindest Nichtdiagonal-Elemente von Q,

Diagonalelemente ® )
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Diagonalelemente Q

nach (9.1.12b): bedingte Uberg'gs-W'n addieren sich zu 1

(9.1.27) 1-pi(s) = j1Sipij(s) il Ng

mit Grenzbetrachtung (9.1.16b), ® Def. Q-Elemente

(9.1.28) -q; =j15iqi,-

® Hauptdiag.Elemente = negative Summen Nichtdiag.E's
Zeilensummen Q-Matrix verschwinden

weitere Interpretation:
analog zu Ableitung (9.1.26), aus (9.1.27):

1-pji(s) = lei pij(s)
= S’J§i gjj + 0(s)

mit (9.1.28): = s-(-q;;) + o(S)

pii(s) ist W., s ZE nach Antreffen i wieder i vorzufinden
1-p;i(s) ist W., s ZE nach Antreffen i ein j* i vorzufinden

-;; ist damit Gesamtrate (Intensitat),
mit der Zustand i seinem Ende zustrebt
"unabhangig von t"
P "Lebenszeit" Zustand i
kann nur exponentiell (Par.: -g;;) sein !

somit formulierbar:

Technik Aufstellung Gleichungssystems (9.1.17)
zur Ermittlung Grenzverteilung

von homogener, irreduzibler Markoff-Kette
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Startpunkt: "Graph der Zustandsubergangsraten"
Knoten: samtliche Zustdnde M-Kette
Kanten: samtl. Moglichkeiten unmittelbarer Ubergange,
bezeichnet mit zugehdrigen Ubergangsraten
(Intensitaten, Q-Matrix-Elementen)
z.B.

e

einzelne Gleichung (9.1.17) (festes i)

0= jSpj Xqji bzw. -pjxq;i= jlsipj X0ji
und mit (9.1.28)
P; Xk% dik = S Pj XQji

i

aus Graph der (Zustands-)Ubergangsraten direkt ablesbar:

- links Produkt stationare Zustandswahrsch. Zustand i
Summe Ubergangsraten aus i heraus

- rechts Summe Uber Produkte aus (jeweils)

stationare W. Zustand j (mit: | erreichbar)
zugehorige Ubergangsrate aus j heraus
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Mit Benennung "WahrscheinlichkeitsfluR" (W-Flul3)
far Produkt p. - q.
dh Zustandswahrscheinlichkeit
mal Austrittsrate aus Zustand

Merkregel fur Aufstellung der Gleichungen (9.1.17)

Regel 9.1.29a: Aufstellung Gleichgewichtssystem

Fur jeden Zustand ist
W-FIul3 aus diesem Zustand
gleich W-FIul} in diesen Zustand

Beispiel fir Zustand I:
P (Qm*Aik) = Ps-Qs

aus Addition "gewisser" dieser Gleichungen
praktische Erleichterungen

mit YI Z Untermenge der Zustandsmenge:

S {pi X S Clik}:J S {p ’?TSYCIji}

1% ki 2\ i1 2\Y
®

Regel 9.1.29b: Aufstellung Gleichgewichtssystem

Fur jede Zustands(unter-)menge ist
W-FIul3 aus dieser Zustandsmenge
gleich W-FIul3 in diese Zustandsmenge

(enthalt keine zusatzliche Information;
fuhrt aber gelegentlich zu einfacheren Gleichungen)
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9.2 Kostenmodelle und Entscheidungsprozesse

Beschrankung auf

- zeitdiskrete Markov-Kette (DTMC)
X;;r=0,1,...) dh Parametermenge N

- mit diskretem Zustandsraum
RX ={1,2....1} dh Zustandsram endlich, I N*
wo nicht abweichend gesagt
( problemabhéangig auch andere Bereiche I N)

- Ubergangsmatrix
I1 | X | - Matrix

9.2.1 Einfache Kostenmodelle

Seien mit Besuch eines Zustands i RX
Belohnungen / Bestrafungen, Erlose / Kosten, ...
verbunden in H6he von
c(@) il {1,2....} unabhangige ZV
mit i-spezifischen Verteilungen

mit Erwartungswert
c(i) := E[C(1)] deterministische Kosten
trivialerweise enthalten
c:=(c(l),....c())T Kosten-(Erwartungswert-)Vektor
Interesse liegt auf Ermittlung
- Erwartungswert Gesamt"kosten" des Prozesses

- bei endlichem / unbeschranktem "Planungshorizont"
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ENDLICHER HORIZONT
* seien (naheliegenderweise)
- Gesamtkosten Prozel3

- bei endlichem Planunghorizont n
:= Anfangsabschnitt (X, ; r=0,1,...,n) des Prozesses

definiert als Summe der Besuchskosten
n
C,:= r:SO C(X,)

o= EICH = S EIC(K)

dh offensichtlich riickfiihrbar auf Anzahl Besuche i1 RX

e bezeichne

- Nj(n) (ZV))
die  Anzahl der Besuche Zustand j
bei Planungshorizont n

- myi(n) := EIN{(n) | Xo=]
den Erwartungswert der Anzahl Besuche j
bei Planungshorizont n

bei Anfangszustand i
= Belegungszeit j bei PH n bei AZ |

- M(n) := (my(n) ; i,jl RX) | X | - Matrix
die Belegungszeitmatrix
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Satz 9.2.01: Belegungszeitmatrix + Ubergangsmatrix

Es gilt

M(n) = r:So I1

fixiere Besuchszustand j

definiere Z.;r=0,1,...,n VAYLS
gemall Z=1 fur X5
Z,=0 far X/]j

P Nj(n) :r;é Z;
mij(n) = E[N J(n) | XO:i]
=§6 E[Z, | Xo=i]

=§6 P[Z,= 1| X =]

=5 PX, = j] =]
5P

p Behauptung

Anfangszustand i

Operations Research
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e zuriuck zu den Kosten

- bezeichne

n
g(i,n) := Elrga C(X)) | Xo:i]
den Erwartungswert der Gesamtkosten, bei AZ |

g(n) = (g(L.n),....g(Ln)7
den zugehdrigen Vektor

Satz 9.2.02: Gesamtkosten + Belegungszeitmatrix

Es gilt
g(n) =M(n) - c

nach Definitionen ist
) =S E[COXy) | Xo=]
—é é E|C(Xp) | X,=i] xP[X=j | Xo=]

r=0j=1

=8 Sl ol

r=0j=1

-S {é (r)} xc(j)
=1 |J
é m;;(n) xc())

p Behauptung
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Insgesamt:

Erwartungswert Gesamtkosten
fur endl. Planungshorizont n
bei Anfangsverteilung p(0)
(deterministischer Anfangszustand
trivialerweise enthalten)
gegeben als

(9.2.03) c,=pT(0) xg(n)
= pT(0) xM(n) xc
n
=pT(0) xS T xc
r=0
Ist also aus
Anfangsverteilung
Ubergangsmatrix
Kostenvektor
berechenbar ("nur noch Rechnerei")
UNBESCHRANKTER HORIZONT
o (Gesamtkosten Prozel3

bei endlichem Planunghorizont n
definiert als Summe der Besuchskosten

Cn = r:S() C(Xr)
o= EC = S EICX)

Wachsen idR_ mit Wach_sendem n Uber alle Grenzen
wie auch zu ihrer Ableitung verwendete

o(in) = E[SO C(Xy) | xo=i]

42
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 Ausweg "Diskontierung”

hier Ublicherweise aber Betrachtung
der "langfristigen Kosten pro Zeiteinheit", also der

N pm 903LN)
g() := n%qé n+1
und daraus abgeleiteter Grof3en,
falls existent

und (wieder) zu erahnen:
Zusammenhang mit Anzahl Besucheninil RX

e bezeichne

- Nj(n) (wieder) die Anzahl der Besuche Zustand |
bei Planungshorizont n
o EINj)]
R r—

den Grenzwert des relativ. Erwartungswertes von N (n)
= langfristige Belegung von Zustand j
("falls existent", hier und idF)

- m ist langfristiger relativer Anteil von Zeitpunkten
(in allen Zeitpunkten)
zu denen Zustand j vorliegt
bei (implizit)
"Dauer des Einnehmens eines Zustandes" = 1 ZE
der langfristige relative Zeitanteil mit Zustand |
P m;=p; (aus Gleichgewichtsverteilung Satz 9.1.09)

P existiert, wenn Gleichgewichtsverteilung existiert
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e zuruck zu den Kosten

- bezeichne (im Sinne der Vortberlegungen)
m = (myq,...,m)"
den Vektor der langfristigen Belegungen, wegen

m=p (Gleichgewichtsverteilung Satz 9.1.09)
auch (langfristige) Belegungsverteilung genannt

Satz 9.2.04: Gesamtkosten + Belegungsverteilung

Unter den Gleichgewichtsbedingungen Satz 9.1.09
(irreduzible, aperiodische, rekurrente Markov-Kette)
gilt
- fur den Erwartungswert der langfristigen Kosten,
je Zeiteinheit, bei Anfangszustand i

gi) =mT.-c=pT-c

- sowie, wegen Unabhangigkeit dieses Ausdrucks von i,
fur den Erwartungswert der langfristigen Kosten,
je Zeiteinheit, unabhangig vom Anfangszustand

geg)=m'-c=pT-c

nach Definitionen, und unter Verwendung von Satz 9.2.02:

00)= Jipy 357
|
= i TS Min) <0
_ IJ( )
=S |im, T <)

:j:él m; xc(j) (:jzél pjxc())

p Behauptung
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9.2.2 Entscheidungsprozesse

Kostenmodelle erlaubten

- Berechnung von Gesamtkosten gn) (E[...]')
bei endlichem Planungshorizont n

- Berechnung von langfristigen
Kosten je ZE g

- bei stochastischer Prozef3entwicklung
erfal3t durch Ubergangsmatrix I1

Maoglichkeiten zur "Einwirkung"
( Entscheidungen / Politik )
bisher nicht vorgesehen

Erweiterungen der Prozesse

- zeitdiskrete Markov-Kette (DTMC)
(X;;r=0,1,...) wie gehabt

- mit diskretem endlichem Zustandsraum
RX={1,2...,1} wie gehabt

- mit diskretem endlichem Aktionsraum
RA={1,2...,K} neu
(Aktionsraum statt Steuerbereich, Benenn'g a. statt u.
im vorliegenden Kontext tiblich)

wo konkrete Aktion A ZV mit (bedingter) Verteilung,
charakterisiert mittels (bedingter) Wahrscheinlichkeiten
f(i,a) il RX, al RA
SaT RA f(l,a) =1 I RX
also ("Markovsch") allein v. Zust'd i abhangig, nicht von ...

(deterministische Aktionswabhl trivialerweise enthalten)
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- ProzelRentwicklungen charakterisiert durch
(bedingte) (Ein-Schritt-) Ubergangswahrscheinlichkeiten

pij(a) = P[Xi417 | Xi=1, A=a] i,jl RX, al RA,
r=0,1,...

also ("Markovsch") allein v. Zust'd i abhangig, nicht von ...

erfalRt durch Menge von Ubergangsmatrizen

{TI(a) ; al RA}
mit
M(a) := (pj(a) ; i,jl RX) | X | - Matrizen
Erweiterung
(Menge I1(a)'s anstelle einer I1)
Prozel}

{(XpAy) 20}
heil3t zeitdiskreter Markovscher Entscheidungsprozel3
( Discrete-Time Markov Decision Process, DTMDP )

Funktion
f={f(i,a); il RX, al RA}
spielt die Rolle einer Politik Einwirkungsmaoglichkeit

auf ProzelRablauf

Politikdefinition insbesondere

- unabhangig von (Zeit-)Punkt r

- 1S Kap. 8: Politik periodenunabhangig,
Politik stationar
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- auch Kostenmodell zu erweitern:
mit Besuch Zustands i1 RX, bei Wahl Aktion al RA
Kosten, ... entstehend in H6he von
C(,a) il RX,al RA unabhangige ZV
mit (i,a)-spezif. Vert'gen
mit Erwartungswert
c(i,a) := E[C(i,a)] (deterministische Kosten
trivialerweise enthalten)
zusammengefaldt zu Kostenvektoren

c(@) :=(c(l,a),....c(1,a))T" al RA
bzw Kostenmatrix X
C :=(c(i,a); il RX, al RA) | X K - Matrix

Erweiterung
(Menge c(a)'s bzw Matrix C
anstelle eines c)

obzwar notationsaufwendiger,
und ziemlich allgemein (Haupteinschrankung: Markovsch)

- prasentiert definierte DTMDP-Klasse
nichts "wirklich Neues" - s.Satz 9.2.05 -

- erlaubt aber Uber die Auszeichnung einer "Politik"
Einwirkung auf den ProzelRablauf

- und damit, zusammen mit der Kostendefinition,
° Politik"variationen" ® Gesamtkosten"veranderungen"

P Optimalitatsdefinitionen, Optimierungstechniken
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Satz 9.2.05: DTMDP ist DTMC

Sei {(X,A);rr0} zeitdiskreter Markovscher
Entscheidungsprozel}
mit RX={1,2...,1} endlichem Zustandsraum
(Erweiter'g ® abzahlbar moglich)
RA={1,2...K} endlichem Aktionsraum
(Endlichkeit wesentlich)
{T1(a) ; al RA} Menge Ubergangsmatrizen
und Politik

f={f(i,a); il RX, al RA}

dann ist der Prozel}
{X;;rr0}

eine zeitdiskrete Markov-Kette

mit Uberfgangsmatrlx

(pfj 5 ijT RX)
wo  ply=P[ X7 | X=i] :aT%Af(i’a) xpij(a)

aus Definitionen:

I:)[Xr+1:j | Xr:i ]

= S PIXpig= | X,i, A=a] XPIA =2 | X,

= S f(i,a) xpj(a)

al RA

(1S Kap. 8: stationare Politik
fihrt zu: zeithomogenem M-Prozel} )
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Unter Zuhilfenahme der Ergebnisse aus Abschn. 9.2.1

lassen sich auf dieser Basis Kostenmalie

- Erwartungswert Gesamtkosten, endl. Planungshorizont n,
bei Anfangsverteilung p(0)

- Erwartungswert langfristige Kosten je Zeiteinheit

ermitteln

Konzentration auf (einfacheren) Langfristfall, auf

langfristige Kostenrate, bei Politik f, Gf
é C(X,A))
fo_ | r=1
G = nl&gn¥ E n+1

unter der Annahme,
daf} die (dem DTMDP zugeordnete)
DTMC irreduzibel, aperiodisch, rekurrent

so dall DTMC-Grenzverteilung existiert
und (folglich) unabhangig vom Anfangszustand ist

(? so dald auch langfristige Kostenrate existiert
und unabhangig vom Anfangszustand ist ?)
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Satz 9.2.06: Langfristige Kostenrate DTMDP

Sei {(X,A);rr0} zeitdiskreter Markovscher
Entscheidungsprozel}
mit RA={1,2...K} Aktionsraum
{T1(a) ; al RA} Ubergangsmatrizen
und f Politik
sei ferner
{X;;r?0} induzierte zeitdiskrete M-Kette
irreduzibel, aperiodisch, rekurrent
mit p Belegungsverteilung

dann ist langfristige Kostenrate G/,
unabhangig vom Anfangszustand,
gegeben durch

Gf= S {pi x S f(ia) xc(i,a)}

il RX

Erwartungswert der Kosten bei Besuch Zustand i ist
ci)= S f(i,a) xc(i,a
0)=_S f(i.a) xc(ia)

mit Satz 9.2.04 ergibt sich Behauptung
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9.2.3 Optimierung von Entscheidungsprozessen
Ausschnitt

Politik f von DTMDPs war konstruiert
zu Zwecken der EinfluRnahme auf Prozel3ablauf

Optimierungsaufgabe offensichtlich

min  Gf (bestimme bestes f)
udN "DTMDP" (Prozel’ analysierbar ioS)

Variation f bedeutet

Variation charakterisierender Parameter von
f={f(i,a); il RX, al RA}

also Variation der f(i,a)

bei |RX|=1,
IRA| =K (wie angenommen)
prinzipiell

| - K Entscheidungsvariablen
mit Nebenbedingungen
{f(i,a); I RX}, al RA sind K Verteilungen

* Formalisierung unter Einflihrung
der Grol3en

Xio = pj - 1(i,a) il RX, al RA
"kunstlich", aber interpretierbar:

langfristiger relativer Anteil der Zeitpunkte,
zu denen Zustand i herrscht und Aktion a gewabhlt

-51
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-  mit diesen Grofden erhalt man aus
Siiraf(i,a) =1 (Verteilung)
auch _
Pi = Sai ra P f(i,a) = S5i RA Xia
und durch Ruck-Einsetzen

- Zielfunktion G' IaRt sich in GréRen x;, umschreiben

c'=S {pi XaAS f(i,a) xc(i,a)}

il RX

=S S p;xi(ia) xc(i,a)

|I RX al RA

=S S xj,xc(i,a)

T RX al RA
P als lineare Funktion der X

- p ist (f-abhangige) Gleichgewichtsverteilung,
deren Komponenten

pj = Sit rx Pi P il RX
Sirx Pj=1
zu wahren haben (Nebenbedingungen!)

- Nebenbeding'n lassen sich in Gré3en x;; umschreiben

S, i = 8 P17, S, 162) @)}

al RA 7 Bx 2
i %x a|SRA pi xI(1.a) xpja)
iR IISQAX'a xpij(@) JI RX
S S xa=1

il RX al RA
P als lineare Gleichungen in den X4
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als formalisiertes Optimier'gsprobl. ergibt sich insgesamt

(9.2.07) min .S S xi, xc(i,a)

il RX al RA

udN S x.=S S x.xpia i1 DX
al RA 1@ iITRxal RA @ Pij(@) J
_AS AS Xia:]-
il RX al RA X )
Xig3 0 il RX, al RA

P ein lineares Optimierungsproblem

Losungsmethodik bekannt,
hier allerdings:

- alles Nebenbedingungsgleichungen
Standardumwandlung Kap.2
1 Gleichung ® Paar von £, 2 -Ungleichungenn
fuhrt zu linearen Anhangigkeiten
P degeneriertem Problem

- Dimensionalitat des Problems idR hoch
| - K Entscheidungsvariablen
| + 1 funktionale Nebenbedingungen
(1 Redundanz enthalten ® | Nebenbedggn)

fur Standard LP-"Pakete" dennoch idR unproblematisch
Losungsinterpretation

(ggf inkl Uberprifung Existenzbedingungen)
aber erforderlich
(Teil-)Skizze:

Losung LP-Problem liefert

G* optimaler Zielfunktionswert f. Politik f*
X¥iq zugehorige Variablenwerte
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- bezeichne
T:={il RX: Sy graX*3>0}
- falls T=RX ( mit xi5 = p; - f(i,a):
alle Zustande
mit Gleichgew-Wahrsch. p;>0
haben Aktion(en) zugeordnet )

ist optimale Politik f* definiert als

wo sich weitergehend zeigen laf3t, dal3
flr festes i genau ein x*(i,a)>0

X*iq> 0 a=a*(i) ausgezeichnete Aktion
X*i3 =0 al a*(i)
und folglich

f*(hba)=1 a=a*(i)
f*(l,ba)=0 al a*(i)

dh deterministische Politik liefert (bereits) Optimum,
stochastische Politiken flhren nicht zu Verbesserung

- fallsT! RX

schwierigerer Fall, nicht von vornherein "ergebnislos",
aber detaillierter zu untersuchen (hier nicht diskutiert)
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hier: Abbruch

war: "Ausschnitt"

nicht betrachtet:

- kontinuierliche Zeit

- kontinuierliche Zustande

- andere Techniken (Politik-Iteration, ...)

- "bias" der langfristigen Kosten (relative Werte, ...)
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9.3 Wartesysteme

Erinnerung Abschn. 6.3.2. Scheduling-Probleme:

Bearbeitung
- von Auftrage
- durch Maschinen

Interesse an Schedules: Zuordnungen

- von Arbeits-(Zeit-)intervallen

- auf Maschinen (Stationen)

- an Jobs/ Tasks (Auftrage / Teilauftrage)

mit Zielrichtung Optimierung von Schedules
hinsichtlich Ziel-(Kosten-)Funktionen wie

- Abschluf3zeitpunkten

- Durchlaufzeiten

- Verspatungen

getrennt diskutiert nach

- Ein-Maschinen-Problemen

- Mehr-Maschinen-Problemen
(mehrere parallele, Flowshop, Jobshop)

immer aber

"unter im Voraus deterministisch festliegenden Informationen"”
hier (Einstieg in)

- "Im Voraus nur stochastisch festlegbaren Informationen™
bzw (bewul3t)

- "nur stochastisch festgelegte Informationen™
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9.3.1 Einzelstationen

Ziel:
» konkrete Stationen untersuchen (Stationen "in Isolation")
* Analysetechniken des Abschn. 9.1.4 einsetzen
® stationare Grenzverteilungen der Stationen
» Basis legen fur "Vernetzung" von Stationen + Analyse
(hier nur kursorische Ergebnisse, Abschn. 9.3.2)

Einzelstation;

o Strukturell:
- Bedieneinrichtung ein oder mehrere
gleichartige Bediener
- Warteraum raumlich unbeschrankt

- Bediendisziplin regelt Bedienreihenfolge
sorgt fur Erledigung genau der Ubertragenen Auftrage

ohne Arbeitsverweigerung / Pausen / ...
=: arbeitserhaltend

Zugang Abgang

Wart Bedien-
arteraum A‘ Einrichtung

Bediendisziplin

Operations Research Stochastische Modelle + Methoden



belji/3(2) 9-58

« Belastung:

- Strom von "Kunden" mit Ankunftsabstanden Ay
unabh. identisch verteilt
wie ZV A
- Bedienwlinsche Kunden Sy
(ausgedrickt in Bedienzeiten)
unabh. identisch verteilt
wie ZV S

erstes / einfachstes System dieser Art:

e genau ein Bediener

 FCFS-Disziplin

« exponentiell (Parameter: | ) verteilte Ankunftsabstande
« exponentiell (Parameter: ) verteilte Bedienwinsche

mit Kurzbezeichnung ("Kendall-Notation"):
M / M [/ 1- FCFS

Bediendisziplin

1 Bediener

Charakterisierung der
Bedienwunschverteilung

Charakterisierung der
Zwischenankunftszeitverteilung
("M" von "Markoff'sch": exponentiell)

Betrachtung in kontinuierlicher Zeit
Charakterisierung Zustand:
n Zahl anwesender Kunden
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Frage: Ist (Npg r+

zeitkontinuierliche, homogene,
irreduzible Markoff-Kette,

sodald (mit Satz 9.1.18) stationare Grenzverteil'g ermittelbar ?

Im einzelnen:

« Zeitkontinuierlichkeit (alle Zeitpunkte tI R*) vorausgesetzt

« stochastische Kette (diskreter Zustandsraum) gegeben,

Zustandsraum:;

K. irreduzibel:

K. Markoff'sch;

Erlauterung:

Operations Research

Ng (n=0, "leeres System",
+ n=1,2,... sind Systemzustande,
ohne Grenze: unbeschr. W.raum)

von beliebigem Zustand n, aus
jeder andere Zustand n, durch
geeignete Anzahl Anklnfte/Abgange

bei Kenntnis Zustand n zu t
weitere Entwicklung festgelegt
(ohne weitere Kenntnis Vorgeschichte)

zu t "lauft" (unabh. von n) Ank.Intervall
hat exponentielle (Par. | ) "Zukunft"
endet in (t,t+s) m. Wahrscheinl. | s+0(s)
fihrt von Zustand n in Folgezustand n+1
Ubergangsrate n ® n+1

On,n+1=1 far alle n=0,1,2,...

In Zustanden n3 1 "[auft" Bed.-Intervall
hat exponentielle (Par. ) "Zukunft"
endet in (t,t+s) m. Wahrscheinl. p-s+o(s)
fuhrt von Zustand n in Folgezustand n-1
Ubergangsrate n (>0) ® n-1

On,n-1=H far alle n=1,2,...

Stochastische Modelle + Methoden



belji/3 9-60

K. homogen: Feststellungen unabhangig von "t"

P Frage zufriedenstellend beantwortet !
Elemente der Q-Matrix bereits ermittelt !
(+ KenngrélRen Ubergangsratendiagramm)

Zustandstbergangsratendiagramm enthalt

- als Knoten alle Zustande

- als Kanten alle unmittelbar mdglichen Zustandstibergange
- als Kantenbewertung die zugehdorigen Ubergangsraten

Gleichungssystem (9.1.17) (® stationére Verteilung)
mittels Regel 9.1.29a direkt ablesbar:

far Zustand 0:  pg-l =pq-M
far Zustand 1:  pq-(u+l) = pgl + po-p

far iﬁstand n:  py+) =ppgl +PpsrM

Insgesamt:

(9.3.01a) pol =p;-u
Pr:(U+) =ppgl +Pper -t N=1,2,...

dazu (9.1.17b):
(9.3.01b) S p,=1
nl Ng
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explizite Losung Gleichungssystem (hier) leicht moglich:
- (9.3.01), leicht umgeschrieben

P1-H-Pol =0
P - Pp-1!l = Pps1H - Pl n=1,2,...
- durch iteratives Einsetzen zunachst
PPl =0 n=1,2,...
- woraus, wieder durch iteratives Einsetzen
P =( /W)" pg
mit Abklrzung
r=1/u
auch: Pn="r"-pg n=0,1,2,...

unbekanntes pgy aus (9.3.01b)
Po Xé rn=1
n=0

unter Voraussetzung (Konvergenz der Summel!): r<1
Po/(1-1) =1
(9.3.02a) pg =1-r

Insgesamt Losung fir M/M/1-FCFS-Station
(9.3.02b) p, =r"(1-r) n=0,1,2,...

- geometrische Verteilung fur Zustandsvariable N
(Anzahl in stationarer Phase anwesender Kunden)

- Erwartungswert N ("mittlere Kundenzahl"):

E[N] = éo np, = (1-r)><é0 nx N
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E[N] = (1-r)>;]¥\_‘31 rxop -1
= (1-r)x Xél dr "/dr
_ dl & . n
= (1-r)x XCW[n§1r ]
= (L-r xS [r /(1))

— 1oy i) - (1)
(1-r)x (1-r)2

(9.3.02c) E[N] =r/(1-r)

GroRRer - bisher nur abkiirzende Bezeichnung
- besitzt interessante Interpretationen
P zentrale Kenngrdl3e des Systems !

1/E[A] = | mittlere Zahl je ZE Eintreffender
Ankunftsrate
E[S] = 1/u im Mittel je Ankunft zu leistende Arbeit

P Interpretation:
r=1/u im Mittel pro ZE eingebrachte
zu leistende Arbeit

"arbeitserhaltende Station" b weitere Interpretation:
r Im Mittel pro ZE von Station
geleistete Arbeit

"Bedienwtinsche direkt als Bedienzeiten" b
r mittl. Tatigkeitszeit Bediener je ZE
Auslastung der Station

Operations Research Stochastische Modelle + Methoden



belji/3(2) 9-63

- Auslastung immer: <1

- war schon Voraussetzung fur "Verteilung"

- physikalische Interpretation hier geliefert:
wenn pro ZE mehr Arbeit ins System als leistbar,
kann Warteschlange nur wachsen,
kann stationare Phase nicht existieren

weiter mit r als Auslastung

1-r mittl. Leerlaufzeit Bediener pro ZE:
untatig, kein Kunde anwesend
= Po in statistischer Interpretation
Po=1-r war in (9.3.02a) bereits analytisch abgeleitet
Interpretationen - fur konkretes M/M/1-FCFS-System

- aber weit allgemeinere Glultigkeit
« arbeitserhaltende Station,
gespeist von Kundenstrom mit
u.i.v. Ank.abstanden A, Ankunftsrate |
u.i.v. Bedienzeiten S, mittlere Bedienzeit 1/u
* impliziert vorstehende Aussagen:

r=1/u im Mittel pro ZE in Station getragene Arbeit

r<l wesentliche Voraussetz'g flr "stabilen Betrieb"
»)
r im Mittel pro ZE durch Station geleistete Arbeit,

Auslastung Station (mittl. Tatigkeitszeit je ZE),

1-r mittlere Leerlaufzeit Station pro Zeiteinheit
r+pp=1 offensichtlich
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fur "derartige" Systeme (weitere Resultate "spater")

- stationare Verteilung der Population (Zahl Anwesender)
- implizierte GroRen Auslastung, Leerlaufzeit

mit Techniken aus Abschn. 9.1.4 unschwer ermittelbar

andere Beurteilungsgrof3en
- zB (Kunden-)Verweilzeit V (von Ankunft bis Abgang)
nicht unmittelbar zuganglich

sehr hilfreiches Resultat liefert

Satz 9.3.03: Little's Theorem
Fur die stationare Phase eines Wartesystems mit

- mittlerem Ankunftsintervall E[A]
- mittlerer Population E[N]
gilt fir die mittlere Kundenverweilzeit E[V]

E[V] = E[A] - E[N]

betrachte eine Realisierung diverser Prozesse
- Ankunftsprozel?

- Abgangsprozefl3

- Populationsprozel3

in einem Ausschnitt (Zeitintervall) der Lange T
aus der stationaren Phase eines Wartesystems

Ausschnitt so gewahlt, dal er

- bei leerem System (Population = 0) beginnt
- bei leerem System endet

b (Folge von) busy periods voll umfal3t

( solche Zeitpunkte, mit endlichem Zeitabstand, existieren
wegenr<lp pg>0)
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bezeichne mit
ZA(T) Anzahl der Ankinfte in diesem Intervall

J(T) Gesamtzeit, welche Kunden "am System" sind
(s. schraffierte Flachen)

MA(T) =T/ ZA(T) mittl. Ankunftsabstand im Interv.
MV(T) :=J(T)/ ZA(T)  mittlere Verweilzeit im Intervall
MN(T) :=J(T)/T mittlere Population im Intervall

Veranschaulichung:
ZA(T)

b sy

mmarische Anzabhl ’J

I

|

|

Ankinfte :
|

Abgange :

I

|

= T -

Zeit

Sl
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aus Definitionen
MN(T) =J(T) /T
={MV(T)-ZA(T)} / {ZA(T)-MA(T)}
= MV(T) / MA(T)
bei Existenz der Grenzwerte

lim MA(T) = E[A]

T® ¥

Tlgn}é MV(T) = E[V]
existiert auch

TI&@m¥ MN(T) = E[N]

P Behauptung
E[N] = E[V] | E[A]

66

mit Little folgt fir "unsere" M/M/1-FCFS Station
als mittlere Kundenverweilzeit

E[N] =E[VJ/E[A] = E[V]
(9.3.04) E[V] =21/[u-(1r)]
= 1/(p-1)

ahnlich einfach: M/M/1 unter div anderen Bediendisziplinen

Satz 9.3.05:. M/M/1-Stationen + Bediendisziplinen
Stationéare Verteilung Kundenpopulation N
der M/M/1-Station unter Bediendisziplinen

(a) RANDOM:  Auswahl aus Warteschlange zuféllig
(b) LCFS: Last Come First Served (vollstandig)

(c) LCFS-PR: LCFS-Preemptive Resume (unterbrechend)

Ist identisch Populationsverteilung FCFS-Disziplin (9.3.02)

siehe Ableitung FCFS
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damit ebenfalls identisch: mittlere Verweilzeit (9.3.04)
(nicht identisch aber Verteilung der Verweilzeit V !!)

"skizzenhaft" weiter
(Genaueres: "Leistungsbewertung von R+K-Systemen")

Mit denselben Techniken lassen sich erzielen

« allgemeine Ergebnisse flur Stationen
mit zustandsabhangiger Arbeitskapazitat
(bei Anwesenheit i Kunden g; Arbeitseinh. je ZE geleistet)
und damit die Spezialfélle
M/M/m-FCFS, -RANDOM, -LCFS, -LCFS-PR
M/M/¥ "Infinite Server" (1S), "pure delay"
M/M/1-PS "Processor Sharing"(PS)
M/M/m-PS  "Processor Sharing"(PS)

« allgemeine Ergebnisse flr
nicht-exponentielle Bedienzeiten
(Erlang-, Phasen-Verteilungen: "praktisch alle") fr
-  RANDOM-, LCFS-, LCFS-PR-Disziplinen
auch fur zustandsabhangige Arbeitskapazitaten
- nicht far FCFS !

* Erweiterungen obiger Ergebnisse flr
mehrere Kunden-Klassen: mehrere Ankunftsstrome mit
- spezifischen Ankunftsabstanden
- spezifischen Bedienzeiten

e gewisse Erweiterungen
far nicht-exponentielle Ankinfte
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9.3.2 Stationsnetze
Grobskizze

* bzgl Abschn. 6.3.2. (Scheduling-Probl.) bisher betrachtet:
- Ein-Maschinen-Probleme
- implizit ~ Mehr-Maschinen-Probleme
mit mehreren parallelen Maschinen

« Mehr-Maschinen-Probleme
der Flowshop / Jobshop-Typen
waren charakterisiert durch

mehrere Maschinen

- Jobs, in Tasks unterteilt,
mit vorgeschriebener Zuordnung Task / Maschine
und bekannter Bearbeitungsdauer,
in Varianten

° Flowshop: Task-Reihenfolge flr alle Jobs identisch

° Jobshop: Task-Reihenfolge nicht notwendig identisch

* hier erfal3t durch ("Modellwelt", "Paradigma”):
Verkehrsnetze

VERKEHRSNETZE
zwei Komponenten: "Maschine" und "Last"
« Maschine (zeitlich fester) gerichteter Graph

e Last (oft zeitlich variierende) Menge von Prozessen
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« Maschine besteht aus
- Menge von "Betriebsmitteln”
("Ressourcen”, "Funktionseinheiten”, "Stationen”)
- Menge von "Ubergangsmoglichkeiten”
("Verbindungen", "Wegen") zwischen Paaren BMs
- graphisch darstellbar als Netz aus Stationen

Umgebung

Maschine

/ Station | /

\ . .
/ Station |

Betriebsmittel:  "Station i*, "Station |*, ...

+ Ubergangsmadglichkeiten

- zwischen Stationen,

- aus Maschine (von BMs) in Umgeb'g ("Rest der Welt")
- aus Umgebung in Maschine (zu BMs)

o Last besteht aus
- Menge von "Prozessen”
("Lasteinh.", "Auftragen”, "Tasks", "Jobs", "Kunden")
- Prozel} (statisch)
Menge von BM-Anforderungen (je flr Einzel-BM)
+ Reihenfolgevorschrift (zeitl. Ordnung tber BM-Anf.)
(BM-Anforderung, Reihenfolgevorschrift zu detaillieren)
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o Statische Charakterisierung Prozel ist
Verhaltensvorschrift ("Prozel3muster")

* Prozel3 (dynamisch) entsteht, wenn
- Maschine Prozel3muster als Arbeitsauftrag verstenht,
- BM-Anf'g nach BM-Anf'g in geforderter Folge erfullt

o "Entstehung" Prozel3 (in dieser Modellwelt)

- Umgebung generiert Prozel3,
tUberantwortet ihn der Maschine - jetzt existent
( "Produktionsauftrag”, "Bestellung", "Benutzer")
Prozel3 wird irgendwann terminieren
Prozel} "temporar"
System/Modell "offen™

- Prozel3 weder generiert noch terminiert,
existiert "dauernd" (Reihenfolge irgendwie zyklisch)
Prozel} "permanent"

System/ Modell "geschlossen™
Zur Veranschaulichung:

Verkehrsnetze haufig - ohne genauere Erklarung -
eingesetzt in Bereichen

- Produktion, Logistik, ...

- Rechnerarchitektur, Betriebssysteme, Kommunikation, ...

Beispiel Teilnehmerrechensystem
- Maschine 1 Rechner
n Terminals
- Last (an jedem Terminal: Benutzer)
bereitet Auftrag vor,
beauftragt Rechner ® Rechner arbeitet
antwortet
... von vorne
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—et terminall ———=

——=t terminal 2 ——=

——=  rechner |——=

L—= terminaln |——=

n+1 Stationen: Endgerate terminal i (i=1,2,...,n) + rechner
+ Ubergangsmadglichkeiten:
terminal i nach rechner,
rechner nach terminal i (i=1,2,...,n)
Modell ist geschlossen
Stationen sind formal zu charakterisieren

Geschilderte Verhaltensregelmaligkeiten

(je Benutzer terminal - rechner - terminal - ...)
sind "Prozel3muster"
Prozel3muster sind formal zu erfassen

Fur spezifische Klassen stochastischer Verkehrsnetze
- (pseudo-)explizite analytische Ergebnisse erzielbar
- effiziente Berechnungsalgorithmen bekannt

Entwicklungshistorie in zwei (grof3en) Stufen

- "exponentielle" Netze (Jackson + Gordon/Newell)
- "separable" Netze (Baskett/Chandy/Muntz/Palacious)
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Definition 9.3.06: Exponentielle Netze

(a) Spezifikation Maschine
- M Stationen; Stationsmenge | ={1,2,...,M}
(uU Umgebung als Pseudo-Station "0")
- Stationen unbegrenzter (raumlicher) Kapazitat
- Einzelstation i charakterisiert durch
"Geschwindigkeitsvektor” g; = (gi(1), gi(2),...)
gi(n): zeitliche Gesamtarbeitskapazitat Station
bei Anwesenheit von n Kunden
- Stationen bedienen nach einer der Disziplinen
FCFS, LCFS, RANDOM oder LCFS-PR
- Kundenzugéange / Kundenabgange bzgl. Umgebung
an jeder Station moglich
- Wechsel Kunden von jeder zu jeder Station zugelassen

(b) Spezifikation Last
System offen oder geschlossen
- bei offenem System Kundenankdinfte
entsprechend Poisson-Strom, Parameter |
- bei geschlossenem System keine Ankunfte (I = 0),
permanent N Kunden anwesend
- Kundenbewegungen entsprechend "Wechselmatrix"
H = (h(i,))) (routing matrix)
h(i,)) P[Bedienung i ® Bedienung j]
H gehorcht "Zusammenhangsbedingung":
jede Station von jeder mit endlicher Wahrsch.erreicht
(direkt oder indirekt, + unter Einschluf3 Umgeb'g)
- an Station i ankommender Kunde
hat exponentiellen Bedienwunsch, Parameter p;
- alle stochastischen Gré3en voneinander unabhangig

« + analoge Erweiterungen fur
mehrere verschiedene "Muster" ("Ketten")
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Untersuchung mit Mitteln des Abschn. 9.1.4
auf Basis von

- Stationszustanden: Stationspopulation n;
- Netzzustanden: z: = (il 1) = (Ng,Np,....,n) T
P Netz-Zustandsraum
(9.3.07) Z= '%<| No bei offenem System
|

Z ={z: |S| n;=N}I x Ny beigeschl. System
| |

Ergebnis der Analyse exponentieller Netze
einfach und "tUberraschend":

als ob Stationen unabhangig voneinander arbeiteten,
unter Belastungsstromen,
welche aus simpler Uberlegung
zu "Verkehrsgleichgewicht"
"soviel rein wie raus" stammen

Analoga zu (folgendem) Satz 9.3.08 existieren

- far Exponentielle Netze im Mehr-Ketten
+ (Mehr-Klassen, ...) Fall

- fur "Separable Netze":
allgemeinere Bedienwunsch-Verteilungen
(nicht fur alle Stationstypen!)

Genaueres s.  Warteschlangennetze,
Leistungsbewertungs von R+K-Systemen

(auch: Verkehrstheorie der Nachrichtentechnik)

73
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Satz 9.3.08: Exponentielle Netze (Ein-Ketten-Fall)

sel
- Netz "exponentiell' gemaf Definition 9.3.06
- mit Zustandscharakterisierung gemalfd 9.3.07

- A= i;i:1,2,...,M)T Ldsungsvektor des linearen Gl'systems
| =S| i xh(i) +1 *h@©,i) il 1
il

bezeichne A )

- P; := (Pj(n);nl Np) il

WO Pi(n) := P[n;=n]
stationare Verteilung (s.Abschn. 9.3.1) isolierter Station i,
° Dbetrieben mit Poisson-Strom (Parameter | ;)

° und exponentiellen Bedienwlnschen (Parameter L)

dann hat stationare Verteilung Netzzustand (falls existent)
Form

Pz]= P [Pi(ni)]/G zl Z
il |
WO z=(n;;il 1)
G "Normalisierungskonstante"p SP[z] =1

und G =1 im offenen Netz
oB

e Lo6sung insgesamt "Produktform”,
"wie unabhangig arbeitende Stationen"
(ist sicher nicht der Fall)

Abbruch
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