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10. Kontinuierliche Simulation - Eine Skizze

Erinnerung: Abschnitte 1 + 2

« System Menge Objekte,
je mit Attributen,
mit Zusammenhangen / Abhangigkeiten
von Objekten (bzw Attributen)

 Systemanalytiker interessiert an
Einflu von kontrollierbaren + unkontrollierbaren
(Einflul3-)GrofRen (C + U)
auf beobachtbare  (Auswirkungs-)Grofien (P)

in Form von Funktion  f: (Wc,Wy) ® Wp
oder Relation  fI Wc x Wy x Wp

als Basis von Beurteilungs- ("Gute"-) Kriterien V = {vi},
welche aus Beobachtungsgrof3en errechenbar
Vi = gi(wp) 1=1,2,...,n

* Verfolgung der Aufgabe ("Technik") mithilfe von
Modell  Ersatzsystem

- einfacher zu handhaben als System
- Einflisse ® Auswirkungen ("f")

reproduzierend
(damit notwendig Zweck/Ziel - abhangig)
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 Festlegung: nicht-materielle Modellklassen

darin - closed box (black box) - Modelle:
nur (C,U) « P - Zusammenhang
beschreibend

- open box (white box) - Modelle:
Mechanik / Zustandekommen
des (C,U) ® P - Zusammenhangs
beschreibend

e weitere Interessenseingrenzung:
dynamische Modelle / Systeme

P - closed box: zeitabhangiger Verlauf von
Einflissen und Auswirkungen

- open box: zeitabhangige Mechanik tber
Zustand ("variiert Gber der Zeit")

dabei Charakterisierung
zeit- / zustands- diskreter / kontinuierlicher
Systeme / Modelle
als Betrachtungsentscheidung ("Zweck / Ziel")
s. Bild 10.0.01

* und (exklusive) Konzentration auf:
ereignisorientierte Modelle / Systeme

- zustandsdiskret oder zustandskontinuierlich
- zeitkontinuierlich,

aber mit "sprunghaften” Zustandsanderungen
zu Zeit-Punkten (in "verschwindender" Zeit)
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Bild 10.0.1: zeit-/ zustands- diskrete / kontinuierliche
Trajektorien

Ereignisorientiertheit
- Ist (simulations-) effiziente Vorstellung

- tragt auch "ein Stiuck weit"
in Richtung zustands-/zeit-kontinuierlicher Systeme

- versagt aber "im allgemeinen" fir letztere

Beispiele von Systemen / Modellen
/ Analysen (® Simulationen)
"am anderen Ende":

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Beispiel 10.0.2: Hauser und Klimaanlagen

 Annahmen:
Bau / Verkauf von Hausern (in Bereich)
proportional zu
H (=const)  Zahl Familien ohne Haus,
mit Hauswunsch

« formale Fassung:

y(t) bis t (seit t=0) gebaute Hauser
dy(t
BO_ H-y1) v =0
kurz auch
y(t) =k ¢ x(H —y(t)) y(0) =0
y =kqx(H-y) y=0firt=0

e Wweiter angenommen:
Verkauf von Klimaanlagen
proportional zu neugebauten Hausern ohne Klimaanlage
(alle alten haben schon, alle neuen wollen)

« formale Fassung:
X(t) bis t (seit t=0) verkaufte Klimaanlagen

X = ko x(y —X) x=0flrt=0

p System von Differentialgleichungen beschreibt
y(t), x(t)-Verlauf
in diesem Fall explizit I6sbar (® Funktionen y(t), x(t) )

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Erahnter Verlauf
(zeit- + zustandskontinuierliche Trajektorien):

by(t) (Hauser)
Xx(t) (Klimaanlagen)
H+r-----=-=-=---" potentieller Markt
/_———_-
y(t)//
x(t)
0 t (Zeit)
Typ der DGI:
- "gewobhnlich™; Ableitungen ausschliel3lich nach einer
(der unabhangigen) Variablen "Zeit"
sonst: + partielle Ableitungen, oft: "Raum"
- "linear": abh. Var. + Ableitungen nur 1. Potenz,

keine Produkte (Variablen, Ableitungen)
- "1. Ordnung™: (hdchste) Ableitungen 1. Ordnung

- "mit konstanten Koeffizienten"
sonst: zeitabhangige Koeffizienten

(hier:) explizite Losung verflgbar:
y(t) = H (1 - e~ K1)

Simulation Kontinuierliche Simulation
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In komplexeren Fallen

zB Marktgrenze H nicht konstant
wg Populationswachstum,
Okonomischen Bedingungen

zB Proportionalitatskoeffizienten nicht konstant
wg marketing-Kampagnen,
Konkurrenzmarkten (Mietwohnungen,...)

- explizite Losbarkeit uU nicht gegeben
(auch: Kenntnisproblem!)

- "Simulation" vorstellbar
("nur wenns nicht anders geht"!)

Verfolgung des Zustands uber der Zeit,
durch Imitation (zustandsabhangiger) Zustandsander'gen,
gemald "Dynamik" des Systems (© D'GI-System !)
- Typische Methode:
(sogar notwendigerweise:
Im Digitalrechner prinzipiell

Zustand + Zeit nur diskret anderbar):

Statt kontinuierlicher Zeit
nun  diskrete Zeit betrachtet

Simulation Kontinuierliche Simulation
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| ] | ] | ] ] | | ] | ] ] -—

t (Zei;)

diskrete Zeit mit Zeitpunkten
to,t1, ..., =t + (DY), ...

wo oft (nicht notwendig)
(Do)i© Dt

und

statt Zustanden zu kontinuierlicher Zeit
nun  Zustande zu diskreten Zeitpunkten

ermittelt (zB)

durch Festhalten (Konstanz)
der Zustandsanderungs"raten” ("Ableitungen")
tber (tj,ti+1)-Intervallen

P Diskretisierung von Differentialgleichungssystem
4 Differenzengleichungssystem

Im Beispiel:

- Veranderung y im Intervall (tj,tj+1)
Dyi = const; - Dt
mit (zB) Wahl von constj "wie zu Anfang des Intervalls"
constj = kg - (H-yj)
und folglich
yi+1 = Yj + constj - Dt =y + kg - (H-y;) - Dt

Simulation Kontinuierliche Simulation
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- (entsprechend:)
Veranderung x im Intervall (tj,ti+1) gemarf
Xi+1 = Xi + k2 - (yi-xj) - Dt

- und Simulationsvorgang insgesamt:

Initialisierung:

Yo=0  Dyo=ki-H-Dt
Xo=0 Dxp=0

lteration i=1,2,... :
Vi= ... Xj = ...
Dyi=... Dxi=...

- und "tatsachlich verfolgte" Trajektorien:
| Y(t) (Hauser)

X(t) (Klimaanlagen)
H F-——- - - — - — potentieller Markt
V- x—
0 | | | t (Zeit)

natdrlich nur "Approximation" !

Entwickelt:  (sehr einfache)
Methode der numerischen Integration

Es gibt bessere (genauere) Methoden (s. spater)

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Beispiel 10.0.3: Rad-Auslenkung (vertikal)
 Annahmen:

Automobil in Bewegung

(bewegungs- ® )
zeitabhangige Krafteinwirkung auf Rad E(t)

Rad mit Masse m

Radauslenkung vertikal gedampft durch

Feder, Federkonstante f
StolRdampfer, Dampfungskonstante d
o Skizze
— Chassis
X:
f Hd Auslenkung
Chassis-Radmitte
{} — - Rad
fE@®

* physikalische ® mathematische Gesetze
Weg / Geschwindigleit / Beschleunigung

Kraft = Masse - Beschleunigung

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Krafte
- externe "Storung": E(t)
- Federkraft, Annahme:

proportional Auslenkung - f - x(1)

- Dampfung, Annahme:
proportional Geschwindigkeit — —d xx(t)
E(t)— f xx(t)—d xx(t) = m xX(t)
m xX +d xx + f xx = E({)

» lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

ggf, abhangig von E(t), explizit Iosbar
Anfangsbedingungen, xq, X, erforderlich
® x(t) "gedampfte Schwingung"

* in komplexeren Fallen:
kontinuierliche Simulation

einfacher Zugang (analog Bsp.10.0.02):
- Einfihrung "Zustandsgrof3en”
(Ableitungen, i.Vgl. zu Vorkapiteln "ktnstlich")

X =X
X1 =X

- liefert DGI-System 1. Ordnung
X =Xq

X1 = 7 X(E() - d xxq — f xxg)
welches Uber der Zeit "schrittweise" vefolgbar

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Beispiel 10.0.4: Elektrischer Schwingkreis
 Annahmen:
Elektrisches Netzwerk, Reihenschaltung aus
- Ohmscher  Widerstand R
- Spule Induktivitat L
C

- Kondensator Kapazitat

+ zeitabhangige (Spannungs-)Anregung E(t)

* physikalische ® mathematische Gesetze

Kirchhoffsche Gesetze
Spannung / Strom an Schaltelementen

 mit Ladung des Kondensators q(t)
ergibt sich Zusammenhang:

LC xg + RC xq + g = E(t)

10-11
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» lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

ggf, abhangig von E(t), explizit |osbar
Anfangsbedingungen, qg, ¢, erforderlich

® q(t) "gedampfte Schwingung"

* in komplexeren Fallen:
kontinuierliche Simulation

e aber auch weiterer Weg zur L6sung aufscheinend:
- DGl formal identisch zu jener aus Beispiel 10.0.03 !!
- elektrischer Schaltkreis (auch allgemeinere)
"am Laborplatz" aufbaubar
betreibbar
beobachtbar / mel3bar
® LoOsung g(t) aufzeichenbar
- L6sung auf mechanische Problem tbertragbar !!
 ehemals breit eingesetzt: Analogrechner
entsprechend DGI (-System) zusammengeschaltete
Menge von

(Grund-)Elementen

® "analoges Modell"

Simulation Kontinuierliche Simulation
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e Grund-Schaltungs-Elemente Analogrechner

- Integratoren (Signalintegration tber der Zeit)
- Skalierer (Multiplikation mit Faktor)

- Addierer (Addition)

- Inverter (Signalumkehr)

» Blockschaltbilder (aus Schaltungselementen)
entsprechend DGI (Modell)

Rezept:

- Auflésung DGl (aller DGI eines DGI-Systems)
nach (jeweils) hdchster Ableitung

- Blockschaltbild zeichnen (abzeichnen)

® Analogrechner / Blockdiagramm
auch "far sich" brauchbar
als Beschreibung
siehe 10.1

erreicht Genauigkeiten ca 1073, uU 10
(als Hinweis auf erforderliche Prazision
"ungenauer" numerischer Integration)

 im Beispiel Radauslenkung
wird aus

m xX +d xx + f xx = E(t)
aufgelost
%= L X(E(t) - d x% — f xx)

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Schaltungssymbole (nicht vollig einheitlich)

J>Integrator @ Skalierer
> Inverter D Addierer

Schaltung fir X= % X(E(t) — d xx — f xx)

E(t)—; mi&CiH; X D—xH; —X |; X
— fx |
— dx

()

!

) (

Bild 10.0.5: Schaltung DGI Radauslenkung
Insgesamt genauer zu betrachten

- Beschreibungsmittel ftr
Spezifikation kontinuierlicher Simulatoren

- Losungsverfahren bei
Diskretisierung und numerischer Integration

Simulation Kontinuierliche Simulation
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10.1 Spezifikation von kontinuierlichen Modellen

Beschreibungsmittel

« allgemein,
an berucksichtigte Gleichungsformen angepal3t:

lineare, nichtlineare, gewohnliche, partielle, ...
DGI + DGI-Systeme

» an Nutzungsbereich / Benutzerkreis angepalit
(Erinnerung: "Szenario")

sozio-0konom., technischer, medizinischer, ... Bereich
Konzentration (hier)

e auf Systeme
- gewohnlicher Differentialgleichungen

e auf wenige Nutzungsbereiche
- nur beispielhaft

Im Gegensatz zu ereignisorientierten Systemen
bietet klassische Mathematik (Analysis)

flr zeit-/zustands-kontinuierliche Systeme

- ausgearbeitete Beschreibungstechniken
- ausgefeilte Losungs-Kalkiile
(gaf hinsichtlich expliziter Losungen versagend:
Ausweg: Simulation)

10-15
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Modellformulierung "startet" daher

- typischerweise bei mathematischer Formulierung

- welche notwendigerweise auf "technischem" Verstandnis
zu analysierenden Systems beruht
(zB Mechanik, Regelungstechnik, ..., BWL)

Verschiedene initiale Modell*formen",

(soweit vollstandig formalisiert:)

untereinander gleichwertig

Es gibt (teilformalisierte) "Vorstufen", zB

 Wirkungsdiagramme
stellen prinzipielle Abhéangigkeiten / Einfllisse dar

im Bsp 10.0.03 (hier bis auf weiteres genutzt)

Masse

Beschleunigung — Geschwindigkeit —— Auslenkung

| "

Beschleunigungskraft =— Dampferkraft

[ | 1 -
Dampfungskonstante
\
Federkraft
externe Kraft Federkonstante

Simulation Kontinuierliche Simulation
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voll formalisierte Formen

« gewodhnliche lineare DGI n.Ordnung
("wie gehabt", nicht immer erreichbar)

m xX +d xx + f xx = E(t)

e Sytem linearer DGI| 1.0rdnung
("allgemein”, fur Analyse sehr angenehm)

Uber Einfihrung von "Zustandsvariablen",
entsprechend spezifischen Bezeichnern

- far "eigentliche" abhangige Variablen
- fur deren Ableitungen nach der Zeit

im Bsp:

- 1 abh. Variable, Ordnung 2
2 Zustandsvariable xg,x1

Xg = X
Xq =X

- System von DGI 1.0rdnung
Xo = X1
5(1 - 1/m>€E(t) — d>X1 — f&o)

erste Gleichung(en) per def
letzte Gleichung gemal DGI n.Ordnung

Simulation Kontinuierliche Simulation
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« System von Integralgleichungen
("allgemein", Entsprechung Blockdiagramm)

durch formale Integration des DGI-Systems 1. Ordnung

Xp = X1
X1 = I/mXE(t) — dx, — %)
®
t
X0 :foxldt'
<1 = [ EQ at =& [ xpar =5 [ xoa

e Blockdiagramm
(verschiedene Auspragungen)

dem Integralgleichungssystem
(bzw System DGI 1.0rdnung) entsprechend,
oft "direkt" formuliert

E /M - X1 | ul X0 |
ADD x10 INT X00 INT
-d/m
-fim

vgl auch Bild 10.0.05

Simulation Kontinuierliche Simulation
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 Programmsprache

(eine Maoglichkeit nattrlich:
in beliebiger HLL ausprogrammieren,
incl expliziter Programmierung Lésungsverfahren)

diverse Ansétze von Sprachen:

- deklarativ als Differenzengleichungssystem,
- uU incl Lésungsverfahren,

- direkt vom DGI-System

beschl = (E - d*geschw - f*ausl enk)/ masse
geschw = geschw + DELTA*beschl
ausl enk = ausl enk + DELTA*geschw

"Reihenfolge" der Anweisungen wesentlich

"problemangepaldte” Formulierungen
lehnen sich an "passende" obiger Alternativen an

grof3e Szenario-Bereiche

- sozio-Okonomische Probleme
(vgl Beispiel DYNAMO)

- technische Probleme
(vgl Beispiel CSMP)

- biologisch / medizinische Probleme
(vgl Beispiele)

Simulation Kontinuierliche Simulation
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BEISPIEL DYNAMO

entwickelt im Zusammenspiel mit Forrester's
System / Industrial / Urban / World Dynamics

aufgrund breit diskutierter (Welt-)Modelle
mit betrachtlicher Bekanntheit
"Club of Rome"

Fahigkeiten / Modelltypen (im Vergleich)

eher begrenzt:. Systeme linearer DGI 1.0rdnung
aber Schwergewicht (beabsichtigterweise)

eher bei Prinzip von Wechselwirkungen

als bei quantitativen Zusammenhangen

Modellspezifikation auf 2 Ebenen

- spezielle blockorientierte Graphik
nicht voll formalisiert: a la Wirkungsdiagramme

fihrte zur hohen Attraktivitat des "x" Dynamics Ansatzes

- sprachliche Notation, FORTRAN-basiert,
deklarativ,
mit speziellen Notationshilfen flr Differenzen-Gl-Systeme

Zeit strukturiert in 3 Zeitpunkte (+ 2 Zeitintervalle)
vorher: J jetzt: K nachher: L
dazwischen: JK bzw KL

—

J K L Zeit

DT konstant, Nutzer-gesetzt

20
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- Symbole der DYNAMO-Diagramme:

Quelle bzw Senke

level (Niveau):Zustandsvariable

rate (Veranderungsrate)

auxiliary (Hilfsvariable)

constant (Konstante)

ENOY JHEY

flow (Veranderungsflul?)
- - - cause-and-effect (Einwirkung)

siehe Beispiel
- Syntaxprinzip DYNAMO-Programme:

L y.K=vy.J + (DT)(yrate.JK)
R yrate.KL = (k1) (Hvy.K)

Kennung Gleichungstyp (L: level, R: rate)

bei level Bezug auf Zeitpunkt

bei rate Bezug auf Zeitintervall (P Sortierungsproblem
beseitigt)

siehe Beispiel

Simulation Kontinuierliche Simulation
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- Verwendungsbeispiel
am Beispiel 10.0.02: Hauser: y(t)
+ Klimaanlagen: X(t)

DGI-System war
y=kq*x(H-yY) y=0furt=0
X =Ko x(y —X) x=0flrt=0

- zugehdriges DYNAMO-Diagramm

< H

y
o1
& -

Ko

- zugehdriger Ausschnitt aus DYNAMO-Programm:

L y.K = y. + (DT) (yrate.JK)
L x.K = x.J + (DT)(xrate.JK)
R yrate. KL = (k1) (Hvy. K

R xrate.KL = (k2)(y. K-x.K)

Simulation Kontinuierliche Simulation
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BEISPIEL CSMP

e eine von vielen

Continuous System Simulation Languages (CSSLs)

des technischen Bereichs
diese idR deutlich machtiger als (zB) DYNAMO

e historisch bedeutsam,
hier wegen "typischen" Ansatzes skizziert,
FORTRAN-gepragt

» folgt den Ideen

- Nutzung von Zustandsvariablen gern in
Standard-Notation: x, xdot, x2dot

- In deklarativer Formulierung
auf Basis Integralgleichungssystem

mit Notation: X = INTGRL(Init,xdot)

- unter interner Setzung Losungsverfahren

CSMP unterscheidet "statement"-Typen

- strukturelle statements
definieren "eigentliches" Modell

-  Daten-statements

10-23

setzen Werte flr Parameter, Konstanten, init-Bedingungen

- Steuerungs-statements
bestimmen Ubersetzung, Ausflihrung, Ausgaben

Simulation Kontinuierliche Simulation
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CSMP-Fassung Bsp 10.0.03
(mit Kommentaren {...} nicht in CSMP-Syntax)

title radausl enkung

*

paramd = (5.61,11.82,.) {Liste Wrte}
*

x2dot = (1.0/m * (e - d*xdot - f*x)

xdot = I NTGRL(O. O, x2dot){Initialwert 0}

X = I NTGRL(O0. 0, xdot) {Initialwert 0O}
const m=2.0,e=1.0,f=400.0 {ext. Kraft const}
timer delt=0.005fintiml.5, ..

{Di skretisierung, Abbruch, .}
print Xx,xdot, x2dot { Ausgaben}
. { Ausgabenf or mat }
end

heute gebrauchliche Spezifikationen

- rein sprachliche: recht ahnlich CSMP
(zB ACSL, DARE, DESIRE, ...)

- Betonung Blockdiagrammdenken
(dann: problemangepalite Blocktypen
haufig Regelungstechnik
zB SIMULINK, ...)

- auch in direkter Ubersetzung aus Graphik

- widmen sich vermehrt der Modellstrukturierung
(vgl analoge Uberlegungen bei ereignisorient. Simulation)

vgl Spezialliteratur

Simulation Kontinuierliche Simulation
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BEISPIELBEREICH OKOSYSTEME
Beispiel "Wirte - Parasiten”
Wirkungsschema (® Wirkungsdiagramm)
parasitare Insekte legen Eier in Larven von Wirten

® Parasiten -, Wirte
® Parasiten , Wirte -

® ...
mit
W: Zahl Wirte
P:. Zahl Parasiten
G: Geburtentberschuld Wirte (bei normaler Sterberate)
B: Befallskoeffizient Wirte
S: Sterbequote Parasiten

ergibt sich "erstes" Modell

W =W %x(G — BP)
P =P x(BXW —S)

BEISPIELBEREICH BIOMECHANIK
mit sehr unterschiedlichen "Verzweigungen":
® Prothetik

® Roboter

Simulation Kontinuierliche Simulation
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BEISPIELBEREICH MEDIZIN

ua "Pharmakakinetik"
(Dynamik der Arzneimittelverteilung)

mit typischen Kompartiments-Modellen
(Organismus in "Kompartimente" aufgeteilt)

je Kompartiment Gleichung des Typs
Konzentrationsveranderung = Zufuhr - Abgabe
Abgabe proportional Konzentration

fir Kompartiment i:
Xi=Z;—k xX;
+ Kopplung der Gleichungen
"gemal Struktur Organismus"

® DGI-System
Ausschnitt:

U _, K12X1 -, k2. X2
Medikamenten- 1= 1=

zufuhr . .

gastrointestinaler Blutbahn
Trakt

nochmals:

Blockdiagramme / Graphiken
offensichtlich an Anwendungsbereich anzulehnen !

10 - 26

-
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10.2 Numerische Integrationsmethoden
"angerissen"”

Zu losen sei zB:
dy/dx = f(x,y) mit Anfangsbedingungen
X =X0, Y = Yo

fir uns immer x ® t

dh zu I6sen (implizite Gleichung):

t
y=yo+ | fty)dt
0

Unsere Losungs-Ahnung ("numerische Integration™) war

- unabhangige Variable diskretisieren
th = to +n-Dt n=1,2,...

- Teilintegrale bilden pro Dt-Intervall
auf Basis konstanter Steigung ("Rate")
unter Verwendung der Anfangssteigung

Ist bekannt als Euler-Integration
("wir waren nicht die ersten")

ist "Einschrittverfahren”,
(Mehrschrittverfahren: "predictor-corrector"
versuchen Verbesserung)

iIst Runge-Kutta-Verfahren 1.0rdnung
(RK hoéherer Ordnung versuchen Verbesserung)

10 - 27
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 Euler-Integration algorithmisch fur "Anfangswertproblem"

dy/dt = f(t,y) Anfangsbedingungen t=tg, y=Yo
betrachtete Zeitpunkte
t,=1tg+ nxDt n=1,2,...
Initialisierung
t=tg
Y =Yo b Yo =f(to.yo)
1. Schritt
tq =tg + Dt
Y1 =Yg * Dtxyg=yq+ Dt xi(tg,yo)

b y1="1(t1.y1)
2. Schritt
to =tq + Dt
Yo=Yy +Dtxy, =y, +Dtxi(ty,yq)

b yo =1(tay))

Idee von Verfahren steigender Genauigkeit
(ua Runge-Kutta) liegt

in
an

und

Simulation

Taylor-Reihen-Entwicklung von y(t)
Statzpunkten tp

y(t + DY) = y(O) + Dt xy(t) + 307 (1) +

+. %Dtk xy (1) + O(Dtk+1)

Ermittlung der "nachsten" Veranderung Dy so dal3
Yn+1 =Yn + Dy

Kontinuierliche Simulation
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falls yA(t), y@q), ..., y"(t) bekannt,
liegt unmittelbar Approximationsverfahren "n. Ordnung" vor

falls Ableitungen nicht / nur flr niedrige Ordnungen bekannt,
mussen hdhere Ableitungen numerisch ermittelt werden
(im vorliegenden Fall nur 1.Ableitung exakt bekannt)

zwangslaufig erforderlich:
- bei Verfahren n.Ordnung
- mit k<n exakt bekannten Ableitungen
- 3 n-k zusatzliche Funktionsberechnungen f(t,y)
far numerische Ableitungsberechnung
(im vorliegenden Fall fur Verfahren 2.0rdnung 2 1 Berechng)

zusatzliche Punkte + Verwendung derart daf3
n erste Glieder Taylor-Entwicklung exakt reproduziert
(falls vorliegendes Problem Polynom n.Ordnung,
dann ist Verfahren exakt)

Viele Verfahren !
Skizze vgl spater

Vergleichspunkte
- Stabilitat

- Genauigkeit

- Effizienz

breite Literatur

bei zu verwendenden Paketen / tools
auf Spektrum implementierter Verfahren achten
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Beispiel Runge-Kutta 2.0rdnung (Euler-Cauchy / Heun)

t

tn th+1 = tn+Dt

Verfahren

bei vollem Euler-Schritt ergébe sich
(Dy=) k1 = Dt- yn' = Dt- f(tn,yn)

- Steigung im erreichten Punkt
f( th+Dt , yntki)

- bei dieser Steigung ergabe sich
(Dy=) ko = Dt- f( th+Dt , yntky)

- verwendet wird

Dy =1/2 - (k1 + k2)
dh
Yn+1 =Yn + 1/2 - (k1 + k2)

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Konstruktion Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung

- aufwendig

- mit jeweils mehreren L6sungen / Ergebnissen

viel gebraucht Runge-Kutta 4.0rdnung

haufigste Varianten

sind
Vot = Yo+ Ky + Kofg+ Ky/g + Kajg
k1 = Dt xf(ty.y)
k=Dt xf(tn"'DVZ’yn"'k]/Z)
k3 =Dt xf(tn"'DVZ’Yn'Fk#Z)
K 4 = Dt xf(t,+Dt,y ,+k3)
und

Ynt1 = Ynt k]7/8 + 3k%/8 + 3k3/8 + k4/8
k1 =Dt xf(t,,yn)

K 5 = Dt xf(t +D¥/gy, +K ]/3)
k 5= Dt xf(t,+2D¥3,y  +k ,—K 1/3)
k 4= Dt xf(tn+Dt,yn+k3—k 2+k 3)

Runge-Kutta-Verfahren sind Einschrittverfahren

nutzen nur Information (Ableitungsberechnungen)
aus einem Intervall (Schritt) [tp,th+1]

Simulation Kontinuierliche Simulation
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Mehrschrittverfahren
nutzen auch zurickliegende Information
(aus "vorigen" Intervallen)

Pradiktor-Korrektor-Verfahren (ebenfalls viel verwendet)
sind Mehrschrittverfahren

prinzipielles Schema:
- Préadiktor(teil)schritt:

berechne yPp+1 ("predicted")
aus aquidistanten Punkten tp,th-1,th-2,...
deren Funktionswerten yn,Yn-1,Yn-2;-..
und Ableitungswerten f(.) an diesen Punkten

- Korrektor(teil)schritt:

berechne Steigung an diesem Punkt

dh  f(tn+1.y ne1)
und nd+1 ("corrected")
aus zuvor genutzter Information

+ f(tn+1,ypn+1)

(- Schema liel3e sich offensichtlich "iterieren™;
lohnt nicht, dh nutze nd+1 als Basis nachsten Schritts)

Insgesamt wieder Familie von Verfahren

- unterschiedlicher Ordnung / Fehlerordnung
(Je nach "Zahl" genutzter Punkte)

- mit verschiedenen Alternativen / Varianten

Simulation Kontinuierliche Simulation
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nochmals Betrachtung
Beispiel Runge-Kutta 2.0rdnung (Euler-Cauchy / Heun)

th th+1 = th+Dt

Verfahren

- bei vollem Euler-Schritt ergab sich
(Dy=) k1 = Dt- yn' = Dt f(tn,yn)

umgedeutet als Pradiktor(teil)schritt:
yPn+1 = Yn + Dt- f(tn,yn)

genutzte Information:
th,Yn und Ableitungswert f(th,yn) an diesem Punkt
(+ "nichts" vorher)

- Steigung im erreichten Punkt ergab sich zu
f(th+Dt, yntky )

umgedeutet als Beginn Korrektor(teil)schritt:
= f(the1, Y ne1)

Simulation Kontinuierliche Simulation
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- bei dieser Steigung ergab sich

(Dy=) k2 = Dt- f( th+Dt , ynt+ki)
und verwendet wurde

Dy = 1/2 - (kg + k2)

Yn+1 =Yn + 1/2 - (k1 + k2)

umgedeutet als Fortsetzung Korrektor(tell)schrltt
yone1 = Yn + DU2- { f(tn,yn) + f(tn+1,y ne1) }

genutzte Information:
"zuvor genutzte" +f(tn+1y n+1)

P Heun-Verfahren ("Runge-Kutta 2.0rdnung")
Ist demnach "auch" Pradiktor-Korrektor-Verfahren

entsprechend:

- wo Einschrittverfahren (zB Runge-Kutta)
Im Intervall [th,th+1] &quidistante Zwischenpunkte nutzen

- lassen sich uU durch Uminterpretation daraus
Pradiktor-Korrektor-Verfahren formen

allgemein aber:

- groRRere Systematik bei Konstruktion
von Pradiktor-Korrektor-Verfahren

- unter Einschlufd von Fehlerabschéatzungen

Nebengesichtspunkt:
Einschrittverfahren sind "selbststartend"
Mehrschrittverfahren bendtigen separate Initialisierung
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"viele Verfahren":
Klassifikation zB nach

Berlcksichtigung zurlckliegender Punkte
- Einschrittverfahren
- Mehrschrittverfahren

Einbeziehung zukutnftiger Werte
- explizit
- implizit

Konvergenzordnung
- 1. 2. ... Ordnung

Schrittweitensteuerung
- feste Schrittweite
- variable Schrittweite

Extrapolation
Ordnungssteuerung
- feste Ordnung
- variable Ordnung
vgl Spezialliteratur
und: auch hier ist der Fall stochastischer Modelle
- wesentlich ("Storungen” zB Wind, Stromung)

- und bearbeitet !

vgl Spezialliteratur
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