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4.5 Stochastische Modelle: Analysegrundlage "Stochastische Prozesse"

Hatten wir es in Abschn. 4.4 jeweils mit einzelnen ZV zu tun, so geht es hier, bei
einem stochastischen Prozel3, um eine Menge zusammengehériger ZV, um eine
"Familie" von ZV. Wir unterscheiden die Mitglieder der Familie durch einen In-
dex t, der in einer geordneten Indexmenge T variiert. Sei also

(Xpg 1 oderauch: (X(t);tl T)

diese Familie von ZV, alle als Abbildungen aus derselben Menge von Elemen-
tarereignissen auf denselben Wertebereich W definiert. FUr jede ZV X;, tl T, ist
auch ihre Verteilung (ihr Wahrscheinlichkeits-Mal) P, erklart. Man nennt T
i.allg. die "Parametermenge” des Prozesses und Wseinen "Zustandsraum".

Zur Veranschaulichung:

Die "Zusammengehdrigkeit" der Familie von ZV (X;) kommt darin zum Aus-
druck, daB ihre Realisierungen (x;) als "simultan entstehend" zu verstehen sind,
aus einem einzigen Elementarereignis resultieren, so dal} jedes Elementarereig-
nis s eine Abbildung t® x(s), eine Abbildung von T in W, impliziert. Dies klingt
weit komplizierter als es tatsachlich ist. Machen wir uns die Zusammenhange an
einem kleinen Beispiel Kklar, in dem wir W=R™* T=R* wihlen und uns mogliche
Realisierungen des Prozesses (Realisierungen aller ZV der Familie) flr zwei Ele-
mentarereignisse s, S, ansehen (Abb. 4.5.1). Zu jedem Elementarereignis (hier
zu sowohl s als auch s,) gehort je eine Realisierung des stochastischen Prozes-
ses (hier die Realisierungen x¢(s1) und x(s,)). Eine Realisierung eines stochasti-
schen Prozesses ist die gemeinsame Realisierung aller beteiligten ZV, ist eine Ab-
bildung T® W (hier: Rt—=R™*). Die haufigste Interpretation der Parametermenge
T ist "Zeit" - wir werden ausschlieRlich diese Interpretation verwenden. In dieser
Interpretation ist eine Realisierung eines stochastischen Prozesses der Verlauf
seines Zustands (hier: Zustand aus R™) tiber der Zeit, auch "Trajektorie" genannt.

- (s
\—/_\/_ Xt(S 1)

—

Xt1

Xy

Abbildung 4.5.1: Trajektorien eines stochastischen Prozesses
und Zustandsverteilung zu festem Zeitpunkt

Fur festen Beobachtungszeitpunkt t (in Abb. 4.5.1 fur t; markiert) erhalten wir
(sozusagen "quer" Uber alle Trajektorien, d.h. als Eindruck Uber alle méglichen
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Zustandsverlaufe, deren jeder ja genau einem Elementarereignis zugeordnet ist)
die Zufallsvariable X;;, deren mogliche Verteilung durch eine Skizze ihrer Dich-
tefunktion charakterisiert ist. FUr einen anderen Zeitpunkt t,* t; ist dementspre-
chend eine andere ZV, namlich X, maltgebend, mit einer (i. allg.) anderen Ver-
teilung. X¢; und Xy, sollten allerdings (i. allg.) voneinander abhangig sein: Einem
Elementarereignis ist ja eine gesamte Trajektorie zugeordnet, insbesondere also
"zusammengehorige" Zustandswerte fur t; und t,.

In noch starkerem Malie als bei den ZV unterdriickt man bei praktischen An-
wendungen mit Vorliebe den Bezug auf den Raum der Elementarereignisse und
bewegt sich vollig im Zustandsraum W. Klassifizierungen von stochastischen
Prozessen erfolgen bezuglich

(@) der Natur des Zustandsraums W,

(b) der Natur der Parametermenge T,

(c) der Artder gegenseitigen Abhangigkeiten der Zufallsvariablen (Xoq 1

zu (a): Von uns verwendete Zustandsrdume sind ausschliel3lich numerisch, oft

eindimensional (gelegentlich mehrdimensional). Ist W eine diskrete,
(endliche oder abzahlbare) Menge, dann heil3t der Prozel3 "zustandsdis-
kret", sonst "zustandskontinuierlich". Haufig auftretende Falle sind

W= N_Q (zustandsdiskret)

W=R" (zustandskontinuierlich)
Zustandsdiskrete stochastische Prozesse heil3en auch "stochastische Ket-
ten".

zu (b): Bei diskreter Parametermenge (Interpretation: Zeit) nennt man den Pro-
zelR zeitdiskret, sonst zeitkontinuierlich. Haufig auftretende Falle sind
wieder
T= NQ (zeitdiskret)
T=R" (zeitkontinuierlich)
Zeitdiskrete stochastische Prozesse nennt man auch "stochastische Fol-

gen".

Testfrage 4.5.2: Skizzieren Sie (analog Abb. 4.5.1) das prinzipielle Aussehen von
stochastischen Prozessen in den vier interessanten Sonderfallen
(WT)T {(No.Ng),(No.R™),(R*,Np).,(R*,R™)}

zu (c): Die gegenseitigen Abhangigkeiten einer Menge von ZV sind ja durch
ihre gemeinsame Verteilung erfal3bar. Interessieren wir uns beispielswei-
se fir eine bestimmte abzahlbare Untermenge von Zeitpunkten ti T und
die damit fixierte Menge von ZV

{Xti:tiT t}

dann ist, formal ausgedrickt, die gemeinsame Verteilung der mehrdi-
mensionalen ZV

X(I t)=(X(t1),X(t2),,X(tr)) r= It I
gefragt. Diese ist beispielsweise im Falle eines angenommenen Zustands-

raums WER eindeutig charakterisiert durch die gemeinsame Verteilungs-
funktion

FX(t 3% ) = PIX(t)ExX0, X (t) EX .- X(E)EX(]
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Vollstandige Information Uber den stochastischen Prozel3 lage also vor,
wenn diese Verteilungsfunktion fir t=T bzw. in unserer Illustration fur
jedes abzéhlbare t1 T bekannt ware. Klassifizierungen dieser an sich
Uberwaltigenden Informationsmenge mussen natdrlicherweise ver-
gleichsweise "kompakte" Abhangigkeitscharakterisierungen bemuhen.

Einige (sehr unterschiedliche) Abhéngigkeitscharakterisierungen:

Definition 4.5.3: Ein Grenzfall liegt offensichtlich vor, wenn keinerlei Abhangig-
keiten bestehen. Wir haben dann eine Familie unabhangiger ZV vorliegen, so
daR fiir abzahlbarest I T

FX(t: s %)=0 FX¢(x)
tht
gilt. Solche (weitgehend uninteressanten) Prozesse nennt man unabhangige Pro-
zesse.

Definition 4.5.4: Eine vollig andersartige Eigenschaft von Prozessen liegt vor,
wenn die Abhangigkeiten "sich Uber der Zeit nicht d&ndern". Erfal3t wird dies
durch das Postulat einer Invarianz der Abhangigkeiten bzgl. Zeitverschiebun-
gen, formal:

Fur alletl T, und alle s>0

(wir setzen einen unserer Sonderfalle entsprechend Testfrage 4.5.2 voraus,
so daf mittl t und sinnvollem s auch t+s | t gilt)

gilt FX(tix;) = FX(t+s%)  WOs=(55,..8)"

Solche (auBerst interessanten) Prozesse heil3en stationare Prozesse. Insbesondere
folgt unmittelbar (fur |t |=1), daB alle ZV X(t;), t;| t, identisch verteilt sind (aber
durchaus nicht, daf? sie unabhangig verteilt waren).

Definition 4.5.5: Eine wiederum andere Charakterisierungsart basiert auf der
Idee, die Zukunft eines Prozesses (also die ZV X(t) fur alle t groRRer als ein be-
stimmtes t*) aus einer bekannten Vergangenheit (also aus den Realisierungen
x(t) far alle tEt*) "vorauszusagen". Ein Spezialfall dieser Art ist gegeben, wenn
die Zukunft nur derart von der Vergangenheit beeinflul3t wird, dal der gegen-
wartige Zustand (also x(t*) bei obigen Bezeichnungen) bereits ausreicht, um die
Zukunft zu charakterisieren. Formal druckt sich dieser Spezialfall folgenderma-
Ren aus:

Furallet ={t;il 11 T
mit t*=m€1x(ti)

und beliebiges tI T mit t>t*

gilt: FX(ELX(t +)=x¢) = FX(] X(t*)=x*)
In Worten: Die Verteilung von X(t) (zu "zuktnftigem" Zeitpunkt t) unter der Be-
dingung, dal} die Realisierung des Prozesses bis zum Zeitpunkt t* gegeben ist

(gewisse "Vergangenheit" zu Zeitpunkten aus t), ist bereits durch die beziglich
der Realisierung zum Zeitpunkt t* ("Gegenwart") bedingte Verteilung von X(t)
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gegeben. Diese (im folgenden nahezu ausschlieBlich betrachteten) Prozesse heis-
sen gedachtnislos bzw. Markoff-Prozesse.

Testfrage 4.5.6: Als stochastische Prozesse lassen sich auch auffassen und be-

schreiben die folgenden bekannten Gegebenheiten:

= die Gesetze der Stationswechsel, im Anschluf? an den Besuch einer bestimmten
Station i eines Verkehrsnetzes, auf seiten der Sequenz der diese Station verlas-
senden Kunden; vgl. (4.4.1);

= die Gesetze der Ankunftsabstande, am offenen Netz, auf seiten der Sequenz
eintreffender Kunden; vgl. (4.4.2);

= die Gesetze der Bedienwunsch-Umféange, an einer Station i, auf seiten der Se-
guenz der diese Station betretenden Kunden; vgl. Spezifikation Bedienwtn-
sche in Abschn. 4.4.

Beschreiben Sie diese Gesetzmoglichkeiten als stochastische Prozesse und cha-

rakterisieren Sie diese Prozesse nach Zustandsraum, Parametermenge und Art

der Abhangigkeiten innerhalb der ZV des Prozesses.

Testfrage 4.5.7: Treten Ereignisse mit gewissen (regelmafigen, unregelméaRigen,
zufalligen) zeitlichen Abstdnden auf, dann nennt man den stochastischen Prozef}
(Nt R™), der die Anzahl in (0,t) aufgetretener Ereignisse charakterisiert, einen
"Zahlprozel3". Diskutieren Sie den speziellen Zahlprozel, Poisson-Prozel? ge-
nannt, der die Ankunftszahl mit u.i.v., exponentiellen Zwischenankunftsabstan-
den eintreffender Kunden beschreibt; vgl. (4.4.2, 4.4.3, 4.4.11).

Nachdem wir uns in den vergangenen Abschnitten die Begriffsbildung "stochas-
tischer ProzeRR" im allgemeinen in Erinnerung gerufen haben, wollen wir uns im
folgenden auf zeitkontinuierliche Markoff-Ketten konzentrieren und (sehr ver-
kurzt) Resultate und Techniken zusammenstellen, die uns ein Arbeiten mit die-
ser Klasse von Prozessen erlaubt. Zeitkontinuierliche stochastische Ketten besit-
zen einen kontinuierlichen Parameterraum sowie einen diskreten Zustandsraum;
recht typisch fir Anwendungen ist die Wahl (V\/,T)=(N0,R+). Die geforderte Mar-
koff-Eigenschaft drtckt sich hier formal so aus, daf’

(4.5.8) Farallen31
und flr alle Folgen t;<t,<...<t <t ;;
gilt:

PIX(ty)=in 1 I X(A)=ige X(A)Zi0] = PIX(ts0)=insg 1X(t)=11]

wo il R¥; il N, j=1,2,...,n+1
vorausgesetzt ist.

Der ProzeRRzustand zu festem Zeitpunkt t ist durch die Verteilung der ZV X(t)
beschrieben, die sich im vorliegenden Falle durch die Zustandswahrscheinlich-
keiten

(4.5.9) pi® :=PX®=1 i Ng
apiH=1

1
charakterisieren lafit. Die Zustandsverteilungen zu zwei unterschiedlichen Zeit-

punkten t,t, (wo t;<t, sei) sind voneinander abhangig. Liegt z.B. zum Zeitpunkt
t; Zustand i vor, dann wird die Wahrscheinlichkeit daftr, welcher Zustand zum
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Zeitpunkt t, eingenommen wird, von diesem Vor-Zustand i abhangen. Mit der
Charakterisierung dieser Abhangigkeit ist aber wegen der Markoff-Eigenschaft
des Prozesses die Abhéngigkeit von der gesamten "Vorgeschichte" (bis zu t;) voll
erfal3t. Es ist somit héchst sinnvoll, die Abhangigkeitsstruktur durch sog. (Zu-
stands-)Ubergangswahrscheinlichkeiten geman

(45.10)  pj(ty tp) = PIX(t)= I X(ty)=i] t,>t; .61 RT il N
& Pt =1 il Ng
J

zu beschreiben. Die Abhangigkeit der Zustandsverteilungen zu den beiden Zeit-
punkten ergibt sich mit dieser Definition zu

(4.5.11) pj(t2)=nSN pi(tl)xpij(tl’tZ) t>t1;j1 N
0

In den allgemeinen Ubergangswahrscheinlichkeiten nach (4.5.10) steckt noch die
Vorstellung, daf? sich die Abhangigkeitsstruktur tiber der Zeit (der Interpretation
des Parameterraums T) dndern kann, also fur jedes Paar (t;,t,) spezifisch ist. Ein
sehr viel einfacherer Fall liegt vor, wenn diese Abhangigkeitsstruktur sich Gber
der Zeit nicht verandert. Dies ist gleichzeitig ein praktisch sehr relevanter Fall,
denn (wenn wir uns kurz an den eigentlichen Zweck unserer derzeitigen Uberle-
gungen erinnern) wir sind ja an der Erfassung der Dynamik eines arbeitenden
RS interessiert, die sich mit Fortschreiten der absoluten Zeit nicht d&ndern sollte
(wenigstens ist dies eine verntnftige Annahme). Konstanz der Abhéangigkeits-
struktur Gber der Zeit bedeutet aber, daf3 es bei dem betrachteten Paar von Zeit-
punkten (t;,t,) auf die absolute Lage von t; nicht ankommt, sondern nur noch
auf die Differenz t,-t;. Ein derart beschaffener Markoff-ProzeR heif3t (zeit-)homo-
gen; seine Abhangigkeitsstruktur ist erfat durch Ubergangswahrscheinlichkei-
ten (Umbenennung!)

(4.5.12a) pji(s) := PIX(t+s)=j I X(1)=1]  s>0;ijl N

die vom Wert von t unabhangig sind, mit anderen Worten fir jedes t den glei-
chen Wert annehmen. Sicher mul3 auch

(45.12b) Spi(s) =1 s>0;il Ng
J

gelten. FUr homogene Prozesse wird aus (4.5.11)

(45138) pt+9)= S i) *pif9 ts>0iil N

Zur Schreibvereinfachung schreiben wir die letzte Gleichung nochmals in Vek-
tor-/Matrix-Form auf und erhalten mit

p(s) = (pij(s); il No)

als Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten und mit
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p(t) = (i)t No)T

als Spaltenvektor der Zustandswahrscheinlichkeiten aus (4.5.13a) die kompakte-
re Form

(4.5.13b) pT(t+s) = pT(t)-p(s)

Wir kénnten uns nun die Frage stellen, ob unsere VVoraussetzungen ausreichen,
um fir die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(s) eine explizite Form anzugeben,
so daR fur beliebige Start-Zustandsverteilungen p(0) des Prozesses sich die (zeit-
abhéngigen) Zustandsverteilungen fur die ZV X(t) geman

(45.14)  p'(t)=p"(0)p(t)

angeben lieBen. Dieser Weg laRt sich in der Tat erfolgreich beschreiten, fuhrt al-
lerdings zu expliziten Formen fir (4.5.14), die flr unsere praktisch motivierten
Ziele wegen ihrer Komplexitat nicht unmittelbar hilfreich sind (Neugierige seien
erneut auf Cinl75 verwiesen).

Wir wollen statt dessen folgende, im Moment flr uns tragfahigere ldee verfol-
gen: (4.5.14) druckt aus, dald die Zustandsverteilung zu einem Zeitpunkt t im
Prinzip von der Start-Zustandsverteilung p(0) abhéngt, bzw. vom Start-Zustand,
wenn es einen ausgezeichneten derartigen gibt (bei festem Startzustand i waére
die Startverteilung durch p;(0)=1 und pj(0)=0, jti, beschrieben). Es scheint ver-
nunftig zu vermuten, dal diese Abhangigkeit des Zustands (zum Zeitpunkt t)
vom Startzustand "mit der Zeit" (d.h. fur groRe t) abnimmt und evtl. véllig ver-
schwindet - zumindest unter gewissen Voraussetzungen (d.h. zumindest ftr ge-
wisse zu modellierende Systeme). Gesetzt den Fall, diese Vermutung tréfe zu,
dann sollten alle Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(t), il Ng, fur groRe t zum
selben Wert konvergieren, d.h. es sollte

(4.5.15a) lim p;)° p; jT Ng
® ¥

gelten. Die Matrix p(t) strebte, mit anderen Worten, flr grof3e t einer Matrix p mit
untereinander identischen Zeilen zu, so dal’ mit Blick auf (4.5.14) auch

(4.5.15b) lim pi®=p; jT Ng
t® ¥

gelten sollte. Unter zuséatzlicher Beachtung der vorausgesetzten Homogenitats-
bedingung (4.5.12) ndherte sich der Prozel? demnach fur grofRe t einem "stationa-
ren Verhalten" (man konsultiere Def. 4.5.4).

Weiterhin unter der Hypothese, es existiere eine Grenzverteilung Q=(pj) geman
(4.5.15), dann liel3e sie sich wie folgt bestimmen: (4.5.13) liefert

pT(t+s) - pT(t) = p'(t):(p(s)-E)

mit E als Einheitsmatrix passender Dimension, woraus man weiter
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DT(E+9)-BT0) _ 1) PO

S -B S
erhélt und im Grenziibergang (s® 0)

(4.5.16a) dQ (t) p_T(t)x] m p()
=pT(®) >Q

wo die Matrix Q=(q;)),i,jl N Elemente enthalt gemas

i = 1im [(pi(s)- 1)/
g S'g?)[(P(S) )/9

Im Rahmen unserer Vermutungen sollte flr grof3e t das ProzeRverhalten gegen
ein stationdares Verhalten konvergieren (p(t) de facto zeitunabhéngig und
dp(t)/dt de facto verschwindend), also aus (4.5.16) fur hinreichend grofRe t

(45.17a) 0T=p™Q
mit (Verteilung!):

(45.17b) & pi=
il No

folgen. Das lineare Gleichungssystem (4.5.17) ware dann auch direkt nutzbar,
um aus Q (der Matrix, deren Elemente alle notwendigen Informationen Gber die
Charakteristika eines speziellen Prozesses, also die Charakteristika eines konkre-
ten Problems enthalten) die "stationdre Verteilung" p des Prozesses zu bestim-
men, d.h. die Wahrscheinlichkeiten p;, jT Ng, den ProzeR fiir hinreichend groRe t
in einem seiner Zustande j anzutreffen (unabhéngig vom konkreten Zeitpunkt t
und unabhéngig vom Startzustand des Prozesses).

Unsere Uberlegungen gingen von der Pramisse aus, daB die stationare Vertei-
lung eines Prozesses gemal (4.5.15) existiert und von der Vermutung, dal? diese
Pramisse zumindest "unter gewissen Voraussetzungen™ Gultigkeit besitzen soll-
te. Anstatt diesen Voraussetzungen nachzuspuren und daraus konstruktiv die
Existenz einer Grenzverteilung nach (4.5.15) bzw. (4.5.17) abzuleiten, mége uns
fur unsere praktischen Arbeiten der im folgenden ohne Beweis angegebene Satz
ausreichen (WiRbegierige: s. Cinl75).

Satz 4.5.18 (0.B.): Eine zeitkontinuierliche homogene Markoff- Kette heil3t irredu-
zibel, wenn jeder Zustand von jedem Zustand "erreichbar" ist, d.h. wenn es fur
alle Zustandspaare (i,j) Werte t>0 gibt, so daf3 pij(t)>0. Eine irreduzible (zeitkonti-
nuierliche, homogene) Markoff-Kette besitzt eine stationare Grenzverteilung ge-
malf (4.5.17) genau dann, wenn (4.5.17) eine Lésung besitzt. Diese Losung ist ein-
deutig.

Irreduzibilitat;
Existenz und
Eindeutigkeit
stationarer
Verteilung
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Dieser Satz ist von erheblicher praktischer Bedeutung:

= Wenn wir uns ausschlief3lich fur das (potentiell existierende) "stabile" Verhal-
ten einer Markoff-Kette (eines Systems!) - nach Abklingen von voribergehen-
den Einflussen des Anfangszustands - interessieren (also fur die stationare
Grenzverteilung, auch "eingeschwungene" oder "Gleichgewichts-"Phase ge-
nannt im Unterschied zur anfanglichen "transienten” Phase),

= und wenn wir mit einer (zeit-)homogenen Kette arbeiten (d.h. mit einer, deren
ZustandsuUbergangswahrscheinlichkeiten entsprechend (4.5.12) allein von den
Differenzen beobachteter Zeitpunkte abhangen), wo sich die Homogenitat i.
allg. direkt dem Problem entnehmen IR,

= und wenn wir eine irreduzible Kette vor uns haben (d.h. eine, deren Zustéande
alle "wesentlich" sind in dem Sinne, dal3 sie immer wieder eingenommen wer-
den, wie lange auch das System arbeitet), wo sich die Irreduzibilitat i.allg. di-
rekt dem Problem ansehen I&f3t;

e dann brauchen wir lediglich das Gleichungssystem (4.5.17) aufstellen und
nach p zu lésen versuchen: Gelingt dies, dann sind die "gewissen Vorausset-
zungen" fur die Existenz einer stationdren Grenzverteilung erfullt, und wir ha-
ben sie eindeutig als Losung von (4.5.17) ermittelt.

Die praktische DurchfUhrung allerdings ist nicht ohne Dornen:

= Wir mussen erst noch lernen, (4.5.17) aufzustellen, i.w. also aus einem gegebe-
nen Problem die Matrix Q (die samtliche Problem-Charakteristika erfalt) ab-
zuleiten.

= Wir mussen weiterhin (4.5.17) 16sen; dies ist zwar "nur" die L&sung eines linea-
ren Gleichungssystems, allerdings eines mit potentiell sehr hoher (endlicher)
oder sogar abzahlbarer Anzahl von Variablen (=Méchtigkeit des Zustands-
raums).

Wenden wir uns zunéchst der Aufstellung der Q-Matrix zu, der Aufgabe also,
"aus dem Problem" die Elemente der Q-Matrix abzulesen. Stellen wir uns dazu
vor, das System sei (zum Zeitpunkt t) im Zustand i (einem bestimmten seiner
diskreten Zustande). Voraussetzung fur den Einsatz unserer Ergebnisse ist, daid
das System "zeithomogen" ist, da also aus der Kenntnis "Zustand i zum Zeit-
punkt t", unabhéangig von t, die Aussage abgeleitet werden kann, in welchem
Zustand das System sich s Zeiteinheiten spéater befindet (bzw. die Aussage, mit
welcher Wahrscheinlichkeit es sich zum Zeitpunkt t+s in welchem seiner Zustan-
de befindet). Es war Aufgabe unserer Ubergangswahrscheinlichkeiten P;j(s), val.
(4.5.12), diese Entwicklung Uber der Zeit zu erfassen; ferner hatten wir in der zu-
nachst rein formalen Definition der Elemente dij - s.(4.5.16b) - diese Entwicklung
far die "unmittelbar bevorstehende" Zukunft (s® 0) charakterisiert. Bei dieser un-
mittelbar bevorstehenden Zukunft werden nur die unmittelbaren Folgezustande
zum Zustand i ins Spiel kommen, jene, die ohne Zwischenzustand von i erreich-
bar sind (jedenfalls, wenn wir ungesunde Verhaltnisse wie "beliebig viele Zu-
standstbergange in beliebig kurzer Zeit" als praxisfern ausschlieRen). Seien diese
unmittelbaren Folgezustande zu i mit jq j,,...,j, bezeichnet, dann konzentriert sich
unser Interesse auf folgenden (Ausschnitt eines) "Zustandstbergangsgraphen™:
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Knoten: Zustande
Kanten: mogliche unmittelbare Zustandstibergénge

Machen wir uns die Sache fir den Moment noch etwas einfacher mit der Annah-
me, es gebe Uberhaupt nur einen unmittelbaren Folgezustand zum Zustand i, sa-
gen wir: j;. piljl(s) ist die Wahrscheinlichkeit, unter der Bedingung, zum Zeit-
punkt t Zustand i vorgefunden zu haben, zum Zeitpunkt t+s Zustand j; einzu-
nehmen. Der Zusammenhang zwischen p;;1(s) und q;j; 1akt sich auf der Basis
der Definitionsgleichung (4.5.16b) und einer (gedachten) Reihenentwicklung fur
piyjl(s) auch schreiben als

(45.19)  pjju(s) = djjos +0(s)

g j1 spielt also die Rolle einer "Ubergangsintensitat”, mit der in erster Naherung
(proportional zu s) der Zustand i dem Zustand j; "zustrebt”, die Rolle einer "Zu-
standslbergangsrate” im Sinne unserer Diskussion von Raten im Anschlufl an
(4.4.14). Zur Abrundung unseres Spezialfalls: Alle dij mit j2j; (also die Uber-
gangsraten bzgl. der nicht unmittelbar moglichen Folgezustande) sollten den
Wert 0 haben, daher die zugeordneten pij(s)zo(s) sein, die Zustande j* j; in erster
Naherung (und fur kleine s de facto) zum Zeitpunkt t+s nicht auftauchen. Auf
das Hauptdiagonalelement g;; kommen wir separat zu sprechen.

Drehen wir den Spiel um und fragen vom Problem her: Wie kommt es zu Ele-
menten g;;* 0 und welche Werte haben diese Elemente? Wir bleiben bei unserem
Spezialfall genau eines unmittelbaren Folgezustands j;. Wir konnten diesen Spe-
zialfall etwa vorliegen haben fur ein (Modell eines) Rechensystem(s), das im Zu-
stand i gar nichts zu tun hat ("leer" ist, keine unbearbeiteten Auftrdge mehr
kennt) und das in diesem Zustand solange verharrt, bis ein neuer Auftrag ein-
trifft. Der einzige mdgliche Folgezustand zu i ist damit der Zustand j;, der nach
einem solchen Auftragseingang eingenommen wird (implizite zuséatzliche Vor-
aussetzungen: Auftrage treffen einzeln ein, es gibt nur eine Art von Auftragen).
Um die Verhéltnisse von (4.5.19) in unserem Beispiel zu reproduzieren, mufdte
also gelten:
P;ij2(s) =qjj1s+0(s)
= P[bei eingenommenem Zustand i trifft innerhalb der
nachsten s Zeiteinheiten genau ein Auftrag ein]
Dies unabhangig vom Zeitpunkt, zu dem Zustand i festgestellt wurde! Was,
wenn Sie kurz unsere Diskussion nach (4.4.5) nachlesen, nur im Falle einer expo-
nentiell verteilten "Zeit bis zur nachsten Ankunft" moglich ist. Hinreichend fur
die geforderten Verhaltnisse ist beispielsweise ein Poisson'scher Ankunftsstrom
gemal (4.4.14), fur den (angenommener Parameter: | ) ja unabhéngig vom Sy-
stemzustand (hier: i) gilt, da
P[genau eine Ankunft innerhalb s Zeiteinheiten] = | :s + 0(s)

Zustands-
Ubergangs-
graph

einfaches
Beispiel

Zustands-
Ubergangsrate

Problem und
Q-Elemente

einfaches
Beispiel
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Vergleichen wir mit oben: Das fragliche g; j; hat den Wert | .

Dies war die Diskussion eines Spezialfalls. Werden wir etwas allgemeiner, in-
dem wir uns vorstellen, da zum Zustand i zwei unmittelbare Folgezustande (j;
und jp) existieren, also Matrixelemente g;;;,*0 und ¢;*0 ins Spiel kommen
(wahrend alle anderen ¢, mit j * j;j,, die Werte 0 behalten). Ein zugehdriges
Problem konnte so geartet sein, dal3 im Zustand i (in dem im bisherigen Spezial-
fall genau eine "Aktivitat" exponentiell verteilter Dauer ihrem Ende zustrebte,
z.B. ein "Ankunftsintervall") nun zwei "exponentielle Phasen", unabhangig von-
einander und parallel, ihrem Ende zustreben, dal} das Ende der einen Phase (Pa-
rameter: | ;) als Ereignis zum Zustand j,; fuihrt, das der anderen Phase (Parameter
| ) zum Zustand j,. Wieder erhalten wir aus

piyjl(s) = P[l ;-Phase endet innerhalb s ZE]

= 14s+0(s)

Piji(s) =djj1's+0(s)
das Matrixelement

Oij1=11

und aus der analogen Uberlegung bzgl. der | ,-Phase
dij2=12

Wir erkennen aus diesen Beispielen: Die Elemente der Q-Matrix lassen sich aus
dem (geeigneten!) Problem ablesen; zumindest gilt dies fur die Nichtdiagonal-
Elemente von Q, die Diagonalelemente haben wir ja bisher vernachlassigt. Daher
jetzt zu diesen Diagonalelementen: (4.5.12b) sagte aus, daB die bedingten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sich zu 1 addieren, bzw. leicht umgeschrieben, dai

(4520) 1p;j®=a pj© il Nc

i

Vollziehen wir die Grenzbetrachtung (4.5.16b), die zur Definition der Q-Elemen-
te fUhrte, im Rahmen dieser Gleichung, dann erhalten wir

(45.21) -Gi=a G

i

Damit: Die Hauptdiagonalelemente nehmen den negativ genommenen Sum-
menwert der Nichtdiagonalelemente der betreffenden Zeile an; sie sind negativ
(die Nichtdiagonalelemente sind positiv bzw. verschwinden: Verfolgen Sie die
Definition); alle Zeilensummen der Q-Matrix verschwinden. Zur weiteren Inter-
pretation: Analog zu dem Vorgehen, das zu (4.5.19) fuhrte, erhalten wir aus
(4.5.20):

1-pjs) =4 pii(s)
i
=S8 g+ 0(s)
i

mit (4.5.21): =s:(-g;j) + o(s)

p;i(s) ist aber die Wahrscheinlicheit, s ZE nach Antreffen von i wieder i vorzufin-



be/91/2(5)

den; entsprechend 1-p;i(s) die Wahrscheinlichkeit, s ZE nach Antreffen von i ein
jti vorzufinden; -q;; damit die Gesamtrate (Intensitat), mit der Zustand i seinem
Ende zustrebt; dies unabhangig vom Beobachtungszeitpunkt t, so daf (vgl. die
Diskussionen im Anschlufl an (4.4.14) sowie (4.5.19)) die "Lebenszeit" des Zu-
stands i nicht anders als exponentiell (mit Parameter: -q;;) verteilt sein kann.

Testfrage 4.5.22: Gegeben seien 2 unabhangig exponentiell verteilte ZV A und B
mit Parametern | 5 und | g. Ermitteln Sie die Verteilung der ZV C=min(A,B), die
also als Realisierung jeweils den kleineren Wert der Realisierungen von A und B
annimmt, etwa in Form der Verteilungsdichte

fC(c) = P[B>c]-A(c) + P[A>C]-fB(c)

Interpretieren Sie das Ergebnis, zur Stlutzung lhrer Vorstellungskraft, im Hin-
blick auf den Zustand einer Markoff-Kette, in dem zwei exponentielle Phasen
laufen, sowie auf die Lebensdauer dieses Zustands im Rahmen der obigen Uber-
legungen.

So gestarkt, konnen wir "den Rahm abschdpfen” und uns eine Technik der Auf-
stellung des Gleichungssystems (4.5.17) zur Ermittlung der Grenzverteilung ei-
ner homogenen, irreduziblen Markoff-Kette zurechtlegen. Wir zeichnen einen
sog. "Graphen der ZustandsUbergangsraten”, in dem als Knoten samtliche Zu-
stdnde der M-Kette auftreten sowie als gerichtete Kanten die Mdglichkeiten des
unmittelbaren Ubergangs in Nachbarzustande eingezeichnet sind. Die Kanten
sind mit den zugehorigen Ubergangsraten (Intensitaten, Q-Matrix-Elementen)
bezeichnet. Also etwa so (als Ausschnitt des Gesamtgraphen):

. \@ A )
Ors Q< Amk
.. A~ sl " )

Eine einzelne Gleichung von (4.5.17) hat die Form (fur festes i)

0=a pjxg; bzw.  pjxq; =4 pj>Gji
i i

und mit (4.5.21)

Pi X& dik=a Pjdji
Ko b

Diese Gleichungen lassen sich aus dem Graphen der (Zustands-)Ubergangsraten
direkt ablesen: Links steht das Produkt aus der stationaren Zustandswahrschein-
lichkeit fur Zustand i und der Summe der aus i herausfiihrenden Ubergangsra-
ten (Pfeile aus i hinaus); rechts steht eine Summe tber Produkte, deren jedes als
einen Term die stationdre Wahrscheinlichkeit eines Zustands j enthalt, von dem
aus i direkt erreicht werden kann und als zweiten Term die zugehorige Uber-

Testfrage

Technik:
Aufstellung
Gleichungs-
system fiir
Grenz-
verteilung

Graph der
Zustands-
Ubergangs-
raten

Ablesen der
Gleichungen
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gangsrate. Mit der Benennung "WahrscheinlichkeitsfluR" (W-FIuR) fur ein Pro-
dukt p.-q., also fur Zustandswahrscheinlichkeit mal Austrittsrate aus diesem Zu-
stand, konnen wir als Merkregel fur unser Vorgehen der Aufstellung der Glei-
chungen von (4.5.17) festhalten:

Regel 4.5.23a:
Far jeden Zustand ist der W-FIul3 aus diesem Zustand gleich dem W-FIuB in die-
sen Zustand.

Als Beispiel flr Zustand | des obigen Graphen:
P (Aim*dik) = PsGs

Regel 4.5.23a ermoglichte eine einfache Aufstellung der (aller!) Gleichungen
(4.5.17). Aus (4.5.17) lassen sich weitere Beziehungen zwischen den stationdren
Zustandswahrscheinlichkeiten ableiten, indem man gewisse dieser Gleichungen
addiert. Sei etwa Yl Z irgendeine Untermenge der Zustandsmenge, dann ergibt
sich

a{pixa at=a {pa gi
iy K 2zw fzxy iy

Auch diese Beziehungen lassen sich in eine Regel fassen, die direkt auf dem Gra-
phen der Ubergangsraten operiert:

Regel 4.5.23b:
Fur jede Zustands(unter-)menge ist der W-FIul} aus dieser Zustandsmenge
gleich dem W-FIuf} in diese Zustandsmenge.

Um Milverstandnissen vorzubeugen: Die neue Regel liefert naturlich keine zu-
satzliche Information; sie fihrt nur gelegentlich zu einfacheren Gleichungen. Wir
werden Gelegenheit haben, die in den Regeln 4.5.23 eingefiuihrte Technik aus-
fuhrlich zu Gben.



be/91/2(5)

4.6 Stochastische Modelle: Analyse von Einzelstationen

Wir wollen in diesem Abschnitt

= einige konkrete Stationen untersuchen (Stationen "in lIsolation”, als "Kleinst-
systeme"),

= dabei die in Abschnitt 4.5 vorgestellten Analysetechniken einsetzen, um die
stationdaren Grenzverteilungen dieser Stationen zu ermitteln,

= damit die Basis fur die Vernetzung von Stationen und deren Analyse legen
(Netze von Stationen als "komplexere Systeme") - die wir hier nicht im einzel-
nen durchfihren werden, deren Ergebnisse aber in Abschn. 5.3 vorgestellt
sind.

In Anlehnung an vorangegangene Abschnitte kennzeichnen wir eine einzelne
Station und ihre Belastung wie folgt:

= Strukturell besteht eine Station aus einer Bedieneinrichtung (die einen oder
mehrere gleichartige Bediener enthélt), einem vorgelagerten Warteraum (un-
beschréankten Fassungsvermdégens) und einer Bediendisziplin, welche die Be-
dienungsreihenfolge regelt (wir beschranken uns auf arbeitserhaltende Diszi-
plinen)

Zugang vt Bedien- w
_— aeraum_A|_> einrichtung

Bediendisziplin

= Die Belastung einer Station ist gekennzeichnet durch einen Strom von (einzeln
eintreffenden) "Kunden", deren Ankunftsabstdnde A unabhéngig identisch
verteilt sind; ebenfalls unabhangig identisch verteilt sind die Bedienwiinsche S
der Kunden (wir dricken die Bedienwtiinsche wieder direkt als Bedienzeiten
aus).

Das erste und einfachste System dieser Art, dem wir uns widmen,
= besitzt genau einen Bediener,

= bedient gemafl FCFS-Disziplin,

= weist exponentiell (Parameter: | ) verteilte Ankunftsabstande

= und exponentiell (Parameter: L) verteilte Bedienwiinsche auf.

Als Kurzbeschreibung (sog. "Kendall-Notation") fur dieses System dient die Be-
zeichnung:

M/ M /1-FCFS

Bediendisziplin

1 Bediener

Charakterisierung der
Bedienwunschverteilung

Charakterisierung der
Zwischenankunftszeitverteilun

Station

M/M/1-FCFS
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Wir betrachten das System in kontinuierlicher Zeit; als Charakterisierung des

Zustands sei die Zahl n insgesamt (also in Warteraum und Bediener zusammen)

anwesender Kunden vorgeschlagen. Offensichtliche Frage: Ist (Ny)j g+ eine zeit-

kontinuierliche, homogene, irreduzible Markoff-Kette, so dall wir unter Anwen-

dung von Satz 4.5.18 nach ihrer stationaren Grenzverteilung fahnden kénnen?

Nun,

= Zeitkontinuierlichkeit (Betrachtung aller Zeitpunkte ti R*) haben wir voraus-
gesetzt.

= Eine stochastische Kette (diskreter Zustandsraum) liegt vor: der Zustandsraum
ist offensichtlich Ny (n=0, fur "leeres System", und n=1,2,... sind mogliche Sy-
stemzustédnde; eine obere Grenze existiert wegen des unbeschrankten Warte-
raums nicht).

= Die Kette ist irreduzibel, da von beliebigem Zustand n; aus sich jeder andere
Zustand n, durch eine geeignete Anzahl von Ankunften bzw. Abgéngen errei-
chen laft.

= Die Kette ist Markoff'sch, da bei Kenntnis des Zustands n zu einem Zeitpunkt t
die weitere Entwicklung festgelegt ist (und dies ohne weitere Kenntnis der
Vorgeschichte zu Zeitpunkten <t, insbesondere unabhéngig davon, wie lange
der Zustand n vor dem Zeitpunkt t schon andauerte). Zur Erlauterung: Einmal
"lauft" zum Zeitpunkt t (unabhangig von n) ein Ankunftsintervall, das wegen
der Annahmen Uber seine Dauer (exponentiell verteilt, Parameter | ) noch eine
exponentiell mit Parameter | verteilte Dauer vor sich hat - s.(4.4.5). Es endet in
der Zeit (t,t+s) mit der Wahrscheinlichkeit | -s+o(s) und fuhrt vom Zustand n
in den unmittelbar moglichen Folgezustand n+1. Die Ubergangsrate von ei-
nem Zustand n zum Zustand n+1 (vgl. (4.5.19) und darauf folgende Ausfiih-
rungen) betragt damit gy, 1=l fur alle n=0,1,2,... Zum anderen "lauft" in allen
Zustanden n31 eine Bedienung (der arbeitserhaltende Bediener ist ja mit der
Bedienung des Erstankdmmlings unter den n Anwesenden beschéftigt). Diese
Bedienung hat wegen der Annahmen Uber ihre Dauer (exponentiell verteilt,
Parameter p) noch eine exponentiell mit Parameter p verteilte Restdauer. Sie
endet in der Zeit (t,t+s) mit der Wahrscheinlichkeit p-s+o(s) und fuhrt zum Zu-
stand n-1. Die Ubergangsrate von einem Zustand n31 zum Zustand n betragt
demnach gy, ,.;=p furalle n=1,2,...

Wir haben unsere Frage damit zufriedenstellend beantwortet und sogar die Ele-
mente der Q-Matrix (bzw. die Kenngréfen des Ubergangsratendiagramms) be-
reits ermittelt. Das Diagramm hat konkret die Form:

Zur Erinnerung: Es enthdlt als Knoten alle Zustande; als Kanten sind alle unmit-
telbar moéglichen Zustandslibergange eingezeichnet; sie sind mit den zugehdri-
gen Ubergangsraten bezeichnet.

Das Gleichungssystem (4.5.17), das ja die (potentiell existierende) stationare Ver-
teilung der Kette bestimmt, 1a3t sich mittels Regel 4.5.23a direkt aus dem Dia-
gramm ablesen. Wir erhalten
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fur Zustand 0:  pgl =py-p

far Zustand 1:  pq-(u+l ) = pol + pyp

far Z.u”stand N pPu(U+ ) =ppg!l +Pperd
Insgesamt also:

(4.6.1a) pol =pp
Pn:(HH) =ppgyl + Pt N=12,.

dazu naturlich (4.5.17 b):

(46.1b) A& pn=1
neNg

Die explizite Losung dieses Gleichungssystems ist leicht moglich: (4.6.1a), leicht
umgeschrieben, lautet

Pri-pol =0
Pt -Pna!l =PpsrH-Ppl N=12,.

und fuhrt durch iteratives Einsetzen zunéchst zu
Pn'H-Pn1l =0 n=12,..

woraus wir, wieder durch iteratives Einsetzen
Pn=( 7W)™ pg

erhalten, bzw. mit der abkiirzenden Bezeichnung

(46.22) r=1/u Stationére
Verteilung
auch: Ph=r"py n=012,.. M/M/1

Fur die verbleibende Unbekannte p ergibt sich mit (4.6.1b)
¥

PpQ rn=1
n=0
und unter der Voraussetzung (Konvergenz der Summe!)
(4.6.2b) r<1
wird po/(1-r)=1
(46.2c) pg=1-r

Insgesamt lautet unsere Losung also

(4.6.2d) p,=r"(1r) n=0,1,2,...
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Die M/M/1-FCFS-Station besitzt also eine geometrische Verteilung - vgl. (4.4.6) -
fur die Zustandsvariable N, jene ZV, welche die Anzahl (zu zufélligem Zeit-
punkt der stationdren Phase) anwesender Kunden beschreibt. Der Erwartungs-
wert von N (die "mittlere Kundenzahl") ergibt sich zu

¥ ¥
ENJ=3& npn=(r)q nxn
n=0 n=0

Explizit erhalt man mit einem kleinen "Kunstgriff":
¥
EN|=1-r)<q rnxnl

n=1
¥
=(Llr)x >y dr"/dr

n=1

¥
=(1-r)x 3 rn
”‘3{:11]

= (1 )x %r /1)

(4.6.2¢) E[N]=r/(1-r)

Die GroRBe r war in (4.6.2a) ohne weitere Begrindung als abkiirzende Bezeich-
nung eingefuhrt worden. Sie besitzt aber eine Reihe interessanter Interpretatio-
nen, die sie zur zentralen Kenngrolie des untersuchten Systems machen. Zu-
nachst ist ja die Ankunftsrate

(4.6.3a) 1/E[A]= |

auch die mittlere Anzahl der je Zeiteinheit an der Station eintreffenden Kunden.
Jeder von diesen bringt (unabhangig vom Ankunftsprozel selbst) im Mittel

(4.6.3b) E[S] = 1/u

an zu leistender Arbeit (Bedienwunsch) in die Station ein, so daR als erste Inter-
pretation

(4.6.4a) r = | /uistdie im Mittel pro Zeiteinheit in die Station eingebrachte,
zu leistende Arbeit

anfallt. Eine arbeitserhaltende Station leistet aber genau die in Auftrag gegebene
Arbeit, so dal? als weitere Interpretation folgt

(4.6.4b) r istdie im Mittel pro Zeiteinheit von der Station geleistete Arbeit

Wieder aufgrund der Tatsache, da wir Bedienwiinsche direkt als Bedienzeiten
angegeben hatten, resultiert nun auch

(4.6.4c) r istdie mittlere Tatigkeitszeit des Bedieners je Zeiteinheit, d.h. die
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"Auslastung" der Station

als Interpretation. Die Auslastung, in dieser Interpretation, kann aber maximal
den Wert 1 annehmen (langer als 1 Zeiteinheit je Zeiteinheit kann der Bediener
nicht tétig sein). Eine solche Voraussetzung, namlich r <1, hatten wir in (4.6.2b)
auch getroffen; fur Werte r31 hatten wir ndmlich keine stationdre Grenzvertei-
lung angeben kénnen (keine Konvergenz der Summe tber r ). Die physikalische
Interpretation wird uns hier geliefert: Wird pro Zeiteinheit mehr Arbeit ins Sy-
stem gebracht, s. (4.6.4b), als das System leisten kann, s. (4.6.4c), dann kann die
Warteschlange vor dem Bediener immer nur wachsen (wenigstens im Mittel) -
eine Hoffnung auf Annéherung an eine eingeschwungene, stationdre Phase kann
sich nicht erftillen. Noch weiter: Mit (4.6.4c) folgt auch

(4.6.4d)  1-r ist die mittlere Leerlaufzeit des Bedieners pro Zeiteinheit,

also die Zeit, in welcher die Station untétig ist - was diese nur ist, wenn kein
Kunde anwesend ist. Die mittlere Zeit pro Zeiteinheit, in der genau i Kunden an
der Station weilen, ist aber die statistische Interpretation fur die Wahrscheinlich-
keit, zu beliebigem Zeitpunkt genau i Kunden vorzufinden. Im Mittel sollten al-
so pro Zeiteinheit fur die Zeitdauer py keine Kunden anwesend sein, d.h. die Sta-
tion nicht arbeiten. pg=1-r folgt aus (4.6.4d), ist andererseits in (4.6.2c) bereits
analytisch abgeleitet worden.

Der vorstehende Abschnitt ist zwar als Interpretation der fur das konkret be-
trachtete M/M/1-FCFS-System erhaltenen Resultate (4.6.2) formuliert, besitzt
aber weit allgemeinere Gultigkeit: Wird eine arbeitserhaltende Station mit einem
Kundenstrom gespeist, der durch u.i.v. Ankunftsabsténde A und u.i.v. Bedien-
zeiten S charakterisiert ist, und definieren wir Ankunftsrate | und mittlere Be-
dienzeit 1/ entsprechend (4.6.3), dann gelten die Aussagen (4.6.4). Es ist dem-
nach

r =1 /y dieim Mittel pro Zeiteinheit in die Station getragene Arbeit

und unter der (fur die Existenz einer stationdren Phase notwendigen) Vorausset-
zung r<listauch

r die im Mittel pro Zeiteinheit durch die Station geleistete Arbeit, die
Auslastung der Station (mittlere Tatigkeitszeit je Zeiteinheit),

1-r die mittlere Leerlaufzeit der Station pro Zeiteinheit, d.h. r +py=1

Bitte machen Sie sich die Mihe, die offensichtlichen Analogien zur "arbeitserhal-
tenden Station konstanter Bedienkapazitat 1" des Abschnitts 4.2 (Def. 4.2.8) zu
ziehen. Und, wenn wir schon beim Zuruckblattern sind, nattrlich gilt auch wei-
terhin das allgemeine Resultat von Little (4.2.22), das sich (Voraussetzung: Exi-
stenz stationdrer Phase) mit den hier verwendeten Notationen als

(4.65)  E[N] = E[VI/E[A]
= E[V]|

darstellt (wo die ZV V die Verweilzeit eines zuféllig ausgewahlten Kunden, im
stationaren Betrieb der Station, bezeichnet). Es gibt eine Reihe von Beweisen flr
das Resultat von Little. Einer davon, auf Eilon zurtickgehend (vgl. z.B. Klei75),
verfolgt exakt die Vorgehensweise, die uns zu (4.2.22) fuhrte und vollzieht dann

Erweiterung
der
Interpretation
von A

Little-
Resultat
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den Grenziubergang fur T® ¥, was zu (4.6.5) fuhrt.

Mit (4.6.2e,4.6.5) erhalten wir konkret flr die M/M/1-FCFS Station die mittlere
Kundenverweilzeit

(4.66)  E[V]=1/[p(-r )] =1/()

Ahnlich einfach wie die vorangegangene Analyse der M/M/1-FCFS-Station ver-
lauft auch die von M/M/1-Stationen unter einer Reihe anderer Bediendiszipli-
nen:

Satz 4.6.7: Die stationare Verteilung der Kundenpopulation N der M/M/1-Stati-

on ist unter den Bediendisziplinen

(@) RANDOM: die Auswahl aus der Warteschlange erfolgt zuféllig in dem Sin-
ne, dal} aus den Wartenden jeder (mit identischer Wahrschein-
lichkeit) ausgewahlt werden kann;

(b) LCFS: Last Come First Served: der jeweils zuletzt Angekommene wird
zuerst bedient;

(¢) LCFS-PR: LCFS-Preemptive Resume:
die Bedienung eines Neuankémmlings beginnt unmittelbar, der
bei Ankunft Bediente wird unterbrochen, "preempted"; kann ein
Kunde seine Bedienung beenden, wird jener Kunde der Warte-
schlange ausgewéhlt, der (zeitlich) als Letzter dort eingereiht
wurde; er setzt seine Tatigkeit an der evtl. Unterbrechungsstelle
fort, "resume”; im Unterschied zu LCFS-PR sind FCFS, RAN-
DOM, LCFS nicht-unterbrechend, "non-preemptive".

identisch der Populationsverteilung unter der FCFS-Disziplin, also durch (4.6.2)

beschrieben. Ebenfalls identisch ist bei all diesen Disziplinen die mittlere Ver-

weilzeit gemal (4.6.6). (Zur Warnung: Absolut nicht identisch sind aber die Ver-

teilungen der Verweilzeiten V.)

Testfrage 4.6.8: Bestatigen Sie Satz 4.6.7 durch Aufstellung und Interpretation
des Diagramms der Ubergangsraten sowie durch die Anwendung von Little's
Resultat.

Um uns eine weitere interessante Klasse von Stationen zu erschlieRen, betrachten
wir folgendes Ubergangsratendiagramm einer zeitkontinuierlichen Markoff-Ket-
te mit Zustandsraum Ny

In Unterschied zum zuvor benutzten M/M/1-Diagramm sind also hier die
Ruckwartsraten nicht identisch gleich p, sondern dirfen fur jeden Zustand un-
terschiedlich sein. (Eine weitere Verallgemeinerung liel3e auch unterschiedliche,
zustandsabhéngige Vorwartsraten | ; zu; diese weitere Verallgemeinerung tragt
den Namen "allgemeiner Markoff'scher Geburts-/Todesprozel3"; wir bendétigen
diese allgemeinere Form aber nicht.)
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Aus diesem Diagramm erhalten wir (Vorgehen analog (4.6.1, 4.6.2))
das System der Gleichgewichtsgleichungen

Pol =P1Hy
Pn'(l +lp) = Pyl + PpsrHner N=12,.

dessen vereinfachte Form

PnHn - Ppal =0 n=1,2,...
und seine Losung

0
(4.6.92) Pn=ppd /O M
i=1

woraus mit der normierenden Bedingung
¥
a pi=1
i=0

sich weiterhin
¥ 0 1
oo po={+a 16 m]}
n=1 i=1

ergibt (Bedingung fur Existenz stationédrer Losung: Summe konvergiert zu endli-
chem Wert). Offensichtlich ist (4.6.2) als Sonderfall in (4.6.9) enthalten (nachpru-
fen!).

Wir haben ein Ergebnis, aber welche Interpretation kénnen wir ihm unterlegen,
welche praktischen Probleme sind durch dies Ergebnis erfaf3t?

Nun, eine der Interpretationen (von vielen moglichen) ist die folgende: Nehmen
wir an, wir hatten ein M/M/. System, d.h. einen Poisson-Ankunftsstrom von
Kunden (Parameter | ) mit exponentiellen Bedienwiinschen (Parameter p) - wie
gehabt. Bedieneinrichtung und Bediendisziplin der Station aber seien etwas ab-
strakter wie folgt beschrieben: Die Bedienung erfolgt mit einer zustandsabhangi-
gen Arbeitskapazitat, mit einer Arbeitskapazitat also, die von der Anzahl anwe-
sender Kunden abhangt. Will heien: Die Station erledigt nicht (wie bisher in
diesem Kapitel angenommen) immer exakt 1 Arbeitseinheit je Zeiteinheit, son-
dern besitzt zustandsabhéngige Bediengeschwindigkeiten g;, i=1,2,..., so daf} bei
Anwesenheit von i Kunden g; Arbeitseinheiten je Zeiteinheit abgearbeitet wer-
den. Man beachte, dal? wir uns noch nicht festgelegt haben, welchem bzw. sogar
welchen der Anwesenden diese Arbeit zugute kommt. Dies ist auch nicht nétig!
Nehmen wir einen allgemeinen Fall an: Seien n Kunden anwesend; die Bedien-
einrichtung bediene in diesem Zustand m£n Kunden (die anderen n-m "war-
ten"); die im Zustand n aufgebrachte Arbeitskapazitat g,, komme den m bearbei-
teten, beliebig numerierten Kunden in jeweiligen Bruchteilen a4, a,,...a, zugute;
auf den i-ten Kunden entféllt also eine Arbeit von a;-g,, AE/ZE. Der Vollstandig-
keit halber sei angemerkt:

Stationare
Verteilung

Interpretation

zustands-
abhéngige
Bedienung
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m

aa;=1

i=1

m

a aiXgp=9gp

1
fuy

Der bzgl. einer Bediengeschwindigkeit von 1 AE/ZE ausgedrickte Bedien-
wunsch (exponentiell mit Parameter W) resultiert in einer demgegeniber linear
gedehnten/gestauchten Bedienzeit (exponentiell, aber mit Parameter p-a;g,).
Das Ende der Bedienung des so Bedienten geschieht also innerhalb der nachsten
s ZE mit Wahrscheinlichkeit (p-aj-g,)-s+o(s). Zeichnen wir die so gewonnenen
Ubergangsraten in unser Diagramm ein, erhalten wir folgendes Bild (Ausschnitt)

e (>
Nt

M8y *Yn

welches aber zu identischen Gleichungen fuhrt (nachvollziehen!) wie das Bild

mxa; xgp = mxgp
1

I Qo3

Unser Ergebnis (4.6.9) 1aBt sich also auf alle M/M/. Systeme mit zustandsabhéan-
gigen (Gesamt-)Arbeitskapazitaten g, anwenden, wenn wir nur g, = gyH
(n=1,2,...) setzen.

Ist diese Interpretation praktisch relevant? Und ob!:

(4.6.10a) Die M/M/m-FCFS Station ist definiert durch eine M/M-Belastung und
eine Bedieneinrichtung aus m identischen Bedienern (deren jeder eine konstante
Arbeitskapazitdt von 1 AE/ZE besitzt). Die Bedienung erfolgt derart, dal} bei
nEm anwesenden Kunden jeder genau einem Bediener zugeordnet ist, bei n>m
Anwesenden die m "friher Angekommenen" je einen Bediener belegen (wéah-
rend die n-m "spater Angekommenen" warten), bei Freiwerden eines Bedieners



be/91/2(5)

(wegen Bedienungsende) aus den evtl. Wartenden der Erstankémmling diesen
Bediener erhalt. Die Gesamtarbeitskapazitaten dieser Station betragen also

gn=n n=1,2,..m
gh=m nm

Die stationare Verteilung der Station ist durch (4.6.9), nach Substitution p, =
On'H, gegeben.

(4.6.10b) Die Resultate (4.6.10a) gelten auch fir M/M/m-RANDOM, M/M/m-
LCFS, M/M/m-LCFS-PR-Stationen.

Testfrage 4.6.10c: Wie lautet die explizite Form der stationdren Zustandsvertei-
lung der M/M/m-Systeme?

(4.6.11) Die M/M/*¥ -Station ist definiert durch eine M/M-Belastung und eine
Bedieneinrichtung aus "beliebig vielen" identischen Bedienern (je 1 AE/ZE). Je-
der Ankdmmling bekommt unmittelbar einen eigenen Bediener zugeordnet (vgl.
Abb. 2.2.10 samt Kommentar). Die Gesamtarbeitskapazitaten der Station betra-
gen

gh=n n=12,.

Die stationare Verteilung erhalten wir aus (4.6.9) zu

Pn = Po (I /1)"/n!
mit

¥
po=(1+& [( /m"/n1))?
n=1

=exp(-l /m)

Diese Station tragt auch die Bezeichnungen "Infinite Server" (kurz: "IS") oder
"pure delay" (vgl. nochmals Abb. 4.2.10).

(4.6.12) Die M/M/1-PS-Station ist definiert durch eine M/M-Belastung, einen
einzelnen Bediener (1 AE/ZE) und eine Bediendisziplin, die sich als Grenzfall
"fairer" Zeitscheibendisziplinen (z.B. von RR, vgl. Testfrage 4.2.9) ergibt: Lassen
wir namlich die Zeitscheiben, die ein einzelner Kunde an Bedienung erhalt, sehr
klein werden, dann teilt sich die Arbeitskapazitat des Bedieners gleichméaBig auf
alle Kunden auf, bei n Anwesenden wird also der einzelne mit a,=1/n der Ge-
samtkapazitat bedient. Die Gesamtarbeitskapazitat der Station betragt aber kon-
stant 1, so dafl wir aus (4.6.9) dieselben Ergebnisse erhalten, wie wir sie fur
FCFS-Bedienung erhielten, namlich (4.6.2):

Pr=r1"pg
Po=1-1

Die Disziplin tragt den Namen "Processor Sharing" (kurz: "PS)" aufgrund der ge-
schilderten (idealerweise) gleichmafRigen Aufteilung ihrer Kapazitat auf alle An-
wesenden.

M/M/m-.

Testfrage

M/M/x

M/M/1-PS

PS
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Fassen wir die gewonnenen Ergebnisse kurz zusammen.

Zusammen- Zusammenfassung 4.6.13: Sei die Belastung einer Station gemall M/M/. festge-
fassung legt, d.h. Kunden treffen gemal eines Poissonstroms mit Parameter | ein und
Ergebnisse haben u.i. exponentiell verteilte Bedienwinsche des Parameters . Sei die Station

ausgezeichnet durch zustandsabhangige Bediengeschwindigkeiten g;, i=1,2,... .
Bediene die Station gemaR Disziplin FCFS oder LCFS oder LCFS-PR oder RAN-
DOM. In all diesen Féllen ist die stationdare Zustandsverteilung gegeben durch
(4.6.9), also durch

\", 2
Pn="Po )(—) /Olgl n=1,2,...
i=

m
Spp=1

Durch geeignete Setzung der g; sind hierin insbesondere eingeschlossen die di-
versen M/M/m-Falle sowie die Strategien IS und PS.
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Losungshinweise zu den Testfragen
4.1.2:

Temporére Prozesse modellieren das Verhalten von Aufgaben, die von der Um-
gebung an die Maschine gestellt werden. Im Normalfalle werden dabei, mit ge-
wissen zeitlichen Abstanden, immer wieder Prozesse eines Prozemusters gene-
riert (z.B. die Aufgaben der Stapelverarbeitung repréasentierend); solche Aufga-
ben sind aber irgendwann "abgearbeitet". Waren sie dies nicht, dann wirde sich
das System mit in Bearbeitung befindlichen Aufgaben immer weiter "anfullen”.
Far den Fall einiger weniger tatséchlich "immer"” vorhandener Prozesse (z.B. Ver-
waltungsprozesse) setzt man die permanenten Prozesse ein - und unterschlagt
ggf. die explizite Generierung (die ja nur den "Systemstart" nachbilden wurde).

4.2.4:

Die Feststellung "Ereignis x tritt mit Rate y auf" impliziert die Vorstellung von y
Ereignissen x je Zeiteinheit. Selbst wenn Sie klarstellen, dal aufgrund der Be-
rechnungsvorschriften nur "im Mittel" y Ereignisse x pro Zeiteinheit generiert
sein konnen, fuhrt

= ein zu kleines T
(Beispiel: In 1 Stunde geschehen insgesamt 10 Ereignisse, T hat die Lange 1 sec,
in diese Sekunde fallt ein/kein Ereignis)

= starke statistische UnregelmaRigkeit
(Beispiel: In 1 Stunde geschehen insgesamt 10 Ereignisse, T hat die Lange 1 h,
alle 10 Ereignisse fallen in die ersten 10 sec von T)

zu (intuitiv) falschen Vorstellungen.
4.2.9:

Sollten Ihnen die Bediendisziplinen nicht vertraut sein (in welchem Fall Sie un-
bedingt lhre Betriebssystem-Kenntnisse auffrischen sollten!), hier eine kurze
Charakterisierung:

- FCFS: Kunden werden in der Reihenfolge ihrer Ankunft, jeweils vollstandig
und ohne Unterbrechung, bedient;

- HOL.: Jeder Kunde gehdrt einer aus einer festen Anzahl von (Prioritéts-) Klas-
sen an; der Warteraum der Station enthalt fir jede Klasse eine gesonderte War-
teschlange; die Bedienung jedes Kunden geschieht vollstandig und ohne Un-
terbrechung; héhere Prioritatsklassen werden vor niedrigeren bedient, inner-
halb jeder Prioritatsklasse gilt FCFS;

- RR: Der Warteraum besteht aus einer Warteschlange; Neuankdmmlinge stellen
sich am Ende der Schlange an; die Bedienung erfolgt entsprechend der Ord-
nung der Warteschlange, ist allerdings unterbrechend in dem Sinne, dal3 der
Bediener einem Kunden maximal fur die Dauer einer "Zeitscheibe" fester Lan-
ge verfugbar ist; ist die Bedienanforderung innerhalb dieser Zeitscheibe nicht
zur Ganze abgewickelt, stellt sich der Kunde (mit seiner "Rest"-Bedienanforde-
rung) wieder am Ende der Warteschlange an und wartet auf Fortsetzung der
Bedienung u.s.f.

Zur Aufgabe: Machen Sie sich (durch Zeichnungen, Rechnungen 0.4.) klar, daR

41.2

424

4.2.9
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4.2.28
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weder eine (beliebige!) Umordnung im Warteraum noch eine (beliebige!) Stucke-
lung der Bedienung auf Gleichungen (4.2.7) einen EinfluR hat, solange nur "ar-
beitserhaltend” und "konstante Bedienkapazitat" im Sinne von Def. 4.2.8 zutrifft,
was hier insbesondere heil3t, dal? durch die Organisation der Disziplin keine Be-
dienkapazitat verlorengeht: Also kein Aufwand fur Sortieren, Unterbrechen,
Wiederaufsetzen; kein Verlust bereits geleisteter Arbeit; keine "idle"-Zeiten trotz
nichtleeren Warteraums.

4.2.11:

Alle Endgeréate werden zusammen durch eine Verzdgerungsstation terminals re-
prasentiert, so daf? sich folgende Maschine ergibt:

= terminals | rechner -

Wir bendétigen nur noch ein ProzeRmuster:

LOOP
terminals.denke;
rechner.bearbeite

ENDLOOP

zu dem es n individuelle Prozesse gibt, jeder einem Benutzer (samt seinem nur
noch gedachten individuellen Endgerat) zugeordnet. Die Umsetzung von "den-
ke" in das physikalisch notierte "widme mir (z.B.) 20 sec" - die Denkzeit des Be-
nutzers reprasentierend - bleibt unverandert (die u.U. zeitlich Uberlappend ab-
laufenden Denkvorgdnge beeinflussen einander aufgrund der Verzdgerungssta-
tion-Fiktion in keiner Weise), eine Umsetzung von "bearbeite" ist, wie gehabt,
nur bei weiterer Auflésung von rechner sinnvoll moglich.

4.2.28:

Die Aufgabe ist in ihrer Einfachheit fast trivial und auch ohne viel Formalismus
mit gesundem Menschenverstand I6sbar: Von den 31 cpu-Besuchen je Stapelauf-
trag endet der letzte mit einem Verlassen des Systems (nur von cpu aus ist Ver-
lassen maoglich), an die ersten 30 schliel3t sich je eine Anforderung an eine der
E/A-Einheiten an; davon gelten 20 der disk 1, 10 der disk_2. Numerieren wir
der Einfachheit halber die Stationen: disk_1 entspricht "1", disk_2 entspricht "2",
cpu entspricht "3", dann erhalten wir bei einer Ankunftsrate der Stapelauftrage
von ¢ (Systemanktinfte/ Zeiteinheit) die Durchsatze c3=31-c, ¢,=10-cg, ¢;=20-C,.

Bei einer komplexeren Aufgabe dieser Art ist es dagegen ratsam, formaler vorzu-
gehen wie folgt:

hpz =1 Jede Systemankunft geht nach cpu
hi3=hy3=1 Jeder E/A-Abgang geht nach cpu
hs; =20/31

hs, =10/31 Entsprechend obiger Uberlegungen
h30 =1/31

hij =0 far alle anderen (i,))

Gleichungssystem (4.2.27b) erhalt daher das Aussehen
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Co= h30C3 +0
C1= h3lC3 +0
Co= h32C3 +0
C3 = No3Co + Ny3Cy + NpgCy + 0

Wegen der Homogenitéat des Gleichungssystems entfernen wir eine Gleichung
(z.B. die letzte) und benutzen cg als Parameter

h3oC3=Co
C1-hzic3=0
Cp-hgyc3=0

woraus sich die bereits bekannte Lésung
&= G=31x;
30
cl_@cozzmgo
_ h
&=\ 2e=10%,
30
ergibt.

4.2.32: 4.2.32

Gegenuber 4.2.28 andert sich nur folgendes: Eine Umgebung (also "Station 0")
gibt es nicht mehr, hyz und hsg fallen also weg. Dagegen gibt es einen neuen Weg
cpu-cpu und die zugehorige Ubergangshaufigkeit hyg=1/31 - dem Werte nach
naturlich gleich dem alten hyg, da ja mit diesem Weg (zuvor und jetzt) die Been-
digung eines Stapelauftrags angezeigt ist. Ziehen wir die Aufgabe formal durch
(sie ware nach wie vor einfach genug, um auch ohne Formalismus durchzukom-
men), dann haben wir es mit dem Gleichungssystem (4.2.31) zu tun:

h31X3 - Xl =0
h32X3 - X2 =0
h13Xq + hygXy + (h33-1)X3 =0
mit der zusatzlichen Gleichung (j*=1 wegen Messung von ¢, an disk_1)
Xl =1
Lassen wir eine der oberen Gleichungen weg, z.B. die dritte, dann ergeben sich

Xg=-1 x;=1 =31

hap hay 20
h
Xo=hgyXg=132=1
2= T3P A3I—= h31 5

sowie nach (4.2.30) die Durchséatze (in Kunden/ZE)

Cr= qu:f—ZO

31>40 — 62

°3X°1-

Die Abfertlgungsrate fur Stapelauftrage entspricht dem VerkehrsfluR3 cpu-cpu,
hat also den Wert
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C3'h33 =62/31=2

Stellen wir uns nun "in" den Rickkopplungsweg cpu-cpu und fassen das gesam-
te System als "Station" auf:

—O00—" Ccpu = s
|

'

Wir kennen den Durchsatz (die Eingangsrate): cshz; = 2 Kunden/ZE; die Zahl
der Kunden im System: konstant gleich MP=5, d.h. auch im Mittel 5. Little's Ge-
setz (4.2.22b) ist anwendbar und ergibt als mittlere Bearbeitungszeit eines Stape-
lauftrags

V=%=ﬁ=§=2.5ZE
Ghas 2

4.2.34:

Der maximale Wert flr ¢y, nennen wir ihn Co,max: ergab sich aus der Tatsache,
dald fur diesen Wert eine der Stationen, sagen wir Station k, einen Durchsatz
Ck max €rreichte derart daB, s. (4.2.30,4.2.33)

1= bk,max = By'Ck max

diese Station also dauernd beschaftigt war. Wurden wir nun c, Uber ¢g sy, Und
damit ¢y Uber ¢, 4y, hinaus steigern, dann kénnte Station k die daraus resultie-
rende Arbeit nicht mehr bewaltigen: Der Warteraum von Station k wirde sich
fortlaufend weiter anfullen mit Kunden, die auf Bearbeitung warten (real nattr-
lich nur bis zu einer physikalisch gegebenen Grenze, die aber in unserem Modell
nicht enthalten ist). Wie gro3 auch immer die Besetzung dieses Warteraums
wird, an der Abgangsrate ¢y 4 der Station k andert sich nichts mehr: Die Stati-
on arbeitet ja bereits "mit voller Kraft". Da nun alle Durchsitze gemaf Verkehrs-
fluRgleichgewicht (4.2.27) fest aneinander gebunden sind und Stationen it k auch
die aus c,=cy nax resultierenden Ankunftsraten c; durchaus bewaltigen, bleibt
auch der Systemdurchsatz (jetzt am Ausgang des Systems als Abgangsrate Sy-
stem gemessen) an den Maximalwert ¢, o gebunden. Insgesamt: Steigt die An-
kunftsrate am System (Abgangsrate Umgebung) c, Uber den Wert cj 5, dann
nimmt die Abgangsrate vom System (Ankunftsrate Umgebung) a; den festen
Wert ¢y max an, das VerkehrsfluBgleichgewicht ist gestort (ap: cp); intern wachst
die Kundenpopulation an Station k Uiber alle Grenzen.

4.2.38:

Nein! Beschleunigen Sie ndmlich eine Station i, die nicht die Flaschenhals-Station
ist, dann sinkt dadurch zwar deren Auslastung

bi neu(= §i,neu XiCp) < bi,alt(zgi,alt XiCo)
was aber auf den Durchsatz der Flaschenhals-Station keinerlei Einflul hat (alle

X. bleiben gleich!), somit auch nicht auf die Tatsache, dal} die Flaschenhals-Sta-
tion fur ¢y max VoIl ausgelastet ist. Wenn Sie eine Verbesserung des maximalen
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Systemdurchsatzes erreichen wollen, dann mussen Sie schon die Flaschenhals-
Station beschleunigen: Trage diese Station den Index k, dann ist ja durch diese
MafRnahme

Sk neuXk < Sk.alt Xk

erreicht, und der Wert ¢ i, ist auf einen héheren Wert festgelegt (sowohl wenn
Station k Flaschenhals bleibt, als auch, wenn eine andere Station Flaschenhals
wird; vgl. (4.2.33c) mit j*=0).

4.3.2:

- Die RR-Disziplin "merkt sich" (als Zustand) alle anwesenden Kunden sowie ei-
ne lineare Ordnung Uber diesen Kunden. Wenn Kunden vorhanden sind, wird
deren Erster (gemaR festgelegter Ordnung) mit fester Bediengeschwindigkeit r
bedient - alle anderen warten, haben also Bediengeschwindigkeit 0. Wird der
bediente Kunde wahrend der zugestandenen Bedienzeitscheibe fertig, verlalit
er die Station (bzgl. des lokalen Stationszustands wird er also "vergessen") -
der (gemal festgelegter Ordnung) Né&chste ist jetzt Erster und wird mit Ge-
schwindigkeit r bedient. Wird der Bediente innerhalb der Zeitscheibe nicht fer-
tig, rutscht er "ans Ende" der linear angeordneten Kunden (hat also Geschwin-
digkeit 0) - der Né&chste ruckt vor (bekommt also Geschwindigkeit r). Ein Neu-
ankémmling an der Station stellt sich "am Ende" an.

- Die Verzogerungsstation kennt alle Anwesenden und weist jedem von ihnen
eine konstante Bediengeschwindigkeit von z.B. r (AE/ZE) zu.

4.3.3:

Die Grundidee war ja die der Messung am System. Sollte also einer der Kunden
(obwonhl an Station i fertig bedient und mit dem Wunsch, nach Station j zu wech-
seln) aufgrund einer raumlichen Uberlastung der Zielstation (Station j) nicht
wechseln kénnen, dann verbleibt er wohl an der Quellstation (Station i) und
wird auch nicht als Abgang bzw. Ankunft gezéhlt: Die Messungen beinhalten
bereits alle Blockierungseffekte. Andererseits: Wenn wir, von einer Messung aus-
gehend, zur Ermittlung von Flaschenhélsen hypothetisch Zugangsrate (beim of-
fenen System) oder Kundenzahl (beim geschlossenen System) erhéhen, dann
verfalschen Blockierungen unsere Resultate: So kénnte z.B. eine Quellstation, die
einen fertigen Kunden "nicht los wird", in ihrer weiteren Arbeit anhalten mus-
sen: Die Station arbeitet nicht, obwohl u.U. Arbeit ansteht - eine unserer Grund-
voraussetzungen ("arbeitserhaltend") ist verletzt, und zwar mit steigendem Ver-
kehr immer mehr. Es gibt weitere &hnliche Effekte; insgesamt sind die Flaschen-
halstiberlegungen nur bei Ausschlul® von Blockierungen anwendbar.

4.4.4:
e Dichtefunktion:

fA(a) =dFa(a) /da

_J1®xp(la) a30
0 a<o

= Erwartungswert:

4.3.2

4.3.3

444
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¥
E[A]= f afA(a) da

¥

¥
= f ax exp(-l a) da
0

partielle Integration:
= x[ a%-1/ yexp(l a)- f (141 Yexp(d a) da ]?j
= [-aexp( &)+ (14 yexp(1 @) |
=0-(0-14)
=1/

= Zweites Moment:

+¥
E[A?]= f a2fA(a) da

¥

¥
= f azx exp( a) da
0

partielle Integration:

=1 821/ yexp( a)- f 2261/ yexp(1 a) da [y

¥
=0+ 2/ ){ aX sexp(-l a) da
0

S. oben:
=2/ YE[A]=2/ 2
« Varianz;
VIA] = E[(A-E[A])’] = E[A?] - EZ[A]
s. oben: = 2/I2 2_1/]
=1

= Variationskoeffizient;
VKA]I=E[AWVIA]

s. oben: =1

= Eine kleine Wertetafel zur Erstellung der geforderten Graphen:
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I= 05 = 1.0 I= 20

a ela | 1elal | ela ela | 1elal | ela ela 1-e'a| | ela
0.0 | 1.000 | 0.000 | 0.500 | 1.000 [ 0.000 | 1.000 | 1.000 | 0.000 | 2.000
0.3 ] 0.861 | 0.139 | 0.430 | 0.741 | 0.259 | 0.741 | 0.549 | 0.451 | 1.098
051 0.779 | 0.221 | 0.389 | 0.607 | 0.393 | 0.607 | 0.368 | 0.632 | 0.736
1.0 0.607 | 0.393 | 0.303 | 0.368 | 0.632 | 0.368 | 0.135 | 0.865 | 0.271
15] 0472 | 0.528 | 0.236 | 0.223 | 0.777 | 0.223 | 0.050 | 0.950 | 0.100
20| 0.368 | 0.632 | 0.184 | 0.135 | 0.865 | 0.135 | 0.018 | 0.982 | 0.037
25| 0.287 | 0.713 | 0.143 | 0.082 | 0.918 | 0.082 | 0.007 | 0.993 | 0.013
3.0 0.223 | 0.777 | 0.112 | 0.050 | 0.950 | 0.050 | 0.002 | 0.998 | 0.005
3.5] 0.174 | 0.826 | 0.087 | 0.030 | 0.970 | 0.030 | 0.001 | 0.999 | 0.002
4.0 0.135 | 0.865 | 0.068 | 0.018 | 0.982 | 0.018 | 0.000 | 1.000 | 0.001
5.0 0.082 | 0.918 | 0.041 | 0.007 | 0.993 | 0.007 | 0.000 | 1.000 | 0.000

= Graphen der Verteilungsdichten fA(a) und der Verteilungsfunktionen FA(a)

—> fA(a)

Verteilungsdichtefunktionen

N

1\R]
0\5\
0.5 O ?
%3 Ne
I < g——_
0 — :\@IE;&::&
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 45 5

—>a

-0O- lambda = 0,5
-®- |ambda =1,0
-0 lambda =2,0
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Verteilungsfunktionen

TR

L
08 / pd _0

VA

< 0.6 F ~

<C D/ o/ _

LL —-0O- lambda =0,5
? /

—

> —-@®- |lambda =1,0

) &
/ -0 l[ambda=2,0
P

0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
—>a

44.9:

* zu (4.4.8b):
FA3(@) = f fA1(X) ¥As(@-x) dx
mit (4.4.3,4.4.8a)
¥
= f | sexp(-l X)dx - | { [+ @x)]*exp[ a] dx
0

0

0
[exp(-l X)X 1-[1+] (@x)]>exp[ (@x)]} dx
0

a
a
a

mit (4.4.2a):
=1-exp( a) - | ®xp( a) ><[(1+| ayxl /2]
=1-exp( a) - | exp(-l a)qa+l a?l a?/?]
=1-[1+l a+l 2a2/2]>exp(-l a)
* zu (4.4.8¢c):

a
FAk+1(a) =f fA1(X)FAK(@-X) dx
0
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mit (4.4.3,4.4.8c):

a
FAk+1(a)=f | exp(-l X) {1-expH (a-x)] %lﬂ (a-x)]iﬁ!} dx
i=0
0

a
=1-exp(-l a)-1 exp(-l a){ S.. dx

0
_ 11 @X]"! qa
=1-exp( a)-1 exp( a) {go W]O
1 -exold a)-1 mxod @ ™
=1-exp(-l a)-1 exp(-l a) ?30 i+ 1)
=1-exp( a){1+é|’1( ( )]

i=1
=1-exp( a)>§_k ( @)/
i=0

4.4.10: 4.4.10

= Dichte:
fAK(a) = dFA(a)/da
kel k-1 .
=1 exp(l a)>Q (1 a)/i! - exp(l @) i* A a)-1A!
0 1

k-1 i k-1 .
=1 exp( @) 44 (a)/il-8 (a1}
0

N =

k-l . k- .
=1 exp( a)¥a (a)'/A!-a (a)'A'}
0

0
=1 exp(l a) M

(k-1)!

= Erwartungswert:  E[A,] =0.

Summe unabh. ZV: = k-E[A{]
mit (4.4.3): = k/I

 Varianz: VIA] = E[(A-E[AD?]
Summe unabh. ZV. = k-V[A{]
mit (4.4.3): =k/l 2

e zw. Moment: E[AC] = VIA] + E2[AL]
s. oben: =k/l 2+k%/1 2

= k(1+k)/1 2

« Variationskoeffizient:

VKA =/ VIAIZE[A]

-83
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s. oben

VKIA]= Wk/1)/K/N)
=1/Jk

4.4.12 4.4.12:

Far t=1 wird aus (4.4.11b):
PN(K) = (I KZk!)-exp(-] )

Die Tabelle der Werte fur

=1 =05 =2
k PN(K) PN(K) PN(K)
0 0.368 0.607 0.135
1 0.368 0.303 0.271
2 0.184 0.076 0.271
3 0.061 0.013 0.180
4 0.015 0.002 0.090
5 0.003 0.000 0.036

Die graphische Darstellung:

Wahrscheinlichkeiten

0.8

0.6

—> PN(K)

be/91/2(5)

|:| lambda = 0.5

Il 'ambda=1
[] lambda=2
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45.2 45.2
A X zeitdiskret A X zeitkontinuierlict
b
b
[ ) b —_—
[ ] [ ] 4 — — —
° ° t — — _— t
s . . T . -~ | -
t t
A xt A x
— zustandsdiskrei — zustandsdiskret
PXt PXt
-
A x zeitdiskret A X zeitkontinuierlict
[ ]
[ ] [ ) /\/_\
[ ] [ ] [ ] t 1
° . T ° ° -~ | -
t t
A xt A xt
zustandskontinuierlict zustandskontinuierlict
Q(t E(t
45.6 45.6

= Stationswechsel:
Seien die Kunden, die Station i verlassen, in der Reihenfolge des Verlassens
und beginnend mit einem beliebigen Kunden, fortlaufend durchnumeriert, et-
wa startend mit Nr. 1. Sei Z, die Zielstation des k-ten (die Station i verlassen-
den) Kunden; Z, ist gemaR (4.4.1) eine ZV; die Sequenz (Z,;kl N) ist ein sto-
chastischer Prozel3. Zustandsraum des Prozesses ist I, die (endliche) Menge
vorhandener Stationen, bzw. IE{0}: Der ProzeR ist zustandsdiskret. Parameter-
menge des Prozesses ist N: Der Prozef ist zeitdiskret. Die ZV sind wechselsei-
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4.5.22

4.6.8

be/91/2(5)

tig unabhéngig: Es handelt sich um einen unabhéngigen Prozel}. Wegen der
wechselseitigen Unabhangigkeit und der identischen Verteilung aller Z ist
der Prozef? auch stationar.

= Ankunftsabstande:
Sei A, die Zeit zwischen einer beliebigen Kundenankunft bis zur ersten darauf
folgenden, A, die Zeit zwischen dieser Ankunft und der darauf folgenden,
u.s.f.. Ankunftsintervalle seien also sequentiell durchnumeriert. Die Ay sind
ZV, (AKI N) ist stochastischer ProzeR. Zustandsraum ist R* (Wertebereich
von Zwischenankunftsabstanden): Der Prozel ist zustandskontinuierlich. Pa-
rametermenge des Prozesses ist N: Der Prozel} ist zeitdiskret. Ankunftsabstan-
de sind wechselseitig unabhangig: Wir haben einen unabhéangigen Prozel? vor
uns. Dardber hinaus sind Ankunftsabstdnde als identisch verteilt vorausge-
setzt: Der ProzeR ist stationar.

= Bedienwinsche:
Numeriere die Bedienwlnsche W bzgl. Station i sequentiell, beginnend mit be-
liebiger Ankunft. (Wk;kT N) ist zustandskontinuierlicher, zeitdiskreter, unab-
héngiger, stationarer ProzeR.

4.5.7:

Offensichtlich ist 0 der Startzustand des Prozesses, d.h. P[Ny=0]=1, und der Pro-
zel insgesamt der Werte aus Ny fahig: Es ist ein zustandsdiskreter Prozel3. Wir
betrachten ihn in reeller Zeit: Der Prozel ist zeitkontinuierlich. Wegen der Eigen-
schaft "hochzéhlend" ist sicher die Verteilung von Ny, s>0, abhangig von der
Realisierung n, zum Zeitpunkt t: Der Prozef3 ist nicht unabhangig. Gleicherma-
Ren (Tendenz: Werte fortlaufend steigend) kann der Prozel nicht stationar sein.
Dagegen ist der ProzeR Markoff'sch: N¢,4 hangt von n; ab, aber (Gedachtnislosig-
keit!) nicht zusatzlich von n, t<t. In Formeln haben wir (Nt;tT R™) in den Bezie-
hungen (4.4.11) bereits beschrieben.

4.5.22:
Es ist gemaR angegebener Formel

fC(c) =[1-FB(c)]-fA(c) + [1-FA(c)]-TB(c)
Xp(-l g€)- | a-exXp(-l oC) +exp(-1 ac) | gexp(-1gC)

I at | g)exp[-(I o+ 1 p)c]

I n
@D

~—~

C ist also wieder exponentiell verteilt, mit Parameter | o= 1 o+ | 5.

Dies ist eine Bestatigung der Uberlegungen zu (4.5.21). Zwei exponentielle Pha-
sen "laufen” im Zustand (angenommene Bezeichnung:) k; daher ist g,y gleich der
negativen Summe der beiden Phasenparameter, also gy = - (I o+ | g); -y ist Pa-
rameter der exponentiell verteilten Lebensdauer von Zustand k.

4.6.8:

= Zu RANDOM, LCFS:
Der PopulationsprozeR (N(t);tl R™) an der Station anwesender Kunden, insbe-
sondere auch seine stationare Phase, war ja fiir M/M/1-FCFS durch das Uber-
gangsratendiagramm vor (4.6.1) charakterisiert. Umgekehrt: Sofern sich an die-
sem Diagramm nichts &ndert (sofern also "andere” Probleme durch dasselbe
Diagramm erfal3t werden kdnnen), andert sich nattirlich auch nichts an den
daraus abgeleiteten Resultaten (4.6.2,4.6.6). Das Charakteristische dieses Dia-
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gramms war, daf fur jeden Zustand ni N, die Zugangsrate | betrug und fir
jeden Zustand nT N die Abgangsrate p herrschte. Dies gilt allerdings nicht nur
fur FCFS, sondern auch fir RANDOM und LCFS. Ja, noch dariber hinaus: Wir
hatten auch immer den Zweiten oder den Vorletzten aus der Warteschlange
auswahlen kénnen oder mit identischer Wahrscheinlichkeit einen aus den er-
sten drei Wartenden, 0.4.: An dem Diagramm andert sich nichts, die Resultate
bleiben erhalten. Um MiRversténdnissen vorzubeugen: Dies heif3t nicht, daR
diese Resultate immer (fur alle Disziplinen) gelten; sie verandern sich, wenn in
unsere Auswahl aus der Warteschlange die tatsachlichen (zukinftigen) indivi-
duellen Bedienwiinsche mit eingehen (etwa bei der Disziplin SIN, Shortest Job
Next, die immer den Kunden geringsten Bedienwunsches unter den Warten-
den auswahlt).

e Zu LCFS-PR:

Wenn ein in Bedienung befindlicher Kunde durch einen Neuankémmling un-
terbrochen wird, reiht er sich wieder in die Warteschlange ein; er hat dann
(spater irgendwann) noch seinen "restlichen" Bedienwunsch abzuwarten. Die-
ser Rest ist aber (Exponentialverteilung, Gedachtnislosigkeit) genauso verteilt,
wie der Bedienwunsch eines Noch-Nicht-Bedienten, vgl. (4.4.5), so daB er in
der Warteschlange nicht eigens markiert werden muf3: Diagramm und Ergeb-
nisse bleiben wie gehabt.

4.6.10c:

Aus (4.6.9) erhalten wir far die M/M/m-Stationen durch Setzung von
Mp = C M sowie c,=n (nEm) und c,=m (n® m) die stationare Verteilung

n
Pn=pok "/ 61 (L)
i=

far n<m:

=pot /(')

fur n3m:

= p0>|pm)”/(m Ixn n-m)

FUr pg ergibt sich:

m-1 ¥
P={tra (/mni+ i a (1)
L S (/m"
{1+na=1 ( /m"/n!+ T /m)}

(falls 1 Z(p-m)<1).

4.6.10c
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