3. Techniken der Leistungsanalyse

Modelle zur Leistungsanalyse sind Warteschlangennetze, diese

bestehen zum einen aus Ressourcen

e Ressourcen umfassen einen oder mehrere identische Bediener

und einen Warteraum
e Ressourcen werden auch als Stationen bezeichnet

e unterschiedliche Typen von Stationen existieren

und im System zirkulierenden Auftrage,
e die Bedienung an Stationen verlangen (und dabei evtl. auf

die Verfiigbarkeit der des/eines Bedieners warten miissen),

e deren Bedienwiinsche i.d.R. als Zufallsvariablen spezitiziert
werden, von denen meist nur der Erwartungswert zur Analyse

verwendet wird,

e deren Besuchsanzahl an einer Station ebenfalls durch eine
/ufallsvariable beschrieben wird, von der i.d.R. nur der Er-

wartungswert betrachtet wird,
e die auch als Kunden, Jobs etc. bezeichnet werden,

e die von unterschiedlichem Typ sein kdnnen.
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Bisherige Betrachtung von Warteschlangennetzen unter

operationalen Regeln

e Annahmen iiber das "typisches’ Systemverhalten in endlichen

Intervallen
e Herleitung von Leistungsgrolen auf Basis einfacher Gesetze

e Resultate gelten fiir endliche Intervalle und kénnen z. T. auf

unendliche Intervalle ibertragen werden
Vorteil der operationalen Sichtweise:

Einfache Herleitung und Beweise fiir viele Resultate
Andere Sichtweise: stochastische Analyse

e Ankunfts- und Bedienzeiten unterliegen stochastischen Ein-
flissen und sind beschrieben durch Zufallsvariablen (ZVs) mit

gegebener Verteilungsfunktion

e Wege durch ein Netz sind durch Verzweigungswahrscheinlich-

keiten definiert

e Stochastische Analyse untersucht System iber unendlichen
Zeithorizont (Flussgleichgewicht wird zu stationarem Gleich-

gewicht)
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Unterschiedliche Betrachtung:

e Operationale Analyse macht Aussagen iiber einen typischen

Ablauf

e Stochastische Analyse macht Aussagen iiber alle moglichen
Ablaufe
Trotzdem existieren Analogien und Ergebnisse der operationalen

Analyse gelten teilweise auch fir stochastische Systeme!

Aber Vorsicht: Eine Ubertragung der Ergebnisse fiir

beliebige Systeme fiihrt zu falschen Ergebnissen!!

Regeln der operationalen Analyse gelten oft fiir stochastische
Systeme mit exponentiellen Ankunfts- und Bedienzeiten und

liefern einfache Herleitungen fiir Ergebnisse iiber diese Systeme

Im Rahmen dieses Kapitels betrachten wir
3.1 Einfache Wartesysteme

3.2 Offene Warteschlangennetze

3.3 Geschlossene Warteschlangennetze
3.4 Stochastische Interpretation

3.5 Anwendungsbeispiele

3.6 Modellierung mit Markov-Prozessen
3.7 Zuverlassigkeit und Verfiigbarkeit

3.8 Erweiterte Analysetechniken
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3.1 Einfache Wartesysteme

Systeme konnen als sogenannte “black box" oder
“white box’ Modelle analysiert werden
Die "black box" Sichtweise betrachtet nur

das Ein-/Ausgangsverhalten und nicht die interne Struktur

X k)

N ee(j@{ "

Charakterisierung des Ein-/Ausgangsverhalten durch:
e Auftragszahl k im System
e Durchsatz Xy(k) bei k Auftragen im System

Unsere “black box” Modelle korrespondieren zu

Zustands-/ Transitionssystemen,

die einfache Wartesysteme beschreiben

Bis Kap. 3.1.5 Annahme exponentieller Zeiten d.h.
Gesetze der operationalen Analyse gelten

auch im stochastischen Fall
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Einschub:

Exponentialverteilung und Poisson-Prozess

Kontinuierlichen ZV X unterliegt Exponentialverteilung

mit Parameter A:

Dichtefunktion: f(z) = X - e~

Verteilungsfunktion: F(z) = P(X <) =1—¢e %
Erwartungswert: 1/X\  Varianz: 1/)\?

Gedachtnislosigkeitseigenschaft

P X x
P(X <z+y|X >y) =y isues
P(X<z+y)—P(X<y)
- P(X>y)
_ (=) (e )
— e— AT
=1—e

einzige kontinuierliche Verteilung mit dieser Eigenschaft

Poisson Prozess ist ein diskreter stochastischer Prozess N (t) mit

Parameter a

e—at. a k
P(N(t) = k) = <—{a)

Es gilt:

P(N(s+t)— N(s)=k)=P(N(t) =k)
fir alle K > 0und s,t >0

E(N(t))=a-t
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e Falls N(t)ein Poisson-Prozess mit Parameter a ist, so sind
die Zeiten zwischen zwei Ereignissen exponentiell verteilt mit

Parameter A = ¢!

e Falls X eine exponentiell verteilte ZV mit Parameter X ist, so
beschreibt die Anzahl der Ereignisse im Intervall (0,77] einen

Poisson Prozess N (t) mit Parameter @ = A~ !

Einige weitere Eigenschaften von

Exponentialverteilungen /Poisson-Prozessen:

1 p1*l1

|2 |=11+12+13 p2*12
-9 - - -

3 p3*13

Es gelte pl +p2 +p3 =1

Zusammenfassung oder zufillige Ausdiinnung von
Exponentialverteilungen /Poisson-Prozessen liefert
Exponentialverteilungen /Poisson-Prozesse mit entsprechend

geanderten Parametern

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 6



Sei N(t) ein Poisson-Prozess und X (t) ein beliebiger aber

stationarer stochastischer Prozess
N (t) und X () seien unabhangig
Es werde folgendes Experiment im Intervall (0, 7] durchgefiihrt:

Jedesmal, wenn ein Ereignis des Poisson-Prozesses eintritt, wird

der Zustand des Prozesses X (t) protokolliert

Sei n die Anzahl der Ereignisse und x; der ite protokollierte

/ustand

Es gilt dann fiir alle y:

Falls X ()ein zustandsdiskreter Prozess ist:

Z(S(ﬂ% =)

T
limy_, o — = %/ P(X(t) =y)dt
0

Falls X ()ein zustandskontinuierlicher Prozess ist:
n

25(5Ei€(yay+A]> T
limy_, o =5 - — —/ P(X(t) € (y,y + A])dt

fir beliebiges A > 0

= Poisson-Prozess beschreibt einen zufalligen Beobachter
(Random-Observer)
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3.1.1 Das verkleidete M/M /1 System

DB-Server, auf den von vielen Benutzer zugegritfen wird

Annahme: Ankunftsrate der Anfragen ist unabhingig von der

Zahl wartender Anfragen (infinite population case)

Anfragen

e treffen mit Rate A\ ein

e sind von identischer Struktur

e kdnnen in beliebiger Zahl am Server warten

Durchsatz sei lastunabhingig, es gelte Xo(k) = u (k > 0)

(unter stochastischen Annahmen beschreibt dies das

M/M/1 System)
Ziel der Berechnung
e Wahrscheinlichkeit & Auftrage am Server py
e mittlere Anzahl Auftrage N
e mittlere Antwortzeit R
e mittlere Auslastung U

e mittlerer Durchsatz X
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Erste Entscheidung: Zustandsbeschreibung festlegen
Hier: Ein Parameter, Anzahl Auftrige
Zustandsbeschreibung impliziert Annahmen:

Zukiinftige Entwicklung hangt vom aktuellen Zustand ab!

Also hier Gedachtnislosigkeit des Prozesses bzgl.
e Verweilzeit im Zustand

e \Weg zum Zustand

Mogliche Zustandsiibergange
> von 7 nach 2 + 1 mit Rate A\

> von ¢ nach ¢ — 1 mit Rate p fallsz > 0

/ustandsiibergangsdiagramm

u u u u u u
LN LN SN SN
@\/@\/@\/@\/ \/®\/
A A A A A A

Erster Schritt: Berechnung der py

daraus kdnnen andere Leistungsgrolen gewonnen werden
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/entrale Annahme: Flussgleichgewicht

Fluss herein = Fluss heraus (fir jeden Zustand)
Dies gilt fiir beliebige Zustandsmengen!

Fluss aus einem Zustand =
Wahrscheinlichkeit im Zustand zu sein %

Summe der abgehende Raten

Fiir Zustandmengen,
die jeweils die ersten k (kK =0,1,2,...)
/ustande umfassen,

ergeben sich folgende Flussgleichgewichte
f-P1= A" Do

[-p2 = A-pi

WD = A Pr—1

Dies liefert
k
Berechnung von py. als Funktion von pg

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -
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Berechnung po:

pr. sind Wahrscheinlichkeiten =
Zzozopk — 1 und damit

k
2 k=0 Pk = D0 " =g (%) =1

mit der Losung

w=[gm ()] -1-

Beachte: die letzte Gleichheit gilt nur wenn A < p !l

= >

Fir die Auslastung gilt

U=1-po= A/p und damit auch
pr=(1-U)-U*

Fiir die mittlere Population gilt

N=>2 kp=0-U)-> 1 k-Uk
FCE)r U <1gilt N

Z k-U* = U%Z U* = Udcllf 1—1U — (1—UU)2
k=0 k=0

und damit N =U/(1—-U)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -
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Fiir den Durchsatz gilt (wie erwartet)
X=U-p=Ap) p=2A

(auch hier mit der Annahme U < 1)

Antwortzeit |asst sich iiber den Satz von Little ermitteln
R=N/X=U/N/1-U)=5/1-U)=
mit S =1/u

Interpretation des Verhaltens:

e Falls die Auslastung klein ist, ist die Antwortzeit

gleich der Bedienzeit
e Wenn die Auslastung groB ist (nahe bei 1)
geht die Antwortzeit gegen unendlich

100
80—

60—

Antwortzeit

40—

20—

T T T
02 04 06 p8 1.0

Auslastung
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Schritte zur Problemanalyse

1. Zustandsdarstellung bestimmen

2. Zustandsraum aufbauen

3. Transitionen aus Ereignissen im System ableiten
4. Transitionsraten bestimmen

5. Flussgleichgewicht aufstellen

6. Wahrscheinlichkeiten pg berechnen

Diese Schritte werden auch fir

allgemeinere Systeme angewendet!
= stationdre Analyse von Markov Prozessen
Hier Spezialfall Geburts-/Todesprozess!!

Allgemeines Vorgehen:

L6sung eines linearen Gleichungssystems

(etwas mehr dazu in 3.6)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -
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3.1.2 Ein Modell mit endlicher
Pufferkapazitat

Im Unterschied zum vorherigen Fall nun

beschrankte Kapazitdt des Servers
Server speichert maximal W Auftrage,

weitere Auftrage werden abgewiesen
/ustandbeschreibung wie vorher

Aber endliche Zustandszahl W 4+ 1

Zustandsiibergangsdiagramm

/\/\/\/\ Q@/\

o @ (2 (3

\/\/\/\/
A A

Es gilt (Herleitung wie vorher)
k
pk:<5) -po firk=1,..., W und

£0(E60 £

1=X/p
mit der Losung pg = [1_(1;/?/)%“}

M%
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Berechnung der LeistungsgroBen

A p)- 1=/ )W
U =1~ po= P55

Interessant ist auch die Anzahl der abgewiesenen Auftrage

Diese entspricht (unter exp. Ankiinften!)
Dioss = PW

Fiir die mittlere Population gilt

N = Yok pre=po- Lizok- (V/m)"

unter Benutzung der Beziehung

ZW k. afF = W-aV - (W+1).a"V 44
k=0 o (1—a)?

gilt dann

_ /W /m T wayo/m W) ¢
N = ECV/DLERICED Y/ fr A <

und fir den Durchsatz

A=/
X=U p= 1[_(>\(/M/)AIL/I)/+1]

mittels des Satzes von Little R = N/ X

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -
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3.1.3 Lastabhangigkeit in Ankunft und

Bedienung

Bisherige Voraussetzung:

konstante Ankunftsrate und Bedienrate

Hier nun verallgemeinerte Sicht
e Ankunftsrate bei k Auftragen im System \g

e Bedienrate bei k Auftragen im System p

/ustandsiibergangsdiagramm

und in dhnlicher Form fir endliche Kapazitat W
Aut Basis des Flussgleichgewichts gilt
Ak—1"DPk—1 = Mk * Dk

und damit auch

_ k=1 )\
pr="po-[li=g i

Berechnung von pg
. o0 k—1 X\, |
Po = {Zk:o [1izo it

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -
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Berechnung der Leistungsgrolen

Auslastung
U=1-po
Durchsatz

X = 22021 Mk - Pk
Population

N =321k p

Antwortzeit

O

E k-pg
k=1
- o0

E K Pk

k=1

R=4%

Analyse funktioniert falls pg berechenbar
(damit muss nicht unbedingt A\x <
fir alle k gelten!)

Analyse dieses allgemeinen Systems ist Basis

fir Analyse vieler spezieller Modelle
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3.1.4 Weitere M/M /.. Systeme

Modelle des vorherigen Abschnitts als

spezielle Modelle interpretierbar

e Population im System endlich oder unendlich
e Bedienrate konstant oder lastabhingig

e Kapazitdt unbeschrankt oder beschrankt

Im WWW Umfeld im allgemeinen Systeme mit

unbeschrankter Population

Server |——

Clients
(unbeschrankte Zahl)

d.h. Ankunftsrate ist konstant und

unabhangig von der Population

damit ist Ay = A und pur = X (k)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -
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Typischer Verlauf von X (k)

X(K)

light load heavy load k

Die legt folgende Beschreibung nahe

CX(k) k<J
Pk = <

\ X(J) k>J
Notationen

B(k) = ITi—y X (k) und p = \/X(J) <1
Dann gilt

J k J —1
Po = {1 + 2= m T AT
poX*/B(k) k<J
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Herleitung der Population:

J 1 Kk 0 J
N = po.qur Z %.k.pk—J
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Da fiir den Durchsatz X = A gilt
(unbeschrankte Kapazitit!)
ist auch die Verweilzeit/Antwortzeit (iiber Little)

in geschlossener Form gegeben

k- X1 N -1.,p. (J-(1=p)+1
Repo- 3 p-(J-(1—p)+1)

_|_
B(k) B(J) - (1 =p)?
Diese Modell umfasst das M/M/m System!

System mit beschranktem Warteraum

Es gilt

PE = 9

und damit auch

_ 7k s
Po = {1 + 2 h—1 B(k) + 5 B(J)(f—p)

Dk = {

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -
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System mit endlicher Population

Bisher untersucht offene Modelle

(potentiell unendliche Population)
Natiirliche Sichtweise fir WWW Anwendungen

In Intranets ist die Population beschrankt,
d.h. Ankunftsrate fallt mit der Population am Server

(jeder Benutzer arbeitet lokal oder wartet auf Antwort)

= geschlossenes Modell

Server [

Clients

Feste Anzahl von Auftragen:
Jeder Auftrag
e befindet sich am Client (lokales arbeiten) oder

e befindet sich am Server (Anfrage wird bearbeitet)
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Annahmen:

e Population M im Modell

e Benutzer hat durchschnittliche Denkzeit 2

die bis zum Abschicken der nidchsten Anfrage vergeht
(d-h. mit Rate 1/Z sendet jeder (!) Client

seine Anfrage zum Server)

/ustandbeschreibung:
Anzahl Anfragen am Server (0, ..., M)

Im Zustand k sind k Anfragen beim Server in Bearbeitung und
M — k Clients “denken” lber eine neue Anfrage nach

=\ = (M —k)/Z

/ustandsiiberga ngsdiagramm

M1 Mo M3 Mk Hk+1 H M
@/\@/\@/\@/\ i 2O\
M/Z  (M-1)Z (M-2)/Z  (M-3)Z (M-k+1)/Z (M-K)/Z 1/Z

| astunabhangige Bedienraten

Nach den allgemeinen Formeln gilt dann

k—1 M . M
pe =10 I[iZ0 57 = Po G-z

mit

1
_ M M
- {Z"CIO (M—k)!-(u-Z)’“}
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Bemerkung zur Berechnung:

Fir groBe M ist M! nicht direkt berechenbar,

deshalb sollte die Form

M S M-1 M—(k—

1)

Pk = Po - wZ A

zur Berechnung verwendet werden

(entsprechend zur Berechnung von pg)

ve (3 (M)

Beispiel: Lastabhangige Bedienraten

Bedien r(ate

e = <

\ X(J) k>J

Berechnung von py:

M
PO (=) 1 ZFB (k)

Dk = 9
MIX(J)?

k>

mit

[ PO =m0 [z X (FB(T)

J
po= [+ (M—k])\{ékﬁ(k:)—i_

X(J)’

M!

J

B(J) Zk:J—H (M —k)
X=S" X(k)-prund N =

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -

1[Z-X (J)

M
Zkzzl k

2!

Pk
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3.1.5 Nicht-Markovsche Bedienzeiten

Inwieweit gelten die bisherigen Annahmen

fir allgemeine Systeme?
Implizite Annahmen bei allen Analysen:

1. Ankommender Auftrag, der k — 1 (k > 1) Auftrage antrifft,
muss durchschnittlich 1/uy Zeiteinheiten bis zur Beendigung

der aktuellen Bedienung warten!

2. Ankommender Auftrag trifft mit Wahrscheinlichkeit pi k
Auftrige an!

Annahmen gelten fiir

exponentiell verteilte Ankunfts-/Bedienzeiten
Aber leider nicht fiir andere Verteilungen
Beispiel D/D/1:
e Deterministische Ankunftszeitabstande mit

/wischenankunftszeit a

e Deterministische Bedienzeiten mit Bedienzeit b
Sei a > b (damit Flussgleichgewicht gilt!)

dann wird ein ankommender Auftrag immer(!)

ein leeres System antreffen

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 25



Gleichzeitig ist aber

po=1—>b/a, pyr =0b/a und pr, =0 fir k > 1

Also: Vorsicht bei der Ubertragung operationaler
Zusammenhange auf stochastische Systemel

Allgemein gilt Littles Gesetz
(falls Flussgleichgewicht gegeben)

Bedingung 2. gilt, falls Zwischenankunftszeiten
negativ-exponentiell verteilt sind (PASTA-Eigenschaft)

(PASTA = Poisson Arrivals See Time Averages

durch "Random-Observer’-Eigenschaft des Poisson-Prozesses)

Wir betrachten im folgenden diesen Fall

e Negativ exponentiell verteilte Zwischenankunftszeiten mit Ra-

te A

o Allgemein verteilte Bedienzeiten mit Mittelwert .S und Stan-

dardabweichung o

Annahme 1/A > S (Flussgleichgewicht)
Fir die Auslastung gilt U = A - S

PASTA-Eigenschaft sagt aus, dass ankommender Auftrag mit
Wahrscheinlichkeit pp k-Auftrage vor sich sieht

Pk ist unbekannt: Kann man trotzdem etwas berechnen?

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 26



Wie grol ist die mittlere Wartezeit eines Auftrags,
der k (> 0) Auftrage antrifft

e Restbedienzeit des Auftrags in Bedienung
e (k—1)-.S fir die Auftrdge in der Warteschlange
Also Ermittlung der Restbedienzeit

Im exponentiellen Fall:

Restbedienzeit Sy.cs gleich S (Gedachtnislosigkeit)!

Allgemein kann es sein, dass die Restbedienzeit

kleiner oder groBer als die mittlere Bedienzeit ist

Wir fihren dazu Faktor x ein, um den die Bedienzeit

verlangert /verkiirzt wird
Sres = (1 — k) -5
Damit gilt fir die Verweilzeit
R=S+58- N-U-k-5
es gilt nach Little N = R - X und damit
R=S+S-R-X-U-k-85
da U =8-X gilt auch

R-(1-U)=S-(1-U-k)=R=.8.1-Ux

1-U
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Bleibt die Ermittlung von k

PASTA Eigenschaft sagt aus, dass ankommender Auftrag zu

einem zufalligen Zeit wahrend der Bedienung ankommt

Einige Spezialfalle:
e Exponentielle Bedienzeiten kK = 0 und damit

Sres =95

e Konstante Bedienzeiten k = 0.5 und damit
Syes = 0.5- 85

Allgemein kann man x mit Hilfe von S und o ausdriicken

Quadrierter Variationskoeffizient: VK2 = (%)2
Es gilt dann k = 0.5 (1 — VK?)

oder direkt eingesetzt

. U-S-(1+4VK?)

die berihmte Pollaczek-Khinchine Formel fiir die

Verweilzeit in M/G/1 Systemen
Da X = A kénnen wir N direkt iiber Little berechnen
Analyse allgemeiner G/M/1 oder G/G/1 System

ist deutlich komplexer!

(und betrachten wir in eingeschrankter Form in 3.6)
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3.2 Offene Warteschlangennetze

Bisherige Sichtweise “black box"
System charakterisiert als Durchsatzfunktion X (k) und
dargestellt als einzelne Station
in unterschiedlichen Auspragungen
Bei detaillierter Betrachtung der Systeme besteht ein System aus
unterschiedlichen Komponenten, die jeweils als einzelne Statio-
nen beschrieben werden
=Warteschlangennetze
Grundidee: Auftrage durchlaufen Bedienstationen
e hier vorgestellt spezielle Klasse von Netzen (separable- oder

Produktformnetze) mit effizienten Analysemoglichkeiten
e erst einmal offene Netze, d.h. Umgebung produziert Auftrage
Eingabegrolen
e Maschinenmodell: Stationen
e Lastmodell: Ankunftsrate(n), Bedienanforderungen

Ausgabegrolen:

e Antwortzeiten, Durchsitze als Mittelwerte

e Anzahl Auftrdge an einer Station oder im Netz als

Mittelwerte (evtl. auch als Verteilungen)
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Nutzen der Modelle
e offene Netze geben die Sicht eines Web-Servers im

Internet wieder

e Anfragen nach Webseiten, Transaktionen, ... sind
Bedienanforderungen von Auftrage

e \Web-Server, Anwendungs-Server, ... sind Stationen

e bei vielen Anfragen entstehen Wartezeiten an einem
Server, Antwortzeiten werden langer

e mit offenen Netzen lassen sich Systeme modellieren, bei denen

der Flaschenhals nicht vorab feststeht (je nach Last “wandert”
der Flaschenhals)

— 10 7O @

lastunabhéngige lastabhéngige Verzégerungs—
Station Station station

Man unterscheidet folgende Stationstypen
e lastunabhangige Stationen mit konstanter Bedienzeit

S(n) = S und einem Bediener

e lastabhingige Stationen mit lastabhingiger Bedienzeit S(n)
(umfasst Stationen mit mehr als einem Bediener)

e \erzdgerungsstationen mit lastunabhdngiger Bedienzeit
S(n) = S und einem Bediener pro Auftrag
(keine Wartezeiten)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 30



Typen von Warteschlangennetzen

Unterscheidung in

e Einklassennetze

(alle Auftrage sind (stochastisch) identisch)

e Mehrklassennetze
(Auftrage gehdren zu Klassen, die Klassenzugehorigkeit be-
schreibt das (stochastische) Verhalten)

e Offene Netze

(Auftrage betreten und verlassen das Netz)

o Geschlossene Netze

(im Netz zirkuliert eine feste Auftragspopulation)

o Gemischte Netze

(einzelne Klassen sind geschlossen, andere offen)

Beispiele:

abgehende Netz
ankommende Auftrage -
Auftrage T ‘Q T @

|; % Platten r % Platten

crus = () crus = ()
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3.2.1 Einklassennetze

Wir betrachten offene Netze mit einer Auftragsklasse und

Stationen vom Typ
e lastunabhangige Station oder
e \erzogerungsstation

Notationen

Eingabeparameter:

e )\ Ankunftsrate

e K Anzahl Stationen

o X Netzdurchsatz, da Flussgleichgewicht gilt Xg = A
e V, mittlere Anzahl von Besuchen an Station 2

e S; mittlere Bedienzeit an Station ¢

Resultatwerte:

o IV, mittlere Wartezeit pro Besuch an Station ¢

e U; Auslastung Station ¢

o R, = S; + W; mittlere Verweilzeit pro Besuch an ¢
e R =V, R; Gesamtverweilzeit eines Auftrags an 4
o Ry = Zfil R, Gesamtverweilzeit im Netz

e n; mittlere Population an Station ¢

o N = Zil n; mittlere Population im Netz
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/entrales Resultat fir offene Netze

Ankunftstheorem:

Ein Auftrag, der an einer Station ankommt,

trifft dort im Mittel n; Auftrage an
Weiterhin gilt X; =V, - Aund U, = X;-S; =\ D;

Damit gilt fiir lastunabhdngige Stationen

R; = S; + n; - S; oder mittels n; = X, - R; (Little)

RZ’ = Sz—l—XZRZSZ = Rz = SZ/(l—XZSZ) = SZ/(l—UZ)

mit D; =V;-S; gt R, =V, - R; =
Mittlere Population folgt nach Little

U U
=R X; = 1U 'S, T 1-U;

Fiir Verzogerungsstationen gilt
RZ:SZ und R;:Sz‘/ZSOWIenz:SZXZ:DZ)\

= alle Leistungsgrélen sind berechenbar

Maximale Ankunftsrate, die ein Netz verkraften kann

A< —%—

maxzzl i
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Bedeutung des Ankunftstheorems:

Ankunftstheorem sagt aus, dass sich eine Station in einem of-

fenen Netz wie eine isolierte Station mit identischen Parame-
tern und Poisson-Ankiinften mit Rate A\ verhalt (siehe PASTA-
Eigenschaft auf Folie 26)

Sind die Flisse im Netz tatsachlich Poisson-Prozesse?

Ein Beispiel:

— = Poisson
----= Nicht Poisson CTTTT T

~— FO—% FO--

N W /30-»
1O

e Poisson-Fliisse nur von aulen und in Vorwartsrichtung

e Zyklen fiihren zu komplexen Fliissen, die Abhangigkeiten in-

duzieren

e Trotzdem wird das Netz so analysiert, als ob alle Fliisse

Poisson-Prozesse waren!

e /Zur Genauigkeit der Analyse und Giiltigkeit des Ankunfts-

theorems spater etwas mehrl
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3.2.2 Mehrklassennetze

Netz mit R Klassen, jede Klasse beschreibt ein individuelles

Verhaltensmuster

Annahme: Keine Klassenwechsel

Erweiterung der Notation durch zusatzlichen Klassenindex
R; » Verweilzeit Klasse r an Station 4

Vektor der Ankunftsraten A = (Aq, ..., AR)

Stationszustand nun beschrieben durch Vektor
n, = (7%;,1, o 77%;,}2)
Fir jede Klasse gilt dann D; . = V; - Si »

Damit kann man die Auslastung jeder lastunabhangigen Station

berechnen
pro Klasse Ui,r = Ar ‘/z','r ' Sz’,r = A Dz’,r

insgesamt U; = Zle Uir <1
Ein Ankunftsratenvektor A garantiert
das Flussgleichgewicht, falls

maxf; (3,0, Ar - Vi - Sir) < 1
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Angenommen, die Station wiirde sich wie eine isolierte M/M/1

Station verhalten (analog zum Einklassenfall), dann wiare

U;
1-U;

n; = die mittlere Population (iiber alle Klassen)

Unter der Voraussetzung, dass der prozentuale Anteil der Klasse

r Auftrage proportional zu ihrer Auslastung ist, gilt

__ Yir o — i,7r
i = 7, " = 17,

Zwei mogliche Uberlegungen zur Berechnung der Verweilzeit

1. Vor dem Auftrag befinden sich n; Auftrage, die erst bedient
werden miissen. Davon sind n; , Auftrage aus Klasse 7, deren

Bedienzeit betragt S; .

2. Mit dem Auftrag befinden sich n; weitere Auftrage an der
Station. Die Bedienkapazitat wird gleichmalig aufgeteilt, so
dass der Auftrag 1/(n; + 1) von der Gesamtkapazitat be-

kommt

Wir benutzen erst einmal Sichtweise 2) und erhalten

Si,r
Rip=Mni+1)-S;,= 7

Fir Verzogerungsstationen gilt natiirlich R; , = S
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3.3 Geschlossene Warteschlangennetze

Geschlossene Warteschlangennetze werden zur Modellierung von

Systemen mit beschrankter Population eingesetzt
(z.B. C/S-System mit fester Population,
Computer mit maximaler Jobzahl)
Basis der Analysen:
Ankunftstheorem fiir geschlossene Netze

Ein Auftrag, der an einer Station ankommt, trifft die

mittlere Population im Netz ohne sich selbst an

(Reiser/Lavenberg 1980)

Berechnung damit rekursiv iiber die Population im Netz
Basisalgorithmus Mittelwertanalyse (MVA)

Dies ist nur einer von mehreren Analysealgorithmen

(andere Convolution, LBANC)

MVA ist intuitiv und einfach zu realisieren

Im folgenden

e Einklassennetze
e Mehrklassennetze

e Netze mit lastabhdngigen Stationen
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3.3.1 Einklassennetze

Notationen:

Grolen in Abhangigkeit der Netzpopulation n

Also

e 1n;(n) mittlere Population an ¢ bei Population n im Netz

e R;(n) mittlere Verweilzeit an ¢ bei Population n im Netz

Sei n¢(n) mittlere Population, die ein Auftrag antrifft,

wenn er Station ¢ betritt und n Auftrage im Netz sind

Nach dem Ankunftstheorem gilt

n¢(n) =n;(n —1)

Wir betrachten nur Verzégerungsstationen und

lastunabhangige Stationen

Verweilzeit in Station 7: Wartezeit + Bedienzeit

)
S; falls Verzogerungsstation

\ Si-(1+n;(n—1)) sonst
/Zu Berechnung der Gesamtverweilzeit im Netz werden die mitt-

leren Besuchszahlen an den Stationen benétigt
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In offenen Netzen ist die Interpretation klar:

Vi := Anzahl Besuche eines Auftrags an Station &
zwischen Ankunft und Abgang

Wie definiert man V; im geschlossenen Netz?

Auftrage verlassen das Netz nicht,

deshalb V; = oo nach obiger Interpretation

Alternative: Definition eines Arbeitszyklus pro Auftrag
(z.B. vollstandige Abarbeitung einer DB-Anfrage)

= Verhiltnis der V; ist vom Modell festgelegt,
nicht aber die konkreten Wertel

= Berechnung der Resultate bzgl.

eines frei wahlbaren Faktors (Zeitskala)

Unter diesen Voraussetzungen:

Gesamtverweilzeit an Station ¢
Ri(n) =V;- Ri(n)
Gesamtverweilzeit im Netz

Ro(n) = 3,2, Ri(n)
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Damit gilt fiir den Durchsatz
Xo(n)
und
Xi(n) = Vi Xo(n)

Nach Little folgt

ni(n) = Xi(n) - Ri(n) = Xo(n) - Rj(n)
Berechnung der Groken damit rekursiv

beginnend mit n;(0) = 0

— Ro(n) — S K Vi-Ri(n)

Algorithmus
for (n =1 to N ) do begin
for (i =1 to K) do
if (i = Verzégerungsstation) then
R;(n) = S;(n) ,
else
Ri(n)=5;-(1+n;(n—1)),
Xo(n) = n/ (i, Vi Ru(n))
for (i =1 to K ) do
ni(n) = Xo(n) - Vi - Ry(n) ,
end
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Ablauf des Algorithmus:
N; (O)% Ri (1)% Xdl)% n (l)% Ri (2)% XdZ)% n (2)%
\_/ \_/

Aufwand O(K) und Speicherplatz O(K)

Beispiel:
CPU (§ =15.0) Platte (S =45,

—~ FO——_ O
n | Repu | Rpi Ro Xo | ncpu | NP
0| 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 | 0.000
1 15.00 45 00 60.00 | 0.0167 | 0.250 | 0.750
2 18.75 78.75 97.50 | 0.0205 | 0.385 | 1.615
31 20.77 117.69 | 13846 | 0.0217 | 0.450 | 2.550
4 1 21.75 15975 | 18150 | 0.0220 | 0479 | 3.521

Wie zu erwarten ist die Platte der Flaschenhals und der Durchsatz

konvergiert schnell gegen das Maximum 1.0/45 &~ 0.0222

Da keine Ankiinfte von aulen erfolgen, ist ein geschlossenes Netz

immer stabil (d.h. es erreicht immer den stationdren Zustand)
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3.3.2 Mehrklassennetze

Vorgehen im Mehrklassenfall unterscheidet sich

nicht grundsatzlich vom Einklassenfall

Population ist nun ein Vektor
N =(Ny,...,Ng)
Population in einer Station bei Population N im Netz
ni(N) = 37,0 nin(N)
wobei n; () := mittlere Population von Klasse 7 an
Station ¢ bei Population N im Netz
Notationen
N-1.=(Ny,...,No_1,N. —1,N,41,...,NpR)
(d.h. ein Auftrag der Klasse r weniger im Netz)
0 ist der Nullvektor
Es gilt offensichtlich
n; »(0) =0
Analog zum Einklassenfall gelten rekursive Beziehungen

Verweilzeit
S; r falls Verzogerungsstation

Y

Ri,r(ﬂ) — <

Sir-(1+mni(n—1.)) sonst

\
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Durchsatz Klasse r

Xo,r(n) = I
r(n) SE L Vie Ry (n)

Gesamtdurchsatz

Xo(n) = Zf:l Xo,r(n)

Mittlere Population pro Klasse (nach Little)
nir(n) = Xor(n) - Vir- Rir(n)

Mittlere Population iiber alle Klassen

m(@) = Zf:l nzr(@)

Aus diesen Formeln lasst sich ein Algorithmus formulieren

(Mehrklassen MVA)

Problem:

Zur Berechnung der Werte tiir n werden

alle Werte fiir n — 1. benotigt

—
Aufwand wachst schnell mit Anzahl

Klassen und Stationen

Zeitbedarf O(K - R - Hle(Nr + 1)) Speicherplatz O(K - R)
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Algorithmus fiir mehrere Klassen
for (71 = 0 to N1 ) do begin
for (jg =0 to NQ) do {

for (jr =0 to Ng) do {
N =(j1,.--,Jr);
for (r=1to R) do {
Xo,r(IN) = 0;
if (jr >0){
for (i =1 to K)do{
if (i= Delay)
R (N)=S;r;
else
R w(N) = Sip* (1 +ni(N—1,));
Xor(N)+ = R;ir(N):} }
Xor(N) = v/ X0 () }
for (i =1 to K) do {
for (r =1 to R) do
ni(N) + = Xo,r(N) + Ri »(N)

J
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Oft verwendete Approximation(nach Schweitzer)

Annahme:
Anzahl der Auftrage an einer Station steigt

proportional zur gesamten Auftragszahl
n’i,?"(ﬂ_l'r’) - Nr)n_]_

ni,r(ﬂ) ~ N»
Damit gilt
ni,r(ﬂ — lr) — Nﬁle : ni,r(ﬂ)

Dies Darstellung definiert einen Fixpunktansatz

Initialisiere n; (V) z.B. mit N,. - V; ,./ Zngl Vi
Berechne n; (N —1,) = n; () - N]’;,—:l
Bestimme R; -(IN) und Xg (V) mit MVA Formeln
Berechne nf (V) = Xo,+(N) - Vi - Ri (V)

Falls max; ‘ne (V) — ni,r(ﬂ)‘ <e€

1,7

A e A

beende Berechnung

6. nir(IN) =ng,.(IN) und fahre bei 2. fort

Algorithmus bendtigt in der Regel wenige lterationen und ist
fir Netze mit vielen Klassen und groRBen Populationen deutlich

effizienter als exakter MVVA

Fehler ist in diesen Fallen oft vernachlassigbar
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Gemischte Modelle

In gemischten Modellen sind einige Klassen offen, andere ge-

schlossen

Seien

o die Klassen 1,..., R geschlossen mit Population IV,

o die Klassen R+ 1,..., R+ S offen mit Ankunftsrate A,

|dee des Losungalgorithmus:
Analysiere ein offenes und ein geschlossenes Modell, wobei jeweils
der Einfluss der anderen Klassen durch ein VergroBerung der

Bedienzeiten beriicksichtigt wird!

Firre{R,..., R+ S} seiU;, = A+ Sir

die Auslastung durch die offene Klasse!

Se Uz’,open: Z Uz’,r,

r=R+1
die Auslastung von Station ¢ durch offene Klassen

Fiir die geschlossenen Klassen steht damit an Station ¢ nur noch
1 — Ui open der Bedienkapazitat zur Verfiigung
=

ihre Bedienzeit verlangert sich um den Faktor (1 — Ui,open)_l
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Sei S¢, = ot — firr € {1,..., R}

1_U’é,open

Algorithmus fiir gemischte Netze

1. Bestimme Uj; open und S¢.;

2. Lose das geschlossene Netz fiir die Klassen 1,..., R mit
Bedienzeiten Sy .
=
R r(N),nir(IN) und Xo (V)
firr=1,...,Runde=1,..., K

3. Sei T closed = Zf:l n’iﬂ”(ﬂ);

4. Berechnefirr=R+1,...,R+ S

D; ;- (14n; )
/ . 1,T i,closed ) . . /
Riv = =00 e UNd N = Ar - By

Bemerkungen:

e Der Aufwand wird durch den Aufwand der Losung des ge-

schlossenen Subnetzes bestimmt.

e Das Netz ist stabil, falls das offene Netz stabil ist, unabhangig
von der Population und den Bedienzeiten der geschlossenen

Klassen
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3.3.3 Lastabhangige Bediener

Bisher nur behandelbar:

e \erzogerungsstationen

e Stationen mit einem Bediener

aber keine Stationen mit lastabhangigen Bedienraten
Solche Stationen sind aber wichtig, da sie

e Stationen mit mehreren Bedienern beschreiben

e in vielen realen Systemen auftreten

> wachsende Bedienzeiten im Ethernet bei steigender

Last (durch Kollisionen)

> fallende Bedienzeiten bei Platten mit steigender Last
(durch Scheduling)

Lastabhangige Stationen sind fiir Analyse mittels

e Dekomposition und Aggregierung (siehe 3.8.1)

notwendig
Problem bei der Behandlung von lastabhangigen Raten in MVA:
e mittlere Populationen an Stationen reichen nicht aus

e Verteilung der Auftragspopulation muss berechnet

werden
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Dies erhoht den Aufwand und

kann zu numerischen Problemen fiihren

Definieren wir zur Behandlung lastabhangiger Stationen
P;(n|N) = Wahrscheinlichkeit, dass sich

bei Population N im Netz

n Auftrage an Station ¢ befinden,

Es gilt (hier ohne Beweis)
Pi(n|N) = X;»(N) - Si»(N) - Pi(n — 1,|N —1,)
mit

P;(0|/0) =1.0und P(O|N)=1— > PFi(n|N)
0<n<N

(Berechnung numerisch problematisch)

und es gilt
Ri,r(ﬂ) —

> Sir() - (i) Pi(n—1,|N - 1,)

n<N

sehr komplex, auch wenn Vereinfachungen moglich sind, falls
Raten bestimmten Bedingungen gehorchen

(was notwendig ist, wie sich spater zeigen wird)

Es gibt noch andere Analysealgorithmen, die (etwas) besser
fir lastabhdngige Stationen geeignet sind, aber Aufwand bleibt
betrachtlich!
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Approximatives Vorgehen nach Menasce

flir Systeme mit m Bedienerstationen

Ersetze m Bediener mit Bedienzeiten S; ;- durch

e Einzelbediener mit Bedienzeit S; ,./m und

e \erzbgerungsstation mit Bedienzeit S; - (m —1)/m

()
\_/
. = T O—0
O Sir/m Sir*(m-1)/r
Si,r

Verhalten in Extremsituationen identisch zur Station mit m
Bedienern
e Bei geringer Last durchlauft Auftrag Station in S; ;. Zeitein-

heiten

e Bei hoher Last ist der einzelne Bediener immer aktiv und der

Durchsatz betragt m/.S; ,

Grolte Fehler im Bereich mittlerer Last,

aber auch in diesem Bereich oft noch tolerable Fehler

(< 5%)
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3.4 Stochastische Interpretation

Ansatz der operationalen Analyse einfach und intuitiv

aber auch korrekt?

Unter stochastischer Betrachtung:

1. sind Routingwahrscheinlichkeiten im Netz definiert

2. wird aus der Untersuchung des Systems in einem endlichen

Intervall die stationdre Analyse des stochastischen Prozesses

3. gehorchen Ankunfts- und Bedienzeiten bestimmten Verteilun-

gen

zu 1.

Annahmen:

Mehrklassennetze ohne Klassenwechsel

= jede Klasse kann separat untersucht werden

Auftrage der Klasse besuchen alle Stationen im Netz
(Stationen, die nicht besucht werden,

konnen bei Berechnung weggelassen werden)
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Routingwahrscheinlichkeiten fir offene Netze

pi.j Wahrscheinlichkeit, dass Auftrag,
der Station ¢ verlasst, zu Station j geht

pi,0 Wahrscheinlichkeit, dass Auftrag

nach Verlassen von Station ¢ das System verlasst
po.; Wahrscheinlichkeit, dass Auftrag

System in Station ¢ betritt
Es gilt Zf:opi,j = 1 fir alle 4
Die Besuchshaufigkeiten V; sind die eindeutige Losung

des linearen Gleichungssystems
K
Vi=poi+ 2 ;=1pjiV;

Routingwahrscheinlichkeiten fiir geschlossene Netze

Routingwahrscheinlichkeiten p; ¢ und pg ; fallen weg

Annahme: jede Station ist

von jeder anderen im Netz erreichbar
d.h. fiir Stationen ¢ und j existieren
Stationen ky ... k,,, so dass
Diky =~ 0, Pk k;iiq > (0 und Pk,.5 = 0
Wahrscheinlichkeiten p; ; in

Routingmatrix P zusammenfassen
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Routingmatrix P ist eine

e irreduzibel

e stochastische

o K X K Matrix

e mit Rang K — 1

fir den Vektor der Besuchshaufigkeiten
V=WV,...,Vk)gitV=VP

= Losung existiert eindeutig bis auf eine Konstante

Losung eines linearen Gleichungssystems der Dimension K zur

Bestimmung der “relativen” Besuchshaufigkeiten

zu 2.

stationare Analyse betrachtet System iiber

unendlichen Zeithorizont

Flussgleichgewicht entspricht Stationaritat

Voraussetzung in beiden Fillen

mittlere Bedienzeit kleiner als

mittlere Zwischenankunftszeit

dies gilt immer in geschlossenen Netzen!
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zu 3.

Streng genommen gelten Regeln
der operationalen Analyse nur
bei exponentiellen Ankunfts- und Bedienzeiten
(auch dort nur mit einer Einschrankung siehe unten)
Aber wie in BCMP 1975 (und anderen Arbeiten) nachgewiesen,
gibt es zahlreiche Stationstypen, die sich so verhalten, als ob sie

exponentielle Bedienzeitverteilungen hatten
= Klasse der Produktformnetze

d.h. Analyse des Netzes mit exponentiellen Bedienzeitvertei-
lungen (oder nach Gesetzen der operationalen Analyse) liefert

korrekte Resultate

Netzklasse ist wie folgt charakterisiert:
e Im Netze konnen sich Auftrage verschiedener Klassen befinden
> Klassenwechsel sind erlaubt,
Klassen zwischen denen Wechselmoglichkeiten
bestehen fasst man zu Ketten zusammen,
> Netze konnen offen, geschlossen oder fiir einige
Ketten offen fiir andere geschlossen sein,
fir geschlossene Ketten muss die Routingmatrix

irreduzibel sein
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e Die Zwischenankunftszeiten offener Ketten sind
negativ exponentiell verteilt
(die Ankunftsrate darf von der Anzahl der Auftrige
im Netz bzgl. der ankommenden Kette oder
aller Ketten abhdngen)
e Stationstypen sind vom einem der folgenden Typen
> Verzogerungsstation mit beliebiger kettenabhangiger
Bedienzeitverteilung
> Last Come First Served Preemptive Resume,
mit beliebiger kettenabhangiger Bedienzeitverteilung
> Processor Sharing mit beliebiger kettenabhangiger
Bedienzeitverteilung
> First Come First Served oder Random mit
negativ exponentieller Bedienzeitverteilung,
der Mittelwert fir alle Klassen ist identisch
e Bediengeschwindigkeiten an einer Station konnen von
der Population an der Station abhangen,

miissen aber die folgende Bedingung erfiillen

Si,?“(n_) . Si,r(ﬁ_ls)
Sz’,s(ﬁ) o Si,s(ﬁ_lr)

(Geschwindigkeit erlaubt einen freien Parameter pro Population

n und nicht R freie Parameter wie im allgemeinen Fallll)
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Mogliche Form der lastabhangigen
Bediengeschwindigkeiten

Lastabhangigkeit in Abhangigkeit von Gesamtpopulation

an der Station

also
Si,r(ﬂ) — (:uz','r A7 Cz(zstl ns))_l

C'i(7) = Geschwindigkeit des Bedieners mit j Auftragen

Geschwindigkeiten erfiillen Bedingungen fiir Produktform

Mittelwertanalyse ist dann etwas einfacher:

Es gilt

r=1 Mg r

Pi(jIN) = 75

mit P;(j|IV) W. fiir Population j an Station ¢
bei Population N im Netz

damit gilt auch

Riw(N)=3""_17 PG — 1N —1,) - (i Ci(4)) ™"
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3.5 Anwendungsbeispiele

Produktformwarteschlangennetze werden breit eingesetzt
fir die Modellierung von

e Rechensystemen

e Rechnernetzen

e Kommunikationssystemen

e Fehlertoleranten Systemen

e Fertigungssystemen

e Verkehrssystemen

Wir betrachten Anwendungen aus ersten zwei Gebieten

Analytische Losbarkeit des Modells erfordert Abstraktion

= Resultate mit gewissen Modellierungsfehlern

Allgemeine Beobachtung

e Durchsatze relativ robust gegeniiber Abstraktion

e Verweilzeiten deutlich sensitiver

aber praktischer Einsatz belegt fiir viele Systeme sind Leistungs-
groen mit Genauigkeit von 10%-30% ermittelbar

Oft ausreichend insbesondere

e zur Bestimmung von Flaschenhalsen

e zum Vergleich von Konfigurationen

detailliertere Ergebnisse u.U. durch Simulation
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3.5.1 Computersysteme

Primdres Anwendungsgebiet fiir Produktformnetze

Erstes Modell einer IBM 7094 (1965)

Terminals

System

B g W

Ziel: Antwortzeitberechnung

Systemeigenschaften:
e cin aktiver Benutzer

deshalb keine Unterscheidung von CPU und Platten
e \Wechsel der Benutzer nach Zeitscheibenvertahren
Systemparameter legen
/eitscheibenlange 4+ Overhead zum Prozesswechsel fest
Messungen zur Ermittlung
e der mittleren Denkzeit
e der mittleren Anzahl Zeitscheiben
Im Modell Vereinfachung durch exponentielle Zeiten
Ergebnisse sehr gut

Fehler von 5% bei Ermittlung der Antwortzeit
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Moderne Systeme erlauben Mehrprogrammbetrieb
= System nicht mehr als einzelne Station darstellbar

Typisches Modell Central Server

Terminals -

% @_
= @ Platten
CPU L= @_

Modell existiert in verschiedenen Varianten und wurde erfolgreich

eingesetzt fiir Analyse von Grolrechner insbesondere IBM 360

Systemen

Erweiterungen:

e zusatzliche Kanale fiir Platten
Kanale als zusatzliche Stationen
(Problem: Auftrage kénnen Platte und Kanal nicht simultan

belegen)

e obere Schranke fiir Anzahl Jobs im System
/Zahl der aktiven Jobs an CPU + Platten beschranken

(Problem: warten auf Zugang kann nicht modelliert werden)
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Mehrklassennetze fiir komplexere Systeme
i.a. immer noch central server Struktur aber
e unterschiedliche Lastklassen
e Batch Jobs oft als offene Klasse
e Dialog Jobs als geschlossene Klasse
mehrere Klassen falls unterschiedliche Anforderungen,

Klassenwechsel falls Anforderungen sich andern

Modellierung der Ressourcen

e CPU als Station mit PS Disziplin

e Terminals als Verzogerungsstationen

e Platten, Speicher, Bus als FCFS Station

/ur Festlegung der Lastparameter:

e Messung und Einteilung der Messwerte in Klassen
e nur Mittelwerte sind relevant (Produktformnetze sind

unempfindlich gegeniiber Verteilungen)

Probleme:

e FCFS Stationen setzen exponentielle Bedienzeiten
voraus (oft nicht realistisch bei Platten)

e verschiedene Klassen miissen gleiche Bedienan-

forderungen an FCFS Stationen haben

(schrankt die Modellierung mit mehreren Klassen ein)
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3.5.2 Multiprozessorsysteme

Wir betrachten SMPs (symmetric multiprocessors)
unter grobkorniger Last

(d.h. Last besteht aus unabhingigen Prozessen)

Typische Struktur

e mehrere (i.a. 4-8) Standardprozessoren

mit lokalen Caches
e gemeinsamer globaler Speicher
e gemeinsame Plattenperipherie

e Betriebssystem verdeckt parallele Prozessoren

Beispiele Sun SS1000, HP 9000, SNI RM 600

CPUs
o .. O
L2 L2
Speicherbus
E/A-Bus
il == =
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Speicherbus kann

e verbindungsorientiert

(Bus bleibt belegt bis Anfrage abgearbeitet)

e paketorientiert

(Anfragen werden asynchron geschickt)
arbeiten
Weiteres Problem Konsistenz der Caches
Strategien

e write through

(jedes Schreiben direkt in den Speicher)

o write back
(nur in den Speicher schreiben, wenn Daten aus dem

Cache entfernt werden)

Konsistenz zwischen Caches durch Abhoren des

Speicherbusses (snooping protocol)

Leistungsfahigkeit von SMPs hangt stark vom

Programmierstil ab
e Datenlokalitdt auf einzelnen Prozessoren ist wichtig

e bisher kaum Unterstiitzung in verfiigbaren Systemen
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Einfachstes Modell M/M/m System

(Bediener sind Prozessoren, Auftrige in Warteschlange warten

auf CPU Zuteilung)

Dieses grobe Modell

e vernachldssigt Mehrprogrammtahigkeit der Prozessoren

e hat mit Auslastung wachsende Zahl von wartenden
Prozessen

e beinhaltet weder Ein-/Ausgabe noch Speicherzugriffe

e kann aber zur ersten Abschatzung des maximal
erreichbaren Durchsatzes dienen

Nachstes Modell mit Speicherbus

CPUs
%@—

Speicherbus

beide Stationen FCFS Bediener mit

exponentieller Bedienzeitverteilungen

Einfache Erweiterung fiir mehrere Speicherbusse
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Modell ist pessimistisch da

e Speicherzugriffszeiten exponentiell und nicht

deterministisch

e Caches nicht beachtet werden

Modell ist optimistisch da
e Plattenzugriffe vernachlassigt werden
e Prozesse von beliebiger CPU bedient werden

e Speicherlocks unbeachtet bleiben

Trotzdem kann Modell erste Ergebnisse liefern

Ubliche LeistungsmaBe bei Multiprozessoren

Power

— durchschnittliche Anzahl aktiver Prozessoren

und

Effizienz =

Anzahl aktiver Prozessoren / Anzahl Prozessoren

insbesondere interessant bei einem Prozess pro Prozessor
(Effizienz parallelisierter Programme im Vergleich zur

sequentiellen Implementierung)
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Typischer Verlauf der Male bei steigender Prozessorzahl

System mit b Bussen

Power
O
T
w

b=2
b=1

Prozessoren

Effizienz

Prozessoren
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Nachster Erweiterungsschritt:
e Mehrklassennetz zur Beachtung

> unterschiedlicher Prozessorzeiten

> unterschiedlicher Speicherzugriffszeiten
e Beachtung der Effekte durch Caches

Produktformwarteschlangennetze erlauben nur abstrakte Model-
lierung des Cache-Protokolls detaillierte Modelle erfordern Simu-

lation

Basismodell

Speicherbus
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Auftrage bei der Strategie write-through

e Leseauftrage, die aus dem Cache befriedigt werden

konnen
o Lesecauftrage, die einen Speicherzugriff erfordern

e Schreibauftrage, die immer auch in den Speicher

schreiben
Auftrage bei der Strategie write-back
e |eseauftrage, die aus dem Cache befriedigt werden kdnnen
o Lesecauftrage, die einen Speicherzugriff erfordern
> ohne Verdrangung einer geschriebenen Seite
> mit Verdrangung einer zu geschriebenen Seite
e Schreibauftrage, die in den Cache schreiben
e Schreibauftrage, die in den Speicher schreiben
Analyse des Modells liefert

e Antwortzeit: mittlere Zeit zwischen zwei Besuchen an

der CPU (bzw. 1/CPU Durchsatz - Denkzeit)

e Power: mittlere Anzahl belegter CPUs

e Effizienz:

mittlere Anzahl belegter CPUs / Anzahl CPUs

e Auslastung Speicher
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Modell als Mehrklassennetz
e cine Klasse pro Prozessor

Verzweigungswahrscheinlichkeiten auf Basis

relativer Besuchshaufigkeiten und Systemparameter
Sei
e p, Anteil Leseoperationen,
® p.,, = 1 — p, Anteil Schreiboperationen,
® Diiss W. eines Cache-misses

Basis 1 Besuch an der CPU

bei write-through

Besuche Cache p, + py =1
Besuche Speicher p, - Dimiss + Puw

bei write-back

Besuche Cache p, - (1 + Pmiss - Pw) + Pw

Besuche Speicher Dr * Pmiss T Pw * Pmiss T Pr " Pw * Pmiss
Modell ist Basis fiir Vergleich von

write-through und write-back
Mogliche Erweiterungen:
e Plattenperipherie

e Paketorientierter Speicherbus
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3.5.3 Client-Server Systeme

Komponenten aus vorherigen Kapiteln bilden Basis fiir

Modellierung von Client-Server Systemen
Schritte bei Modellerstellung:

e Festlegung auf offenes, geschlossenes oder gemischtes

Modell

e Festlegung der Komponenten und ihrer Darstellung
z.B. Menge von Clients als Verzogerungsstation oder
jeder Client als einzelne Station oder
als Teilmodell mit CPU, Speicher und Platte
dito fiir Server

Darstellung der Netzkomponenten als (lastabhangige)

Stationen

e Beschreibung der einzelnen Komponenten

e Beschreibung der Last
Aufteilung in Klassen (mehr dazu in Kapitel 4)

e Berechnung des Bedienbedarfs an den Komponenten
(mit den bereits eingefiihrten Formeln)

e Kalibrierung und Validierung des Modells

e Ermittlung von Resultaten
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Typisches Beispiel:

file server 50 Unix Workstations

Ethernet | Q ftp proxy server

100Mbps
telnet proxy serve
LAN 3
LAN2 Web proxy serve
email server

Iﬂ 100 NT
clients

file
server

@7

120 XP
clients

FDDI
100 Mbps

LAN 5

100Mbps file

LAN 4 Ethernet server

16 Mps Token Ring

100 XP
clients

file
server

Entscheidungen die zu treffen sind:

e Ziele der Analyse und notwendige ResultatgroBen

festlegen

e Entscheidung fiir offenes, geschlossenes oder

gemischtes Modell
e Lastklassen festlegen und beschreiben
e Reprasentation der einzelnen Klassen

e Anzahl Auftrage oder Ankunftsrate pro Klasse
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Entscheidung hier:

e Ermittlung von Durchsdtzen und Antwortzeiten

fir die einzelnen Klassen
e Geschlossenes Mehrklassenmodell

> jede Klasse ist charakterisiert durch Tripel

(Client Gruppe, Anwendung, Server)
> 4 Klassen von Clients CL1,. .. CL4

> 2 Anwendungen: Zugriff auf File-Server (FS) und
Web-basiertes Training (TR)

> 4 File Server (FS1,. .. FS4) plus Web-Server (WS)
> Service FS greift auf den lokalen File-Server zu,
also (CLx, FS, FSx) mit x=1,. . . /4
> Service TR greift auf den Web-Server zu,
also (CLx, TR, WS)

e Beschreibung der Ressourcen

> Clients, FDDI Ring und Router werden als

Verzogerungsstationen modelliert

> FS und TR werden als Central Server Systeme mit

jeweils zwei Platten und einer CPU modelliert

> LAN 1,. .. 4 als lastabhangige Stationen modelliert
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Damit entsteht folgendes Warteschlangennetz

Graphische Darstellung ohne weitere Erklarung

unibersichtlich

Funktionalitdt nur durch detailliertere Spezifikation

verstandlich

insbesondere Darstellung der unterschiedlichen Klassen

notwendig
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3.5.4 Web Server

Web ist auch ein Client Server System

Besonderheiten

e jeder Client greift auf unterschiedliche Server zu

o Grole des Webs mehrere Millionen Clients mehrere Tausend
Server (Verhaltnis ca. 10000 zu 1)

e pro Server viele Clients, von denen jeder einzeln selten zugreift
e hohe Varianz in den Dokumentengrolsen

e Zugriffsmuster gekennzeichnet durch burstiness und heavy

tails

Spezifikation der Last nur durch Mittelwerte fiithrt zu starken

Vertalschungen bei den Ergebnissen
=

burstiness und heavy tails sind explizit zu beriicksichtigen
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Modellierung von bursts

Bursts sorgen dafiir, dass hintereinander
Anforderungen in kurzen Zeitabstanden ankommen

und dann ldngere Pausen entstehen
Dies ist bei der Analyse zu beriicksichtigen

Auf Basis der operationalen Analyse kann dies nur
durch Justierung des Mittelwerts geschehen

Definition eines Faktors zur Charakterisierung

e L Anzahl Anfragen

e I" Zeitraum in dem die Anfragen eintreffen

e \ = L /T Ankunftsrate

e Unterteile T" in n Teilintervalle der Lange T'/n
Arr(k) Anzahl Anfragen im Intervall k
A = A;;Ef) = n'A;T(k) Ankunftsrate Intervall k

o Arr™ Anzahl Anfragen, die in Intervallen ankommen,

in denen Ankunftsrate hoher als der Durchschnitt ist
Arrt =37y o\ Arr(k)
o Arr~ Anzahl Anfragen, die in Intervallen ankommen,

in denen Ankunftsrate kleiner gleich Durchschnitt ist
Arr= =) <) Arr(k)
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Es gilt L = Arr™ + Arr~
Unter Annahmen der operationalen Analyse gilt fiir

Strom, der keine bursts enthilt
Arr(k) = L/n und damit A\, = A fiir alle k

Definition burstiness Parameter

b = (Anzahl Intervalle mit Ay > X\ )/ n
Fiir einen Strom ohne bursts gilt b = 0

Ankunftsrate wahrend eines bursts

+ Arrt

>\ - bT

Relation der Ankunftsraten
L AT L ArrT

4= "3 = L

Beriicksichtigung von bursts

in den mittleren Bedienanforderungen

Beobachtung:

Durchsatz fallt mit wachsendem burst-Faktor

Maximaler Durchsatz entspricht der inversen Bedienzeit

am Flaschenhals
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Neujustierung der Bedienzeit am Flaschenhals als
D = Df +a-b

wobei D¢ Bedienzeit ohne Einfluss der bursts

Bestimmung von Faktor a aus Messungen

in folgenden Schritten

e Messung Web Server im Intervall [0, T)
liefert L Anfragen

> Unterteile Intervall in zwei gleichgroBe Teilintervalle

mit Lq und Lo Anfragen

> Bestimme fiir jedes Intervall die Auslastung aller

Ressourcen, den Durchsatz und den burst Faktor b;

> Sei U; die Auslastung am Flaschenhals im Intervall ¢

und X; der Durchsatz, dann gilt

und damit auch

_ U1/ X1-Us/ X5
= bL—bs

a

Beriicksichtigung von heavy tails

durch Verwendung von mehreren Klassen
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Modelle auf der Client Seite

Kapazitatsplanungsfragen auf Client-Seite

1. Bandbreite der Verbindung zum Service Provider
2. Bandbreite des internen LANs

3. Einsatz von Proxy Cache Servern

Erstes Modell ohne Proxy Cache
e M Client Workstations
e mittels LAN verbunden

e iber Router mit einem Service Provider verbunden

Client 1 Client M % LAN

Clients
Router
Router

Eingangs- Ausgangs-

leitung leitung
Internet

Provider

Web Server
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Systemparameter

e [ ANBandw Bandbreite des LANs
e MaxPDU auf Netzwerkebene
e FrameOv Overhead durch LAN link-layer

e Routerlat Latenzzeit des Routers

e [inkBandw Bandbreite der Verbindung zum Provider

e InternetDel mittlere Verzogerungszeit einer

Internet-Anfrage
e InternetRate Datenraten des Internetanschlusses

e BrowserRate Rate mit der vom Browser

neue Dokumente angefordert werden
e NumberCl Anzahl Clients

e PercAct Prozentsatz aktiver Clients

(d.h. Clients, die auf das Internet zugreifen)

e AvgReqSize durchschnittliche GroRe einer
HTTP Anfrage

e DocSize durchschnittliche Grolse der angeforderten

Dokumente
i.a. Zerlegung in Klassen 1,. . . R:
DocSize:Zf:lDocSizer - DocPerc,
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Bestimmung des Bedienbedarfs

D, = 1/Browser Rate (Clients)

Dpan = NetTime(AvgReqSize + DocSize)

wobel
NetTime(m) = 8-@;]3;;2’;(17))
Overh(m) =

TcpOv + NDatag(m) - (IpOv + FrameOv) =
20 + N Datag(m) - (20 + FrameOv)

o m+T cpOv
NDatag(m) = |7Ma:cPDU—IpO’U—‘

Drouter = (N Datag - DocSize + 6) - Router Lat
6 ensteht durch zus. TCP Nachrichten

D __ AvgReqSize+5-(TcpOv+IpOv)
Ausl — LinkBandw

5 entsteht durch zus. TCP Nachrichten

Dproy = 1.5 - InternetDel + DocSize/Internet Rate

‘ _ DocSize+LinkOv
DEan o LinkBandw
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Modell mit Proxy Cache

Client 1 Client M =1~
: Platte Proxy
: = | Server
'I__ CPU__|
Router Qéil—( )
Proxy Clients LAN
Server Router
Internet
Eingangs- Ausgangs-
leitung leitung
Web Server Provider

Systemverhalten

e fiir jede Anfrage wird zuerst im Cache des Proxy Servers

gesucht
e bei Erfolg Ubertragung von dort zum Client
e bei Misserfolg agiert Proxy Server als Client
> holt Dokument
> speichert Dokument

> tbertragt Dokument zum Client
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/usatzliche Parameter

® pyit Trefferwahrscheinlichkeit im Proxy Cache
o HitCPUT'i CPU Zeitbedarf bei einem Treffer
o MissCPUTv CPU Zeit bei Misserfolg

o DiskTi Zeit fir Plattenzugriffe
(identisch bei Treffer oder Misserfolg,

im ersten Fall lesen, im zweiten schreiben!)

Berechnung der Bedienzeiten

D7 an = Phit - Dpan + (1 = prit) - 2- Dpan
Dgouter = (1 — pnit) - DRouter

ngL = (1 = prit) - DEinL

DiusL = (1 = prit) - DausL

Dp,op = (1 = phit) - DpProu

sowle

DEry = prit - HitCPUTG + (1 — ppyt) - MissCPUT1
DL, ... = DiskTi- DocSize
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Modelle auf der Server Seite

Kapazitatsplanungsfragen auf Server Seite

1

2.

Bandbreite der Verbindung zum Internet

Einrichtung von Spiegelservern

Server auf einem Rechner oder auf Rechnernetz verteilt
Dokumentenverteilung iiber mehrere Platten

Maximal erreichbarer Durchsatz

Komprimierte Speicherung grolser Dokumente

CGI Skripten oder Java Applets

Auswahl Servertyp

Modellierung von Web Servern

Web Server werden von zahlreichen Clients angesprochen

= Modellierung als offene Mehrklassennetze

Wir unterscheiden

e \Web Server auf einem Rechner realisiert

e \Web Server als verteiltes System
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Web Server auf einem Rechner

Web i %:I—O—: Web
Server : Platte . Server
| e B
LAN .- CPU__[
Router — 1)
LAN
Router
Internet
Eingangs— % Ausgangs
leitung leitung
Clients ¢

Belastung durch R Klassen mit

e klassenspezifischen Ankunftsraten \,.

e klassenspezifischen Bedienbediirfnissen D) ;.
(Bestimmung wie bei Client)

aber Bedienzeit CPU ia. lastabhangig durch
zusatzlichen Overhead

Beriicksichtigung durch

e [astabhangige Bedienzeiten oder

e Depyyr = CPUTiReq + f(m) - CPUOv
mit 77 mittlere Population am Web Server

= Fixpunktansatz
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Web Server als verteiltes System

Web Server 1 Web Server n \web Server 1 Web Server n

=1 () =1 ()
| Platte |, | Platte |,
| = : =1
LAN .- CRU__[ - CRU__[
Router
=0
LAN
Internet Router
Eingangs- Ausgangs-
e leitung leitung
Clients ¢

Last jedes einzelnen Servers 1/n der ankommenden Last
Dies kann erreicht werden indem

cpur = Depur/n
und

%latte,r = DPlatte,r/n
gesetzt werden
(u.U. zusitzliche Beriicksichtigung der Lastabhingigkeit)
Restliche Zeiten bleiben gleich
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3.6 Modellierung mit Markov-Prozessen

Bisherige Modellierung basierte im wesentlichen auf der Betrach-

tung und Untersuchung von Mittelwerten

e cinfache Modellparametrisierung

o cffiziente Analyse auch groler Systeme

aber

e unzureichende Beriicksichtigung von Verteilungen

(Ausnahme M/G/1)

e keine Beriicksichtigung von Korrelationen

Allgemeineres und analysierbares Modelle: Markov-Prozesse

X (t) stochastischer Prozess mit

e Zustandsraum S ={1,...,n} oder S =N

e Ubergangsratenmatrix (oder auch Generatormatrix)
Q € R""mit
— Q(i,5) > 0 falls ¢ # 5 und
— Q1) = — 3,4, Q> 7)
— () hat Zeilensumme 0 und nicht-negative

Nichtdiagonalelemente
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Verhalten des Markov-Prozesses (Annahme |Q(7,4)| > 0):

e Prozess verweilt eine exponentiell verteilte Zeit mit Rate
|Q(i,4)| im Zustand i

e wechselt anschlieBend mit Wahrscheinlichkeit

P(i,j) = Q(i,7)/|Q(i,7)| in Zustand j
(P ist die stochastische Transitionsmatrix der eingebetteten

Markov-Kette)

= Zukiinftiges Verhalten hangt nur vom aktuellen Zustand ab
Matrix () beschreibt einen gerichteten Graphen

Graph stark zusammenhangend <= Markov-Prozess irreduzibel
Ziel der Analyse von Markov-Prozessen:
e Berechnung transienten Verteilung, d.h. Verteilung der Zu-

standswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ (> 0) unter

Kenntnis der Zustandwahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt 0

e Berechnung der stationaren Verteilung, d.h. Verteilung der

Zustandswahrscheinlichkeiten fiir t — oo
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3.6.1 Analyse von Markov-Prozessen

Stationare Analyse

Voraussetzungen: Markov Prozess ist ergodisch, d.h.

o () ist irreduzibel

e falls S unendlich viele Zustande beinhaltet, so muss der

Prozess rekurrent sein

— Prozess ist rekurrent, falls alle Zustande rekurrent sind
— Zustand 7 ist rekurrent. falls der Prozess mit Wahrschein-

lichkeit 1 nach dem Verlassen von 2 wieder nach 7 zuriick-

kehrt
Sei f( )die Wahrscheinlichkeit nach k Schritten wieder zu
Zustand ¢ zurilickzukehren, es gilt f = (Pk)( i)

Zustand ¢ ist rekurrent, falls f;; = Z f(k)

k=1
(Bsp. M/M/1-System mit A < pist rekurrent, falls A > p,

so ist kein Zustand rekurrent)

Ergodizitat wird im Folgenden bei der stationdren Analyse vor-
ausgesetzt

Bei ergodischen Markov-Prozessen hangt die stationadre Vertei-

lung nicht von der Verteilung zum Zeitpunkt 0 ab
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Berechnung der stationaren Verteilung:

1,n

Stationdre Verteilung wird dargestellt als Vektor p € R}",
wobei p(¢) die stationare Wahrscheinlichkeit von Zustand 7 ist
Im stationaren Zustand gilt:

Fluss in einen Zustand = Fluss aus einem Zustand

wobei Fluss = Zustandswahrscheinlichkeit - Rate also

Y p(HRGY) = > (i) Q)
J=1,j#1 i=1,j#1
<~
S p()QG, 1) + p(i)Q(i, i) = 0
Jj=1,7%#1

oder in Matrixschreibweise p() = 0
Falls @) irreduzibel, so ist der Rang von @) gleich n — 1
= Normierungsbedingung Zp(z) — 1 als n-te Gleichung

i=1
Falls n endlich, Losung eines linearen Gleichungssystems

e oft ist n endlich aber sehr grols

e oft ist () sehr sparlich besetzt
= Anwendung spezieller numerischer Techniken

(nicht Inhalt dieser Vorlesung)
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Berechnung von p fiir n = oo

effektive Berechnung nur bei regularen Strukturen
Beispiel M/M/1 oder M/M/m, weitere Beispiele spater
Im allgemeinen Fall Losung durch

e Simulation (Aussagen auf Basis einer endlichen Untermenge

besuchter Zustande)

e Approximation durch die Losung eines Markov-Prozesses mit
endlichem Zustandsraum (Aussagen auf Basis einer vorab

festgelegten endlichen Untermenge von Zustinden)

Ableitung von Leistungsgrolen aus den Zustandswahrscheinlich-

keiten:

e [nterpretation der Zustande

e Ableitung der bendtigten Resultatwerte
Beispiel M/M/m:
/ustandsindex - 1 = Population im System
Mittlere Population: > >, (i — 1) - p(i)
(in diesem Fall geschlossene Form vorhanden)

Wahrscheinlichkeit  mindestens 10 Auftrdge im  System

S up) =112 p()
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Transiente Analyse:

Sei p; Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢

Die Verteilung p; ist durch das Differentialgleichungssystem

dpt _
dt

Die allgemeine Losung dieses Differentialgleichungssystems lau-

pt - () charakterisiert

tet p; = pg - €9
Die einfachste Methode der Losung ist die Reihenentwicklung
der Exponentialfunktion:

D =P - Z EQk (Abbruch bei endlichem K)

k=0
Nachteile des Vorgehens:
e da Matrix () positive und negative Elemente enthalt, ist diese
Berechnung numerisch instabil, insbesondere wenn ¢ grolser

wird

e wenn die Summation abgebrochen wird, ist keine Fehler-

schranke verfiigbar

Moglicher Ausweg definiere 0 =t < t1 <t < ... <t, =1
- (tm _tm—l)k k

und berechne py  =1p ., - Z x| Q
k=0

Fir kleine Abstande ¢,,, — t,,,—1miissen nur wenige Summanden

berechnet werden, dadurch numerisch stabiler.
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Besser ist die Anwendung der Randomisierungs- oder Uniformi-
sierungsmethode!
Sei @ > maxies (|Q(i,4)|) und P = Q/a + I, dann gilt:

pQt — cat(P—I) _ (at)P—(at)] _ ,—at,(at)P

€

Also kénnen wir die Reihenentwicklung von e®? durch die Rei-

henentwicklung von e ersetzen und erhalten

ok —at(at)"
ptZPO'ZZOZOPke o k!

Unterschiede zur urspriinglichen Summe:

e P enthilt keine negativen Elemente, damit konnen die Werte

numerisch stabil berechnet werden

° EOO e_at(at)k—l() Wahrscheinlichkeiten eines Poisson-
Ko
k=0

Prozesses mit Parameter at

o Sei B(k,at) = e_o‘t(oj%#!)k und pk) = polf’k, dann gilt bei

AbI?ruch der Summation nach K Schritten:

Zﬁ(ka at)p(’“) < p¢
k=0

K K
< <Zﬂ(k,at>p<k>> + <1 - Zﬂ(k,aw) e
k=0 k=0

wobei e der Einheitsvektor ist
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Zur Implementierung:

Berechnung der Vektoren p®) erfordert nur Vektor-Matrix-

Multiplikationen mit nicht-negativen Elementen

Schwieriger ist die Berechnung der G(k, at):

Eine direkte Implementierung fiithrt zu numerischen Problemen
Numerisch stabiler Algorithmus:
K=1;5=10;b=1.0;a= (1 —¢)/e”%;

while (b < a) do {

K=K+ 1;
s=s-(at)/K;
b=>b+ s;}

K enthilt die Anzahl der lterationen, um einen Fehler kleiner

als € zu bekommen!

Berechnung der Losung:

T =P0,Y = Po

for (k=1to K) do {
y = (at/k)-(y- P);
m=m+y;}

_ —at .
Pt =€ " T
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Methode anwendbar fiir endliche n

(falls Vektoren und Matrizen gespeichert werden konnen)

Fir unendliche Zustandsraume theoretisch exakte Berechnung,

e falls pg nur endlich viele Zustandswahrscheinlichkeiten groBer

0 enthalt
e und max;egs (|Q(2.7)|) < oo bekannt,

e so werden fiir endliches ¢t und Fehlerschranke € > 0 auch nur

endlich viele Zustande erreicht

=> in endlich vielen Schritten

mit endlichem Speicherplatz analysierbar

Dazu miissen aber Zustandsiibergangsraten wahrend der Laufzeit
des Algorithmus generiert werden

= keine Standardimplementierung moglich!

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 93



3.6.2 Absorbierende Markov-Prozesse

Absorbierender Markov-Prozess enthidlt einen ausgezeichneten
Zustand n, aus dem keine Transitionen abgehen

B Dy dq
@= 0,...,0 0

e Dy € R" V"1 mit nicht-negativen Elementen auRerhalb
der Diagonalen und Dge! < 0

(wobei e ein Vektor mit nur 1 ist)

o di € ]Ri_l’l, so dass Doe! +dy =0

Wir nehmen an, dass Zustand n von allen anderen Zustinden

aus erreichbar ist

Sei po € RY"™ die initiale Verteilung des absorbierenden Markov-

Prozesses
Sei po(n) = 0 und 7o der Subvektor der ersten m — 1 Elemente

von Po

Verhalten des absorbierenden Markov-Prozesses:

e Prozess startet mit Wahrscheinlichkeit 7o (z) im Zustand ¢

e Firt — oo endet der Prozess mit absorbierenden Zustand
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Analyse der Absorptionszeiten, d.h. der Zeit, bis Zustand n

ausgehend von der Startverteilung erreicht ist

Sei mk € R™ 5! der Vektor der bedingten k-ten Momente der
Absorptionszeit, d.h. m”(7) ist das k-te Moment der Absorpti-
onszeit ausgehen von Zustand i und E[T*] das k-te Moment

der Absorptionszeit

Dann gilt

o E[T*] = pg - mPFund

o mF =k(—=Dg) " mF ! mit m® = €7

Also Berechnung des k-ten Moments erfordert die Losung von k
Gleichungssystemen —Dom” = k- m*~! der Ordnung n — 1
Numerische Berechnung der Verteilungsfunktion der
Absorptionszeit F(t)

e Bestimme p; ausgehend von pg mittels der Randomisierung
o F(t) = pi(n)

Anwendung absorbierender Markov-Prozesse:

e Analyse von Phasenverteilungen

e Ermittlung detaillierten Zeiten in Modellen

(Ausfallzeiten, Verweilzeiten, ...)
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Beispiel: Berechnung der Zeitverteilung, bis zum ersten
Pufferiiberlauf in einem M/M/1/W-System

/um besseren Verstandnis Beibehaltung der Zustandnumme-
rierung nach Auftragszahl also Zustand ¢ € {0,..., W} be-
schreibt das System mit ¢ Auftragen

Ablauf zur Berechnung der Verteilung bis zum ersten Uberlauf

e Einfiihrung eines absorbierenden Zustands n = W + 1 zur

Anzeige eines Uberlaufs

e /ustandstransitionsdiagramm des neuen Prozesses:
u u Absorbierende

//\ //\ //\ /\ N\ Zustand
A A A A A A A

e Eintritt in den absorbierenden Zustand zeigt ersten Uberlauf

an.
Mogliche Startverteilungen:
e Leeres System: po(0) =1 und po(i) =0 firi >0
e Stationdre Verteilung: Sei pasariw stationadre Verteilung ei-
nes M/M/1/W-Modells mit identischen Parametern, wahle
po(?) = parariw (2) fiir 0 <4 < W und po(W +1) =0
Berechnung der Momente und Verteilungsfunktionswerte wie

angegeben.
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3.6.3 Phasenverteilungen

Markov-Prozesse basieren auf exponentiell verteilten Verweilzei-

ten in den Zustanden
Kann man trotzdem andere Verteilungen darstellen?

Ja, durch die Verwendung von Phasenverteilungen lassen sich
(theoretisch fast alle) Verteilungen exakt oder beliebig genau

reprasentieren

Hyperexponentialverteilung:
Es gilt:

« B(T)=2 410
° E(TQ) _ 2CL)2 + 2(1—a)

hier mit 2 Phasen (u; >0 und 0 < a <1)

- (m (p2)?
oc(T) =E(T?%) - (BE(T))?
¢ __a(2—a) 1—a? 2a(l—a)
o (p)? T (u2)? 12
(Varianz)
2 _ _oX(T)
VEAT) = @

’ _ a-a)(u)*+(1-a?)()*~2a(1-a)uis ~ |

a?(pu2)*+(1—a)?(p1)*+2a(l—a)prpz =
(quadrierter Variationskoeffizient)
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Mit 2 Phasen ist jeder Variationskoeffizient > 1 erreichbar!
Zur Wahl der Parameter:

Wiahle pq, po und a so, dass vorgegebene Werte fiir E(T)
(> 0) und VK2(T) (> 1) erreicht werden.
Drei Parameter und 2 Werte =

ein Parameter kann in Grenzen frei gewahlt werden

Annahme (iblicherweise) beide Phasen gleich ausgelastet, dann
gilt

a _ l=a _ ap2

p1 2 < M =1

(andere Wahl z.B. Anpassung 3. Moment ist méglich)

Wahl der Parameter

e a = VK*T) (1 - \/1 B 1+VI2<2(T))

2
(1+\/1_ 1+VK2(T)>

* = E(T)
(1_\/1_1+VI2{2(T)>
*H2= B(T)
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Verallgemeinerte Erlang-Verteilung:

m-1-Phasen

/—/R
Y0~ )

mit den Parametern >0 und 0 <a <1

Es gilt
o B(T) = Liznn-y
o E(TQ) _ m(l—a+m(21—a))—|—2a

n

_ 2 22 2 2
° 0'2(T) _m 3ma+ma+2a—m~“a“+2,a"—a

112

° VKQ(T) — m—3ma—|—m2a—i—2a—m2a2—|—2ma2—a2

(ma—m—a)?

es gilt 1/m < VK*T) <1
Bei gegebenen E(T') und VK?(T) (< 1) wihle
e m=|1/VK*T)]

mA4-2V K2(T)m—2—+/m2—4V K2(T)m—4
2(VK241)(m—1)

_ 14a(m-—1)

T TED

Damit eindeutige Festlegung einer Phasenverteilung bei

L I —

gegebenem ersten und zweiten Moment

Wachsende Phasenzahl bei Verkleinerung des

Variationskoeffizienten
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Anpassung weiterer Momente oder der Dfkt. /Vfkt. mit allgemei-
nen Phasenverteilungen

Interpretation der Verteilung als absorbierender Markov-Prozess
e Transitionsraten definieren Matrix () mit n Zustianden bei

n — 1 Phasen
— implizit dadurch definiert Dy, dy und Startvektor m = pq

e Absorptionszeit ist dquivalent zur dargestellten Verteilung
Parameteranpassung

e durch Anpassung weiterer Momente

— Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
— Verfahren fur dritte Momente bekannt, hohere Momente

kaum beriicksichtigt

e durch Anpassung der Verteilungsfunktion an beobachtete
Stichprobe mit Werten (t1,...,tx)

— finde fiir vorgegebene Phasenzahl n — 1 die Parameter so,
dass Hle melotkd maximiert wird

— komplexes nichtlineares Optimierungsproblem, im allgemei-
nen Fall kaum effizient [osbar

— fiir eingeschrankte Klassen (z.B. Dg obere Dreiecksmatrix)
existieren iterative Optimierungsalgorithmen, die akzepta-

ble Ergebnisse liefern
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Ankunftsprozesse:

Bisherige Modelle erzeugen unabhangig, identisch verteilte Rea-
lisierungen

Viele reale Prozesse (z.B. Ankunftsprozesse an Web-Servern)
weisen Korrelationen auf

Anpassung durch Phasenverteilungen, bei denen die Anfangsver-
teilung vom Abgangszustand abhdngt

Spezialfall: Interrupted Poisson Prozess (IPP)
@ A
a« B

)

e Markov-Prozess wechselt zwischen Zustanden on und off
e |m Zustand off keine Ankiinfte

e |Im Zustand on Poisson Ankunftsprozess mit Rate A

= bei entsprechender Parametrisierung burst-Ankiinfte

Darstellung Matrix Dound D1 (Zustandsiibergang nach Ankunft)

D():(_ﬁ_)\ 6>undD1:<>\ O)
« —Q 0 O

/ustandsverteilung:

p(1) = a/(a+ ) und p(2) = B/(a + B)
Mittlere Zeit zwischen zwei Ankiinften: (o + 3)/(a - A)
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Markov Modulierter Poisson Prozess (MMPP):

Verallgemeinerung des IPP mit n — 1 Zustanden:
Matrix Dg ist einen — 1 x n — 1 Matrix mit

e nicht negativen Elementen aulerhalb der Diagonalen

e negativen Diagonalelementen, so dass Dge! < 0

Dqisteinen —1 X n—1 Matrix mit

e nicht negativen Elementen

e (Do + Dy) ist irreduzibel und hat Zeilensumme 0

Analyse von MMPPs iiber absorbierende Markov-Prozesse
Bestimmung der initialen Verteilung:

Initiale Verteilung direkt nach einer beliebigen Ankunft:

7, = pD1/(pD1el) mit p(Dy + D) = 0 und pe! = 1.0
(stationdre Losung eindeutig, da Dy + D1 Matrix eines ergodi-

schen Markov-Prozesses)

e Berechnung der Momente: E(T*) = m, - m”

k
mit m¥ = k! - ((—DO)_l) e

e Berechnung der Verteilungstkt. F(t) = 1 — maePoted

(Berechnung mittels Randomisierung)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 102



Da Zeiten nicht unabhangig sind, liefert Beobachtung einer Se-

quenz von Ankiinften Informationen iiber zukiinftiges Verhalten

Annahme: Es wurden Ankiinfte zu den Zeitpunkten ¢q,...,tk
beobachtet

Startverteilung zur Berechnung der Zeit bis zur Ankunft K + 1:

K K
P = <7TCLH eDot’fD1> / <7TaH eDot’fDleT>
k=1

k=1

Dot mittels Randomisierung siehe Folie 91

Berechnung von me

Markovsche Ankunftsprozesse (MAPSs):

e Verallgemeinerung von MMPPs
e Matrix D1 ist eine beliebige nicht negative Matrix

e Dy + Dy ist Generator-Matrix eines ergodischen Markov-

Prozesses

MAPs sind sehr allgemeine Klasse von Modellen, die komplexe
Ankunftsprozesse modellieren kénnen

Parametrisierung von MAPs bzgl. gemessener Daten ist komple-
xes nichtlineares Optimierungsproblem, welches nur fiir kleinere

Zustandszahlen oder spezielle Strukturen beherrscht wird.

Jeder IPP oder MMPP ist auch ein MAP
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3.6.4 Analyse von MAP/PH /1-Modellen

Phasenverteilungen und MAPs kénnen zur Modellierung
komplexer Verteilungen und Prozesse eingesetzt werden
= es entsteht ein Markov-Prozess
Bei endlichem Zustandsraum numerische Analyse eines linea-
ren Gleichungssystems (stationare Analyse) oder Randomisierung
(transiente Analyse)
Praktische Probleme durch Zustandsraumexplosion:
e Ersetzung einer Exponentialverteilung durch eine Phasenver-
teilung mit n Phasen vergroBert den Zustandsraum um den

Faktor n

e Bei Ersetzung mehrerer Verteilungen multiplizieren sich die

Faktoren

e Mit heutigen Methoden kénnen Gleichungssysteme mit bis zu
107 Zustinden auf einem iiblichen PC analysiert werden
Analyse von Systemen mit unendlichem Zustandsraum nur bei
Vorliegen einer regelmaBigen Struktur (siehe M/M/.)

Allgemeines Modell: MAP/PH/1
e MAP als Ankunftsprozess, PH Bedienzeitverteilung

e 1 Bediener und unendliche Warteraumkapazitat
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Beispiel I PP/Hy/1-System
A a /()
O‘é > B 1-2j1)

Zustandsbeschreibung (4, 7, k)mit

e | € {1,2} Phase Ankunftsprozess
e k£ € IN Population im System

e j=0falls k=0, ansonsten j € {1,2} Bedienphase

Zustande konnen in Blécke bzgl. der Population unterteilt werden
Blocke werden von 0 ausgehend aufsteigend nummeriert
Block 0 enthilt 2 Zustande alle weiteren Blocke 4 Zustande

Struktur der Generator-Matrix:

[ A A \

A2 Bl B()
Bs By By
Q =
Bs By By

(gilt allgemein fir MAP/PH/1-Modelle)
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Autbau der Matrizen im Beispiel:

A1<oz)\ e ),A()(&)\ (I1—a)X O O)
g =0 0 0 0 0

[ 0 ) (A 0 0 0)
P IR I IR S
0 1 0 0 0 0
Ry L0 0 0 0
(—ul—oz—)\ 0 o) 0 \
B, — 0 _,LLQ_OZ_A 0
L 8 0 —p=fB 0
\ 0 3 0 —m—p)
(a,,ul (1—a)uy O 0 \
B, — | e (1—a)us O 0
’ 0 0 apr (1 —a)p
K 0 0 ajly (1—a),u2)

Systematische Generierung der Matrizen aus den Matrizen der

Ankunfts- und Bedienzeitverteilung
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Analyse des Systems:
e Annahme: mittlere Ankunftsrate < mittlere Bedienrate

Sei m = (mo 71, ...) der stationare Verteilung

(7% ist die Verteilung mit Population k im System)

Sei n die Dimension der quadratischen Matrix A; und n - m die
Dimension der quadratischen Matrix B;

(dann ergeben sich automatisch die Dimensionen der restlichen

Matrizen)

Weitere Annahme:

e [s existiere eine nm X nm Matrix R, so dass w11 = TR
furk>1

Bei Einsetzen dieser Beziehung fiir einen Block k(> 1):
kBl + Tk—1Bo + 11 B2 =0 =
Ti—1 (Bo+ RB1 + R*B;) =0
Diese Gleichung ist offensichtlich erfiillt, wenn
Bo+ RB1+ R°By =0
Man kann nun zeigen (ohne dass wir es im Detail tun werden),
dass eine minimale positive Matrix R mit Spektralradius < 1

existiert, welche die Gleichung erfiillt
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Damit gilt fir R: limg_,o0 R* = 0 und damit limy_,oo 7 = 0

(wie zu erwarten)

Angenommen wir kennen R, dann gilt 7, = m; RF 1

Bleibt noch die Berechnung von my und m

Aus den Flussgleichungen folgt:

oAl + Ay = 0= mg = m Aza(—Ap) "1

1 kann aus folgendem Gleichungssystem berechnet werden:
moAo + m1 B1 + mBo =0 =
moAo + m1(B1 + RB3) =0 =
m1(As(—A1)"tAg+ Bi + RBy) =0

Das Gleichungssystem hat Rang nm — 1,

d.h. 1 kann bis auf einen Faktor berechnet werden

Dieser Faktor wir dadurch festgelegt, dass die Summe der

Wahrscheinlichkeiten 1 sein muss:
O

Zﬂ'keT =1 =
k=0
(Az (40)- +sz> -

71 <A2(A1) (I — R) ) T — 1

Liefert die fehlende Gleichung, so dass 71 und damit alle Vektoren

T, exakt berechnet werden kdénnen!
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Bleibt noch die Berechnung der Matrix R:

Zentraler Schritt der Analyse

Hier Vorstellung eines Basisverfahrens,
bessere Methoden existieren
Umstellen der Gleichung tiir R liefert:
R = (By+ R?Bs)(—By) ™!

Die resultierenden Fixpunktgleichung
Ritq = (Bo + (R)? Bz) (—B1)~"

mit Ry = 0 konvergiert gegen Matrix R

Verfahren kann auf weitere ahnliche Modelle erweitert werden:

e M AP/PH /m-Systeme
e GI/PH/1-Systeme

o M AP/GI/1-Systeme

Analyse dhnlich, aber i.d.R. aufwandiger
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3.7 Zuverlassigkeit und Verfiigbarkeit

Bisher wurde die Leistung von Systemen analysiert,

ein weiterer Aspekt ist die Verfiigbarkeit der angebotenen Dienste

Unverfiigbarkeit tiber einen langeren Zeitraum kann
desastrose Konsequenzen haben

(Verlust an Auftragen, Umsatz, Gewinn, ...)

Griinde fiir Unverfiigbarkeit von Diensten

e Hardware-Fehler
e Netzwerkprobleme
e Software-Fehler

e Denial of Service Angriffe
= viele Aspekte werden beriihrt
(Hardware, Software, Sicherheit . )

= Zusammenfassung unter dem Term dependability
Hier eine kurze Einfithrung

3.7.1 Grundlagen der Systemzuverlassigkeit

3.7.2 Vertiigbarkeit von Komponenten und Systemen
3.7.3 Detaillierte Modellierung des Ausfallverhaltens
3.7.4 Vertiigbarkeit und Leistung
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3.7.1 Grundlagen der Systemzuverlassigkeit

Taxonomie zur Klassifizierung von Fehlern

e Dauer

— Permanente Fehler
— Behebbare Fehler

— Transiente Fehler

o [Cffekt
— Funktionaler Fehler

— Quantitativer Fehler (Leistungsreduktion)

e Umfang
— Partieller Fehler

— Totaler Fehler

Verfiigharkeit = Prozentualer Anteil der Zeit,

in der das System verfiigbar ist

/ugehorige Zeiten
e MTBF Mean Time Between Failure

e MTTF Mean Time To Failure
e MTTR Mean Time To Repair
e MIBF =MTTF + MTTR
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Klasse Vertiig- Unvertiigbark. System-
barkeit (Min./Jahr) typ
1 90.0% 52560 Unmanaged
2 99.0% 5256 Managed
3 99.9% 526 Well-Managed
4 99.99% 52.6 Fault-Tolerant
5 99.999% 53 Highly Available
6 99.9999% 0.53 Very Highly Available
7 99.99999% 0.053 Ultra Available

Einfaches Modell einer Komponente mit Fehlern und Reparatur
A

_ 1
A= MTTF und U = 7R

Flussgleichgewicht liefert: A - pyup = 14 - Ddown

Pup Und Paown sind die Wahrscheinlichkeiten,

dass das System im Zustand up bzw. down ist

Da Pup + Pdown = 1 gilt

Vertiigbarkeit: A = p,,, = A

A
Unverfigbarkeit: U = pgown = ﬁ
i.a. MTTR leichter zur verkleinern, als MTTF zu vergroRern
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3.7.2 Vertfiigbarkeit von Komponenten und

Systemen

Systeme bestehen aus Komponenten =
Systemzuverladssigkeit ergibt sich aus
Komponentenzuverldssigkeit
Systemzuverldssigkeit = Wahrscheinlichkeit, dass ein System
wahrend eines vorgegebene Intervalls durchgangig
verfligbar ist
Typische Abhangigkeiten:
e serielle Abhingigkeit (wenn eine Komponente ausfillt, arbei-

tet das gesamte System nicht mehr)

e parallele Abhingigkeit (wenn alle Komponenten ausgefallen

sind arbeitet das System nicht mehr)

e Kombinationen aus serieller und paralleler Abhangigkeit
Darstellung als Zuverlassigkeitsblockdiagramm:

LT L

e

System ist verfiigbar,

wenn ein Pfad durch das Diagramm existiert!
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Serielle Abhangigkeit:

Ry = Systemverfiigbarkeit

r; = Verfiigbarkeit Komponente ¢

mn
Es gilt R = [] r; fir ein System mit n Komponenten
i=1

Verlaut der Systemverfiigbarkeit fir r; = r

1.0 7

r=0.99
----r=0.95

------- r=0.90

09 |\

08— "
0.7 1
06— \
05 ] ‘\.\ \\

R \ \
04 ] '\‘ \\
0.3 — R
0.2 - ~

0.1 —
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Parallele Abhangigkeit:

Esgilt R =1 — H?:l(l —7;)
flir ein System mit n Komponenten

Verlaut der Systemverfiigbarkeit fir r; = r

10 ] f —‘:_7'
R N ,/"
0.9 /
B r=0.99
- 1=0.95
e r=0.90
0.8 | | | | |
0 2 4 6 8 10

Minimale Anzahl von parallelen Komponenten nmin, um Sy-

stemverfiigbarkeitkeit R, bei Komponentenvertiigbarkeit r zu

1n(1—Rp)w

erreichen: Ny = [ n(1—r)
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Ein Beispiel:
Online-Broker, der die iiblichen Transaktionen (Kauf und Verkauf

von Aktionen, Optionen, .., Depotverwaltung etc.) iiber einen

Web-Server abwickelt
Anforderung Verfigbarkeit 99.99%
Server-Architektur des Brokers

00
R
00 00
R
00
00 00
Lastverteiler
Web- DB-
Server Server

nws Web-Server und npg DB-Server

Fiir beide Server sind hoch-zuverldssige und teurere Systeme
(Verfiigbarkeit 99.9%) und billigere Standardsysteme (Verflig-
barkeit 85%) einsetzbar

Zentrale Frage: Wie kann die geforderte Verfiigbarkeit

moglichst kostengiinstig erreicht werden?
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/uverldssigkeitsblockdiagramm fiir das System

(vereinfacht, da Netzelemente nicht modelliert)

************************

=

Fir die Verfiigbarkeit des Gesamtsystems gilt:
Rs = rrp-Rws-Rpp
= rp-[1 = (1 —rwg)"Ws]-[1 = (1 —rpg)"Ps]
Lastverteiler muss sehr zuverldssig sein,
um Ry = 0.9999 iiberhaupt erreichen zu kénnen!
= sel rr, g = 0.99999
Damit gilt 0.99991 = [1 — (1 — rwg)"WS]-[1 — (1 — rpg)"™PS]

Einige mogliche Konfigurationen:

Konfiguration | rwsg rps | "ws | npg R,

le WS/le DS | 0.850 | 0.850 6 5 99.990%
le WS/he DS | 0.850 | 0.999 5 2 99.991%
he WS/he DS | 0.999 | 0.999 2 2 99.999%

Auswahl hangt ab, von

e den Kosten der einzelnen Konfigurationen
e weiterer Zuverldssigkeits- und Sicherheitskriterien

e der jeweils erreichbaren Leistung
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3.7.3 Detaillierte Modellierung des

Ausfallverhaltens

Bisherige Modellierung ging von unabhangigen Ausfallen aus,

war dann aber unabhangig von der Verteilung der Ausfall- und

Reparaturzeiten anwendbar
Hier nun eine die Beschreibung komplexerer Modelle

Annahmen:

e Ausfall- und Reparaturzeiten lassen sich durch Phasenvertei-

lungen modellieren
e Ausfalle kdnnen korreliert sein

e Reparaturen werden von Reparatureinheiten durchgefiihrt, die

nur in beschrankte Anzahl zur Verfiigung stehen

= System lasst sich auf einen Markov-Prozess abbilden

= resultierender Markov-Prozess lasst sich bzgl. stationarer

oder transienter Male analysieren

(siehe Kap. 3.6.1 und 3.6.2)

Vorstellung des Vorgehens an Hand einiger Beispiele
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Beispiel:

Berechnung der Zeit bis zum ersten Ausfall eines Rechensystems
3 Mem. 2 Proc

L]

1 Bus

System besteht aus
e 1 Bus mit Ausfallrate 1.0e — 6 und Reparaturrate 1.0

e 2 Prozessoren mit Austfallrate 2.0e — 4 und Reparaturrate 0.5

e 3 Speicherbausteinen mit Ausfallrate 5.0e — 4 und

Reparaturrate 0.3
Weitere Festlegungen
e das System ist funktionsfihig, solange ein Prozessor, ein

Speicherbaustein und der Bus verfiigbhar sind

e wenn das System nicht funktionstahig ist, so wird es abge-

schaltet und es konnen keine weiteren Komponenten ausfallen

e Ausfall- und Reparaturzeiten seien exponentiell verteilt

Reparaturen werden von einer Reparatureinheit ausgefiihrt, die
mit unterbrechenden Prioritdten arbeitet, zuerst wird der Bus,
dann werden die Prozessoren und zuletzt die Speicherbausteine

repariert
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Ziel: Bestimmung der Verteilung/Momente der Zeit bis zum
ersten Systemausfall ausgehend vom System, in dem alle Kom-

ponenten funktionsfahig sind
Zustandsiibergangsgraph

ohne Angabe der Transitionsraten!

1,1,2

Zustandsbeschreibung (B,P,M) =
Anzahl verfiigharer Busse, Prozessoren und Speicherbausteine

Analyse der Zeit bis zum Systemausfall wie beschrieben durch

e Berechnung der Momente der Absorptionszeit

e Berechnung der Verteilung der Absorptionszeit
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Berechnung der mittleren Verfiigbarkeit eines Systems:

e System besteht aus 2 Komponenten, deren Ausfallzeiten Er-

lang 2 verteilt sind mit Mittelwert (2/u;) (i = 1,2)

e Fillt eine Komponente aus, so wird mit Wahrscheinlichkeit ¢
die zweite Komponente im Mitleidenschaft gezogen und fallt

ebenfalls aus

e Komponenten werden von einer Reparatureinheit repariert,

die Reparaturzeiten sind exponentiell verteilt

e Falls nur eine Komponente ausgefallen ist, dauert die Repa-

ratur im Mittel A\=1 Zeiteinheiten

e Falls beide Komponenten ausgefallen sind, so werden beide

gleichzeitig repariert, die Reparatur dauert dann im Mittel
2/ Zeiteinheiten

e Das System ist funktionsfahig, solange mindestens eine Kom-
ponente arbeitet, das System ist damit verfiigbar, wenn eine

Komponente verfiigbar ist
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Zustandsbeschreibung (s1, s2) mit s; € {0, 1,2} wobei

s; = 1,2: Komponente ¢ befindet sich in der iten Ausfallphase

s; = 0: Komponente 7 ist ausgefallen

Zustandsiibergangsgraph

= Aufbau der Generatormatrix ()
Lésung von pQ = 0 und pe! = 1.0
1.0 - Wahrscheinlichkeit Zustand (0,0) entspricht
der mittleren Verfiigbarkeit
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3.7.4 Verfiigbarkeit und Leistung

Leistung ist abhangig von der Zuverldssigkeit eines Systems und

auch von der verfiigbaren Konfiguration

Analyse muss beides beriicksichtigen,

o Verfligbarkeit des Dienstes und

e Leistung mit der ein Dienst erbracht wird (evtl. ohne SLAs
einzuhalten)

Beispiel.

Web-Server bestehend aus n Servern,

die jeweils verfiigbar oder defekt sein kdnnen
Ankunftsrate von Anfragen A Anf. /Sek.
= bei k verfligbaren Servern Ankunftsrate pro Server \/k

= Leistungsmale wie Antwortzeit hangt von der Zahl der

verfiigharen Server ab

Kombinierte Analyse von Leistung und Zuverlassigkeit
= Performability Analyse

Analyse in drei Schritten

1. Analyse der Zuverldssigkeit

2. Analyse der Leistung fiir alle moglichen Konfigurationen

3. Kombination der Ergebnisse
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/uverlassigkeitsanalyse

Basismodell der Zuverlassigkeitsanalyse

® 1 Server
e jeder Server fillt mit Rate 1/MTTF aus

e bis zu m Server kdnnen gleichzeitig repariert werden

e die Reparaturrate eines Servers betragt 1/ MTTR

Darstellung des Zuverlassigkeitsmodells

vsvif?¥§r§d @
?Qltjaparatu @
|

Serverin
Reparatuf

Verflugbare Server

Hier vorausgesetzt:
Annahmen der operationalen Analyse gelten bzw. Ausfall- und
Reparaturzeiten sind exponentiell verteilt
= Modell ist eine spezielle Form des M/M/m Systems
mit endlicher Population und

lastabhdngiger Bedienrate (siehe Folie 24)
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/ustandsiibergangsdiagramm
m

1 2 3 4 m
MTTR MTTR

PN TN NN R
Q_ @\/@\/'"% \/@

1 2 3 n—-m+1 n—-m
MTTF MTTF MTTF MTTF MTTF MTTF MTTF

Sei p= MTTR/MTTF, dann gilt

.
B k=1,....m
B Pop (]C) ) )

ko
pop-n! _
Tl Byl E=m-+1,...n

wobei pi. die Wahrscheinlichkeit fiir k defekte Server ist

AS)
>
|

Auf Grund der Normierungsbedingung gilt ferner

n

_ k n! b
Po = [Z?OIO < A ) + WZZ:m—I—l (n_k;')glmk—m

Aus den Wahrscheinlichkeiten lassen sich die

Zuverlassigkeitsmale berechnen:

o Verfiigbarkeit A =1— p,

e Durchschnittliche Zahl vertiigbarer Server

n—1

Nup = 2j—o(n — k) - pi

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 125



| eistungsanalyse

Modell eines einzelnen Web-Servers
Webh-Server

— I
CPU ||
__ Platte |
reject
request

Jeder Web-Server kann bis zu
r Anfragen gleichzeitig bearbeiten
weitere Anfragen werden abgewiesen

Vorgehen bei der Leistungsanalyse:

e Analysiere den Web-Server als geschlossenes Modell fiir feste
Populationen [ =1,...r
(d-h. Auftrige, die den Server verlassen betreten ihn auch
sofort wieder, siehe auch Kap. 3.7.2)
= Durchsatz X (1) mit [ Auftragen

e Analysiere firk =1,...,nein M/M/.. Modell mit Kapazitat
r, Ankunftsrate A/k und lastabhangiger Bedienrate p; =

X (1) (siehe 3.1.3)
= Durchsatz Xé“, Antwortzeit ng, Population Né“ und

Verlustwahrscheinlichkeit pfoss
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Performability Analyse

Kombination der Resultate

der Zuverldssigkeits- und der Leistungsanalyse
o Gesamtdurchsatz: Xo =Y, X} Pn—s

e Verlustwahrscheinlichkeit pjoss = 1 — %

o Mittlere Antwortzeit Ry = Zzzl R’g *Dn—k

o Mittlere Population Ny == Zzzl NE - pr_r

= da die Zeitkonstanten des Leistungsmodells und
des Zuverlassigkeitsmodells sich deutlich unterscheiden,
liefert das Vorgehen genaue Resultate

(sofern die Resultate der beiden Analyseschritte genau

sind)
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3.8 Erweiterte Analysetechniken

Es existieren zahlreiche Erweiterungen der exakten Analyse von

Produktformnetzen
Primare Zielrichtungen:

1. Approximative Analyse von Nichtproduktformnetzen

(Erweiterung der Modellklasse)
2. Approximative Analyse sehr groler Netze

(Effizienzsteigerung)

zu 1. wurden bereits erste Ansatze eingefiihrt
(Mehrklassennetze fiir Verteilungen mit heavy tails,
Beriicksichtigung von bursts durch Justierung der

Ankunftsrate)

Oft auftretende Charakteristika,
die bisher nicht behandelbar sind:

e FCFS Bediener mit klassenspezifischer Bedienzeit
e Prioritaten bei der Bedienung
e Simultane Belegung von Ressourcen

e /Zugangsbeschrankungen zu Teilsystemen
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Ansatze zur Behandlung dieser Charakteristika

e Erweiterungen der Mittelwertanalyse

e Dekomposition und Aggregierung

zu 2.
Im wesentlichen Schrankenberechnung

relevant fiir geschlossene Netze mit

e groler Population

e vielen Stationen

also keine “exakten Resultate”

sondern obere und untere Schranken fiir Leistungsmale

Struktur des Kapitels

3.8.1 Flussaquivalente Aggregierung
3.8.2 Anwendungsbeispiele Aggregierung

3.8.3 Approximative Analyse von
Nichtproduktformnetzen

3.8.4 Simultane Ressourcenbelegung
3.8.5 Schrankenberechnung

3.8.6 Grenzen der Modellierung mit Warteschlangennetzen
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3.8.1 Flussaquivalente Aggregierung

Basis:

Ersetzung eines Teilnetzes durch

eine lastabhangige Station

e cxakte Resultate fiir Produktformnetze
e oftmals gute Approximation fiir allgemeine Netze

e Basis fiir hybride Analysen
(d.h. Mischung unterschiedlicher Techniken)

Vorgehen bei der flussdquivalenten Aggregierung

1. Dekomposition des Netzes in Teilnetz und Rest

2. Isolierte Analyse des Teilnetzes tiir alle moglichen Populatio-

nen und Bestimmung der lastabhangigen Durchsitze

3. Definition Aggregat als lastabhangige Station mit

Bedienrate = lastabhangiger Teilnetzdurchsatz
4. Einbindung Aggregat in Umgebung

5. Analyse aggregiertes Gesamtnetz
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Einklassenfall

_________________

Durchsatz
mess?ng |
® : Voranalyse
| fur 1..N
L
Aggregierung

'
—p
'

%:I_O_
L0

Aggregiertes Modell
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Algorithmisches VVorgehen

Kontext der Mittelwertanalyse =

Topologie des Teilnetzes spielt keine Rolle

Analyse auf Basis der relativen Besuchshaufigkeiten!

Also

e Netz mit Stationen 1, ..., K und Population N
o Aggregierung der Stationen L +1,..., K

o Aggregiertes Netz mit Stationen 1,..., L plus
Aggregat L + 1

Voranalyse

Stationen L + 1, ..., K definieren geschlossenes Netz
mit Bedienbedarf D; =V, - S;
an Stationt € {L+1,..., K}
= Bestimme fiir dieses Netz
fur alle Populationenn=1,..., N

Durchsitze Xo(n)

Ein (!1) Durchlauf durch Mittelwertanalysealgorithmus
(Folie 40) ist notwendig zur Berechnung aller X¢(n)
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Aggregatbildung

Definiere lastabhidngige Station mit
Bedienzeit Sp11(n) = (Xo(n))™*
Aggregiertes Modell

bestehend aus Stationen 1,..., L mit
unveranderten Parametern
und lastabhangiger Station L + 1 mit V41 =1
Falls Ausgangsnetz Produktformnetz gilt:
Resultate fiir Stationen 1,..., L im aggregierten Netz und im
Ausgangsnetz sind identisch
= exakte Aggregierung
Besonders effizient fiir parametrische Studien
Experimente iiber Modell bei dem Stationen 1,...,L
ihre Parameter dndern
e cinmal aggregieren

e Aggregat mehrfach verwenden

Anwendung bei offenen Netzen

Problem: Population potenziell unendlich

Losung: wahle grolses IV
(d.-h. N sodass [Xo(N +1) — Xo(V)| < ¢)
und setze Sp11(k) = Sp11(NV) falls k > N
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Mehrklassennetze

Ubertragung vom Einklassenfall

1. Analysiere Teilnetz der Stationen L 4+ 1,..., M fiir alle Po-

pulation 0, ..., NV und bestimme last- und klassenabhangige
Durchsétze Xg (n)

2. Bilde Ersatzstation mit Bedienzeiten

Sr11.0(n) = (Xor(n))™!

3. Analysiere aggregiertes Modell

Bemerkungen:

Voranalyse erfordert einen Durchlauf

der Mittelwertanalyse

Resultierendes Aggregat erfiillt
Produktformeigenschaften d.h.

SL—I—l,r(ﬂ) _ SL—i—l,r(ﬂ_ls)
Sr+1,s(n)  Sp41,s(n—1,)

(falls Stationen L + 1, ..., M Produktformnetz bilden)
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Anwendung auf alleemeine Modelle

Betrachtung allgemeiner Warteschlangennetze mit

stochastischem Routing und allgemeinen Stationstypen

Anforderungen an Teilnetze:

1 Eingang und 1 Ausgang pro Klasse

Voranalyse wird zur "Kurzschlussanalyse”

Durchsatz
messung
{0
1O

Hybride Analyse

1. Voranalyse mittels Simulation oder numerischer Analyse, Ana-

lyse aggregiertes Modell mittels analytischer
Techniken

2. Voranalyse mittels analytischer Techniken,
Analyse aggregiertes Modell mittels Simulation oder
numerischer Techniken

in beiden Fallen Aufwandsreduktion
aber auch keine exakten Resultate

Vorsicht bei 1. und mehreren Klassen: Es entstehen

I.d.R. keine Produktformaggregate!
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3.8.2 Anwendungsbeispiele Aggregierung
Typisches Anwendungsproblem:
Simultane Belegung von Ressourcen

Tritt in verschiedenen Auspragungen

in Rechen- und Kommunikationssystemen auf

Rechnermodell mit Speicherbeschrankung

Computer

Terminals Computer

O

O

:I-Q—E’Iatten i
‘\ cPU =10

|
|
|
|
Terminals :
|
|
|
|
|

maximal M von IN Prozessen konnen aktiv sein

Analyse mittels Aggregierung

Analysiere Computermodell fiir Popul. 1,..., M

Ersetze Computermodell und Speichermodule

durch lastabhangige Station mit Bedienzeit

(Xcomp(n))™t  fallsn <M

Scomn (1) = { (Xcomp(M))™F sonst
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Berechnung der Resultate:
Direkt aus dem aggregierten Modell ablesebar:
e Durchsatz

e Population und Verweilzeit

Computer 4+ Speicherzuteilung

Aus dem aggregierten Modell ablesbar,

falls Populationsverteilung berechnet wird

e Population Speicherzuteilung und Population Computer

separat
Nmem = Zojj:MJrl Poomp(n|N) - (n — M)
Neomp = NComputer — MNmem
iber Little

e Verweilzeiten Computer und Speicherzuteilung separat

e Resultate fiir Stationen im Teilnetz tiber Kombination

Ergebnisse Voranalyse und Analyse aggregiertes System

Mehrklassennetze

Individuelle Speicheranforderungen je Klasse
Im Prinzip genauso behandelbar

aber: Geschwindigkeiten erfiillen

Produktformbedingungen nicht mehr!|
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3.8.3 Approximative Analyse von
Nichtproduktformnetzen

Zentrale Anwendung:
Analyse komplexer Schedulingalgorithmen an Stationen mit

lastunabhangiger Bedienzeit

(es gibt weitere Anwendungen, die wir hier aber nicht betrachten

wollen!)

Basisannahme: Ankunftstheorem gilt
(ankommender Auftrag sieht stationdre Verteilung)
dies kann zu starken Verfalschungen fihren!

= Validierung der Ergebnisse ist notwendig

Aber die Annahmen die Giiltigkeit des Ankunftstheorems sorgt
dafiir, dass der Algorithmus der Mittelwertanalyse
(siehe Folie 40 oder 44) anwendbar bleibt, wenn eine neue Formel

zur Berechnung der mittleren Verweilzeiten verwendet wird

Damit erfordert die Entwicklung eines MVA-Algorithmus “nur”
die Herleitung einer Formel fiir die Verweilzeit eines Auftrags der

n bzw. IN Auftrige bei seiner Ankunft antrifft
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Allcemein verteilte Bedienzeiten an FCFS-Stationen:

Einklassenfall

Ubertragung der Ergebnisse fiir M/G/1 Systeme

Fir offene Netze:
R; ZSZ'—I—Si'ni—I—UZ"(SIGS—Si)

ZSZ—I—SZRZXZ—I—UZ(SIGS—SZ)
. Si—l—UZ'-S,ZaeS—Ui-SZ'
o 1-5;-X;

&
_ g o USSPt
=St 50

Fiir geschlossene Netze:
Ri(n)=S8;-(1+ni(n—1)+U;(n—1)- (S —25,)

. VK241
mit 5] ¢ =.5; - QZJF und

V K? quadr. Variationskoeffizient der Bedienzeit an 4

Mehrklassenfall

Einfache Ubertragung fiir geschlossene Netze:

R
Rz’,r(ﬂ) — Sz’,'r + ZS’L,S . ni,s(ﬂ — lr)—i_

. s=1
D Uisln—1,)-(57% = S;.)
s=1

VK? +1

: res __ Q. .
mit Sz-’,r = Sir 5
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Fir offene Netze:
Rz’,r — Pi,r + Wi,r

Fiir die Wartezeit gilt:
R

R
Wir =Y (is—Uis) Sis+ Y Uis Si
s=1

s=1
R R
— § Xz',s : Wz’,s : Sz’,s + E Uz',s : S{,is
s=1 s=1
R R
— E Ui,s : Wi,s + E Ui,s : Srz:ess
s=1 s=1

Damit ist W; s = W; 4 fir alle Klassen ¢,s € {1,..., R}
= die Wartezeit ist fur alle Klassen identisch!

Wenn wir W; ¢ durch W; ersetzen, erhalten wir

R R
W, =W, Z Us s + Z Uis - SI%
s=1 s=1

R
res
: :Uias ) S’L,S
— s=1

1-U;

Im Gegensatz ergibt sich die Wartezeit einer Produktformstation

zu (z.B. processor sharing)

U
Wi,r — 1_—%]7;Si,r
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Prioritaten

Ublicher Mechanismus in Rechensystemen
Einteilung von Auftragen in Klassen

Bevorzugte Bedienung bestimmter Klassen

Wir nehmen an: r hat Prioritat iber s, falls r > s

Man unterscheidet

e unterbrechende Prioritaten
— hoher prioriger Auftrag unterbricht niedriger
priorigen bei Ankunft,

— unterbrochener Auftrag beginnt spater mit neuer Bedie-

nung (repeat) oder

— unterbrochener Auftrag fahrt mit der Bedienung fort, wo
er unterbrochen wurde (resume)
e nicht unterbrechende Prioritaten

— nach Beginn der Bedienung wird diese erst beendet,

— bei Auswahl des nachsten Auftrags wird der mit

hochster Prioritat aller wartenden ausgewahlt

Innerhalb einer Klasse FCFS Scheduling
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Unterbrechende Prioritaten mit resume:

Betrachten wir einen Auftrag der Klasse r

Verweilzeitweilzeit an Station 2 setzt sich zusammen aus:

1. seiner eigenen Bedienzeit

2. der Restbedienzeit des Auftrags in Bedienung, falls dieser

keine niedrigere Prioritat als r hat

3. der Bedienzeit der Auftrage in der Warteschlange mit Prioritat

s>r

4. der Bedienzeit bis zum Ende der Bedienung ankommender

Auftrage mit Prioritdat s > r

zur Berechnung der einzelnen Terme
1. Eigene Bedienzeit: .S;

2. Restbedienzeit:
W. [Auftrag mit mind. gleich hoher Prioritdt in Bedienung|

multipliziert mit dessen Restbedienzeit
R

Zs:'r U'L,S(M o l?“) ) S;is

3. Bedienzeit der Auftrage in der Warteschlange
vor dem Auftrag mit mind. gleich hoher Prioritat

S (N —1,) = U s(N —1,)) - S;)
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4. Wahrend der Wartezeit oder Bedienung des Auftrags
eintreffende Auftrage mit hoherer Prioritat
Ri,r(ﬂ) ' ZSR:T—I—l )‘i,S(M - lr) ' Si,s
mit A; (/N — 1,.) Ankunftsrate von Klasse s Auftragen
an Station bei N — 1. Auftragen im Netz
Rir(N) - Ais(N—1,)
entspricht der Anzahl der wahrend der Verweilzeit
des Klasse 7 Auftrage ankommenden Auftrage
der Klasse s
Weiterhin gilt U; (N —1,) = X\ (N —1,) - S; ¢

Dies ergibt folgende Darstellung der Verweilzeit

r

R, - (N) =

Si,?“""ZSR:r(S;:iS ) i,s(ﬂ_lr)"'si,s' (ni,s(ﬂ_lr) _Ui,s(ﬂ_lr))
R
1_Zszr—|—1 U’i,r(ﬁ_lr)

Verweilzeit ist unabhangig von Auftragen der Klassen s < r

(diese werden einfach verdrangt)

Auf Basis der Verweilzeitdarstellung kann

Mittelwertanalyse einfach realisiert werden
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Nicht unterbrechende Prioritaten

Vorgehen dhnlich zum unterbrechenden Fall
Unterschiede:

In Bedienung befindlicher Auftrag kann nicht

unterbrochen werden

Damit wird 2. Berechnung der Restbedienzeit zu
R
> om1 Uis(N—1,) - ST
Auftrag kann selbst nicht wihrend seiner Bedienung  unterbro-

chen werden

Damit werden hoher priorige Auftrage nur beriicksichtigt,

wenn sie wahrend der Wartezeit eintreffen

R
Wi,r(ﬂ) : Zs:r—l—l Ai,s(ﬂ - lr) : Sz’,s

wobei W; .(IN) = Wartezeit von Klasse r an Station i
bei N Auftragen im Netz

Berechnung der Wartezeit
Wir(N) =

S SIS U ((N—1)+ 30 S s (g s (N—1,)—U; s(N—1,)
R
1 _Zs:r—|—1 Ui,?”(ﬂ_lr)

Verweilzeit: R; (N) = W; . (N) + S; »

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 144



Vorgehen intuitiv und leicht verstandliche

Aber:
oft groBe Approximationsfehler!

Grund:
Gerade fiir Auftrage mit niedriger Prioritat treffen

Annahmen der Mittelwertanalyse nicht zu

Ankunftstheorem ist in der Regel stark verfalscht

Beispiel:
Bedienung eines Auftrags mit niedriger Prioritit an

einer Station mit unterbrechender Prioritat

Wihrend der Bedienung kann kein Auftrag mit

hoherer Prioritat an der Station sein!

D.h. wahrend der Bedienzeit des Auftrags werden
typischerweise weniger Auftrage mit hoher Prioritat

eintreffen als tiblich

=Verweilzeiten von Auftragen mit niedriger Prioritat

werden Uberschatzt

= Fehler wachst mit steigender Auslastung durch
Auftrage mit hoher Prioritat

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 -

145



3.8.4 Simultane Ressourcenbelegung

Typisches Szenario in C/S-Systemen:
Prozesse bendtigen unterschiedliche Ressourcen gleichzeitig
Insbesondere gleichzeitige Belegung von Hardware und Software-

Ressourcen
e Software-Ressourcen sind

— Threads, die auf verschiedenen Ebenen Abfragen
bearbeiten
* \Web-Server Thread

x Anwendungs-Server Threads

* DB-Server Thread und DB-Locks

e Hardware Ressourcen sind
— Computer und Kommunikationssysteme, auf denen die

Threads ablaufen
x* CPU
* Platten

* Hauptspeicher

* LAN

Szenario in den bisherigen Modellen

nur sehr eingeschrankt darstellbar

= Methoden zur Beschreibung und effizienten Analyse

sind notwendig
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Typische Beispiele

WS Threads

Warteschlange
fur Anfragen

—_—

Platte
Anfragen treffen am Web-Server ein und
werden von den Threads des Web Servers bearbeitet
m gleichzeitig aktive Threads im Web-Server

= bis zu m Anfragen kénnen simultan bearbeitet werden,

weitere Anfragen miissen warten

alle Server Threads werden auf einer Maschine abgearbeitet,

d.h. konkurrieren um CPU und Platten

= Anfrage belegt simultan Web-Server Thread und
CPU oder Platte

Analyse dieses einfachen Modells z.B.

mit flussdquivalenter Aggregierung (siehe Folie 136)
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Komplexeres Modell eines Web-Servers

Ablauf von Anfragen:
e Anfragen treffen am Web-Server (WS) ein und versuchen

einen von m [ hreads zu belegen
— falls kein Thread frei, missen Anfragen auf Zuteilung

warten

— Threads des WS werden auf einem Rechner mit CPU und

einer Platte abgearbeitet
— WS entscheidet, welche Funktionen die jeweilige Anfrage

ausfithren muss
— einige Funktionen erfordern Aufruf von Funktionen des

Anwendungs-Servers (AS)
* AS besteht aus n Threads, die auf einem Rechner mit

CPU und einer Platte ablaufen
x falls ein Thread frei ist, wird Anfrage sofort abgearbeitet
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(der Thread im WS bleibt dazu ebenfalls belegt!)

* falls kein Thread frei ist, muss Anfrage warten (auch

dabei bleibt der Thread im WS belegt)
x einige Anfragen an AS bendtigen Zugriffe auf die Daten-

bank, die durch den Datenbank-Server (DS) bearbeitet

werden
- DS besteht aus p Threads, die auf einem Rechner mit

zwei Platten ablaufen

- AS und DS laufen auf dem selben Rechner, d h. sie
konkurrieren um die CPU, aber greifen auf jeweils
eigene Platten zu (nicht sichtbar in der graphischen

Darstellung)
- wie zuvor werden Anfragen von BS abgearbeitet, wenn

ein freier Thread vorhanden ist (dabei belegt die An-

frage simultan jeweils einen Thread von WS, AS und

* na[c)hS)Abarbeitung wird der DS Thread freigegeben und

der AS Thread fahrt mit seiner Bearbeitung fort
x der AS Thread generiert weitere DB Abfragen oder

beendet die Bearbeitung
— nach Beendigung der Bearbeitung durch den AS Thread

geht Kontrolle an WS Thread der Bearbeitung der Anfrage
beendet oder neue AS Anfrage startet

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 149



Berechnung der Antwortzeit einer Anfrage:

Antwortzeit :=
SoftwareW artezeit + Ausfuehrungszeit
mit
So ftwareW artezeit :=
Wartezeityw s + Wartezeit s + Wartezeitpg
Aus fuehrungszeit :=
HardwareW artezeit + Bedienzeit
HardwareW artezeit :=
HwWartezeitywws + HwoWartezeit o + HwWartezeitpg
Bedienzeit .=
Bedienzeity s + Bedienzeit g + Bedienzeitpg

Zeiten mit bisherigen Modellen nicht ermittelbar,

da Abhangigkeiten liber verschiedene Ebenen existieren

Analyseansatze

o Layered Queueing Networks

e Simulation
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Layered Queueing Networks (LQNs)

neue Entwicklung basierend auf

e Beschreibung eines Systems in Ebenen

e jede Ebene Idsst sich als erweitertes Warteschlangennetz be-

schreiben

e Ebenen bestehen aus
— Ressourcen (z.B. CPU, Platte) durch Warteschlangen mo-

delliert
— Software-Threads auch durch Warteschlangen modelliert
x der darunterliegenden Ebenen

x der dariiber liegenden Ebenen
e bei der Analyse ist zu beachten, dass

— Warteschlangen fiir Hardware-Ressourcen vollstandig be-
schrieben sind
— Warteschlangen fiir Software-Ressourcen (Threads) Bedi-
enzeiten haben, die aus den Modellen der
unteren /oberen Ebenen resultieren
= iterativer Fixpunktansatz zur Analyse
Modelle dieser Art existieren in unterschiedlichen
Auspragungen, hier nur kurze Vorstellung des Ansatzes am

Beispiel (Details in der Originalliteratur)
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Darstellung des Beispiele als LQN

Ebene1 | WS-
Threads

Ebene 2 @ @

AS-
Threads

DS-
Threads

Ebene 3

Ebene 4

Resultierende Warteschlangennetze

Ebene 1
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Ebene 2

2

Scpu
\H! } [1]
CPU

- (O s

Platte

O

Sws

Ebene 2

3
Scpu \\\q )
I R []] ] )‘{ Platten
CPU []]

3
Sas

Beziehungen zwischen den einzelnen Parametern

(n Threads in Ebene 2 und p Threads in Ebene 3)
Sei X; = Durchsatz durch j in Ebene ¢
U; = Auslastung von j in Ebene ¢

Berechnung der Bedienzeiten (Annahme m > n > p)

Sixs = n/sz/Vs — Sx%vs und SIQ/VS = m/X}xs — Shs
Sixs — n/Xz%s - SIQDS und S%)s — P/Xfxs - Sfxs
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Bestimmung der Bedienzeit an der geteilten CPU

‘S%PU — SCPUQ/(]‘ - UgPU)
(Scpu, Bedienbedarf eines einzelnen Auftrags der Ebene 2 an
der CPU)

S%PU = Scpus/(1— U%PU)
(Scpu, Bedienbedarf eines einzelnen Auftrags der Ebene3 an
der CPU)

Berechnung iterativ, wobei initial Werte geschatzt werden

e in der Regel schnelle Konvergenz der Iteration

(dies ist aber nicht gesichert)

e in der Regel akzeptable Genauigkeit
(auch dies ist nicht gesichert)

andere Moglichkeiten der iterativen Parameterbestimmung

existieren

Modelle kdnnen deutlich komplexer sein

e mehrere Threads in einer Ebene

e Interaktion Uiber mehrere Ebene

L6sungsansatz trotzdem anwendbar
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Simulation

e Nachbildung des Systemverhalten durch ein Programm

e statistische Auswertung der Resultate

= im Prinzip sind beliebig komplexe Systeme modellierbar
Vorteile der Simulation

e komplexe Abhangigkeiten sind darstellbar

e Verteilungen, nicht nur Mittelwerte, sind in die Analyse ein-

beziehbar

e auch zeitabhangiges Verhalten analysierbar
Nachteile der Simulation

e hoherer Aufwand bei der Modellerstellung
(Modelle des beschriebenen Typs mit den meisten Simulati-

onswerkzeugen nicht direkt spezifizierbar)

e hoher Aufwand bei der Datenerhebung
(detaillierte Modelle erfordern detaillierte Daten)

e hoher Analyseaufwand

= fir die Kapazitatsplanung sind in fast allen Fillen

analytische Modelle vorzuziehen
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3.8.5 Schrankenberechnung
Oft sind

e Systeme sehr grol}

e Parameter eines Systems noch nicht vollstandig

bekannt

e viele Parameter vorhanden, die in Analysen variiert werden

mussen
Dann ist eine vollstandige Analyse unmoglich,

es konnen aber Schranken berechnet werden, um

e crste Aussagen lber die Leistungsfahigkeit zu

bekommen
e Grenzen fir mogliche Parameter festzulegen

e interessante von uninteressanten Konfigurationen zu

unterscheiden
Zahlreiche Methoden zur Schrankenberechnung existieren

e im wesentlichen fiir Einklassennetze
e ohne lastabhangige Stationen

e im wesentlichen zur Durchsatzberechnung
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Einklassennetze

o N Auftrage im Netz
e Netz mit K + 1 Stationen
e Stationen 1... K lastunabhangige Stationen

e Station K + 1 Verzogerungsstation mit Bedienzeit Z
(falls mehrere Verzégerungsstationen im Netz, diese erst zu
einer zusammenfassen durch Addition der einzelnen Bedien-

zeiten)

Es gelte D1 < Dy < ... < Dk (mit Dy, = Vi, - Si)
Station K ist der Flaschenhals des Netzes

auf Basis der Berechnungen gilt auch

nk(N) > ni(N) fir alle k < K und alle N

K
e durchschnittliche Bedienzeit Dy, = > Dy /K
k=1

K
e Summe der Bedienzeiten Dy, = ) Dy,
k=1
e /ykluszeit fir einen Auftrag R(N) = N/ Xy(N)
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Asymptotische Schranken

einfachste Form durch Betrachtung von Extremsituationen

1. An keiner Station wird gewartet

e der Flaschenhals des Netzes voll ausgelastet

obere Schranke fiir den Durchsatz
Xo(N) <min(N/(Dx + Z),1/Dk)

Herleitung:

erster Teil: Kehrwert der minimalen Durchlaufzeit
ist maximaler Durchsatz pro Auftrag

zweiter Teil: maximaler Durchsatz am Flaschenhals

liefert Durchsatzschranke
2. Auftrag wartete an jeder Station auf N — 1 Auftrage

e untere Schranke fiir den Durchsatz
Xo(N) > N/(N - Ds, + Z)

Herleitung:
Kehrwert der maximalen Zykluszeit liefert
minimalen Durchsatz pro Auftrag

Schranken fir Zykluszeit iiber Little

Schranken in der Regel sehr weit auseinander
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Balanced job bounds

Schranken durch Anwendung der Mittelwertanalyse
Basis: System, in dem alle Stationen gleich ausgelastet
sind (balanced) liefert bessere Leistung als

System mit ungleicher Auslastung (unbalanced)
(bessere Leistung bedeutet

héheren Durchsatz geringere Zykluszeit)

untere Schranke fiir R(IN)/ obere Schranke fiir X (V)

Untersuchung des balanced Systems liefert

e mittlere Kundenzahl an der Verzogerungsstation n»

Z Z
ZT(N-1)Ds = "2 < 75D

e mittlere Kundenzahl an den restlichen Stationen nyxy

Ds: (N—1)Ds,
ZiDy =% S 7o (N-1)Ds

Damit gilt (wg. besserer Leistung balanced System)

R(N) > Z+ Ds+ (N = 1) Doy - 522

und

N-1)-D
Xo(N) < N/(Z+ Ds+ (N —1) Dqgy - (1\(1—1)2)232)
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obere Schranke fiir R(IN)/untere Schranke fir X (V)

Konstruktion eines balanced Systems

mit schlechterer Leistung als Originalsystem hat

Schrittweises Vorgehen:
1. Setze T = man(Dk < DK), [T = mink(Dk > O)

2. FallsIT™ <[~ STOP

3. Reduziere Bedienzeit an Station [~ um A und
erhohe Bedienzeit an Station ™ um A
wobei A = min(D;-, D — D;+)
Schritt 3 reduziert die Systemleistung =
resultierendes Netz hat schlechtere Leistung

als Ausgangsnetz

Stationen mit Bedienzeit 0 konnen gestrichen werden
Es entsteht ein balanced Netz mit

K’ = [Dyx /D Stationen mit Bedienzeit Dy

Zykluszeit dieses Netzes obere Schranke fiir Ausgangsnetz

R(N) < Z+ Ds+ (N —1)- Dy - ~2=1Ds

(N—1)Dx+Z
und
Xo(N) > N/(Z + D + (N = 1) - Dy - 25325 )
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3.8.6 Grenzen der Modellierung mit

Warteschlangennetzen

Warteschlangennetze werden breit eingesetzt
aber es gibt klare Restriktionen bzgl.

e der Spezifizierbarkeit bestimmter Verhaltensmuster

e der analytischen Losbarkeit
Probleme bei der Spezifikation bereitet

e simultane Ressourcenbelegung

e fork/join von Prozessen

e manche Blockierstrategien

e komplexe lastabhangige Routingstrategien
e Synchronisation von Prozessen

o exklusiver Zugriff auf mehrere Ressourcen

e manche Schedulingstrategien wie shortest job first
Probleme bei der analytischen Analyse

e nicht exponentielle Bedien- oder Ankunftszeiten
e batch oder bulk Ankiinfte oder Bedienung

e zeitanhangige Analysen
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