
3. Te
hniken der LeistungsanalyseModelle zur Leistungsanalyse sind Wartes
hlangennetze, diesebestehen zum einen aus Ressour
en
• Ressour
en umfassen einen oder mehrere identis
he Bedienerund einen Warteraum
• Ressour
en werden au
h als Stationen bezei
hnet
• unters
hiedli
he Typen von Stationen existierenund im System zirkulierenden Aufträge,
• die Bedienung an Stationen verlangen (und dabei evtl. aufdie Verfügbarkeit der des/eines Bedieners warten müssen),
• deren Bedienwüns
he i.d.R. als Zufallsvariablen spezi�ziertwerden, von denen meist nur der Erwartungswert zur Analyseverwendet wird,
• deren Besu
hsanzahl an einer Station ebenfalls dur
h eineZufallsvariable bes
hrieben wird, von der i.d.R. nur der Er-wartungswert betra
htet wird,
• die au
h als Kunden, Jobs et
. bezei
hnet werden,
• die von unters
hiedli
hem Typ sein können.- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 1



Bisherige Betra
htung von Wartes
hlangennetzen unteroperationalen Regeln
• Annahmen über das �typis
hes� Systemverhalten in endli
henIntervallen
• Herleitung von Leistungsgröÿen auf Basis einfa
her Gesetze
• Resultate gelten für endli
he Intervalle und können z.T. aufunendli
he Intervalle übertragen werdenVorteil der operationalen Si
htweise:Einfa
he Herleitung und Beweise für viele ResultateAndere Si
htweise: sto
hastis
he Analyse
• Ankunfts- und Bedienzeiten unterliegen sto
hastis
hen Ein-�üssen und sind bes
hrieben dur
h Zufallsvariablen (ZVs) mitgegebener Verteilungsfunktion
• Wege dur
h ein Netz sind dur
h Verzweigungswahrs
heinli
h-keiten de�niert
• Sto
hastis
he Analyse untersu
ht System über unendli
henZeithorizont (Flussglei
hgewi
ht wird zu stationärem Glei
h-gewi
ht)
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 2



Unters
hiedli
he Betra
htung:
• Operationale Analyse ma
ht Aussagen über einen typis
henAblauf
• Sto
hastis
he Analyse ma
ht Aussagen über alle mögli
henAbläufeTrotzdem existieren Analogien und Ergebnisse der operationalenAnalyse gelten teilweise au
h für sto
hastis
he Systeme!Aber Vorsi
ht: Eine Übertragung der Ergebnisse fürbeliebige Systeme führt zu fals
hen Ergebnissen!!Regeln der operationalen Analyse gelten oft für sto
hastis
heSysteme mit exponentiellen Ankunfts- und Bedienzeiten undliefern einfa
he Herleitungen für Ergebnisse über diese SystemeIm Rahmen dieses Kapitels betra
hten wir3.1 Einfa
he Wartesysteme3.2 O�ene Wartes
hlangennetze3.3 Ges
hlossene Wartes
hlangennetze3.4 Sto
hastis
he Interpretation3.5 Anwendungsbeispiele3.6 Modellierung mit Markov-Prozessen3.7 Zuverlässigkeit und Verfügbarkeit3.8 Erweiterte Analysete
hniken- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 3



3.1 Einfa
he WartesystemeSysteme können als sogenannte �bla
k box� oder�white box� Modelle analysiert werdenDie �bla
k box� Si
htweise betra
htet nurdas Ein-/Ausgangsverhalten und ni
ht die interne Struktur

k

X (k)
0

Charakterisierung des Ein-/Ausgangsverhalten dur
h:
• Auftragszahl k im System
• Dur
hsatz X0(k) bei k Aufträgen im SystemUnsere �bla
k box� Modelle korrespondieren zuZustands-/Transitionssystemen,die einfa
he Wartesysteme bes
hreibenBis Kap. 3.1.5 Annahme exponentieller Zeiten d.h.Gesetze der operationalen Analyse geltenau
h im sto
hastis
hen Fall- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 4



Eins
hub:Exponentialverteilung und Poisson-ProzessKontinuierli
hen ZV X unterliegt Exponentialverteilungmit Parameter λ:Di
htefunktion: f(x) = λ · e−λxVerteilungsfunktion: F (x) = P (X < x) = 1 − e−λxErwartungswert: 1/λ Varianz: 1/λ2Gedä
htnislosigkeitseigens
haft
P (X < x + y|X > y) = P (y<X<y+x)

P (X>y)

= P (X<x+y)−P (X<y)
P (X>y)

= (1−e−λ(x+y))−(1−e−λx)

e−λx

= 1 − e−λxeinzige kontinuierli
he Verteilung mit dieser Eigens
haftPoisson Prozess ist ein diskreter sto
hastis
her Prozess N(t) mitParameter a:
P (N(t) = k) = e−at·(at)k

k!Es gilt:
P (N(s + t) − N(s) = k) = P (N(t) = k)für alle k ≥ 0 und s, t ≥ 0

E(N(t)) = a · t- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 5



• Falls N(t)ein Poisson-Prozess mit Parameter a ist, so sinddie Zeiten zwis
hen zwei Ereignissen exponentiell verteilt mitParameter λ = a−1

• Falls X eine exponentiell verteilte ZV mit Parameter λ ist, sobes
hreibt die Anzahl der Ereignisse im Intervall (0, T ] einenPoisson Prozess N(t) mit Parameter a = λ−1Einige weitere Eigens
haften vonExponentialverteilungen/Poisson-Prozessen:
l

p1*l1

p2*l2

p3*l3

l2

l1

l3

l=l1+l2+l3

Es gelte p1 + p2 + p3 = 1Zusammenfassung oder zufällige Ausdünnung vonExponentialverteilungen/Poisson-Prozessen liefertExponentialverteilungen/Poisson-Prozesse mit entspre
hendgeänderten Parametern
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 6



Sei N(t) ein Poisson-Prozess und X(t) ein beliebiger aberstationärer sto
hastis
her Prozess
N(t) und X(t) seien unabhängigEs werde folgendes Experiment im Intervall (0, T ] dur
hgeführt:Jedesmal, wenn ein Ereignis des Poisson-Prozesses eintritt, wirdder Zustand des Prozesses X(t) protokolliertSei n die Anzahl der Ereignisse und xi der ite protokollierteZustandEs gilt dann für alle y:Falls X(t)ein zustandsdiskreter Prozess ist:
limT→∞

n
∑

i=1

δ(xi = y)

n = 1
T

∫ T

0

P (X(t) = y)dtFalls X(t)ein zustandskontinuierli
her Prozess ist:
limT→∞

n
∑

i=1

δ(xi ∈ (y, y + ∆])

n =
1

T

∫ T

0

P (X(t) ∈ (y, y + ∆])dtfür beliebiges ∆ > 0

⇒ Poisson-Prozess bes
hreibt einen zufälligen Beoba
hter(Random-Observer)
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 7



3.1.1 Das verkleidete M/M/1 SystemDB-Server, auf den von vielen Benutzer zugegri�en wirdAnnahme: Ankunftsrate der Anfragen ist unabhängig von derZahl wartender Anfragen (in�nite population 
ase)Anfragen
• tre�en mit Rate λ ein
• sind von identis
her Struktur
• können in beliebiger Zahl am Server wartenDur
hsatz sei lastunabhängig, es gelte X0(k) = µ (k > 0)(unter sto
hastis
hen Annahmen bes
hreibt dies dasM/M/1 System)Ziel der Bere
hnung
• Wahrs
heinli
hkeit k Aufträge am Server pk

• mittlere Anzahl Aufträge N

• mittlere Antwortzeit R

• mittlere Auslastung U

• mittlerer Dur
hsatz X- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 8



Erste Ents
heidung: Zustandsbes
hreibung festlegenHier: Ein Parameter, Anzahl AufträgeZustandsbes
hreibung impliziert Annahmen:Zukünftige Entwi
klung hängt vom aktuellen Zustand ab!Also hier Gedä
htnislosigkeit des Prozesses bzgl.
• Verweilzeit im Zustand
• Weg zum ZustandMögli
he Zustandsübergänge
⊲ von i na
h i + 1 mit Rate λ

⊲ von i na
h i − 1 mit Rate µ falls i > 0Zustandsübergangsdiagramm
0

λ λ

µ µ

λ λ

µ µ

1 2 3

µ

λ λ

µ

...... k

Erster S
hritt: Bere
hnung der pkdaraus können andere Leistungsgröÿen gewonnen werden- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 9



Zentrale Annahme: Flussglei
hgewi
htFluss herein = Fluss heraus (für jeden Zustand)Dies gilt für beliebige Zustandsmengen!Fluss aus einem Zustand =Wahrs
heinli
hkeit im Zustand zu sein ⋆Summe der abgehende RatenFür Zustandmengen,die jeweils die ersten k (k = 0, 1, 2, . . .)Zustände umfassen,ergeben si
h folgende Flussglei
hgewi
hte
µ · p1 = λ · p0

µ · p2 = λ · p1

· · ·

µ · pk = λ · pk−1

· · ·Dies liefert
pk = λ

µ · pk−1 = λ
µ · (λ

µ · pk−2) =
(

λ
µ

)k

· p0Bere
hnung von pk als Funktion von p0- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 10



Bere
hnung p0:
pk sind Wahrs
heinli
hkeiten ⇒
∑∞

k=0 pk = 1 und damit
∑∞

k=0 pk = p0 ·
∑∞

k=0

(

λ
µ

)k

= 1mit der Lösung
p0 =

[

∑∞
k=0

(

λ
µ

)k
]−1

= 1 − λ
µBea
hte: die letzte Glei
hheit gilt nur wenn λ < µ !!Für die Auslastung gilt

U = 1 − p0 = λ/µ und damit au
h
pk = (1 − U) · UkFür die mittlere Population gilt
N =

∑∞
k=0 k · pk = (1 − U) ·∑∞

k=0 k · UkFür U < 1 gilt
∞
∑

k=0

k · Uk = U d
dU

∞
∑

k=0

Uk = U d
dU

1
1−U = U

(1−U)2und damit N = U/(1 − U)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 11



Für den Dur
hsatz gilt (wie erwartet)
X = U · µ = (λ/µ) · µ = λ(au
h hier mit der Annahme U < 1)Antwortzeit lässt si
h über den Satz von Little ermitteln
R = N/X = (U/λ)/(1 − U) = S/(1 − U) = 1

µ−λmit S = 1/µInterpretation des Verhaltens:
• Falls die Auslastung klein ist, ist die Antwortzeitglei
h der Bedienzeit
• Wenn die Auslastung groÿ ist (nahe bei 1)geht die Antwortzeit gegen unendli
h

Auslastung
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S
hritte zur Problemanalyse1. Zustandsdarstellung bestimmen
2. Zustandsraum aufbauen
3. Transitionen aus Ereignissen im System ableiten
4. Transitionsraten bestimmen
5. Flussglei
hgewi
ht aufstellen
6. Wahrs
heinli
hkeiten pk bere
hnenDiese S
hritte werden au
h fürallgemeinere Systeme angewendet!
⇒ stationäre Analyse von Markov ProzessenHier Spezialfall Geburts-/Todesprozess!!Allgemeines Vorgehen:Lösung eines linearen Glei
hungssystems(etwas mehr dazu in 3.6)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 13



3.1.2 Ein Modell mit endli
herPu�erkapazitätIm Unters
hied zum vorherigen Fall nunbes
hränkte Kapazität des ServersServer spei
hert maximal W Aufträge,weitere Aufträge werden abgewiesenZustandbes
hreibung wie vorherAber endli
he Zustandszahl W + 1Zustandsübergangsdiagramm
0 3

λ

µ

1 2

µ

λ λ λ

µ µ

λ

µ

W

λ

µ

W-1...

Es gilt (Herleitung wie vorher)
pk =

(

λ
µ

)k

· p0 für k = 1, . . . , W und
p0·

W
∑

k=0

(

λ

µ

)k

= p0·
(

∞
∑

k=0

(

λ

µ

)k

−
(

λ

µ

)W+1 ∞
∑

k=0

(

λ

µ

)k
)

=

p0 ·
[

1−(λ/µ)W+1

1−λ/µ

]

= 1mit der Lösung p0 =
[

1−λ/µ

1−(λ/µ)W+1

]

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 14



Bere
hnung der Leistungsgröÿen
U = 1 − p0 = (λ/µ)·[1−(λ/µ)W ]

1−(λ/µ)W+1Interessant ist au
h die Anzahl der abgewiesenen AufträgeDiese entspri
ht (unter exp. Ankünften!)
ploss = pWFür die mittlere Population gilt
N =

∑W
k=0 k · pk = p0 ·

∑W
k=0 k · (λ/µ)kunter Benutzung der Beziehung

∑W
k=0 k · ak = W ·aW+2−(W+1)·aW+1+a

(1−a)2gilt dann
N = (λ/µ)[W (λ/µ)W+1−(W+1)(λ/µ)W+1]

[1−(λ/µ)W+1](1−λ/µ)
für λ < µund für den Dur
hsatz

X = U · µ = λ[1−(λ/µ)W ]

1−(λ/µ)W+1mittels des Satzes von Little R = N/X- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 15



3.1.3 Lastabhängigkeit in Ankunft undBedienungBisherige Voraussetzung:konstante Ankunftsrate und BedienrateHier nun verallgemeinerte Si
ht
• Ankunftsrate bei k Aufträgen im System λk

• Bedienrate bei k Aufträgen im System µkZustandsübergangsdiagramm
0

λ λ

µ µ

λ λ

µ µ

1 2 3

µ

λ λ

µ

...... k

1

k-1

42 3 k k+1

k31 20und in ähnli
her Form für endli
he Kapazität WAuf Basis des Flussglei
hgewi
hts gilt
λk−1 · pk−1 = µk · pkund damit au
h
pk = p0 ·

∏k−1
i=0

λi
µi+1Bere
hnung von p0

p0 =
[

∑∞
k=0

∏k−1
i=0

λi
µi+1

]−1

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 16



Bere
hnung der LeistungsgröÿenAuslastung
U = 1 − p0Dur
hsatz
X =

∑∞
k=1 µk · pkPopulation

N =
∑∞

k=1 k · pkAntwortzeit
R = N

X =

∞
∑

k=1

k·pk

∞
∑

k=1

µk·pkAnalyse funktioniert falls p0 bere
henbar(damit muss ni
ht unbedingt λk < µkfür alle k gelten!)Analyse dieses allgemeinen Systems ist Basisfür Analyse vieler spezieller Modelle- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 17



3.1.4 Weitere M/M/.. SystemeModelle des vorherigen Abs
hnitts alsspezielle Modelle interpretierbar
• Population im System endli
h oder unendli
h
• Bedienrate konstant oder lastabhängig
• Kapazität unbes
hränkt oder bes
hränktIm WWW Umfeld im allgemeinen Systeme mitunbes
hränkter Population

.

.

.

Clients
(unbeschränkte Zahl)

Server

d.h. Ankunftsrate ist konstant undunabhängig von der Populationdamit ist λk = λ und µk = X(k)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 18



Typis
her Verlauf von X(k)

X(k)

klight load heavy loadDie legt folgende Bes
hreibung nahe
µk =















X(k) k ≤ J

X(J) k ≥ JNotationen
β(k) =

∏k
i=1 X(k) und ρ = λ/X(J) < 1Dann gilt

p0 =
[

1 +
∑J

k=1
λk

β(k) + λJ

β(J)
ρ

1−ρ

]−1

pk =















p0λ
k/β(k) k ≤ J

p0X(J)Jρk/β(J) k > J- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 19



Herleitung der Population:
N = p0 ·

J
∑

k=1

k · λk

β(k)
+

∞
∑

k=J+1

λJ

β(J)
· k · ρk−J

= p0 ·
J
∑

k=1

k · λk

β(k)
+

λJ

β(J)
·

∞
∑

k=J+1

k · ρk−J

= p0 ·
J
∑

k=1

k · λk

β(k)
+

λJ

β(J)
·

∞
∑

l=1

(J + l) · ρl

= p0 ·
J
∑

k=1

k · λk

β(k)
+

λJ

β(J)
·
(

J ·
∞
∑

l=1

ρl +
∞
∑

l=1

l · ρl

)

= p0 ·
J
∑

k=1

k · λk

β(k)
+

λJ

β(J)
·
(

J · ρ
1 − ρ

+
ρ

(1 − ρ)2

)

= p0 ·
J
∑

k=1

k · λk

β(k)
+

λJ

β(J)
·
(

J · ρ · (1 − ρ) + ρ

(1 − ρ)2

)

= p0 ·
J
∑

k=1

k · λk

β(k)
+

λJ · ρ · (J · (1 − ρ) + 1)

β(J) · (1 − ρ)2

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 20



Da für den Dur
hsatz X = λ gilt(unbes
hränkte Kapazität!)ist au
h die Verweilzeit/Antwortzeit (über Little)in ges
hlossener Form gegeben
R = p0 ·

J
∑

k=1

k · λk−1

β(k)
+

λJ−1 · ρ · (J · (1 − ρ) + 1)

β(J) · (1 − ρ)2Diese Modell umfasst das M/M/m System!System mit bes
hränktem WarteraumEs gilt
µk =















X(k) k ≤ J

X(J) k = J + 1, · · · ,Wund damit au
h
p0 =

[

1 +
∑J

k=1
λk

β(k) + ρλJ(1−ρW−J)
β(J)(1−ρ)

]−1

pk =















p0λ
k/β(k) k ≤ J

p0X(J)Jρk/β(J) k = J + 1, . . . , W

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 21



System mit endli
her PopulationBisher untersu
ht o�ene Modelle(potentiell unendli
he Population)Natürli
he Si
htweise für WWW AnwendungenIn Intranets ist die Population bes
hränkt,d.h. Ankunftsrate fällt mit der Population am Server(jeder Benutzer arbeitet lokal oder wartet auf Antwort)
⇒ ges
hlossenes Modell

.

.

.
Server

1

2

M

Clients

Feste Anzahl von Aufträgen:Jeder Auftrag
• be�ndet si
h am Client (lokales arbeiten) oder
• be�ndet si
h am Server (Anfrage wird bearbeitet)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 22



Annahmen:
• Population M im Modell
• Benutzer hat dur
hs
hnittli
he Denkzeit Z,die bis zum Abs
hi
ken der nä
hsten Anfrage vergeht(d.h. mit Rate 1/Z sendet jeder (!) Clientseine Anfrage zum Server)Zustandbes
hreibung:Anzahl Anfragen am Server (0, . . . , M )Im Zustand k sind k Anfragen beim Server in Bearbeitung und
M − k Clients �denken� über eine neue Anfrage na
h
⇒ λk = (M − k)/ZZustandsübergangsdiagramm

0 3 M1 2

µ µ µ µ

k... ...

1 2 3 4 k Mk+1µ µµ

M/Z (M-1)/Z (M-2)/Z (M-3)/Z (M-k+1)/Z (M-k)/Z 1/ZLastunabhängige BedienratenNa
h den allgemeinen Formeln gilt dann
pk = p0 ·

∏k−1
i=0

M−i
µ·Z = po · M !

(M−k)!·(µ·Z)kmit
p0 =

[

∑M
k=0

M !
(M−k)!·(µ·Z)k

]−1

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 23



Bemerkung zur Bere
hnung:Für groÿe M ist M ! ni
ht direkt bere
henbar,deshalb sollte die Form
pk = p0 · M

µZ · M−1
µZ · . . . · M−(k−1)

µZzur Bere
hnung verwendet werden(entspre
hend zur Bere
hnung von p0)
p0 =

(

1 +
M
∑

k=1

(

k−1
∏

l=0

M − l

µZ

))−1

Beispiel: Lastabhängige BedienratenBedienrate
µk =















X(k) k = 1, . . . , J

X(J) k > JBere
hnung von pk:
pk =















p0 · M !
(M−k)!Zkβ(k)

k = 1, . . . , J

p0 · M !X(J)J

(M−k)![Z·X(J)]kβ(J)
k > Jmit

p0 = [1 +
∑J

k=1
M !

(M−k)!Zkβ(k)
+

X(J)J

β(J) ·∑M
k=J+1

M !
(M−k)![Z·X(J)]k

]−1

X =
∑M

k=1 X(k) · pk und N =
∑M

k=1 k · pk- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 24



3.1.5 Ni
ht-Markovs
he BedienzeitenInwieweit gelten die bisherigen Annahmenfür allgemeine Systeme?Implizite Annahmen bei allen Analysen:1. Ankommender Auftrag, der k − 1 (k > 1) Aufträge antri�t,muss dur
hs
hnittli
h 1/µk Zeiteinheiten bis zur Beendigungder aktuellen Bedienung warten!2. Ankommender Auftrag tri�t mit Wahrs
heinli
hkeit pk kAufträge an!Annahmen gelten fürexponentiell verteilte Ankunfts-/BedienzeitenAber leider ni
ht für andere VerteilungenBeispiel D/D/1:
• Deterministis
he Ankunftszeitabstände mitZwis
henankunftszeit a

• Deterministis
he Bedienzeiten mit Bedienzeit bSei a > b (damit Flussglei
hgewi
ht gilt!)dann wird ein ankommender Auftrag immer(!)ein leeres System antre�en- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 25



Glei
hzeitig ist aber
p0 = 1 − b/a, p1 = b/a und pk = 0 für k > 1Also: Vorsi
ht bei der Übertragung operationalerZusammenhänge auf sto
hastis
he Systeme!Allgemein gilt Littles Gesetz(falls Flussglei
hgewi
ht gegeben)Bedingung 2. gilt, falls Zwis
henankunftszeitennegativ-exponentiell verteilt sind (PASTA-Eigens
haft)(PASTA = Poisson Arrivals See Time Averagesdur
h �Random-Observer�-Eigens
haft des Poisson-Prozesses)Wir betra
hten im folgenden diesen Fall
• Negativ exponentiell verteilte Zwis
henankunftszeiten mit Ra-te λ

• Allgemein verteilte Bedienzeiten mit Mittelwert S und Stan-dardabwei
hung σAnnahme 1/λ > S (Flussglei
hgewi
ht)Für die Auslastung gilt U = λ · SPASTA-Eigens
haft sagt aus, dass ankommender Auftrag mitWahrs
heinli
hkeit pk k-Aufträge vor si
h sieht
pk ist unbekannt: Kann man trotzdem etwas bere
hnen?- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 26



Wie groÿ ist die mittlere Wartezeit eines Auftrags,der k (> 0) Aufträge antri�t
• Restbedienzeit des Auftrags in Bedienung
• (k − 1) · S für die Aufträge in der Wartes
hlangeAlso Ermittlung der RestbedienzeitIm exponentiellen Fall:Restbedienzeit Sres glei
h S (Gedä
htnislosigkeit)!Allgemein kann es sein, dass die Restbedienzeitkleiner oder gröÿer als die mittlere Bedienzeit istWir führen dazu Faktor κ ein, um den die Bedienzeitverlängert/verkürzt wird
Sres = (1 − κ) · SDamit gilt für die Verweilzeit
R = S + S · N − U · κ · Ses gilt na
h Little N = R · X und damit
R = S + S · R · X − U · κ · Sda U = S · X gilt au
h
R · (1 − U) = S · (1 − U · κ) ⇒ R = S · 1−U ·κ

1−U- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 27



Bleibt die Ermittlung von κPASTA Eigens
haft sagt aus, dass ankommender Auftrag zueinem zufälligen Zeit während der Bedienung ankommtEinige Spezialfälle:
• Exponentielle Bedienzeiten κ = 0 und damit

Sres = S

• Konstante Bedienzeiten κ = 0.5 und damit
Sres = 0.5 · SAllgemein kann man κ mit Hilfe von S und σ ausdrü
kenQuadrierter Variationskoe�zient: V K2 =

(

σ
S

)2Es gilt dann κ = 0.5 · (1 − V K2)oder direkt eingesetzt
R = S + U ·S·(1+V K2)

2·(1−U)die berühmte Polla
zek-Khin
hine Formel für dieVerweilzeit in M/G/1 SystemenDa X = λ können wir N direkt über Little bere
hnenAnalyse allgemeiner G/M/1 oder G/G/1 Systemist deutli
h komplexer!(und betra
hten wir in einges
hränkter Form in 3.6)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 28



3.2 O�ene Wartes
hlangennetzeBisherige Si
htweise �bla
k box�System 
harakterisiert als Dur
hsatzfunktion X(k) unddargestellt als einzelne Stationin unters
hiedli
hen AusprägungenBei detaillierter Betra
htung der Systeme besteht ein System ausunters
hiedli
hen Komponenten, die jeweils als einzelne Statio-nen bes
hrieben werden
⇒Wartes
hlangennetzeGrundidee: Aufträge dur
hlaufen Bedienstationen
• hier vorgestellt spezielle Klasse von Netzen (separable- oderProduktformnetze) mit e�zienten Analysemögli
hkeiten
• erst einmal o�ene Netze, d.h. Umgebung produziert AufträgeEingabegröÿen
• Mas
hinenmodell: Stationen
• Lastmodell: Ankunftsrate(n), BedienanforderungenAusgabegröÿen:
• Antwortzeiten, Dur
hsätze als Mittelwerte
• Anzahl Aufträge an einer Station oder im Netz alsMittelwerte (evtl. au
h als Verteilungen)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 29



Nutzen der Modelle
• o�ene Netze geben die Si
ht eines Web-Servers imInternet wieder
• Anfragen na
h Webseiten, Transaktionen, ... sindBedienanforderungen von Aufträge
• Web-Server, Anwendungs-Server, ... sind Stationen
• bei vielen Anfragen entstehen Wartezeiten an einemServer, Antwortzeiten werden länger
• mit o�enen Netzen lassen si
h Systeme modellieren, bei denender Flas
henhals ni
ht vorab feststeht (je na
h Last �wandert�der Flas
henhals)

Station
lastabhängigelastunabhängige

Station
Verzögerungs−

station

oder

Man unters
heidet folgende Stationstypen
• lastunabhängige Stationen mit konstanter Bedienzeit

S(n) = S und einem Bediener
• lastabhängige Stationen mit lastabhängiger Bedienzeit S(n)(umfasst Stationen mit mehr als einem Bediener)
• Verzögerungsstationen mit lastunabhängiger Bedienzeit

S(n) = S und einem Bediener pro Auftrag(keine Wartezeiten)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 30



Typen von Wartes
hlangennetzenUnters
heidung in
• Einklassennetze(alle Aufträge sind (sto
hastis
h) identis
h)
• Mehrklassennetze(Aufträge gehören zu Klassen, die Klassenzugehörigkeit be-s
hreibt das (sto
hastis
he) Verhalten)
• O�ene Netze(Aufträge betreten und verlassen das Netz)
• Ges
hlossene Netze(im Netz zirkuliert eine feste Auftragspopulation)
• Gemis
hte Netze(einzelne Klassen sind ges
hlossen, andere o�en)Beispiele:

CPUs

Platten

ankommende

Aufträge

abgehende 
Aufträge

CPUs

Platten

Netz

Clients

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 31



3.2.1 EinklassennetzeWir betra
hten o�ene Netze mit einer Auftragsklasse undStationen vom Typ
• lastunabhängige Station oder
• VerzögerungsstationNotationenEingabeparameter:
• λ Ankunftsrate
• K Anzahl Stationen
• X0 Netzdur
hsatz, da Flussglei
hgewi
ht gilt X0 = λ

• Vi mittlere Anzahl von Besu
hen an Station i

• Si mittlere Bedienzeit an Station iResultatwerte:
• Wi mittlere Wartezeit pro Besu
h an Station i

• Ui Auslastung Station i

• Ri = Si + Wi mittlere Verweilzeit pro Besu
h an i

• R′
i = Vi · Ri Gesamtverweilzeit eines Auftrags an i

• R0 =
∑K

i=1 R′
i Gesamtverweilzeit im Netz

• ni mittlere Population an Station i

• N =
∑R

i=1 ni mittlere Population im Netz- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 32



Zentrales Resultat für o�ene NetzeAnkunftstheorem:Ein Auftrag, der an einer Station ankommt,tri�t dort im Mittel ni Aufträge anWeiterhin gilt Xi = Vi · λ und Ui = Xi · Si = λ · DiDamit gilt für lastunabhängige Stationen
Ri = Si + ni · Si oder mittels ni = Xi · Ri (Little)
Ri = Si+Xi ·Ri ·Si ⇒ Ri = Si/(1−Xi ·Si) = Si/(1−Ui)

mit Di = Vi · Si gilt R′
i = Vi · Ri = Di

1−UiMittlere Population folgt na
h Little
ni = Ri · Xi = Si

1−Ui
· Ui

Si
= Ui

1−UiFür Verzögerungsstationen gilt
Ri = Si und R′

i = Si · Vi sowie ni = Si · Xi = Di · λ
⇒ alle Leistungsgröÿen sind bere
henbarMaximale Ankunftsrate, die ein Netz verkraften kann
λ < 1

maxK
i=1 Di- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 33



Bedeutung des Ankunftstheorems:Ankunftstheorem sagt aus, dass si
h eine Station in einem of-fenen Netz wie eine isolierte Station mit identis
hen Parame-tern und Poisson-Ankünften mit Rate λ verhält (siehe PASTA-Eigens
haft auf Folie 26)Sind die Flüsse im Netz tatsä
hli
h Poisson-Prozesse?Ein Beispiel:
Poisson
Nicht Poisson

• Poisson-Flüsse nur von auÿen und in Vorwärtsri
htung
• Zyklen führen zu komplexen Flüssen, die Abhängigkeiten in-duzieren
• Trotzdem wird das Netz so analysiert, als ob alle FlüssePoisson-Prozesse wären!
• Zur Genauigkeit der Analyse und Gültigkeit des Ankunfts-theorems später etwas mehr!- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 34



3.2.2 MehrklassennetzeNetz mit R Klassen, jede Klasse bes
hreibt ein individuellesVerhaltensmusterAnnahme: Keine Klassenwe
hselErweiterung der Notation dur
h zusätzli
hen Klassenindex
Ri,r Verweilzeit Klasse r an Station iVektor der Ankunftsraten λ = (λ1, . . . , λR)Stationszustand nun bes
hrieben dur
h Vektor

ni = (ni,1, . . . , ni,R)Für jede Klasse gilt dann Di,r = Vi,r · Si,rDamit kann man die Auslastung jeder lastunabhängigen Stationbere
hnenpro Klasse Ui,r = λr · Vi,r · Si,r = λr · Di,rinsgesamt Ui =
∑R

r=1 Ui,r < 1Ein Ankunftsratenvektor λ garantiertdas Flussglei
hgewi
ht, falls
maxK

i=1(
∑R

r=1 λr · Vi,r · Si,r) < 1- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 35



Angenommen, die Station würde si
h wie eine isolierte M/M/1Station verhalten (analog zum Einklassenfall), dann wäre
ni = Ui

1−Ui
die mittlere Population (über alle Klassen)Unter der Voraussetzung, dass der prozentuale Anteil der Klasse

r Aufträge proportional zu ihrer Auslastung ist, gilt
ni,r =

Ui,r

Ui
· ni =

Ui,r

1−UiZwei mögli
he Überlegungen zur Bere
hnung der Verweilzeit1. Vor dem Auftrag be�nden si
h ni Aufträge, die erst bedientwerden müssen. Davon sind ni,r Aufträge aus Klasse r, derenBedienzeit beträgt Si,r2. Mit dem Auftrag be�nden si
h ni weitere Aufträge an derStation. Die Bedienkapazität wird glei
hmäÿig aufgeteilt, sodass der Auftrag 1/(ni + 1) von der Gesamtkapazität be-kommtWir benutzen erst einmal Si
htweise 2) und erhalten
Ri,r = (ni + 1) · Si,r =

Si,r

1−UiFür Verzögerungsstationen gilt natürli
h Ri,r = Si,r

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 36



3.3 Ges
hlossene Wartes
hlangennetzeGes
hlossene Wartes
hlangennetze werden zur Modellierung vonSystemen mit bes
hränkter Population eingesetzt(z.B. C/S-System mit fester Population,Computer mit maximaler Jobzahl)Basis der Analysen:Ankunftstheorem für ges
hlossene NetzeEin Auftrag, der an einer Station ankommt, tri�t diemittlere Population im Netz ohne si
h selbst an(Reiser/Lavenberg 1980)Bere
hnung damit rekursiv über die Population im NetzBasisalgorithmus Mittelwertanalyse (MVA)Dies ist nur einer von mehreren Analysealgorithmen(andere Convolution, LBANC)MVA ist intuitiv und einfa
h zu realisierenIm folgenden
• Einklassennetze
• Mehrklassennetze
• Netze mit lastabhängigen Stationen- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 37



3.3.1 EinklassennetzeNotationen:Gröÿen in Abhängigkeit der Netzpopulation nAlso
• ni(n) mittlere Population an i bei Population n im Netz
• Ri(n) mittlere Verweilzeit an i bei Population n im Netz. . .Sei na

i (n) mittlere Population, die ein Auftrag antri�t,wenn er Station i betritt und n Aufträge im Netz sindNa
h dem Ankunftstheorem gilt
na

i (n) = ni(n − 1)Wir betra
hten nur Verzögerungsstationen undlastunabhängige StationenVerweilzeit in Station i: Wartezeit + Bedienzeit
Ri(n) =















Si falls Verzögerungsstation
Si · (1 + ni(n − 1)) sonstZu Bere
hnung der Gesamtverweilzeit im Netz werden die mitt-leren Besu
hszahlen an den Stationen benötigt- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 38



In o�enen Netzen ist die Interpretation klar:
Vi := Anzahl Besu
he eines Auftrags an Station izwis
hen Ankunft und AbgangWie de�niert man Vi im ges
hlossenen Netz?Aufträge verlassen das Netz ni
ht,deshalb Vi = ∞ na
h obiger InterpretationAlternative: De�nition eines Arbeitszyklus pro Auftrag(z.B. vollständige Abarbeitung einer DB-Anfrage)
⇒ Verhältnis der Vi ist vom Modell festgelegt,ni
ht aber die konkreten Werte!
⇒ Bere
hnung der Resultate bzgl.eines frei wählbaren Faktors (Zeitskala)Unter diesen Voraussetzungen:Gesamtverweilzeit an Station i

R′
i(n) = Vi · Ri(n)Gesamtverweilzeit im Netz

R0(n) =
∑K

i=1 R′
i(n)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 39



Damit gilt für den Dur
hsatz
X0(n) = n

R0(n) = n
PK

i=1 Vi·Ri(n)und
Xi(n) = Vi · X0(n)Na
h Little folgt
ni(n) = Xi(n) · Ri(n) = X0(n) · R′

i(n)Bere
hnung der Gröÿen damit rekursivbeginnend mit ni(0) = 0Algorithmusfor (n = 1 to N ) do beginfor (i = 1 to K) doif (i = Verzögerungsstation) then
Ri(n) = Si(n) ;else
Ri(n) = Si · (1 + ni(n − 1)) ;

X0(n) = n/(
∑K

k=1 Vk · Rk(n)) ;for (i = 1 to K) do
ni(n) = X0(n) · Vi · Ri(n) ;end- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 40



Ablauf des Algorithmus:
n (0)i R (1) n (1)i R (2) n (2)ii X (1)0 i X (2)0 ...

Aufwand O(K) und Spei
herplatz O(K)Beispiel:
CPU (S  = 15.0) Platte (S  = 45.0)1 2

n RCPU RPl R0 X0 nCPU nPl0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.0001 15.00 45.00 60.00 0.0167 0.250 0.7502 18.75 78.75 97.50 0.0205 0.385 1.6153 20.77 117.69 138.46 0.0217 0.450 2.5504 21.75 159.75 181.50 0.0220 0.479 3.521Wie zu erwarten ist die Platte der Flas
henhals und der Dur
hsatzkonvergiert s
hnell gegen das Maximum 1.0/45 ≈ 0.0222Da keine Ankünfte von auÿen erfolgen, ist ein ges
hlossenes Netzimmer stabil (d.h. es errei
ht immer den stationären Zustand)
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 41



3.3.2 MehrklassennetzeVorgehen im Mehrklassenfall unters
heidet si
hni
ht grundsätzli
h vom EinklassenfallPopulation ist nun ein Vektor
N = (N1, . . . , NR)Population in einer Station bei Population N im Netz
ni(N) =

∑R
r=1 ni,r(N)wobei ni,r(N) := mittlere Population von Klasse r anStation i bei Population N im NetzNotationen

N − 1r = (N1, . . . , Nr−1, Nr − 1, Nr+1, . . . , NR)(d.h. ein Auftrag der Klasse r weniger im Netz)
0 ist der NullvektorEs gilt o�ensi
htli
h

ni,r(0) = 0Analog zum Einklassenfall gelten rekursive BeziehungenVerweilzeit
Ri,r(n) =















Si,r falls Verzögerungsstation
Si,r · (1 + ni(n − 1r)) sonst- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 42



Dur
hsatz Klasse r

X0,r(n) = nr
PK

i=1 Vi,r·Ri,r(n)Gesamtdur
hsatz
X0(n) =

∑R
r=1 X0,r(n)Mittlere Population pro Klasse (na
h Little)

ni,r(n) = X0,r(n) · Vi,r · Ri,r(n)Mittlere Population über alle Klassen
ni(n) =

∑R
r=1 ni,r(n)Aus diesen Formeln lässt si
h ein Algorithmus formulieren(Mehrklassen MVA)Problem:Zur Bere
hnung der Werte für n werdenalle Werte für n − 1r benötigt

⇒Aufwand wä
hst s
hnell mit AnzahlKlassen und StationenZeitbedarf O(K · R ·∏R
r=1(Nr + 1)) Spei
herplatz O(K · R)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 43



Algorithmus für mehrere Klassenfor (j1 = 0 to N1) do beginfor (j2 = 0 to N2) do {...for (jR = 0 to NR) do {
N = (j1, . . . , jR);for (r = 1 to R) do {

X0,r(N) = 0;if (jr > 0) {for (i = 1 to K) do {if (i= Delay)
Ri,r(N) = Si,r;else
Ri,r(N) = Si,r ∗ (1 + ni(N − 1r));

X0,r(N)+ = Ri,r(N);} }
X0,r(N) = jr/X0,r(N); }for (i = 1 to K) do {for (r = 1 to R) do

ni(N) + = X0,r(N) + Ri,r(N) ;} . . .}- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 44



Oft verwendete Approximation(na
h S
hweitzer)Annahme:Anzahl der Aufträge an einer Station steigtproportional zur gesamten Auftragszahl
ni,r(N−1r)

ni,r(N) = Nr−1
NrDamit gilt

ni,r(N − 1r) = Nr−1
Nr

· ni,r(N)Dies Darstellung de�niert einen Fixpunktansatz1. Initialisiere ni,r(N) z.B. mit Nr · Vi,r/
∑K

j=1 Vj,r2. Bere
hne ni,r(N − 1r) = ni,r(N) · Nr−1
Nr3. Bestimme Ri,r(N) und X0,r(N) mit MVA Formeln4. Bere
hne ne

i,r(N) = X0,r(N) · Vi,r · Ri,r(N)5. Falls maxi,r

∣

∣ne
i,r(N) − ni,r(N)

∣

∣ < εbeende Bere
hnung6. ni,r(N) = ne
i,r(N) und fahre bei 2. fortAlgorithmus benötigt in der Regel wenige Iterationen und istfür Netze mit vielen Klassen und groÿen Populationen deutli
he�zienter als exakter MVAFehler ist in diesen Fällen oft verna
hlässigbar- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 45



Gemis
hte ModelleIn gemis
hten Modellen sind einige Klassen o�en, andere ge-s
hlossenSeien
• die Klassen 1, . . . , R ges
hlossen mit Population Nr

• die Klassen R + 1, . . . , R + S o�en mit Ankunftsrate λrIdee des Lösungalgorithmus:Analysiere ein o�enes und ein ges
hlossenes Modell, wobei jeweilsder Ein�uss der anderen Klassen dur
h ein Vergröÿerung derBedienzeiten berü
ksi
htigt wird!Für r ∈ {R, . . . , R + S} sei Ui,r = λr · Si,rdie Auslastung dur
h die o�ene Klasse!Sei Ui,open =
R+S
∑

r=R+1

Ui,r,die Auslastung von Station i dur
h o�ene KlassenFür die ges
hlossenen Klassen steht damit an Station i nur no
h
1 − Ui,open der Bedienkapazität zur Verfügung
⇒ihre Bedienzeit verlängert si
h um den Faktor (1 − Ui,open)−1- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 46



Sei Se
i,r =

Si,r

1−Ui,open
für r ∈ {1, . . . , R}Algorithmus für gemis
hte Netze1. Bestimme Ui,open und Se

i,r;2. Löse das ges
hlossene Netz für die Klassen 1, . . . , R mitBedienzeiten Se
i,r

⇒
Ri,r(N), ni,r(N) und X0,r(N)für r = 1, . . . , R und i = 1, . . . ,K3. Sei ni,closed =

∑R
r=1 ni,r(N);4. Bere
hne für r = R + 1, . . . , R + S :

R′
i,r =

Di,r·(1+ni,closed)

1−Ui,open
und ni,r = λr · R′

i,rBemerkungen:
• Der Aufwand wird dur
h den Aufwand der Lösung des ge-s
hlossenen Subnetzes bestimmt.
• Das Netz ist stabil, falls das o�ene Netz stabil ist, unabhängigvon der Population und den Bedienzeiten der ges
hlossenenKlassen- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 47



3.3.3 Lastabhängige BedienerBisher nur behandelbar:
• Verzögerungsstationen
• Stationen mit einem Bedieneraber keine Stationen mit lastabhängigen BedienratenSol
he Stationen sind aber wi
htig, da sie
• Stationen mit mehreren Bedienern bes
hreiben
• in vielen realen Systemen auftreten
⊲ wa
hsende Bedienzeiten im Ethernet bei steigenderLast (dur
h Kollisionen)
⊲ fallende Bedienzeiten bei Platten mit steigender Last(dur
h S
heduling)Lastabhängige Stationen sind für Analyse mittels
• Dekomposition und Aggregierung (siehe 3.8.1)notwendigProblem bei der Behandlung von lastabhängigen Raten in MVA:
• mittlere Populationen an Stationen rei
hen ni
ht aus
• Verteilung der Auftragspopulation muss bere
hnetwerden- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 48



Dies erhöht den Aufwand undkann zu numeris
hen Problemen führenDe�nieren wir zur Behandlung lastabhängiger Stationen
Pi(n|N) := Wahrs
heinli
hkeit, dass si
hbei Population N im Netz

n Aufträge an Station i be�nden,Es gilt (hier ohne Beweis)
Pi(n|N) = Xi,r(N) · Si,r(N) · Pi(n − 1r|N − 1r)mit
Pi(0|0) = 1.0 und Pi(0|N) = 1 − ∑

0<n≤N

Pi(n|N)(Bere
hnung numeris
h problematis
h)und es gilt
Ri,r(N) =
∑

n≤N

Si,r(n) · (∑R
s=1 ns) · Pi(n − 1r|N − 1r)sehr komplex, au
h wenn Vereinfa
hungen mögli
h sind, fallsRaten bestimmten Bedingungen gehor
hen(was notwendig ist, wie si
h später zeigen wird)Es gibt no
h andere Analysealgorithmen, die (etwas) besserfür lastabhängige Stationen geeignet sind, aber Aufwand bleibtbeträ
htli
h!- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 49



Approximatives Vorgehen na
h Menas
efür Systeme mit m BedienerstationenErsetze m Bediener mit Bedienzeiten Si,r dur
h
• Einzelbediener mit Bedienzeit Si,r/m und
• Verzögerungsstation mit Bedienzeit Si,r · (m − 1)/m

S i,r

S i,r
S i,r

..

/m *(m−1)/m

Verhalten in Extremsituationen identis
h zur Station mit mBedienern
• Bei geringer Last dur
hläuft Auftrag Station in Si,r Zeitein-heiten
• Bei hoher Last ist der einzelne Bediener immer aktiv und derDur
hsatz beträgt m/Si,rGröÿte Fehler im Berei
h mittlerer Last,aber au
h in diesem Berei
h oft no
h tolerable Fehler(< 5%)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 50



3.4 Sto
hastis
he InterpretationAnsatz der operationalen Analyse einfa
h und intuitivaber au
h korrekt?Unter sto
hastis
her Betra
htung:1. sind Routingwahrs
heinli
hkeiten im Netz de�niert2. wird aus der Untersu
hung des Systems in einem endli
henIntervall die stationäre Analyse des sto
hastis
hen Prozesses3. gehor
hen Ankunfts- und Bedienzeiten bestimmten Verteilun-gen
zu 1.Annahmen:Mehrklassennetze ohne Klassenwe
hsel
⇒ jede Klasse kann separat untersu
ht werdenAufträge der Klasse besu
hen alle Stationen im Netz(Stationen, die ni
ht besu
ht werden,können bei Bere
hnung weggelassen werden)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 51



Routingwahrs
heinli
hkeiten für o�ene Netze
pi,j Wahrs
heinli
hkeit, dass Auftrag,der Station i verlässt, zu Station j geht
pi,0 Wahrs
heinli
hkeit, dass Auftragna
h Verlassen von Station i das System verlässt
p0,i Wahrs
heinli
hkeit, dass AuftragSystem in Station i betrittEs gilt∑K

j=0 pi,j = 1 für alle iDie Besu
hshäu�gkeiten Vi sind die eindeutige Lösungdes linearen Glei
hungssystems
Vi = p0,i +

∑K
j=1 pj,i · VjRoutingwahrs
heinli
hkeiten für ges
hlossene NetzeRoutingwahrs
heinli
hkeiten pi,0 und p0,i fallen wegAnnahme: jede Station istvon jeder anderen im Netz errei
hbard.h. für Stationen i und j existierenStationen k1 . . . kn, so dass

pi,k1 > 0, pki,ki+1
> 0 und pkn,j > 0Wahrs
heinli
hkeiten pi,j inRoutingmatrix P zusammenfassen- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 52



Routingmatrix P ist eine
• irreduzibel
• sto
hastis
he
• K × K Matrix
• mit Rang K − 1für den Vektor der Besu
hshäu�gkeiten

V = (V1, . . . , VK) gilt V = V P

⇒ Lösung existiert eindeutig bis auf eine KonstanteLösung eines linearen Glei
hungssystems der Dimension K zurBestimmung der �relativen� Besu
hshäu�gkeitenzu 2.stationäre Analyse betra
htet System überunendli
hen ZeithorizontFlussglei
hgewi
ht entspri
ht StationaritätVoraussetzung in beiden Fällenmittlere Bedienzeit kleiner alsmittlere Zwis
henankunftszeitdies gilt immer in ges
hlossenen Netzen!- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 53



zu 3.Streng genommen gelten Regelnder operationalen Analyse nurbei exponentiellen Ankunfts- und Bedienzeiten(au
h dort nur mit einer Eins
hränkung siehe unten)Aber wie in BCMP 1975 (und anderen Arbeiten) na
hgewiesen,gibt es zahlrei
he Stationstypen, die si
h so verhalten, als ob sieexponentielle Bedienzeitverteilungen hätten
⇒ Klasse der Produktformnetzed.h. Analyse des Netzes mit exponentiellen Bedienzeitvertei-lungen (oder na
h Gesetzen der operationalen Analyse) liefertkorrekte ResultateNetzklasse ist wie folgt 
harakterisiert:
• Im Netze können si
h Aufträge vers
hiedener Klassen be�nden

⊲ Klassenwe
hsel sind erlaubt,Klassen zwis
hen denen We
hselmögli
hkeitenbestehen fasst man zu Ketten zusammen,
⊲ Netze können o�en, ges
hlossen oder für einigeKetten o�en für andere ges
hlossen sein,für ges
hlossene Ketten muss die Routingmatrixirreduzibel sein- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 54



• Die Zwis
henankunftszeiten o�ener Ketten sindnegativ exponentiell verteilt(die Ankunftsrate darf von der Anzahl der Aufträgeim Netz bzgl. der ankommenden Kette oderaller Ketten abhängen)
• Stationstypen sind vom einem der folgenden Typen

⊲ Verzögerungsstation mit beliebiger kettenabhängigerBedienzeitverteilung
⊲ Last Come First Served Preemptive Resume,mit beliebiger kettenabhängiger Bedienzeitverteilung
⊲ Pro
essor Sharing mit beliebiger kettenabhängigerBedienzeitverteilung
⊲ First Come First Served oder Random mitnegativ exponentieller Bedienzeitverteilung,der Mittelwert für alle Klassen ist identis
h

• Bedienges
hwindigkeiten an einer Station können vonder Population an der Station abhängen,müssen aber die folgende Bedingung erfüllen
Si,r(n)

Si,s(n) =
Si,r(n−1s)

Si,s(n−1r)(Ges
hwindigkeit erlaubt einen freien Parameter pro Population
n und ni
ht R freie Parameter wie im allgemeinen Fall!!)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 55



Mögli
he Form der lastabhängigenBedienges
hwindigkeitenLastabhängigkeit in Abhängigkeit von Gesamtpopulationan der Stationalso
Si,r(n) = (µi,r · nr · Ci(

∑R
s=1 ns))

−1

Ci(j) := Ges
hwindigkeit des Bedieners mit j AufträgenGes
hwindigkeiten erfüllen Bedingungen für ProduktformMittelwertanalyse ist dann etwas einfa
her:Es gilt
Pi(j|N) = 1

Ci(j)
·∑R

r=1
Xi,r(N)

µi,r
· Pi(k − 1|N − 1r)mit Pi(j|N) W. für Population j an Station ibei Population N im Netzdamit gilt au
h

Ri,r(N) =
∑n

j=1 j · Pi(j − 1|N − 1r) · (µi,r · Ci(j))
−1

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 56



3.5 AnwendungsbeispieleProduktformwartes
hlangennetze werden breit eingesetztfür die Modellierung von
• Re
hensystemen
• Re
hnernetzen
• Kommunikationssystemen
• Fehlertoleranten Systemen
• Fertigungssystemen
• VerkehrssystemenWir betra
hten Anwendungen aus ersten zwei GebietenAnalytis
he Lösbarkeit des Modells erfordert Abstraktion
⇒ Resultate mit gewissen ModellierungsfehlernAllgemeine Beoba
htung
• Dur
hsätze relativ robust gegenüber Abstraktion
• Verweilzeiten deutli
h sensitiveraber praktis
her Einsatz belegt für viele Systeme sind Leistungs-gröÿen mit Genauigkeit von 10%-30% ermittelbarOft ausrei
hend insbesondere
• zur Bestimmung von Flas
henhälsen
• zum Verglei
h von Kon�gurationendetailliertere Ergebnisse u.U. dur
h Simulation- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 57



3.5.1 ComputersystemePrimäres Anwendungsgebiet für ProduktformnetzeErstes Modell einer IBM 7094 (1965)
Terminals

System

Ziel: Antwortzeitbere
hnungSystemeigens
haften:
• ein aktiver Benutzerdeshalb keine Unters
heidung von CPU und Platten
• We
hsel der Benutzer na
h Zeits
heibenverfahrenSystemparameter legenZeits
heibenlänge + Overhead zum Prozesswe
hsel festMessungen zur Ermittlung
• der mittleren Denkzeit
• der mittleren Anzahl Zeits
heibenIm Modell Vereinfa
hung dur
h exponentielle ZeitenErgebnisse sehr gutFehler von 5% bei Ermittlung der Antwortzeit- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 58



Moderne Systeme erlauben Mehrprogrammbetrieb
⇒ System ni
ht mehr als einzelne Station darstellbarTypis
hes Modell Central Server

Platten

CPU

Terminals

Modell existiert in vers
hiedenen Varianten und wurde erfolgrei
heingesetzt für Analyse von Groÿre
hner insbesondere IBM 360SystemenErweiterungen:
• zusätzli
he Kanäle für PlattenKanäle als zusätzli
he Stationen(Problem: Aufträge können Platte und Kanal ni
ht simultanbelegen)
• obere S
hranke für Anzahl Jobs im SystemZahl der aktiven Jobs an CPU + Platten bes
hränken(Problem: warten auf Zugang kann ni
ht modelliert werden)
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 59



Mehrklassennetze für komplexere Systemei.a. immer no
h 
entral server Struktur aber
• unters
hiedli
he Lastklassen
• Bat
h Jobs oft als o�ene Klasse
• Dialog Jobs als ges
hlossene Klassemehrere Klassen falls unters
hiedli
he Anforderungen,Klassenwe
hsel falls Anforderungen si
h ändernModellierung der Ressour
en
• CPU als Station mit PS Disziplin
• Terminals als Verzögerungsstationen
• Platten, Spei
her, Bus als FCFS StationZur Festlegung der Lastparameter:
• Messung und Einteilung der Messwerte in Klassen
• nur Mittelwerte sind relevant (Produktformnetze sindunemp�ndli
h gegenüber Verteilungen)Probleme:
• FCFS Stationen setzen exponentielle Bedienzeitenvoraus (oft ni
ht realistis
h bei Platten)
• vers
hiedene Klassen müssen glei
he Bedienan-forderungen an FCFS Stationen haben(s
hränkt die Modellierung mit mehreren Klassen ein)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 60



3.5.2 MultiprozessorsystemeWir betra
hten SMPs (symmetri
 multipro
essors)unter grobkörniger Last(d.h. Last besteht aus unabhängigen Prozessen)Typis
he Struktur
• mehrere (i.a. 4-8) Standardprozessorenmit lokalen Ca
hes
• gemeinsamer globaler Spei
her
• gemeinsame Plattenperipherie
• Betriebssystem verde
kt parallele ProzessorenBeispiele Sun SS1000, HP 9000, SNI RM 600

L2 L2
...

CPUs

RAM

Speicherbus

E/A-Bus

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 61



Spei
herbus kann
• verbindungsorientiert(Bus bleibt belegt bis Anfrage abgearbeitet)
• paketorientiert(Anfragen werden asyn
hron ges
hi
kt)arbeitenWeiteres Problem Konsistenz der Ca
hesStrategien
• write through(jedes S
hreiben direkt in den Spei
her)
• write ba
k(nur in den Spei
her s
hreiben, wenn Daten aus demCa
he entfernt werden)Konsistenz zwis
hen Ca
hes dur
h Abhören desSpei
herbusses (snooping proto
ol)Leistungsfähigkeit von SMPs hängt stark vomProgrammierstil ab
• Datenlokalität auf einzelnen Prozessoren ist wi
htig
• bisher kaum Unterstützung in verfügbaren Systemen
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 62



Einfa
hstes Modell M/M/m System(Bediener sind Prozessoren, Aufträge in Wartes
hlange wartenauf CPU Zuteilung)Dieses grobe Modell
• verna
hlässigt Mehrprogrammfähigkeit der Prozessoren
• hat mit Auslastung wa
hsende Zahl von wartendenProzessen
• beinhaltet weder Ein-/Ausgabe no
h Spei
herzugri�e
• kann aber zur ersten Abs
hätzung des maximalerrei
hbaren Dur
hsatzes dienenNä
hstes Modell mit Spei
herbus

CPUs

Speicherbusbeide Stationen FCFS Bediener mitexponentieller BedienzeitverteilungenEinfa
he Erweiterung für mehrere Spei
herbusse- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 63



Modell ist pessimistis
h da
• Spei
herzugri�szeiten exponentiell und ni
htdeterministis
h
• Ca
hes ni
ht bea
htet werdenModell ist optimistis
h da
• Plattenzugri�e verna
hlässigt werden
• Prozesse von beliebiger CPU bedient werden
• Spei
herlo
ks unbea
htet bleibenTrotzdem kann Modell erste Ergebnisse liefernÜbli
he Leistungsmaÿe bei MultiprozessorenPower= dur
hs
hnittli
he Anzahl aktiver ProzessorenundE�zienz =Anzahl aktiver Prozessoren / Anzahl Prozessoreninsbesondere interessant bei einem Prozess pro Prozessor(E�zienz parallelisierter Programme im Verglei
h zursequentiellen Implementierung)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 64



Typis
her Verlauf der Maÿe bei steigender Prozessorzahl

Prozessoren

P
ow

er

System mit b Bussen

b=4

b=3

b=2

b=1

Prozessoren

E
ffi

zi
en

z

b=1

b=2

b=3

b=4

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 65



Nä
hster Erweiterungss
hritt:
• Mehrklassennetz zur Bea
htung

⊲ unters
hiedli
her Prozessorzeiten
⊲ unters
hiedli
her Spei
herzugri�szeiten

• Bea
htung der E�ekte dur
h Ca
hesProduktformwartes
hlangennetze erlauben nur abstrakte Model-lierung des Ca
he-Protokolls detaillierte Modelle erfordern Simu-lationBasismodell

Speicherbus

CPUs

...

Cache 1

Cache p

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 66



Aufträge bei der Strategie write-through
• Leseaufträge, die aus dem Ca
he befriedigt werdenkönnen
• Leseaufträge, die einen Spei
herzugri� erfordern
• S
hreibaufträge, die immer au
h in den Spei
hers
hreibenAufträge bei der Strategie write-ba
k
• Leseaufträge, die aus dem Ca
he befriedigt werden können
• Leseaufträge, die einen Spei
herzugri� erfordern

⊲ ohne Verdrängung einer ges
hriebenen Seite
⊲ mit Verdrängung einer zu ges
hriebenen Seite

• S
hreibaufträge, die in den Ca
he s
hreiben
• S
hreibaufträge, die in den Spei
her s
hreibenAnalyse des Modells liefert
• Antwortzeit: mittlere Zeit zwis
hen zwei Besu
hen ander CPU (bzw. 1/CPU Dur
hsatz - Denkzeit)
• Power: mittlere Anzahl belegter CPUs
• E�zienz:mittlere Anzahl belegter CPUs / Anzahl CPUs
• Auslastung Spei
her- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 67



Modell als Mehrklassennetz
• eine Klasse pro ProzessorVerzweigungswahrs
heinli
hkeiten auf Basisrelativer Besu
hshäu�gkeiten und SystemparameterSei
• pr Anteil Leseoperationen,
• pw = 1 − pr Anteil S
hreiboperationen,
• pmiss W. eines Ca
he-missesBasis 1 Besu
h an der CPUbei write-throughBesu
he Ca
he pr + pw = 1Besu
he Spei
her pr · pmiss + pwbei write-ba
kBesu
he Ca
he pr · (1 + pmiss · pw) + pwBesu
he Spei
her pr · pmiss + pw · pmiss + pr · pw · pmissModell ist Basis für Verglei
h vonwrite-through und write-ba
kMögli
he Erweiterungen:
• Plattenperipherie
• Paketorientierter Spei
herbus- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 68



3.5.3 Client-Server SystemeKomponenten aus vorherigen Kapiteln bilden Basis fürModellierung von Client-Server SystemenS
hritte bei Modellerstellung:
• Festlegung auf o�enes, ges
hlossenes oder gemis
htesModell
• Festlegung der Komponenten und ihrer Darstellungz.B. Menge von Clients als Verzögerungsstation oderjeder Client als einzelne Station oderals Teilmodell mit CPU, Spei
her und Plattedito für ServerDarstellung der Netzkomponenten als (lastabhängige)Stationen
• Bes
hreibung der einzelnen Komponenten
• Bes
hreibung der LastAufteilung in Klassen (mehr dazu in Kapitel 4)
• Bere
hnung des Bedienbedarfs an den Komponenten(mit den bereits eingeführten Formeln)
• Kalibrierung und Validierung des Modells
• Ermittlung von Resultaten- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 69



Typis
hes Beispiel:
file
server

120 XP
clients

100Mbps
Ethernet

LAN 1

LAN2 

FDDI

LAN 5

100 Mbps

ftp proxy server
telnet proxy server
Web proxy server
email server

LAN 3

16 Mps Token Ring

LAN 4

file
server

100 NT
clients

100 XP
clients

file server 50 Unix Workstations

Ethernet
100Mbps file

server

Ents
heidungen die zu tre�en sind:
• Ziele der Analyse und notwendige Resultatgröÿenfestlegen
• Ents
heidung für o�enes, ges
hlossenes odergemis
htes Modell
• Lastklassen festlegen und bes
hreiben
• Repräsentation der einzelnen Klassen
• Anzahl Aufträge oder Ankunftsrate pro Klasse- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 70



Ents
heidung hier:
• Ermittlung von Dur
hsätzen und Antwortzeitenfür die einzelnen Klassen
• Ges
hlossenes Mehrklassenmodell

⊲ jede Klasse ist 
harakterisiert dur
h Tripel(Client Gruppe, Anwendung, Server)
⊲ 4 Klassen von Clients CL1,. . . ,CL4
⊲ 2 Anwendungen: Zugri� auf File-Server (FS) undWeb-basiertes Training (TR)
⊲ 4 File Server (FS1,. . . ,FS4) plus Web-Server (WS)
⊲ Servi
e FS greift auf den lokalen File-Server zu,also (CLx, FS, FSx) mit x=1,. . . ,4
⊲ Servi
e TR greift auf den Web-Server zu,also (CLx, TR, WS)

• Bes
hreibung der Ressour
en
⊲ Clients, FDDI Ring und Router werden alsVerzögerungsstationen modelliert
⊲ FS und TR werden als Central Server Systeme mitjeweils zwei Platten und einer CPU modelliert
⊲ LAN 1,. . . ,4 als lastabhängige Stationen modelliert- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 71



Damit entsteht folgendes Wartes
hlangennetz

Graphis
he Darstellung ohne weitere Erklärungunübersi
htli
hFunktionalität nur dur
h detailliertere Spezi�kationverständli
hinsbesondere Darstellung der unters
hiedli
hen Klassennotwendig- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 72



3.5.4 Web ServerWeb ist au
h ein Client Server SystemBesonderheiten
• jeder Client greift auf unters
hiedli
he Server zu
• Gröÿe des Webs mehrere Millionen Clients mehrere TausendServer (Verhältnis 
a. 10000 zu 1)
• pro Server viele Clients, von denen jeder einzeln selten zugreift
• hohe Varianz in den Dokumentengröÿen
• Zugri�smuster gekennzei
hnet dur
h burstiness und heavytailsSpezi�kation der Last nur dur
h Mittelwerte führt zu starkenVerfäls
hungen bei den Ergebnissen
⇒burstiness und heavy tails sind explizit zu berü
ksi
htigen
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 73



Modellierung von burstsBursts sorgen dafür, dass hintereinanderAnforderungen in kurzen Zeitabständen ankommenund dann längere Pausen entstehenDies ist bei der Analyse zu berü
ksi
htigenAuf Basis der operationalen Analyse kann dies nurdur
h Justierung des Mittelwerts ges
hehenDe�nition eines Faktors zur Charakterisierung
• L Anzahl Anfragen
• T Zeitraum in dem die Anfragen eintre�en
• λ = L/T Ankunftsrate
• Unterteile T in n Teilintervalle der Länge T/n

Arr(k) Anzahl Anfragen im Intervall k
λk = Arr(k)

T/n = n·Arr(k)
T Ankunftsrate Intervall k

• Arr+ Anzahl Anfragen, die in Intervallen ankommen,in denen Ankunftsrate höher als der Dur
hs
hnitt ist
Arr+ =

∑

λk>λ Arr(k)

• Arr− Anzahl Anfragen, die in Intervallen ankommen,in denen Ankunftsrate kleiner glei
h Dur
hs
hnitt ist
Arr− =

∑

λk≤λ Arr(k)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 74



Es gilt L = Arr+ + Arr−Unter Annahmen der operationalen Analyse gilt fürStrom, der keine bursts enthält
Arr(k) = L/n und damit λk = λ für alle kDe�nition burstiness Parameter
b = (Anzahl Intervalle mit λk > λ )/ nFür einen Strom ohne bursts gilt b = 0Ankunftsrate während eines bursts
λ+ = Arr+

b·TRelation der Ankunftsraten
a = λ+

λ = Arr+

b·LBerü
ksi
htigung von burstsin den mittleren BedienanforderungenBeoba
htung:Dur
hsatz fällt mit wa
hsendem burst-FaktorMaximaler Dur
hsatz entspri
ht der inversen Bedienzeitam Flas
henhals
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 75



Neujustierung der Bedienzeit am Flas
henhals als
D = Df + a · bwobei Df Bedienzeit ohne Ein�uss der burstsBestimmung von Faktor a aus Messungenin folgenden S
hritten

• Messung Web Server im Intervall [0, T )liefert L Anfragen
⊲ Unterteile Intervall in zwei glei
hgroÿe Teilintervallemit L1 und L2 Anfragen
⊲ Bestimme für jedes Intervall die Auslastung allerRessour
en, den Dur
hsatz und den burst Faktor bi

⊲ Sei Ui die Auslastung am Flas
henhals im Intervall iund Xi der Dur
hsatz, dann gilt
Ui/Xi = Df + a · biund damit au
h
a = U1/X1−U2/X2

b1−b2Berü
ksi
htigung von heavy tailsdur
h Verwendung von mehreren Klassen- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 76



Modelle auf der Client SeiteKapazitätsplanungsfragen auf Client-Seite1. Bandbreite der Verbindung zum Servi
e Provider2. Bandbreite des internen LANs3. Einsatz von Proxy Ca
he ServernErstes Modell ohne Proxy Ca
he
• M Client Workstations
• mittels LAN verbunden
• über Router mit einem Servi
e Provider verbunden

Eingangs-
leitung

Client 1 Client M
...

Router

Internet

...

Web Server

LAN

Clients

Router

Ausgangs-
leitung

Provider

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 77



Systemparameter
• LANBandw Bandbreite des LANs
• MaxPDU auf Netzwerkebene
• FrameOv Overhead dur
h LAN link-layer
• RouterLat Latenzzeit des Routers
• LinkBandw Bandbreite der Verbindung zum Provider
• InternetDel mittlere Verzögerungszeit einerInternet-Anfrage
• InternetRate Datenraten des Internetans
hlusses
• BrowserRate Rate mit der vom Browserneue Dokumente angefordert werden
• NumberCl Anzahl Clients
• Per
A
t Prozentsatz aktiver Clients(d.h. Clients, die auf das Internet zugreifen)
• AvgReqSize dur
hs
hnittli
he Gröÿe einerHTTP Anfrage
• Do
Size dur
hs
hnittli
he Gröÿe der angefordertenDokumentei.a. Zerlegung in Klassen 1,. . . ,R:Do
Size=∑R

r=1DocSizer · DocPercr- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 78



Bestimmung des Bedienbedarfs
Dcl = 1/BrowserRate (Clients)
DLAN = NetT ime(AvgReqSize + DocSize)wobei
NetT ime(m) = 8·(m+Overh(m))

LANBandw

Overh(m) =

TcpOv + NDatag(m) · (IpOv + FrameOv) =

20 + NDatag(m) · (20 + FrameOv)

NDatag(m) =
⌈

m+TcpOv
MaxPDU−IpOv

⌉

DRouter = (NDatag · DocSize + 6) · RouterLat6 ensteht dur
h zus. TCP Na
hri
hten
DAusL = AvgReqSize+5·(TcpOv+IpOv)

LinkBandw5 entsteht dur
h zus. TCP Na
hri
hten
DProv = 1.5 · InternetDel + DocSize/InternetRate

DEinL = DocSize+LinkOv
LinkBandw- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 79



Modell mit Proxy Ca
he

Eingangs-
leitung

Client 1 Client M
...

Router

Internet

...

Web Server

Proxy
Server

Clients

Router

Ausgangs-
leitung

Provider

LAN

CPU

Platte Proxy
Server

Systemverhalten
• für jede Anfrage wird zuerst im Ca
he des Proxy Serversgesu
ht
• bei Erfolg Übertragung von dort zum Client
• bei Misserfolg agiert Proxy Server als Client

⊲ holt Dokument
⊲ spei
hert Dokument
⊲ überträgt Dokument zum Client- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 80



Zusätzli
he Parameter
• phit Tre�erwahrs
heinli
hkeit im Proxy Ca
he
• HitCPUTi CPU Zeitbedarf bei einem Tre�er
• MissCPUTi CPU Zeit bei Misserfolg
• DiskT i Zeit für Plattenzugri�e(identis
h bei Tre�er oder Misserfolg,im ersten Fall lesen, im zweiten s
hreiben!)Bere
hnung der Bedienzeiten
DP

LAN = phit · DLAN + (1 − phit) · 2 · DLAN

DP
Router = (1 − phit) · DRouter

DP
EinL = (1 − phit) · DEinL

DP
AusL = (1 − phit) · DAusL

DP
Prov = (1 − phit) · DProvsowie

DP
CPU = phit · HitCPUTi + (1 − phit) · MissCPUTi

DP
Platte = DiskT i · DocSize- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 81



Modelle auf der Server SeiteKapazitätsplanungsfragen auf Server Seite1. Bandbreite der Verbindung zum Internet2. Einri
htung von Spiegelservern3. Server auf einem Re
hner oder auf Re
hnernetz verteilt4. Dokumentenverteilung über mehrere Platten5. Maximal errei
hbarer Dur
hsatz6. Komprimierte Spei
herung groÿer Dokumente7. CGI Skripten oder Java Applets8. Auswahl ServertypModellierung von Web ServernWeb Server werden von zahlrei
hen Clients angespro
hen
⇒ Modellierung als o�ene MehrklassennetzeWir unters
heiden
• Web Server auf einem Re
hner realisiert
• Web Server als verteiltes System- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 82



Web Server auf einem Re
hner

Eingangs−
leitung

Router

Internet

...

Router

Ausgangs−
leitung

LAN

CPU

Platte

Clients

Web 
Server

LAN

Web
Server

Belastung dur
h R Klassen mit
• klassenspezi�s
hen Ankunftsraten λr

• klassenspezi�s
hen Bedienbedürfnissen Di,r(Bestimmung wie bei Client)aber Bedienzeit CPU i.a. lastabhängig dur
hzusätzli
hen OverheadBerü
ksi
htigung dur
h
• lastabhängige Bedienzeiten oder
• DCPU,r = CPUTiReq + f(n) · CPUOvmit n mittlere Population am Web Server
⇒ Fixpunktansatz- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 83



Web Server als verteiltes System
Web Server 1

CPU

Platte

CPU

Platte

Eingangs-
leitung

Router

Ausgangs-
leitung

LAN

Router

Internet

...

Clients

LAN

...

Web Server n

...

Web Server 1 Web Server n

Last jedes einzelnen Servers 1/n der ankommenden LastDies kann errei
ht werden indem
Dv

CPU,r = DCPU,r/nund
Dv

P latte,r = DPlatte,r/ngesetzt werden(u.U. zusätzli
he Berü
ksi
htigung der Lastabhängigkeit)Restli
he Zeiten bleiben glei
h
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 84



3.6 Modellierung mit Markov-ProzessenBisherige Modellierung basierte im wesentli
hen auf der Betra
h-tung und Untersu
hung von Mittelwerten
• einfa
he Modellparametrisierung
• e�ziente Analyse au
h groÿer Systemeaber
• unzurei
hende Berü
ksi
htigung von Verteilungen(Ausnahme M/G/1)
• keine Berü
ksi
htigung von KorrelationenAllgemeineres und analysierbares Modelle: Markov-Prozesse
X(t) sto
hastis
her Prozess mit
• Zustandsraum S = {1, . . . , n} oder S = IN

• Übergangsratenmatrix (oder au
h Generatormatrix)
Q ∈ IRn,nmit� Q(i, j) ≥ 0 falls i 6= j und� Q(i, i) = −∑j 6=i Q(i, j)� Q hat Zeilensumme 0 und ni
ht-negativeNi
htdiagonalelemente- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 85



Verhalten des Markov-Prozesses (Annahme |Q(i, i)| > 0):
• Prozess verweilt eine exponentiell verteilte Zeit mit Rate
|Q(i, i)| im Zustand i

• we
hselt ans
hlieÿend mit Wahrs
heinli
hkeit
P (i, j) = Q(i, j)/ |Q(i, i)| in Zustand j(P ist die sto
hastis
he Transitionsmatrix der eingebettetenMarkov-Kette)

⇒ Zukünftiges Verhalten hängt nur vom aktuellen Zustand abMatrix Q bes
hreibt einen geri
hteten Graphen
i

j

k l

Q(i,k)

Q(i,j)

Q(i,l)
Q(l,i)

Graph stark zusammenhängend ⇐⇒ Markov-Prozess irreduzibelZiel der Analyse von Markov-Prozessen:
• Bere
hnung transienten Verteilung, d.h. Verteilung der Zu-standswahrs
heinli
hkeiten zum Zeitpunkt t (> 0) unterKenntnis der Zustandwahrs
heinli
hkeiten zum Zeitpunkt 0

• Bere
hnung der stationären Verteilung, d.h. Verteilung derZustandswahrs
heinli
hkeiten für t → ∞- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 86



3.6.1 Analyse von Markov-ProzessenStationäre AnalyseVoraussetzungen: Markov Prozess ist ergodis
h, d.h.
• Q ist irreduzibel
• falls S unendli
h viele Zustände beinhaltet, so muss derProzess rekurrent sein� Prozess ist rekurrent, falls alle Zustände rekurrent sind� Zustand i ist rekurrent, falls der Prozess mit Wahrs
hein-li
hkeit 1 na
h dem Verlassen von i wieder na
h i zurü
k-kehrtSei f (k)

ii die Wahrs
heinli
hkeit na
h k S
hritten wieder zuZustand i zurü
kzukehren, es gilt f
(k)
ii = (P k)(i, i)Zustand i ist rekurrent, falls fii =
∞
∑

k=1

f
(k)
ii = 1(Bsp. M/M/1-System mit λ < µ ist rekurrent, falls λ ≥ µ,so ist kein Zustand rekurrent)Ergodizität wird im Folgenden bei der stationären Analyse vor-ausgesetztBei ergodis
hen Markov-Prozessen hängt die stationäre Vertei-lung ni
ht von der Verteilung zum Zeitpunkt 0 ab- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 87



Bere
hnung der stationären Verteilung:Stationäre Verteilung wird dargestellt als Vektor p ∈ IR1,n
+ ,wobei p(i) die stationäre Wahrs
heinli
hkeit von Zustand i istIm stationären Zustand gilt:Fluss in einen Zustand = Fluss aus einem Zustandwobei Fluss = Zustandswahrs
heinli
hkeit · Rate, also

n
∑

j=1,j 6=i

p(j)Q(j, i) =
n
∑

i=1,j 6=i

p(i) · Q(i, j)

⇔
n
∑

j=1,j 6=i

p(j)Q(j, i) + p(i)Q(i, i) = 0oder in Matrixs
hreibweise pQ = 0Falls Q irreduzibel, so ist der Rang von Q glei
h n − 1

⇒ Normierungsbedingung n
∑

i=1

p(i) = 1 als n-te Glei
hungFalls n endli
h, Lösung eines linearen Glei
hungssystems
• oft ist n endli
h aber sehr groÿ
• oft ist Q sehr spärli
h besetzt
⇒ Anwendung spezieller numeris
her Te
hniken(ni
ht Inhalt dieser Vorlesung)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 88



Bere
hnung von p für n = ∞e�ektive Bere
hnung nur bei regulären StrukturenBeispiel M/M/1 oder M/M/m, weitere Beispiele späterIm allgemeinen Fall Lösung dur
h
• Simulation (Aussagen auf Basis einer endli
hen Untermengebesu
hter Zustände)
• Approximation dur
h die Lösung eines Markov-Prozesses mitendli
hem Zustandsraum (Aussagen auf Basis einer vorabfestgelegten endli
hen Untermenge von Zuständen)Ableitung von Leistungsgröÿen aus den Zustandswahrs
heinli
h-keiten:
• Interpretation der Zustände
• Ableitung der benötigten ResultatwerteBeispiel M/M/m:Zustandsindex - 1 = Population im SystemMittlere Population:∑∞

i=2(i − 1) · p(i)(in diesem Fall ges
hlossene Form vorhanden)Wahrs
heinli
hkeit mindestens 10 Aufträge im System
∑∞

i=11 p(i) = 1 −∑10
i=1 p(i)...- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 89



Transiente Analyse:Sei pt Vektor der Zustandswahrs
heinli
hkeiten zum Zeitpunkt tDie Verteilung pt ist dur
h das Di�erentialglei
hungssystem
dpt
dt = pt · Q 
harakterisiertDie allgemeine Lösung dieses Di�erentialglei
hungssystems lau-tet pt = p0 · eQtDie einfa
hste Methode der Lösung ist die Reihenentwi
klungder Exponentialfunktion:
pt = p0 ·

∞
∑

k=0

tk

k!
Qk (Abbru
h bei endli
hem K)Na
hteile des Vorgehens:

• da Matrix Q positive und negative Elemente enthält, ist dieseBere
hnung numeris
h instabil, insbesondere wenn t gröÿerwird
• wenn die Summation abgebro
hen wird, ist keine Fehler-s
hranke verfügbarMögli
her Ausweg de�niere 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = tund bere
hne ptm = ptm−1 ·

∞
∑

k=0

(tm − tm−1)
k

k!
QkFür kleine Abstände tm − tm−1müssen nur wenige Summandenbere
hnet werden, dadur
h numeris
h stabiler.- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 90



Besser ist die Anwendung der Randomisierungs- oder Uniformi-sierungsmethode!Sei α ≥ maxi∈S (|Q(i, i)|) und P̂ = Q/α + I , dann gilt:
eQt = eαt(P̂−I) = e(αt)P̂−(αt)I = e−αte(αt)P̂Also können wir die Reihenentwi
klung von eQt dur
h die Rei-henentwi
klung von e(αt)P̂ ersetzen und erhalten
pt = p0 ·

∑∞
k=0 P̂ ke−αt(αt)k

k!Unters
hiede zur ursprüngli
hen Summe:
• P̂ enthält keine negativen Elemente, damit können die Wertenumeris
h stabil bere
hnet werden
•

∞
∑

k=0

e−αt(αt)k

k!
= 1.0 Wahrs
heinli
hkeiten eines Poisson-Prozesses mit Parameter αt

• Sei β(k, αt) = e−αt(αt)k

k! und p(k) = p0P̂
k, dann gilt beiAbbru
h der Summation na
h K S
hritten:

K
∑

k=0

β(k, αt)p(k) ≤ pt

≤
(

K
∑

k=0

β(k, αt)p(k)

)

+

(

1 −
K
∑

k=0

β(k, αt)

)

ewobei e der Einheitsvektor ist- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 91



Zur Implementierung:Bere
hnung der Vektoren p(k) erfordert nur Vektor-Matrix-Multiplikationen mit ni
ht-negativen ElementenS
hwieriger ist die Bere
hnung der β(k, αt):Eine direkte Implementierung führt zu numeris
hen ProblemenNumeris
h stabiler Algorithmus:
K = 1; s = 1.0; b = 1.0; a = (1 − ǫ)/e−αt;while (b < a) do {

K = K + 1;

s = s · (αt)/K;

b = b + s;}
K enthält die Anzahl der Iterationen, um einen Fehler kleinerals ǫ zu bekommen!Bere
hnung der Lösung:
π = p0; y = p0for (k = 1 to K) do {

y = (αt/k) · (y · P̂ );

π = π + y; }
pt = e−αt · π;

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 92



Methode anwendbar für endli
he n(falls Vektoren und Matrizen gespei
hert werden können)Für unendli
he Zustandsräume theoretis
h exakte Bere
hnung,
• falls p0 nur endli
h viele Zustandswahrs
heinli
hkeiten gröÿer

0 enthält
• und maxi∈S (|Q(i.i)|) < ∞ bekannt,
• so werden für endli
hes t und Fehlers
hranke ǫ > 0 au
h nurendli
h viele Zustände errei
ht
⇒ in endli
h vielen S
hrittenmit endli
hem Spei
herplatz analysierbarDazu müssen aber Zustandsübergangsraten während der Laufzeitdes Algorithmus generiert werden
⇒ keine Standardimplementierung mögli
h!

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 93



3.6.2 Absorbierende Markov-ProzesseAbsorbierender Markov-Prozess enthält einen ausgezei
hnetenZustand n, aus dem keine Transitionen abgehen
Q =

(

D0 d1

0, . . . , 0 0

)

• D0 ∈ IRn−1,n−1 mit ni
ht-negativen Elementen auÿerhalbder Diagonalen und D0e
T ≤ 0(wobei e ein Vektor mit nur 1 ist)

• d1 ∈ IRn−1,1
+ , so dass D0e

T + d1 = 0Wir nehmen an, dass Zustand n von allen anderen Zuständenaus errei
hbar istSei p0 ∈ IR1,n die initiale Verteilung des absorbierenden Markov-ProzessesSei p0(n) = 0 und π0 der Subvektor der ersten n− 1 Elementevon p0Verhalten des absorbierenden Markov-Prozesses:
• Prozess startet mit Wahrs
heinli
hkeit π0(i) im Zustand i

• Für t → ∞ endet der Prozess mit absorbierenden Zustand- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 94



Analyse der Absorptionszeiten, d.h. der Zeit, bis Zustand nausgehend von der Startverteilung errei
ht istSei mk ∈ IRn−1,1, der Vektor der bedingten k-ten Momente derAbsorptionszeit, d.h. mk(i) ist das k-te Moment der Absorpti-onszeit ausgehen von Zustand i und E[T k] das k-te Momentder AbsorptionszeitDann gilt
• E[T k] = p0 · mkund
• mk = k (−D0)

−1
mk−1 mit m0 = eTAlso Bere
hnung des k-ten Moments erfordert die Lösung von kGlei
hungssystemen −D0m

k = k · mk−1 der Ordnung n − 1Numeris
he Bere
hnung der Verteilungsfunktion derAbsorptionszeit F (t)

• Bestimme pt ausgehend von p0 mittels der Randomisierung
• F (t) = pt(n)Anwendung absorbierender Markov-Prozesse:
• Analyse von Phasenverteilungen
• Ermittlung detaillierten Zeiten in Modellen(Ausfallzeiten, Verweilzeiten, ...)
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 95



Beispiel: Bere
hnung der Zeitverteilung, bis zum erstenPu�erüberlauf in einem M/M/1/W-SystemZum besseren Verständnis Beibehaltung der Zustandnumme-rierung na
h Auftragszahl, also Zustand i ∈ {0, . . . , W} be-s
hreibt das System mit i AufträgenAblauf zur Bere
hnung der Verteilung bis zum ersten Überlauf
• Einführung eines absorbierenden Zustands n = W + 1 zurAnzeige eines Überlaufs
• Zustandstransitionsdiagramm des neuen Prozesses:

0 3

λ

µ

1 2

µ

λ λ λ

µ µ

λ

µ

W

λ

µ

W−1...

λ

W+1

Absorbierender
Zustand

• Eintritt in den absorbierenden Zustand zeigt ersten Überlaufan.Mögli
he Startverteilungen:
• Leeres System: p0(0) = 1 und p0(i) = 0 für i > 0

• Stationäre Verteilung: Sei pMM1W stationäre Verteilung ei-nes M/M/1/W-Modells mit identis
hen Parametern, wähle
p0(i) = pMM1W (i) für 0 ≤ i ≤ W und p0(W + 1) = 0Bere
hnung der Momente und Verteilungsfunktionswerte wieangegeben.- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 96



3.6.3 PhasenverteilungenMarkov-Prozesse basieren auf exponentiell verteilten Verweilzei-ten in den ZuständenKann man trotzdem andere Verteilungen darstellen?Ja, dur
h die Verwendung von Phasenverteilungen lassen si
h(theoretis
h fast alle) Verteilungen exakt oder beliebig genaurepräsentierenHyperexponentialverteilung:
µ2

µ1
a

1−a hier mit 2 Phasen (µi > 0 und 0 ≤ a ≤ 1)Es gilt:
• E(T ) = a

µ1
+ (1−a)

µ2

• E(T 2) = 2a
(µ1)2

+ 2(1−a)
(µ2)2

•
σ2(T ) = E(T 2) − (E(T ))2

= a(2−a)
(µ1)2

+ 1−a2

(µ2)2
− 2a(1−a)

µ1µ2(Varianz)
•

V K2(T ) = σ2(T )
(E(T ))2

= a(2−a)(µ2)
2+(1−a2)(µ1)

2−2a(1−a)µ1µ2

a2(µ2)2+(1−a)2(µ1)2+2a(1−a)µ1µ2
≥ 1(quadrierter Variationskoe�zient)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 97



Mit 2 Phasen ist jeder Variationskoe�zient ≥ 1 errei
hbar!Zur Wahl der Parameter:Wähle µ1, µ2 und a so, dass vorgegebene Werte für E(T )(> 0) und V K2(T ) (≥ 1) errei
ht werden.Drei Parameter und 2 Werte ⇒ein Parameter kann in Grenzen frei gewählt werdenAnnahme (übli
herweise) beide Phasen glei
h ausgelastet, danngilt
a
µ1

= 1−a
µ2

⇔ µ1 = aµ2
1−a(andere Wahl z.B. Anpassung 3. Moment ist mögli
h)Wahl der Parameter

• a = V K2(T )
(

1 −
√

1 − 2
1+V K2(T )

)

• µ1 =

 

1+

r

1− 2
1+V K2(T )

!

E(T )

• µ2 =

 

1−

r

1− 2
1+V K2(T )

!

E(T )

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 98



Verallgemeinerte Erlang-Verteilung:
1−a

a

m−1−Phasen

µ µ µ

mit den Parametern µ > 0 und 0 ≤ a ≤ 1Es gilt
• E(T ) = 1+(1−a)(m−1)

µ

• E(T 2) = m(1−a+m(1−a))+2a
µ2

• σ2(T ) = m−3ma+m2a+2a−m2a2+2,a2−a2

µ2

• V K2(T ) = m−3ma+m2a+2a−m2a2+2ma2−a2

(ma−m−a)2es gilt 1/m ≤ V K2(T ) ≤ 1Bei gegebenen E(T ) und V K2(T ) (< 1) wähle
• m =

⌈

1/V K2(T )
⌉

• a =
m+2V K2(T )m−2−

√
m2−4V K2(T )m−4

2(V K2+1)(m−1)

• µ = 1+a(m−1)
E(T )Damit eindeutige Festlegung einer Phasenverteilung beigegebenem ersten und zweiten MomentWa
hsende Phasenzahl bei Verkleinerung desVariationskoe�zienten- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 99



Anpassung weiterer Momente oder der Dfkt./Vfkt. mit allgemei-nen PhasenverteilungenInterpretation der Verteilung als absorbierender Markov-Prozess
• Transitionsraten de�nieren Matrix Q mit n Zuständen bei

n − 1 Phasen� implizit dadur
h de�niert D0, d1 und Startvektor π = p0

• Absorptionszeit ist äquivalent zur dargestellten VerteilungParameteranpassung
• dur
h Anpassung weiterer Momente� Lösung ni
htlinearer Glei
hungssysteme� Verfahren für dritte Momente bekannt, höhere Momentekaum berü
ksi
htigt
• dur
h Anpassung der Verteilungsfunktion an beoba
hteteSti
hprobe mit Werten (t1, . . . , tK)� �nde für vorgegebene Phasenzahl n− 1 die Parameter so,dass ∏K

k=1 πeD0tkd1maximiert wird� komplexes ni
htlineares Optimierungsproblem, im allgemei-nen Fall kaum e�zient lösbar� für einges
hränkte Klassen (z.B. D0 obere Dreie
ksmatrix)existieren iterative Optimierungsalgorithmen, die akzepta-ble Ergebnisse liefern- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 100



Ankunftsprozesse:Bisherige Modelle erzeugen unabhängig, identis
h verteilte Rea-lisierungenViele reale Prozesse (z.B. Ankunftsprozesse an Web-Servern)weisen Korrelationen aufAnpassung dur
h Phasenverteilungen, bei denen die Anfangsver-teilung vom Abgangszustand abhängtSpezialfall: Interrupted Poisson Prozess (IPP)
on

off

λ

α β

• Markov-Prozess we
hselt zwis
hen Zuständen on und o�
• Im Zustand o� keine Ankünfte
• Im Zustand on Poisson Ankunftsprozess mit Rate λ

⇒ bei entspre
hender Parametrisierung burst-AnkünfteDarstellung Matrix D0und D1(Zustandsübergang na
h Ankunft)
D0 =

(

−β − λ β

α −α

) und D1 =

(

λ 0

0 0

)

Zustandsverteilung:
p(1) = α/(α + β) und p(2) = β/(α + β)Mittlere Zeit zwis
hen zwei Ankünften: (α + β)/(α · λ)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 101



Markov Modulierter Poisson Prozess (MMPP):Verallgemeinerung des IPP mit n − 1 Zuständen:Matrix D0 ist eine n − 1 × n − 1 Matrix mit
• ni
ht negativen Elementen auÿerhalb der Diagonalen
• negativen Diagonalelementen, so dass D0e

T ≤ 0

D1 ist eine n − 1 × n − 1 Matrix mit
• ni
ht negativen Elementen
• (D0 + D1) ist irreduzibel und hat Zeilensumme 0Analyse von MMPPs über absorbierende Markov-ProzesseBestimmung der initialen Verteilung:Initiale Verteilung direkt na
h einer beliebigen Ankunft:
πa = pD1/(pD1e

T ) mit p(D0 + D1) = 0 und peT = 1.0(stationäre Lösung eindeutig, da D0 + D1 Matrix eines ergodi-s
hen Markov-Prozesses)
• Bere
hnung der Momente: E(T k) = πa · mkmit mk = k! ·

(

(−D0)
−1
)k

eT

• Bere
hnung der Verteilungsfkt. F (t) = 1 − πae
D0teT(Bere
hnung mittels Randomisierung)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 102



Da Zeiten ni
ht unabhängig sind, liefert Beoba
htung einer Se-quenz von Ankünften Informationen über zukünftiges VerhaltenAnnahme: Es wurden Ankünfte zu den Zeitpunkten t1, . . . , tKbeoba
htetStartverteilung zur Bere
hnung der Zeit bis zur Ankunft K + 1:
p0 =

(

πa

K
∏

k=1

eD0tkD1

)

/

(

πa

K
∏

k=1

eD0tkD1e
T

)

Bere
hnung von πeD0t mittels Randomisierung siehe Folie 91Markovs
he Ankunftsprozesse (MAPs):
• Verallgemeinerung von MMPPs
• Matrix D1 ist eine beliebige ni
ht negative Matrix
• D0 + D1 ist Generator-Matrix eines ergodis
hen Markov-ProzessesMAPs sind sehr allgemeine Klasse von Modellen, die komplexeAnkunftsprozesse modellieren könnenParametrisierung von MAPs bzgl. gemessener Daten ist komple-xes ni
htlineares Optimierungsproblem, wel
hes nur für kleinereZustandszahlen oder spezielle Strukturen beherrs
ht wird.Jeder IPP oder MMPP ist au
h ein MAP- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 103



3.6.4 Analyse von MAP/PH/1-ModellenPhasenverteilungen und MAPs können zur Modellierungkomplexer Verteilungen und Prozesse eingesetzt werden
⇒ es entsteht ein Markov-ProzessBei endli
hem Zustandsraum numeris
he Analyse eines linea-ren Glei
hungssystems (stationäre Analyse) oder Randomisierung(transiente Analyse)Praktis
he Probleme dur
h Zustandsraumexplosion:

• Ersetzung einer Exponentialverteilung dur
h eine Phasenver-teilung mit n Phasen vergröÿert den Zustandsraum um denFaktor n

• Bei Ersetzung mehrerer Verteilungen multiplizieren si
h dieFaktoren
• Mit heutigen Methoden können Glei
hungssysteme mit bis zu

107 Zuständen auf einem übli
hen PC analysiert werdenAnalyse von Systemen mit unendli
hem Zustandsraum nur beiVorliegen einer regelmäÿigen Struktur (siehe M/M/..)Allgemeines Modell: MAP/PH/1
• MAP als Ankunftsprozess, PH Bedienzeitverteilung
• 1 Bediener und unendli
he Warteraumkapazität- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 104



Beispiel IPP/H2/1-System
λ

α β

a

1−a µ

µ1

2Zustandsbes
hreibung (i, j, k)mit
• i ∈ {1, 2} Phase Ankunftsprozess
• k ∈ IN Population im System
• j = 0 falls k = 0, ansonsten j ∈ {1, 2} BedienphaseZustände können in Blö
ke bzgl. der Population unterteilt werdenBlö
ke werden von 0 ausgehend aufsteigend nummeriertBlo
k 0 enthält 2 Zustände, alle weiteren Blö
ke 4 ZuständeStruktur der Generator-Matrix:
Q =























A1 A0

A2 B1 B0

B2 B1 B0

B2 B1 B0. . . . . . . . .. . . . . .























(gilt allgemein für MAP/PH/1-Modelle)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 105



Aufbau der Matrizen im Beispiel:
A1 =

(

−α − λ α

β −β

), A0 =

(

aλ (1 − a)λ 0 0

0 0 0 0

)

A2 =













µ1 0

µ2 0

0 µ1

0 µ2













, B0 =













λ 0 0 0

0 λ 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0













B1 =













−µ1 − α − λ 0 α 0

0 −µ2 − α − λ 0 α

β 0 −µ1 − β 0

0 β 0 −µ2 − β













B2 =













aµ1 (1 − a)µ1 0 0

aµ2 (1 − a)µ2 0 0

0 0 aµ1 (1 − a)µ1

0 0 aµ2 (1 − a)µ2













Systematis
he Generierung der Matrizen aus den Matrizen derAnkunfts- und Bedienzeitverteilung
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 106



Analyse des Systems:
• Annahme: mittlere Ankunftsrate < mittlere BedienrateSei π = (π0,π1, . . .) der stationäre Verteilung(πk ist die Verteilung mit Population k im System)Sei n die Dimension der quadratis
hen Matrix A1 und n ·m dieDimension der quadratis
hen Matrix B1(dann ergeben si
h automatis
h die Dimensionen der restli
henMatrizen)Weitere Annahme:
• Es existiere eine nm × nm Matrix R, so dass πk+1 = πkRfür k ≥ 1Bei Einsetzen dieser Beziehung für einen Blo
k k(> 1):
πkB1 + πk−1B0 + πk+1B2 = 0 ⇒
πk−1

(

B0 + RB1 + R2B2

)

= 0Diese Glei
hung ist o�ensi
htli
h erfüllt, wenn
B0 + RB1 + R2B2 = 0Man kann nun zeigen (ohne dass wir es im Detail tun werden),dass eine minimale positive Matrix R mit Spektralradius < 1existiert, wel
he die Glei
hung erfüllt- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 107



Damit gilt für R: limk→∞ Rk = 0 und damit limk→∞ πk = 0(wie zu erwarten)Angenommen wir kennen R, dann gilt πk = π1R
k−1Bleibt no
h die Bere
hnung von π0 und π1Aus den Flussglei
hungen folgt:

π0A1 + π1A2 = 0 ⇒ π0 = π1A2(−A1)
−1

π1 kann aus folgendem Glei
hungssystem bere
hnet werden:
π0A0 + π1B1 + π2B2 = 0 ⇒
π0A0 + π1(B1 + RB2) = 0 ⇒
π1(A2(−A1)

−1A0 + B1 + RB2) = 0Das Glei
hungssystem hat Rang nm − 1,d.h. π1 kann bis auf einen Faktor bere
hnet werdenDieser Faktor wir dadur
h festgelegt, dass die Summe derWahrs
heinli
hkeiten 1 sein muss:
∞
∑

k=0

πke
T = 1 ⇒

π1

(

A2(A1)
−1 +

∞
∑

k=0

Rk

)

eT = 1 ⇒

π1

(

A2(A1)
−1 + (I − R)−1

)

eT = 1Liefert die fehlende Glei
hung, so dass π1 und damit alle Vektoren
πk exakt bere
hnet werden können!- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 108



Bleibt no
h die Bere
hnung der Matrix R:Zentraler S
hritt der AnalyseHier Vorstellung eines Basisverfahrens,bessere Methoden existierenUmstellen der Glei
hung für R liefert:
R = (B0 + R2B2)(−B1)

−1Die resultierenden Fixpunktglei
hung
Rl+1 =

(

B0 + (Rl)
2 B2

)

(−B1)
−1mit R0 = 0 konvergiert gegen Matrix RVerfahren kann auf weitere ähnli
he Modelle erweitert werden:

• MAP/PH/m-Systeme
• GI/PH/1-Systeme
• MAP/GI/1-SystemeAnalyse ähnli
h, aber i.d.R. aufwändiger
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 109



3.7 Zuverlässigkeit und VerfügbarkeitBisher wurde die Leistung von Systemen analysiert,ein weiterer Aspekt ist die Verfügbarkeit der angebotenen DiensteUnverfügbarkeit über einen längeren Zeitraum kanndesaströse Konsequenzen haben(Verlust an Aufträgen, Umsatz, Gewinn, ...)Gründe für Unverfügbarkeit von Diensten
• Hardware-Fehler
• Netzwerkprobleme
• Software-Fehler
• Denial of Servi
e Angri�e
⇒ viele Aspekte werden berührt(Hardware, Software, Si
herheit ...)
⇒ Zusammenfassung unter dem Term dependabilityHier eine kurze Einführung3.7.1 Grundlagen der Systemzuverlässigkeit3.7.2 Verfügbarkeit von Komponenten und Systemen3.7.3 Detaillierte Modellierung des Ausfallverhaltens3.7.4 Verfügbarkeit und Leistung- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 110



3.7.1 Grundlagen der SystemzuverlässigkeitTaxonomie zur Klassi�zierung von Fehlern
• Dauer� Permanente Fehler� Behebbare Fehler� Transiente Fehler
• E�ekt� Funktionaler Fehler� Quantitativer Fehler (Leistungsreduktion)
• Umfang� Partieller Fehler� Totaler FehlerVerfügbarkeit = Prozentualer Anteil der Zeit,in der das System verfügbar istZugehörige Zeiten
• MTBF Mean Time Between Failure
• MTTF Mean Time To Failure
• MTTR Mean Time To Repair
• MTBF = MTTF + MTTR- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 111



Klasse Verfüg- Unverfügbark. System-barkeit (Min./Jahr) typ1 90.0% 52560 Unmanaged2 99.0% 5256 Managed3 99.9% 526 Well-Managed4 99.99% 52.6 Fault-Tolerant5 99.999% 5.3 Highly Available6 99.9999% 0.53 Very Highly Available7 99.99999% 0.053 Ultra AvailableEinfa
hes Modell einer Komponente mit Fehlern und Reparatur
Up Down

λ

µ

λ = 1
MTTF und µ = 1

MTTRFlussglei
hgewi
ht liefert: λ · pup = µ · pdown

pup und pdown sind die Wahrs
heinli
hkeiten,dass das System im Zustand up bzw. down istDa pup + pdown = 1 giltVerfügbarkeit: A = pup = λ
λ+µUnverfügbarkeit: U = pdown = µ

λ+µi.a. MTTR lei
hter zur verkleinern, als MTTF zu vergröÿern- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 112



3.7.2 Verfügbarkeit von Komponenten undSystemenSysteme bestehen aus Komponenten ⇒Systemzuverlässigkeit ergibt si
h ausKomponentenzuverlässigkeitSystemzuverlässigkeit = Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Systemwährend eines vorgegebene Intervalls dur
hgängigverfügbar istTypis
he Abhängigkeiten:
• serielle Abhängigkeit (wenn eine Komponente ausfällt, arbei-tet das gesamte System ni
ht mehr)
• parallele Abhängigkeit (wenn alle Komponenten ausgefallensind arbeitet das System ni
ht mehr)
• Kombinationen aus serieller und paralleler AbhängigkeitDarstellung als Zuverlässigkeitsblo
kdiagramm:

System ist verfügbar,wenn ein Pfad dur
h das Diagramm existiert!- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 113



Serielle Abhängigkeit:
Rs = Systemverfügbarkeit
ri = Verfügbarkeit Komponente iEs gilt Rs =

n
∏

i=1

ri für ein System mit n KomponentenVerlauf der Systemverfügbarkeit für ri = r
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n- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 114



Parallele Abhängigkeit:Es gilt Rs = 1 −∏n
i=1(1 − ri)für ein System mit n KomponentenVerlauf der Systemverfügbarkeit für ri = r

r=0.95

r=0.99

r=0.90

0 4 82 6 10

1.0

0.9

0.8

R

nMinimale Anzahl von parallelen Komponenten nmin, um Sy-stemverfügbarkeitkeit Rp bei Komponentenverfügbarkeit r zuerrei
hen: nmin =
⌈

ln(1−Rp)
ln(1−r)

⌉

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 115



Ein Beispiel:Online-Broker, der die übli
hen Transaktionen (Kauf und Verkaufvon Aktionen, Optionen, .., Depotverwaltung et
.) über einenWeb-Server abwi
keltAnforderung Verfügbarkeit 99.99%Server-Ar
hitektur des Brokers

Server

... ...

Web−
Server

R

DB−

Internet R

Lastverteiler

nWS Web-Server und nDS DB-ServerFür beide Server sind ho
h-zuverlässige und teurere Systeme(Verfügbarkeit 99.9%) und billigere Standardsysteme (Verfüg-barkeit 85%) einsetzbarZentrale Frage: Wie kann die geforderte Verfügbarkeitmögli
hst kostengünstig errei
ht werden?- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 116



Zuverlässigkeitsblo
kdiagramm für das System(vereinfa
ht, da Netzelemente ni
ht modelliert)
rLB

rWS

rWS

nWS nDS

rDS

rDSFür die Verfügbarkeit des Gesamtsystems gilt:
Rs = rLB · RWS · RDB

= rLB · [1 − (1 − rWS)nWS ] · [1 − (1 − rDS)nDS]Lastverteiler muss sehr zuverlässig sein,um Rs = 0.9999 überhaupt errei
hen zu können!
⇒ sei rLB = 0.99999Damit gilt 0.99991 = [1 − (1 − rWS)nWS ]·[1 − (1 − rDS)nDS]Einige mögli
he Kon�gurationen:Kon�guration rWS rDS nWS nDS Rsle WS/le DS 0.850 0.850 6 5 99.990%le WS/he DS 0.850 0.999 5 2 99.991%he WS/he DS 0.999 0.999 2 2 99.999%Auswahl hängt ab, von
• den Kosten der einzelnen Kon�gurationen
• weiterer Zuverlässigkeits- und Si
herheitskriterien
• der jeweils errei
hbaren Leistung- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 117



3.7.3 Detaillierte Modellierung desAusfallverhaltensBisherige Modellierung ging von unabhängigen Ausfällen aus,war dann aber unabhängig von der Verteilung der Ausfall- undReparaturzeiten anwendbarHier nun eine die Bes
hreibung komplexerer ModelleAnnahmen:
• Ausfall- und Reparaturzeiten lassen si
h dur
h Phasenvertei-lungen modellieren
• Ausfälle können korreliert sein
• Reparaturen werden von Reparatureinheiten dur
hgeführt, dienur in bes
hränkte Anzahl zur Verfügung stehen
⇒ System lässt si
h auf einen Markov-Prozess abbilden
⇒ resultierender Markov-Prozess lässt si
h bzgl. stationäreroder transienter Maÿe analysieren(siehe Kap. 3.6.1 und 3.6.2)Vorstellung des Vorgehens an Hand einiger Beispiele
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 118



Beispiel:Bere
hnung der Zeit bis zum ersten Ausfall eines Re
hensystems
2 Proc.3 Mem.

1 BusSystem besteht aus
• 1 Bus mit Ausfallrate 1.0e − 6 und Reparaturrate 1.0

• 2 Prozessoren mit Ausfallrate 2.0e−4 und Reparaturrate 0.5

• 3 Spei
herbausteinen mit Ausfallrate 5.0e − 4 undReparaturrate 0.3Weitere Festlegungen
• das System ist funktionsfähig, solange ein Prozessor, einSpei
herbaustein und der Bus verfügbar sind
• wenn das System ni
ht funktionsfähig ist, so wird es abge-s
haltet und es können keine weiteren Komponenten ausfallen
• Ausfall- und Reparaturzeiten seien exponentiell verteiltReparaturen werden von einer Reparatureinheit ausgeführt, diemit unterbre
henden Prioritäten arbeitet, zuerst wird der Bus,dann werden die Prozessoren und zuletzt die Spei
herbausteinerepariert- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 119



Ziel: Bestimmung der Verteilung/Momente der Zeit bis zumersten Systemausfall ausgehend vom System, in dem alle Kom-ponenten funktionsfähig sindZustandsübergangsgraphohne Angabe der Transitionsraten!
1,2,3

1,1,3

1,1,2

1,2,2

1,2,1

1,1,1

defektZustandsbes
hreibung (B,P,M) =Anzahl verfügbarer Busse, Prozessoren und Spei
herbausteineAnalyse der Zeit bis zum Systemausfall wie bes
hrieben dur
h
• Bere
hnung der Momente der Absorptionszeit
• Bere
hnung der Verteilung der Absorptionszeit- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 120



Bere
hnung der mittleren Verfügbarkeit eines Systems:
• System besteht aus 2 Komponenten, deren Ausfallzeiten Er-lang 2 verteilt sind mit Mittelwert (2/µi) (i = 1, 2)
• Fällt eine Komponente aus, so wird mit Wahrs
heinli
hkeit cdie zweite Komponente im Mitleidens
haft gezogen und fälltebenfalls aus
• Komponenten werden von einer Reparatureinheit repariert,die Reparaturzeiten sind exponentiell verteilt
• Falls nur eine Komponente ausgefallen ist, dauert die Repa-ratur im Mittel λ−1 Zeiteinheiten
• Falls beide Komponenten ausgefallen sind, so werden beideglei
hzeitig repariert, die Reparatur dauert dann im Mittel

2/λ Zeiteinheiten
• Das System ist funktionsfähig, solange mindestens eine Kom-ponente arbeitet, das System ist damit verfügbar, wenn eineKomponente verfügbar ist
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 121



Zustandsbes
hreibung (s1, s2) mit si ∈ {0, 1, 2} wobei
si = 1, 2: Komponente i be�ndet si
h in der iten Ausfallphase
si = 0: Komponente i ist ausgefallenZustandsübergangsgraph

2,1

2,0 1,1

1,2

0,2

0,11,0

0,0

2,2

⇒ Aufbau der Generatormatrix QLösung von pQ = 0 und peT = 1.01.0 - Wahrs
heinli
hkeit Zustand (0,0) entspri
htder mittleren Verfügbarkeit
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 122



3.7.4 Verfügbarkeit und LeistungLeistung ist abhängig von der Zuverlässigkeit eines Systems undau
h von der verfügbaren Kon�gurationAnalyse muss beides berü
ksi
htigen,
• Verfügbarkeit des Dienstes und
• Leistung mit der ein Dienst erbra
ht wird (evtl. ohne SLAseinzuhalten)Beispiel:Web-Server bestehend aus n Servern,die jeweils verfügbar oder defekt sein könnenAnkunftsrate von Anfragen λ Anf./Sek.
⇒ bei k verfügbaren Servern Ankunftsrate pro Server λ/k

⇒ Leistungsmaÿe wie Antwortzeit hängt von der Zahl derverfügbaren Server abKombinierte Analyse von Leistung und Zuverlässigkeit
⇒ Performability AnalyseAnalyse in drei S
hritten1. Analyse der Zuverlässigkeit2. Analyse der Leistung für alle mögli
hen Kon�gurationen3. Kombination der Ergebnisse- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 123



ZuverlässigkeitsanalyseBasismodell der Zuverlässigkeitsanalyse
• n Server
• jeder Server fällt mit Rate 1/MTTF aus
• bis zu m Server können glei
hzeitig repariert werden
• die Reparaturrate eines Servers beträgt 1/MTTRDarstellung des Zuverlässigkeitsmodells

.

.

.

1

2

n

Verfügbare Server

Server in
Reparatur

Reparatur
auf 
wartend
Server

m

2

1

Hier vorausgesetzt:Annahmen der operationalen Analyse gelten bzw. Ausfall- undReparaturzeiten sind exponentiell verteilt
⇒ Modell ist eine spezielle Form des M/M/m Systemsmit endli
her Population undlastabhängiger Bedienrate (siehe Folie 24)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 124



Zustandsübergangsdiagramm
0 31 2 m... ... n

n
MTTF

n−1
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n−2
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1
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m
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Sei ρ = MTTR/MTTF , dann gilt
pk =















p0ρ
k

(

n

k

)

k = 1, . . . , m

p0ρkn!
m!(n−k)!mk−m k = m + 1, . . . nwobei pk die Wahrs
heinli
hkeit für k defekte Server istAuf Grund der Normierungsbedingung gilt ferner

p0 =

[

∑m
k=0 ρk

(

n

k

)

+ n!
m!

∑n
k=m+1

ρk

(n−k)!mk−m

]−1

Aus den Wahrs
heinli
hkeiten lassen si
h dieZuverlässigkeitsmaÿe bere
hnen:
• Verfügbarkeit A = 1 − pn

• Dur
hs
hnittli
he Zahl verfügbarer Server
N̄up =

∑n−1
k=0(n − k) · pk- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 125



LeistungsanalyseModell eines einzelnen Web-Servers
CPU

Platte

Web−Server
max

Popul.?

yes

no

reject
requestJeder Web-Server kann bis zu

r Anfragen glei
hzeitig bearbeitenweitere Anfragen werden abgewiesenVorgehen bei der Leistungsanalyse:
• Analysiere den Web-Server als ges
hlossenes Modell für festePopulationen l = 1, . . . r(d.h. Aufträge, die den Server verlassen betreten ihn au
hsofort wieder, siehe au
h Kap. 3.7.2)
⇒ Dur
hsatz X(l) mit l Aufträgen

• Analysiere für k = 1, . . . , n ein M/M/.. Modell mit Kapazität
r, Ankunftsrate λ/k und lastabhängiger Bedienrate µl =

X(l) (siehe 3.1.3)
⇒ Dur
hsatz Xk

0 , Antwortzeit Rk
0, Population Nk

0 undVerlustwahrs
heinli
hkeit pk
loss- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 126



Performability AnalyseKombination der Resultateder Zuverlässigkeits- und der Leistungsanalyse
• Gesamtdur
hsatz: X0 =

∑n
k=1 Xk

0 · pn−k

• Verlustwahrs
heinli
hkeit ploss = 1 − X0
λ

• Mittlere Antwortzeit R0 =
∑n

k=1 Rk
0 · pn−k

• Mittlere Population N0 ==
∑n

k=1 Nk
0 · pn−k

⇒ da die Zeitkonstanten des Leistungsmodells unddes Zuverlässigkeitsmodells si
h deutli
h unters
heiden,liefert das Vorgehen genaue Resultate(sofern die Resultate der beiden Analyses
hritte genausind)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 127



3.8 Erweiterte Analysete
hnikenEs existieren zahlrei
he Erweiterungen der exakten Analyse vonProduktformnetzenPrimäre Zielri
htungen:1. Approximative Analyse von Ni
htproduktformnetzen(Erweiterung der Modellklasse)2. Approximative Analyse sehr groÿer Netze(E�zienzsteigerung)zu 1. wurden bereits erste Ansätze eingeführt(Mehrklassennetze für Verteilungen mit heavy tails,Berü
ksi
htigung von bursts dur
h Justierung derAnkunftsrate)Oft auftretende Charakteristika,die bisher ni
ht behandelbar sind:
• FCFS Bediener mit klassenspezi�s
her Bedienzeit
• Prioritäten bei der Bedienung
• Simultane Belegung von Ressour
en
• Zugangsbes
hränkungen zu Teilsystemen
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 128



Ansätze zur Behandlung dieser Charakteristika
• Erweiterungen der Mittelwertanalyse
• Dekomposition und Aggregierungzu 2.Im wesentli
hen S
hrankenbere
hnungrelevant für ges
hlossene Netze mit
• groÿer Population
• vielen Stationenalso keine �exakten Resultate�sondern obere und untere S
hranken für LeistungsmaÿeStruktur des Kapitels3.8.1 Flussäquivalente Aggregierung3.8.2 Anwendungsbeispiele Aggregierung3.8.3 Approximative Analyse vonNi
htproduktformnetzen3.8.4 Simultane Ressour
enbelegung3.8.5 S
hrankenbere
hnung3.8.6 Grenzen der Modellierung mit Wartes
hlangennetzen- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 129



3.8.1 Flussäquivalente AggregierungBasis:Ersetzung eines Teilnetzes dur
heine lastabhängige Station
• exakte Resultate für Produktformnetze
• oftmals gute Approximation für allgemeine Netze
• Basis für hybride Analysen(d.h. Mis
hung unters
hiedli
her Te
hniken)Vorgehen bei der �ussäquivalenten Aggregierung1. Dekomposition des Netzes in Teilnetz und Rest2. Isolierte Analyse des Teilnetzes für alle mögli
hen Populatio-nen und Bestimmung der lastabhängigen Dur
hsätze3. De�nition Aggregat als lastabhängige Station mitBedienrate = lastabhängiger Teilnetzdur
hsatz4. Einbindung Aggregat in Umgebung5. Analyse aggregiertes Gesamtnetz
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 130



Einklassenfall

Dekomposition

Voranalyse
für 1..N

Aggregierung

Aggregiertes Modell

Durchsatz−
messung

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 131



Algorithmis
hes VorgehenKontext der Mittelwertanalyse ⇒Topologie des Teilnetzes spielt keine RolleAnalyse auf Basis der relativen Besu
hshäu�gkeiten!Also
• Netz mit Stationen 1, . . . , K und Population N

• Aggregierung der Stationen L + 1, . . . , K

• Aggregiertes Netz mit Stationen 1, . . . , L plusAggregat L + 1VoranalyseStationen L + 1, . . . , K de�nieren ges
hlossenes Netzmit Bedienbedarf Di = Vi · Sian Station i ∈ {L + 1, . . . , K}
⇒ Bestimme für dieses Netzfür alle Populationen n = 1, . . . , NDur
hsätze X0(n)Ein (!!) Dur
hlauf dur
h Mittelwertanalysealgorithmus(Folie 40) ist notwendig zur Bere
hnung aller X0(n)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 132



AggregatbildungDe�niere lastabhängige Station mitBedienzeit SL+1(n) = (X0(n))−1Aggregiertes Modellbestehend aus Stationen 1, . . . , L mitunveränderten Parameternund lastabhängiger Station L + 1 mit VL+1 = 1Falls Ausgangsnetz Produktformnetz gilt:Resultate für Stationen 1, . . . , L im aggregierten Netz und imAusgangsnetz sind identis
h
⇒ exakte AggregierungBesonders e�zient für parametris
he StudienExperimente über Modell bei dem Stationen 1, . . . , Lihre Parameter ändern
• einmal aggregieren
• Aggregat mehrfa
h verwendenAnwendung bei o�enen NetzenProblem: Population potenziell unendli
hLösung: wähle groÿes N(d.h. N so dass |X0(N + 1) − X0(N)| < ε)und setze SL+1(k) = SL+1(N) falls k > N- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 133



MehrklassennetzeÜbertragung vom Einklassenfall1. Analysiere Teilnetz der Stationen L + 1, . . . ,M für alle Po-pulation 0, . . . , N und bestimme last- und klassenabhängigeDur
hsätze X0,r(n)2. Bilde Ersatzstation mit Bedienzeiten
SL+1,r(n) = (X0,r(n))−1

3. Analysiere aggregiertes Modell
Bemerkungen:Voranalyse erfordert einen Dur
hlaufder MittelwertanalyseResultierendes Aggregat erfülltProduktformeigens
haften d.h.

SL+1,r(n)

SL+1,s(n) =
SL+1,r(n−1s)

SL+1,s(n−1r)(falls Stationen L + 1, . . . , M Produktformnetz bilden)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 134



Anwendung auf allgemeine ModelleBetra
htung allgemeiner Wartes
hlangennetze mitsto
hastis
hem Routing und allgemeinen StationstypenAnforderungen an Teilnetze:1 Eingang und 1 Ausgang pro KlasseVoranalyse wird zur �Kurzs
hlussanalyse�
Durchsatz−
messung

Hybride Analyse1. Voranalyse mittels Simulation oder numeris
her Analyse, Ana-lyse aggregiertes Modell mittels analytis
herTe
hniken2. Voranalyse mittels analytis
her Te
hniken,Analyse aggregiertes Modell mittels Simulation odernumeris
her Te
hnikenin beiden Fällen Aufwandsreduktionaber au
h keine exakten ResultateVorsi
ht bei 1. und mehreren Klassen: Es entsteheni.d.R. keine Produktformaggregate!- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 135



3.8.2 Anwendungsbeispiele AggregierungTypis
hes Anwendungsproblem:Simultane Belegung von Ressour
enTritt in vers
hiedenen Ausprägungenin Re
hen- und Kommunikationssystemen aufRe
hnermodell mit Spei
herbes
hränkung
Terminals Computer

Platten
CPU

Terminals

M

Computer

maximal M von N Prozessen können aktiv seinAnalyse mittels AggregierungAnalysiere Computermodell für Popul. 1, . . . ,MErsetze Computermodell und Spei
hermoduledur
h lastabhängige Station mit Bedienzeit
SComp(n) =

{

(XComp(n))−1 falls n ≤ M

(XComp(M))−1 sonst- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 136



Bere
hnung der Resultate:Direkt aus dem aggregierten Modell ablesebar:
• Dur
hsatz
• Population und VerweilzeitComputer + Spei
herzuteilungAus dem aggregierten Modell ablesbar,falls Populationsverteilung bere
hnet wird
• Population Spei
herzuteilung und Population Computerseparat
nmem =

∑N
n=M+1 PComp(n|N) · (n − M)

ncomp = nComputer − nmemüber Little
• Verweilzeiten Computer und Spei
herzuteilung separat
• Resultate für Stationen im Teilnetz über KombinationErgebnisse Voranalyse und Analyse aggregiertes SystemMehrklassennetzeIndividuelle Spei
heranforderungen je KlasseIm Prinzip genauso behandelbaraber: Ges
hwindigkeiten erfüllenProduktformbedingungen ni
ht mehr!!- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 137



3.8.3 Approximative Analyse vonNi
htproduktformnetzenZentrale Anwendung:Analyse komplexer S
hedulingalgorithmen an Stationen mitlastunabhängiger Bedienzeit(es gibt weitere Anwendungen, die wir hier aber ni
ht betra
htenwollen!)Basisannahme: Ankunftstheorem gilt(ankommender Auftrag sieht stationäre Verteilung)dies kann zu starken Verfäls
hungen führen!
⇒ Validierung der Ergebnisse ist notwendigAber die Annahmen die Gültigkeit des Ankunftstheorems sorgtdafür, dass der Algorithmus der Mittelwertanalyse(siehe Folie 40 oder 44) anwendbar bleibt, wenn eine neue Formelzur Bere
hnung der mittleren Verweilzeiten verwendet wirdDamit erfordert die Entwi
klung eines MVA-Algorithmus �nur�die Herleitung einer Formel für die Verweilzeit eines Auftrags der
n bzw. N Aufträge bei seiner Ankunft antri�t
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 138



Allgemein verteilte Bedienzeiten an FCFS-Stationen:EinklassenfallÜbertragung der Ergebnisse für M/G/1 SystemeFür o�ene Netze:
Ri = Si + Si · ni + Ui · (Sres

i − Si)

= Si + Si · Ri · Xi + Ui · (Sres
i − Si)

=
Si+Ui·S

res
i −Ui·Si

1−Si·Xi

= Si +
Ui·S

res
i

1−UiFür ges
hlossene Netze:
Ri(n) = Si · (1 + ni(n − 1)) + Ui(n − 1) · (Sres

i − Si)mit Sres
i = Si · V K2

i +1
2 und

V K2
i quadr. Variationskoe�zient der Bedienzeit an iMehrklassenfallEinfa
he Übertragung für ges
hlossene Netze:

Ri,r(n) = Si,r +
R
∑

s=1

Si,s · ni,s(n − 1r)+

R
∑

s=1

Ui,s(n − 1r) · (Sres
i,s − Si,s)

mit Sres
i,r = Si,r ·

V K2
i,r+1

2- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 139



Für o�ene Netze:
Ri,r = Si,r + Wi,rFür die Wartezeit gilt:
Wi,r =

R
∑

s=1

(ni,s − Ui,s) · Si,s +

R
∑

s=1

Ui,s · Sres
i,s

=

R
∑

s=1

Xi,s · Wi,s · Si,s +

R
∑

s=1

Ui,s · Sres
i,s

=
R
∑

s=1

Ui,s · Wi,s +
R
∑

s=1

Ui,s · Sres
i,sDamit ist Wi,s = Wi,t für alle Klassen t, s ∈ {1, . . . , R}

⇒ die Wartezeit ist für alle Klassen identis
h!Wenn wir Wi,s dur
h Wi ersetzen, erhalten wir
Wi = Wi ·

R
∑

s=1

Ui,s +
R
∑

s=1

Ui,s · Sres
i,s

=

R
∑

s=1

Ui,s · Sres
i,s

1−UiIm Gegensatz ergibt si
h die Wartezeit einer Produktformstationzu (z.B. pro
essor sharing)
Wi,r = Ui

1−Ui
Si,r

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 140



PrioritätenÜbli
her Me
hanismus in Re
hensystemenEinteilung von Aufträgen in KlassenBevorzugte Bedienung bestimmter KlassenWir nehmen an: r hat Priorität über s, falls r > sMan unters
heidet
• unterbre
hende Prioritäten� höher prioriger Auftrag unterbri
ht niedrigerpriorigen bei Ankunft,� unterbro
hener Auftrag beginnt später mit neuer Bedie-nung (repeat) oder� unterbro
hener Auftrag fährt mit der Bedienung fort, woer unterbro
hen wurde (resume)
• ni
ht unterbre
hende Prioritäten� na
h Beginn der Bedienung wird diese erst beendet,� bei Auswahl des nä
hsten Auftrags wird der mithö
hster Priorität aller wartenden ausgewähltInnerhalb einer Klasse FCFS S
heduling- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 141



Unterbre
hende Prioritäten mit resume:Betra
hten wir einen Auftrag der Klasse rVerweilzeitweilzeit an Station i setzt si
h zusammen aus:1. seiner eigenen Bedienzeit2. der Restbedienzeit des Auftrags in Bedienung, falls dieserkeine niedrigere Priorität als r hat3. der Bedienzeit der Aufträge in der Wartes
hlange mit Priorität
s ≥ r4. der Bedienzeit bis zum Ende der Bedienung ankommenderAufträge mit Priorität s > rzur Bere
hnung der einzelnen Terme1. Eigene Bedienzeit: Si,r2. Restbedienzeit:W. [Auftrag mit mind. glei
h hoher Priorität in Bedienung℄multipliziert mit dessen Restbedienzeit

∑R
s=r Ui,s(N − 1r) · Sres

i,s3. Bedienzeit der Aufträge in der Wartes
hlangevor dem Auftrag mit mind. glei
h hoher Priorität
∑R

s=r(ni,s(N − 1r) − Ui,s(N − 1r)) · Si,s)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 142



4. Während der Wartezeit oder Bedienung des Auftragseintre�ende Aufträge mit höherer Priorität
Ri,r(N) ·∑R

s=r+1 λi,s(N − 1r) · Si,smit λi,s(N − 1r) Ankunftsrate von Klasse s Aufträgenan Station bei N − 1:r Aufträgen im Netz
Ri,r(N) · λi,s(N − 1r)entspri
ht der Anzahl der während der Verweilzeitdes Klasse r Aufträge ankommenden Aufträgeder Klasse sWeiterhin gilt Ui,s(N − 1r) = λi,s(N − 1r) · Si,sDies ergibt folgende Darstellung der Verweilzeit
Ri,r(N) =

Si,r+
PR

s=r(S
res
i,s ·Ui,s(N−1r)+Si,s·(ni,s(N−1r)−Ui,s(N−1r))

1−
PR

s=r+1 Ui,r(N−1r)Verweilzeit ist unabhängig von Aufträgen der Klassen s < r(diese werden einfa
h verdrängt)Auf Basis der Verweilzeitdarstellung kannMittelwertanalyse einfa
h realisiert werden
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 143



Ni
ht unterbre
hende PrioritätenVorgehen ähnli
h zum unterbre
henden FallUnters
hiede:In Bedienung be�ndli
her Auftrag kann ni
htunterbro
hen werdenDamit wird 2. Bere
hnung der Restbedienzeit zu
∑R

s=1 Ui,s(N − 1r) · Sres
i,sAuftrag kann selbst ni
ht während seiner Bedienung unterbro-
hen werdenDamit werden höher priorige Aufträge nur berü
ksi
htigt,wenn sie während der Wartezeit eintre�en

Wi,r(N) ·∑R
s=r+1 λi,s(N − 1r) · Si,swobei Wi,r(N) = Wartezeit von Klasse r an Station ibei N Aufträgen im NetzBere
hnung der Wartezeit

Wi,r(N) =
PR

s=1 Sres
i,s ·Ui,s(N−1r)+

PR
s=r Si,s·(ni,s(N−1r)−Ui,s(N−1r)

1−
PR

s=r+1 Ui,r(N−1r)Verweilzeit: Ri,r(N) = Wi,r(N) + Si,r

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 144



Vorgehen intuitiv und lei
ht verständli
heAber:oft groÿe Approximationsfehler!Grund:Gerade für Aufträge mit niedriger Priorität tre�enAnnahmen der Mittelwertanalyse ni
ht zuAnkunftstheorem ist in der Regel stark verfäls
htBeispiel:Bedienung eines Auftrags mit niedriger Priorität aneiner Station mit unterbre
hender PrioritätWährend der Bedienung kann kein Auftrag mithöherer Priorität an der Station sein!D.h. während der Bedienzeit des Auftrags werdentypis
herweise weniger Aufträge mit höher Prioritäteintre�en als übli
h
⇒Verweilzeiten von Aufträgen mit niedriger Prioritätwerden übers
hätzt
⇒ Fehler wä
hst mit steigender Auslastung dur
hAufträge mit hoher Priorität- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 145



3.8.4 Simultane Ressour
enbelegungTypis
hes Szenario in C/S-Systemen:Prozesse benötigen unters
hiedli
he Ressour
en glei
hzeitigInsbesondere glei
hzeitige Belegung von Hardware und Software-Ressour
en
• Software-Ressour
en sind� Threads, die auf vers
hiedenen Ebenen Abfragenbearbeiten

∗ Web-Server Thread
∗ Anwendungs-Server Threads
∗ DB-Server Thread und DB-Lo
ks

• Hardware Ressour
en sind� Computer und Kommunikationssysteme, auf denen dieThreads ablaufen
∗ CPU
∗ Platten
∗ Hauptspei
her
∗ LANSzenario in den bisherigen Modellennur sehr einges
hränkt darstellbar

⇒ Methoden zur Bes
hreibung und e�zienten Analysesind notwendig- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 146



Typis
he Beispiele
1

...

2

m

CPU

Platte

WS Threads

Warteschlange
für Anfragen

Anfragen tre�en am Web-Server ein undwerden von den Threads des Web Servers bearbeitet
m glei
hzeitig aktive Threads im Web-Server
⇒ bis zu m Anfragen können simultan bearbeitet werden,weitere Anfragen müssen wartenalle Server Threads werden auf einer Mas
hine abgearbeitet,d.h. konkurrieren um CPU und Platten
⇒ Anfrage belegt simultan Web-Server Thread undCPU oder PlatteAnalyse dieses einfa
hen Modells z.B.mit �ussäquivalenter Aggregierung (siehe Folie 136)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 147



Komplexeres Modell eines Web-Servers

CPU

Platte

1 1 1

CPU

Platte

...

2

m

WS Threads

...

2

n

AS Threads

...

2

p

DS Threads

CPU

Platten

Ablauf von Anfragen:
• Anfragen tre�en am Web-Server (WS) ein und versu
heneinen von m Threads zu belegen� falls kein Thread frei, müssen Anfragen auf Zuteilungwarten� Threads des WS werden auf einem Re
hner mit CPU undeiner Platte abgearbeitet� WS ents
heidet, wel
he Funktionen die jeweilige Anfrageausführen muss� einige Funktionen erfordern Aufruf von Funktionen desAnwendungs-Servers (AS)

∗ AS besteht aus n Threads, die auf einem Re
hner mitCPU und einer Platte ablaufen
∗ falls ein Thread frei ist, wird Anfrage sofort abgearbeitet- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 148



(der Thread im WS bleibt dazu ebenfalls belegt!)
∗ falls kein Thread frei ist, muss Anfrage warten (au
hdabei bleibt der Thread im WS belegt)
∗ einige Anfragen an AS benötigen Zugri�e auf die Daten-bank, die dur
h den Datenbank-Server (DS) bearbeitetwerden

· DS besteht aus p Threads, die auf einem Re
hner mitzwei Platten ablaufen
· AS und DS laufen auf dem selben Re
hner, d.h. siekonkurrieren um die CPU, aber greifen auf jeweilseigene Platten zu (ni
ht si
htbar in der graphis
henDarstellung)
· wie zuvor werden Anfragen von BS abgearbeitet, wennein freier Thread vorhanden ist (dabei belegt die An-frage simultan jeweils einen Thread von WS, AS undDS)∗ na
h Abarbeitung wird der DS Thread freigegeben undder AS Thread fährt mit seiner Bearbeitung fort

∗ der AS Thread generiert weitere DB Abfragen oderbeendet die Bearbeitung� na
h Beendigung der Bearbeitung dur
h den AS Threadgeht Kontrolle an WS Thread der Bearbeitung der Anfragebeendet oder neue AS Anfrage startet
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 149



Bere
hnung der Antwortzeit einer Anfrage:
Antwortzeit :=

SoftwareWartezeit + Ausfuehrungszeitmit
SoftwareWartezeit :=

WartezeitWS + WartezeitAS + WartezeitDS

Ausfuehrungszeit :=

HardwareWartezeit + Bedienzeit

HardwareWartezeit :=

HwWartezeitWS +HwWartezeitAS +HwWartezeitDS

Bedienzeit :=

BedienzeitWS + BedienzeitAS + BedienzeitDSZeiten mit bisherigen Modellen ni
ht ermittelbar,da Abhängigkeiten über vers
hiedene Ebenen existierenAnalyseansätze
• Layered Queueing Networks
• Simulation- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 150



Layered Queueing Networks (LQNs)neue Entwi
klung basierend auf
• Bes
hreibung eines Systems in Ebenen
• jede Ebene lässt si
h als erweitertes Wartes
hlangennetz be-s
hreiben
• Ebenen bestehen aus� Ressour
en (z.B. CPU, Platte) dur
h Wartes
hlangen mo-delliert� Software-Threads au
h dur
h Wartes
hlangen modelliert

∗ der darunterliegenden Ebenen
∗ der darüber liegenden Ebenen

• bei der Analyse ist zu bea
hten, dass� Wartes
hlangen für Hardware-Ressour
en vollständig be-s
hrieben sind� Wartes
hlangen für Software-Ressour
en (Threads) Bedi-enzeiten haben, die aus den Modellen derunteren/oberen Ebenen resultieren
⇒ iterativer Fixpunktansatz zur AnalyseModelle dieser Art existieren in unters
hiedli
henAusprägungen, hier nur kurze Vorstellung des Ansatzes amBeispiel (Details in der Originalliteratur)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 151



Darstellung des Beispiele als LQN
WS-
Threads

CPU 1

IO 2

IO 2 IO 2

Ebene 1

Ebene 2 IO 1

Ebene 3 DS-
Threads

AS-
Threads

CPU 2Ebene 4Resultierende Wartes
hlangennetze
CPU

Platte

SAS
1

Ebene 1

m

λ

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 152



CPU

Ebene 2

SCPU

Platte

SWS

SDS

2

2

2

Platten

Ebene 2

SCPU

CPU

SAS
3

3

Beziehungen zwis
hen den einzelnen Parametern(n Threads in Ebene 2 und p Threads in Ebene 3)Sei Xi
j = Dur
hsatz dur
h j in Ebene i

U i
j = Auslastung von j in Ebene iBere
hnung der Bedienzeiten (Annahme m ≥ n ≥ p)

S1
AS = n/X2

WS − S2
WS und S2

WS = m/X1
AS − S1

AS

S3
AS = n/X2

DS − S2
DS und S2

DS = p/X3
AS − S3

AS- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 153



Bestimmung der Bedienzeit an der geteilten CPU
S2

CPU = SCPU2/(1 − U3
CPU)(SCPU2 Bedienbedarf eines einzelnen Auftrags der Ebene 2 ander CPU)

S3
CPU = SCPU3/(1 − U2

CPU)(SCPU3 Bedienbedarf eines einzelnen Auftrags der Ebene3 ander CPU)Bere
hnung iterativ, wobei initial Werte ges
hätzt werden
• in der Regel s
hnelle Konvergenz der Iteration(dies ist aber ni
ht gesi
hert)
• in der Regel akzeptable Genauigkeit(au
h dies ist ni
ht gesi
hert)andere Mögli
hkeiten der iterativen ParameterbestimmungexistierenModelle können deutli
h komplexer sein
• mehrere Threads in einer Ebene
• Interaktion über mehrere EbeneLösungsansatz trotzdem anwendbar- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 154



Simulation
• Na
hbildung des Systemverhalten dur
h ein Programm
• statistis
he Auswertung der Resultate
⇒ im Prinzip sind beliebig komplexe Systeme modellierbarVorteile der Simulation
• komplexe Abhängigkeiten sind darstellbar
• Verteilungen, ni
ht nur Mittelwerte, sind in die Analyse ein-beziehbar
• au
h zeitabhängiges Verhalten analysierbarNa
hteile der Simulation
• höherer Aufwand bei der Modellerstellung(Modelle des bes
hriebenen Typs mit den meisten Simulati-onswerkzeugen ni
ht direkt spezi�zierbar)
• hoher Aufwand bei der Datenerhebung(detaillierte Modelle erfordern detaillierte Daten)
• hoher Analyseaufwand
⇒ für die Kapazitätsplanung sind in fast allen Fällenanalytis
he Modelle vorzuziehen- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 155



3.8.5 S
hrankenbere
hnungOft sind
• Systeme sehr groÿ
• Parameter eines Systems no
h ni
ht vollständigbekannt
• viele Parameter vorhanden, die in Analysen variiert werdenmüssenDann ist eine vollständige Analyse unmögli
h,es können aber S
hranken bere
hnet werden, um
• erste Aussagen über die Leistungsfähigkeit zubekommen
• Grenzen für mögli
he Parameter festzulegen
• interessante von uninteressanten Kon�gurationen zuunters
heidenZahlrei
he Methoden zur S
hrankenbere
hnung existieren
• im wesentli
hen für Einklassennetze
• ohne lastabhängige Stationen
• im wesentli
hen zur Dur
hsatzbere
hnung- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 156



Einklassennetze
• N Aufträge im Netz
• Netz mit K + 1 Stationen
• Stationen 1 . . .K lastunabhängige Stationen
• Station K + 1 Verzögerungsstation mit Bedienzeit Z(falls mehrere Verzögerungsstationen im Netz, diese erst zueiner zusammenfassen dur
h Addition der einzelnen Bedien-zeiten)Es gelte D1 ≤ D2 ≤ . . . ≤ DK (mit Dk = Vk · Sk)Station K ist der Flas
henhals des Netzesauf Basis der Bere
hnungen gilt au
h

nK(N) ≥ nk(N) für alle k < K und alle N

• dur
hs
hnittli
he Bedienzeit Dav =
K
∑

k=1

Dk/K

• Summe der Bedienzeiten DΣ =
K
∑

k=1

Dk

• Zykluszeit für einen Auftrag R(N) = N/X0(N)

- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 157



Asymptotis
he S
hrankeneinfa
hste Form dur
h Betra
htung von Extremsituationen1. An keiner Station wird gewartet
• der Flas
henhals des Netzes voll ausgelastetobere S
hranke für den Dur
hsatz

X0(N) ≤ min(N/(DΣ + Z), 1/DK)Herleitung:erster Teil: Kehrwert der minimalen Dur
hlaufzeitist maximaler Dur
hsatz pro Auftragzweiter Teil: maximaler Dur
hsatz am Flas
henhalsliefert Dur
hsatzs
hranke2. Auftrag wartete an jeder Station auf N − 1 Aufträge
• untere S
hranke für den Dur
hsatz

X0(N) ≥ N/(N · DΣ + Z)Herleitung:Kehrwert der maximalen Zykluszeit liefertminimalen Dur
hsatz pro AuftragS
hranken für Zykluszeit über LittleS
hranken in der Regel sehr weit auseinander- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 158



Balan
ed job boundsS
hranken dur
h Anwendung der MittelwertanalyseBasis: System, in dem alle Stationen glei
h ausgelastetsind (balan
ed) liefert bessere Leistung alsSystem mit unglei
her Auslastung (unbalan
ed)(bessere Leistung bedeutethöheren Dur
hsatz geringere Zykluszeit)untere S
hranke für R(N)/ obere S
hranke für X(N)Untersu
hung des balan
ed Systems liefert
• mittlere Kundenzahl an der Verzögerungsstation nZ

Z
Z+(N−1)DΣ

≤ nZ ≤ Z
Z+DΣ

• mittlere Kundenzahl an den restli
hen Stationen nΣ

DΣ
Z+DΣ

≤ nΣ ≤ (N−1)DΣ
Z+(N−1)DΣDamit gilt (wg. besserer Leistung balan
ed System)

R(N) ≥ Z + DΣ + (N − 1) · Dav · DΣ
DΣ+Zund

X0(N) ≤ N/(Z + DΣ + (N − 1) · Dav · (N−1)·DΣ
(N−1)·DΣ+Z)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 159



obere S
hranke für R(N)/untere S
hranke für X(N)Konstruktion eines balan
ed Systemsmit s
hle
hterer Leistung als Originalsystem hatS
hrittweises Vorgehen:1. Setze l+ = maxk(Dk < DK), l− = mink(Dk > 0)2. Falls l+ < l− STOP3. Reduziere Bedienzeit an Station l− um ∆ underhöhe Bedienzeit an Station l+ um ∆wobei ∆ = min(Dl−, DK − Dl+)S
hritt 3 reduziert die Systemleistung ⇒resultierendes Netz hat s
hle
htere Leistungals AusgangsnetzStationen mit Bedienzeit 0 können gestri
hen werdenEs entsteht ein balan
ed Netz mit
K′ = ⌈DΣ/DK⌉ Stationen mit Bedienzeit DKZykluszeit dieses Netzes obere S
hranke für Ausgangsnetz

R(N) ≤ Z + DΣ + (N − 1) · DK · (N−1)DΣ
(N−1)DΣ+Zund

X0(N) ≥ N/(Z + DΣ + (N − 1) · DK · (N−1)DΣ
(N−1)DΣ+Z)- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 160



3.8.6 Grenzen der Modellierung mitWartes
hlangennetzenWartes
hlangennetze werden breit eingesetztaber es gibt klare Restriktionen bzgl.
• der Spezi�zierbarkeit bestimmter Verhaltensmuster
• der analytis
hen LösbarkeitProbleme bei der Spezi�kation bereitet
• simultane Ressour
enbelegung
• fork/join von Prozessen
• man
he Blo
kierstrategien
• komplexe lastabhängige Routingstrategien
• Syn
hronisation von Prozessen
• exklusiver Zugri� auf mehrere Ressour
en
• man
he S
hedulingstrategien wie shortest job �rstProbleme bei der analytis
hen Analyse
• ni
ht exponentielle Bedien- oder Ankunftszeiten
• bat
h oder bulk Ankünfte oder Bedienung
• zeitanhängige Analysen
- Kap. u. Bew. vert. Sys. 3 - 161


