6. Kalibrierung und Validierung von

Simulationsmodellen
Zur Erinnerung an die Vorlesung MAO

e Modelle werden erstellt,
> um Experimente mit realen Systemen zu vermeiden
> um Aussagen liber (potentielle) Objekt-Systeme
zu erhalten, die (noch) nicht existieren

> um Vorhersagen machen zu kdnnen

e Folgerungen aus Modellanalysen
(hier: Simulationsexperimenten) sollten
weitestgehend gleich sein zu Folgerungen,
die aus entsprechenden (potentiell irgendwann méglichen)

Objekt-Analysen /-Experimenten gewonnen wiirden

e Gleiche Beobachtungsschemata vorausgesetzt,
sind Folgerungen (zumindest) dann identisch,
wenn unmittelbare Beobachtungen/Resultate von
Simulations- und Objekt-Experimenten identisch
st Identitat der Resultate zu erwarten??
Sicher nicht immer, nicht allgemein, nicht in jedem Detail!l
Objekt- und Modell-System nicht identisch =
Verhaltenunterschiede sind zu erwarten

Welche Verhaltensunterschiede sind tolerierbar?
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6.1. Grundlegende Definitionen

Benotigt wird eine verniinftige Definition von
Realitatstreue, Giiltigkeit, validity

e miisste aufbauen auf Mal fiir Verhaltensunterschiede
D(Vg,Vs) (R: real, S: simuliert)

e miisste Realitdtstreue bejahen,
falls Abweichungsmall unter bestimmtem, festzulegendem
(problemabhangigem, Fragestellung-abhangigem)
Grenzwert liegt

e miisste Grenzwert so festlegen, dass
(unvermeidlich existierende) Verhaltensunterschiede die
zu treffenden Folgerungen nicht beeintrachtigen

(d.h. nicht zu unterschiedlichen Folgerungen fiihrt)

Ursachen fiir Verhaltensunterschiede:

e strukturelle Unterschiede
> Abstraktion, Aggregierung (beabsichtigt!)
> Ungenauigkeiten (bugs) (unbeabsichtigt!)

Fehler (faults) (unbeabsichtigt!)

e Parameterwerte
> deterministische Werte + Abhangigkeiten
> Verteilungsfunktionen

(e dazu stochastische Schwankungen)
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Transtormationsschritte im Rahmen der Modellbildung:

reales konzept. logisches Computer—
System Modell Modell programm

Transformationsprozess von vage-definierter Problemstellung

(schlecht-strukturiertem Realsystem)

zu wohl-definiertem Computerprogramm

Jeder angegebene Transformationsschritt kann zu neuen
Fehlern /Irrtiimern /Verzerrungen fiihren

Betrachtung der einzelnen Schritte:

e reales System — konzeptuelles Modell
Festlegung der Systemabgrenzung,
Bestimmung der relevanten Systemelemente

e konzeptuelles Modell — logisches Modell
Formulierung relevanter Zusammenhiange zwischen
Systembestandteilen und Abbildung der Umwelteinfliisse
Darstellung als Flussdiagramm, Petri-Netze etc.

e |ogisches Modell — Computerprogramm
Codierung, Implementierung des Programms

e Computerprogramm — reales System
Aussagen iiber Systemverhalten, Optimierung

Jeder Schritt stellt spezifische Anforderungen und

beinhaltet spezifische Fehlerursachen
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Oftmals uneinheitliche Terminologie wir unterscheiden hier strikt:
e Verifikation:

Bestitigung aller Modell-Eingabegrolen/-Annahmen

inkl. struktureller Annahmen, Programmuverifikation,

Parameterwerte, . . .

e Validierung:

Bestatigung der Modellresultate
e Kalibrierung:

Reduktion von Verhaltensunterschieden

(d.h. Reduktion von D(Vg, Vs))

falls Unterschiede als zu grols bewertet

Anpassung i.a. durch Anderungen am Modell
Sicher (hoffentlich) groBe Miihe gelegt auf “gute” Wahl

der Eingangsgrolen (Hypothesen, . . ., Parameter)
"Hotfnung" auf giiltiges Modell steigt damit
“Garantie” auf giiltiges Modell aber nicht gegeben
Positivistischer Blick: Ergebnisse ok, alles ok reicht oft nicht
= Kalibrierung ohne Verifikation /Validierung ist gefahrlich
In allen Schritten Beachtung des Kosten/Nutzen Aspektes:
e Nutzen steigt mit dem Erkenntniswert

e Kosten steigen mit Aufwand der Erstellung

= Kompromiss zwischen Resultat und Aufwand
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Verifikation:

oft Einsatz (semi-)formaler/automatischer Techniken méglich

Wichtiger Aspekt: Verifikation des Simulationprogramms am

logischen /konzept. Modell (also Programmuverifikation)

Ansatze und Aspekte:

e Strukturierte Programmierung mit Test/Debugging von
Modulen/Subprogrammen

e Code-review durch andere Mitarbeiter

e Bei Verwendung formaler Spezifikationstechniken
(semi-)automatische Generierung von Programmcode

e Inkrementeller Entwurf und Test des Simulationsmodells

e Test des Simulators fiir unterschiedliche Eingabeparameter
und Vergleich der Ausgaben mit
erwarteten /berechneten Werten

e Erstellen und analysieren von traces

e Simulationslaufe unter vereinfachenden Annahmen
(z.B. ohne ZVs), so dass Verhalten vorhersehbar

e 'Durchspielen” gewisser typischer Ablaufe

e Beobachtung der Animation

e Verwendung von zuverl3ssigen Simulationspaketen

weiterer Aspekt:

Verifikation der Eingabegrofen (= statistische Verfahren/Tests)
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Allgemeine Uberlegungen zur Validierung

Simulationsmodell soll niitzlich sein d.h. mit sinnvoller Genauig-

keit Aussagen iiber das System erlauben

= es gibt keine absolute Validitat von Simulatoren

Zu beachten ist

e Validierung ist modell-individuell
abhingig von System-/Modellstruktur und Aufgabenstellung

e Validierung ist graduell
es gibt i.a. keine Abstufung in valide und invalide sondern
einen Grad der Validitat fir ein Modell

e Validitat ist oft Ergebnis eines (Verhandlungs-)Prozesses
letztendlich auch eine Frage der Glaubwiirdigkeit und
Akzeptanz eines Modells

e Validierung ist ein Projekt-begleitender Prozess
findet wahrend der gesamten Projektlaufzeit unter
unterschiedlichen Randbedingungen statt

Man unterscheidet:

e Funktionsbezogene Validierung (Test der Plausibilitat)

e Ergebnisbezogene Validierung
“Ubereinstimmung” der Ergebnisse System /Modell

e Theoriebzogene Validierung

“Ubereinstimmung” der Ergebnisse anal./simul. Modell
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Einsatz von Kalibrierung und Validierung setzt voraus,
dass Daten fiir Realsystem vorhanden sind

oder ermittelt werden konnen, damit Vi bestimmbar ist
Daten resultieren
e aus Messungen am Realsystem

> Daten sind oft “gestort”

oder miissen aufgearbeitet werden

> Daten konnen nur in aggregierter Form oder

fir nicht relevante Situationen gewonnen werden

Probleme dhnlich zur Datenermittlung zur

Spezitikation quantitativer ModellgréBen

Falls Messungen am Realsystem nicht moglich sind

z.B. weil System (noch) nicht vorhanden
missen Daten auf anderem Wege gewonnen werden
Moglichkeiten der Datengewinnung:

e aus Daten dhnlicher Systeme

(u.U. zusdtzliche Modifikation der Daten)
e aus anderen Modellen
e nur qualitative Informationen ermitteln

Wir gehen im folgenden davon aus, dass Daten vorhanden sind

und betrachten Methoden zur Kalibrierung/Validierung
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Kalibrierung schlieBt (zwangslaufig) ein:

e |dentifikation der Ursachen fiir Verhaltensunterschiede
e entsprechende, gezielte Anderungen am Modell

> Struktur: "Code -Anderungen

> Parameter/statische Attribute: “Werte-Anderungen

Bei stochastischen Modellen resultieren zwei spezifische

statistische Problem-Typen:
e Auswahl eines aus mehreren Modellen (51, S2, ..., Sk)
auf Basis zugehdriger D(Vg, Vs.) (i =1,...,k)
> D (wie gewohnt) Zufallsvariable oder
stochastischer Prozess

> (folglich) missen Unterschiede der D's
“das normale SchwankungsmaRk”
ibersteigen =

Unterschiede miissen signifikant sein
Aufgabe: Tests auf Signifikanz

e “tuning” durch Parameter(wert)verdnderungen

Suche nach Parametervektor p,,: derart, dass
minp D(VRa VS (p))
erreicht wird

Aufgabe: Stochastische Optimierung
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Methodisch gesehen, ist

e kalibrieren eines stochastischen Simulators

identisches Problem wie
e Experimentieren mit stochastischem Simulator

(bzw. stochastischem System)

Fiir gegebenes Realsystem mit Verhalten Vg wird
(iber Experimente) versucht,
System mit Verhaltensgiite Vg zu finden derart, dass
D*(Vg, Vg) kleiner als vorgegebene Schranke
Moglichkeiten der Veranderung zur
“besten /akzeptablen” Alternative
e Ausprobieren struktureller Alternativen
e Tuning von System-Parametern
Bei der Suche nach Methoden, Hilfsmitteln fur Kalibrieren, sollte
man demnach fiindig werden bei Methoden, Hiltsmitteln des qua-
litativen und quantitativen Experimentierens mit stochastischen
Systemen /Modellen
Zunachst aber prinzipielle Klarung des Begriffs “Kalibrierung”
e angenommen, mittels Kalibrierung sei unmittelbares
Ziel erreicht: D ist kleiner als (ertragliches) Dy
e ist damit auch inhaltliches Ziel erreicht: Folgerungen aus

Objekt- und Modell-Experimenten sind gleich 77
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Was genau, wurde getan?

Simulator-Verhalten wurde (mittels Anderungen)

einem Objektsystem-Verhalten “hinreichend” angepasst

e fiir einen Zustand der Umwelt

e fiir einen Zustand des Systems

d.h. fiir genau eine Situation

Als “Zweck” des Simulators letztlich angepeilt:
Experimentieren /Analysieren fiir andere Situationen;

liber diese (im Kalibrierungsvorgang eingesetzte)

Situation besteht ja Klarheit (d.h. sind Ergebnisse bekannt!)

Prinzipienskizze:

Situationsraum

e Kalibrierung fiir Situation K

e Einsatz des Simulators in Situation E
Frage damit:

e ist der Unterschied D bei

e gleich/dhnlich Unterschied D bei K

7?7 u.U. sehr fraglich
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e wenn Verhaltensunterschiede existieren, dann

(“hochstwahrscheinlich™) unterschiedlich, je nach Situation
® zZU erwarten

> Bereich mit hinreichend kleinen Unterschieden
Giiltigkeitsbereich G

> Bereich mit zu grolen Unterschieden
Bereich not G

Prinzipienskizze

Situationsraum

Giiltigkeitsbereich

und Frage damit:
gilt fir (Experiment-Situation) F, dass
FEeGoder EZG
nur beantwortbar (prinzipielll), falls
e von Verhaltensunterschieden fiir gewisse Situation(en)

e auf Verhaltensunterschiede fiir andere Situationen

geschlossen werden kann

also sicher nicht allgemein beantwortbar
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Und damit (leider!) haufig Ubergang notwendig

e von 'Beweis der Giiltigkeit”

e nach "Zuversicht in Giiltigkeit”

bei jedem “vorhersagendem Modellieren”

Schlimmer noch:

Kalibrierungsvorgang kann durchaus Problem
“Experimentsituation(en) giiltig wiedergeben”

durch “Uberanpassung’ an spezielle Kalibriersituation

verscharfen

Prinzipienskizze:
D

durch Anpassung
entstandene

urspriingliche
PaBgiite

Situationen
1 0 2 (eindimensional)

Reduktion der Gefahr einer Uberanpassung
durch Verwendung mehrerer
Kalibriersituationen (Systemversionen, Umweltversionen)
Zu erwarten
Dennoch sollte (formaler) gezeigt werden,

dass Kalibrierung nicht zu Uberanpassung fiihrt
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Wie?7?

e Spezielle (unabhangige) Validierungslaufe fir Situationen,
die nicht zur Kalibrierung genutzt wurden

e Priifung, ob Verhaltensunterschiede
fir diese (Validier-)Situationen

“so etwa” wie fiir bekannte (Kalibrier-)Situationen

Prinzipienskizze:

Situationsraum

Giiltigkeitsbereich
Validiersituation
Kalibriersituation

Allerdings, ob eine Experiment-Situation F

im (unbekannten) Giiltigkeitsbereich G liegt oder nicht

ist nach wie vor unbeweisbar (in irgendeinem strengen Sinne)

(bzw. nur retrospektiv beweisbar - dann aber "uninteressant” fur

“Vorhersagen”)

Dennoch: “Vertrauen” wachst durch erfolgreiche Validierungen
(auch durch erfolgreiche retrospektive Validierungen)

Unterschiede auch

bzgl. “Interpolation/Extrapolation” von E.-Giiltigkeit:

Vorsicht bei Extrapolation”weit weg" von K-/V-Bereichen
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6.2 Messung von Verhaltensunterschieden

Bestimmung des Ausmalses von

Verhaltensunterschieden Objekt/Modell war wesentlich bei

e Kalibrierung: Realitatstreue Modell verbessern durch

Reduktion von Verhaltensunterschieden

e Validierung: Realitatstreue Modell bestatigen durch
Uberpriifung von Verhaltensunterschieden

in (von Kalibrierung) unabhangigen Situationen

Kalibrierung/Validierung soll/muss Vertrauen in hinreichende

Realitatstreue unterstiitzen, denn Modell erstellt fiir

e Experimente: System' giite” zu erhohen durch
Vergrolerung Verhaltensunterschiede

jetzt'— “spater’, bzw. "Plan 1"—="Plan 2"— . ..

Bei Durchfiilhrung “Messen Verhaltensunterschiede”

auftretende Fragen:

(a) mit Verhalten welchen Systems soll Verhalten Simulator
verglichen werden?

(b) welche Verhaltens- Aspekte/-Beschreibungen sollen fiir den
Vergleich gewahlt werden?

(c) welche Vergleichs- Methoden /-Techniken sollen eingesetzt

werden?
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(a) zielt auf Festlegung “erwiinschtes Simulatorverhalten”
(al) Verhalten eines realen Objekt-Systems ware ideale Basis
|dee realisierbar, falls

e System existiert und beobachtbar/meRbar ist

e Beobachtungen seines Verhaltens
bei verschiedenen Umgebungssituationen,
verschiedenen Struktursituationen (System-Versionen)

angestellt werden konnen

Dann Vorgehen: Man betreibe Realsystem und Modell
(in verschiedenen jeweils entsprechenden Versionen)

in identischer Umgebung (“Last”)

(in verschiedenen, jeweils entsprechenden Umgebungen)
und vergleiche Verhalten

Da "Betreiben und Beobachten Realsystem
in verschiedenen Versionen/Umgebungen”

(zu) aufwendig (bis undenkbar) sein kann, ist Verfiigbarkeit von
(“historischen™) Aufzeichnungen fiir verschiedene
Versionen/Umgebungen erwiinschte Fundgrube

In diesem Kontext liefert “trace driven simulation”
(Betreiben mit konkret aufgezeichneter, nicht stochastisch
modellierter Last) gute Vergleichsbasis

(z.B. Bankschalter: Liste Ankunftszeiten der Auftrage)

- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 6 - 15



Im Hinblick auf “retrospektive” (historische) Validierung: Nicht
alle (Aufzeichnungen iber) verfiigbare Situationen fiir Kalibrie-
rung “aufbrauchen” |
(a2) Verhalten analytischer Modelle: Ist dies ein Widerspruch?
(Simulation nur wenn's gar nicht anders geht!)
nicht unbedingt: Analytisches Modell stellt “"Marginal-Situation
dar, fiir die analytisches Modell “spezifizierbar/lGsbar”, gleiche
Situation sollte vom Simulator behandelbar sein und zu “ahnli-
chen/gleichen” Ergebnissen fithren
(a3) weitere Moglichkeit deutlich “unterentwickelt”,
sehr informell: “Turing's Test”, "Delphi-Verfahren” benutzen
Expertenmeinungen (z.B. Kann Experte Ausgabe Real-
System /Simulator unterscheiden?) Befragung Experten

sinnvoll, insbesondere zur Vertrauensbildung
(b) Verhaltens-Aspekte/-Beschreibung

Ziel ist es, System auf Basis bestimmten (ausgewahlten)
Leistungskriteriums zu beurteilen, zu verbessern

Daher offensichtlich Realitatstreue hinsichtlich dieses
Leistungskriteriums (+ zugeordneten Males)
am wesentlichsten

= Einsatz dieses entscheidenden Leistungsmales auch fiir

Kalibrierung/Validierung (“andere” nur zur Unterstiitzung)
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(c) Vergleichs - Methoden / - Techniken
Fallunterscheidung:
(c1) reales Objektsystem / Simulator
Problemtyp: Vergleich zweier Stichproben
Entscheidung ob zwei Stichproben

“hinreichend dhnlich / unihnlich”
zunachst sicher:

Vergleich einfacher Charakteristik der Verteilungen
(z.B. Mittelwerte),

weiterhin:

Vergleich anderer Charakteristika

(immer auf Basis von Schitzern) denkbar, méglich
(c2) analytisches Modell / Simulator
Problemtyp: Vergleich analytische Verteilung

mit einer Stichprobe

Entscheidung ob Stichprobe

“hinreichend dhnlich /unahnlich”

wir kennen dazu bereits:
X2—Test, K.-S-Test

Im folgenden also:

Vergleich von Stichproben
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6.3 Testverfahren

Voraussetzungen:

Sei "Verhalten" beschrieben durch Zufallsvariable V'

(z.B. Verweilzeit Kunden am Bankschalter

in der stationdren Phase)
/wei Stichproben liegen vor:
VR = (VRys VRyy - - -, UR,,)
Vs = (Vs;,VUSys - - -, US,,)
(z.B. "R’ aus Beobachtung Realsystem, “.S" aus Simulator)
Fragestellung: Sind beide Stichproben “hinreichend” dhnlich?

Man unterscheidet
e subjektive Verfahren (basierend im wesentlichen auf graphi-

scher Darstellung)

e objektive Verfahren (basierend auf statistischen Tests)
Inspektionsansatz

Darstellung der Stichproben in graphischer Form
verwendete graphische Darstellungen:

e Histogramme
e Punktdiagramme

e Box-Plots
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Box-Plots:

Verteilungen sind durch eine Vielzahl von Malzahlen charakteri-
sierbar
Wann sind zwei Stichproben dhnlich??
e Momente (niedriger Ordnung) beinhalten meist zu
wenig Information
e Verteilungs- und Dichtefunktion sind nur schwer
visuell vergleichbar
Box-Plots sind eine kompakte Darstellung wesentlicher Charak-

teristika, die einen einfachen Vergleich ermdglichen
80

Resultat— —+ T T
wert
N -

20 — T

Konfiguration

Aufbau einer Box
T Maximum

T Octil
50% der Quartil

Elemente Median
Quartil

T Octil
- Minimum

in der Box
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Dargestellt werden

e alle Werte der Stichprobe
o Mittelwerte oder Varianzen liber Teile der Stichprobe

e Korrelationsdiagramme
AnschlieBende Bewertung durch visuellen Vergleich

e Entwickler des Simulationmodells
e Experten im Anwendungsbereich

e Turing Test
Probleme bei diesem Vorgehen:
e graphische Darstellung visualisiert immer nur einen Teil der

Information

e unterschiedliche Parametrisierung fiihrt zu unterschiedlichen

visuellen Eindriicken
e keine “objektivierbaren” Kriterien zu Entscheidungsfindung

aber Inspektionsmethode ist eine erster wichtiger Schritt und

kann mit statistischen Auswahlverfahren kombiniert werden

wichtig ist insbesondere die Visualisierung von Korrelation in den

Stichproben
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Vergleich von Konfidenzintervallen

Ziel: Aussage ob Mittelwerte gleich oder unterschiedlich

Voraussetzungen

(deutlich restriktiver als bei der Inspektionsmethode):
e Werte jeder Stichprobe sind unabhangig identisch verteilt

Ungepaarte Stichproben (Welch Verfahren)

zusatzliche Voraussetzung:
e Werte zwischen den Stichproben sind unabhangig

keine Annahmen bzgl. identischer Varianz!

Berechne die Schatzer fir Mittelwert und Varianz

der Stichproben:

Schatze durch
n
~ 1
® HR HR =7 ) UR
i=1
1 m
./’LS /’LS:E USZ'
i=1
2 2 1 g 2
OO'R O'R:m Zsz_—n-,LLR
i=1
2 2 1 AL 2
®0s 05 = m—=1 .Zlv&_m'MS
1=
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Differenz der Stichprobenmittelwerte:
HRs = KR — Is

Standardabweichung der mittleren Differenz:

0*2 0.*2
ORs = \/ i
Schatze die Zahl der Freiheitsgrade:

(o7s)”

2 2
*2 *2
1 [ %R _|_L 7s
n—1 n m—1 m

Berechnung des Konfidenzintervalls

fr =

HRrs Etf1-a/2° ORs
f* ist i.a. keine ganze Zahl =

runden oder

Werte der t-Verteilung durch Interpolation gewinnen

Auf Basis des Konfidenzintervalls kann entschieden werden

e ob Stichprobenmittelwerte unterschiedlich (0 liegt innerhalb

oder auBerhalb des Konfidenzintervalls)

e wie groll die Abweichung der Mittelwerte (insbesondere im

Vergleich zu den absoluten Werten) ist
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Beispiel:

1 VR, Vs, VR, — Vs,
1 126.97 118.21 8.76

2 124.31 120.22 4.09

3 126.68 122.45 4.23

4 122.66 122.68 —0.02
b 127.23 119.40 7.83

Aus den Daten ergeben sich die Schatzer:

wh =125.57 , pk = 120.59, 03 = 4.00 und o%* = 3.76
sowie

Whe =4.98, 0% = 1.55 und f* = 7.99

Damit ergeben sich die Konfidenzintervalle:

e 498 + 1.24 - 1.86 = [2.67,7.29] zum Signifikanzniveau
a = 0.1 und

e 498 + 1.24 - 3.36 = [0.81,9.15] zum Signifikanzniveau
a=0.01

—
0.0 ist in beiden Fallen nicht im Konfidenzintervall enthalten

damit kann die Hypothese gleicher Mittelwerte zum Niveau

a = 0.01 verworfen werden
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Gepaarte Stichproben (Paired t-Konfidenzintervalle):

zusatzliche Voraussetzung:

e n. = m identische Anzahl von Beobachtungswerten
keine Annahmen bzgl. identischer Varianz oder
Unabhangigkeit der Stichproben!

Berechne p7, ¢ wie vorher und

n % 2
> ((vr,—vs,)—khs)
RS — n-(n—1)

Berechnung des Konfidenzintervalls
Hrs Tth-11-a/2 ORs
Daten wie im vorherigen Beispiel liefern
Whe = 4.98 und g = 2.44 bzw. 75¢ = 1.56
Damit ergeben sich die Konfidenzintervalle:

e 498 £ 1.56 - 2.13 = [1.66,8.30] zum Signifikanzniveau
a = 0.1 und

e 4.98 +£1.56-4.60 = [—2.20,12.16] zum
Signifikanzniveau o = 0.01
=

Gleichheit der Stichprobenmittelwerte muss zum Niveau 0.1,

nicht aber zum Niveau 0.01 abgelehnt werden
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Vergleich der beiden Verfahren:

e Falls beide Verfahren anwendbar sind, ist nicht klar, welches

von beiden schmalere Konfidenzintervalle liefert

e In der Regel wird nach "Datenlage’ entschieden, welches

Verfahren zur Anwendung kommt.

Statistische Testverfahren auf Basis

von Hypothesen

Zahlreiche Verfahren zum Test der Hypothese ur = ug

Testverfahren

e verwerfen die Hypothese oder nehmen sie an, zu einem vor-
gegebenen Signifikanzniveau

e Entscheidung ist immer bindr (annehmen, verwerfen)

e dadurch weniger differenzierte Information als bei der Berech-
nung von Konfidenzintervallen

allgemeine Beobachtung (fiir fast alle Testverfahren)

o fiir kleine Stichprobengrolen wird die Hypothese oft

angenommen

e fiir groRe Stichprobengrolen wird die Hypothese fast
immer abgelehnt

(Simulation ist immer Approximation der Realitat)
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Zwei-Stichproben Test
Test zur Priifung der Gleichheit zweier Stichproben
Oft verwendeter Test

(meist ohne die konkreten Voraussetzungen einzuhalten!)
Annahmen:

e v und vg sind unabhingige Stichproben
und wechselseitig unabhangig
(alle Stichprobenvariablen Vg; identisch unabh. vert.,
alle Stichprobenvariablen Vg; identisch unabh. vert.,
paarweise Unabhangigkeit aller Vg;, Vs;)

e beide Stichproben sind normalverteilt,

mit identischer Streuung op = og(=: o)
e beide Stichproben bestehen aus n Werten
Test-Hypothese
Stichproben besitzen identische Erwartungswerte: up = g
Alternativ-Hypothese(n)
entweder “zweiseitig : g F£ s

oder “einseitig: ur < ps bzw. ur > pg
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Test Algorithmus:
Schitze o2 durch 62 = % : (?7% + 55)

Bei zutreffenden Annahmen und zutreffender Hypothese ist

D :=pr—ps
normalverteilt mit
Erwartungswert 0
Varianz (0% + 0%)/n=20%/n

und ist (demnach)
D/+\/2-0?%/n
N (0, 1)-verteilt sowie (Resultat aus der Statistik:)
T — D)\ /2 5
t-verteilt mit 2 - n — 2 Freiheitsgraden
falls (aus Stichproben errechneter) T-Wert
“zu groR” oder “zu klein” (zweiseitig),
“zu groR” bzw. “zu klein" (einseitig)
ist Testhypothese “gleiche Mittelwerte” zu verwerfen
zugunsten Alternativhypothese (# bzw. <, >)
Also priife, ob

* *
Fr—Hs
\/2-0‘*2/77,

aus to,_o-Tafelwerten (bzgl. Niveau ) “herausfillt”
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Anwendung auf das Beispiel liefert
D = 125.57 — 120.59 = 4.98
0*? = (4.00 + 3.76)/2 = 3.88
Fir den Wert von T gilt:
T=—228_ =298 3997

\/2:3.88/5  1.24
Fir o = 0.01 ist 18,0.01 = 2.896 < 3.997

damit ist die Hypothese gleicher Erwartungswerte

zum Niveau o = 0.01 zu verwerfen

Insgesamt kritisch fiir Anwendung sind Annahmen:

e Normalverteilung

(“parametrischer Test”, d.h. Verteilungen als Annahme),

e Unabhangigkeit
(ggf. hochstens Unkorreliertheit)

e identische Streuung

(8hnlicher Test existiert fiir ungleiche Streuung)

e gleicher Stichprobenumfang

(8hnlicher Test existiert fiir ungleiche Umfange)
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Mann-Whitney U-Test

Priifung Gleichheit zweier unabhangiger Stichprobenverteilungen
ohne Verteilungsvoraussetzung

(= nicht parametrischer Test)

Werte innerhalb der Stichproben brauchen nicht

unabhingig zu sein

Test-Hypothese:

Stichproben stammen aus identischer Verteilung
(hier formalisiert zu P[Vg > Vg] = 0.5)

Alternativ-Hypothese:

Stichproben stammen aus unterschiedlichen Verteilungen
(hier formalisiert zu P[Vgr > Vg| # 0.5 (zweiseitig) oder
P[Vg > Vg] > 0.5 bzw. < 0.5 (einseitig))
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Test-Algorithmus:

e vereinige Stichproben

e sortiere Werte der vereinigten Stichprobe merke dabei Her-
kunft der Werte

o bestimme fiir jeden Wert vg, der Stichprobe vg die Anzahl

der Werte vg, aus vg, die kleiner als vg, sind

o addiere die Zahl der kleineren Werte fiir alle vg, diese liefert

u*

u* ist eine Realisierung der ZV U
e fiir kleine Stichproben sind die kritischen Werte von U verta-

felt

o fiir grole Stichproben ist U normal-verteilt mit

— Mi _ nm
Mittelwert py = =3

_ : 2 __ n-m-(n+m+2)
Varianz o = =

— damit kann die Grole

*

g* = (u* —py)/ov

mit N (0, 1) Tafel einseitig/zweiseitig getestet werden
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Beispiel: ,
i UR, Us,

I 9 6
2 11 8
3 15 10
4 13

vR scheint groBer zu sein = teste Plug > vg] > 0.5
Sortierte Stichprobe
6 8 9 10 11 13 15
S S R S R S R
u* =3
Tafelwert fiir kleine Stichproben liefert P[U < 3] = 0.2
= Verwerfen wiirde einen Typ-1 Fehler von 0.2 bedeuten!
Wilcoxon Matched-Pairs Signhed-Rank Test
Priifung Gleichheit zweier “gepaarter’ Stichprobenverteilungen
z.B. aus “trace-driven simulation” gleicher Kundenstrom
generiert die Stichproben
Test-Hypothese:
Stichproben stammen aus identischer Verteilung
(hier formalisiert zu P[Vr > Vg| = 0.5)
Alternativ-Hypothese:
Stichproben stammen aus unterschiedlichen Verteilungen

in der Regel einseitig P|Vr > Vs| > 0.5 bzw. < 0.5
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Test-Algorithmus:

e bilde Differenzen d; = vpr, — vg,

e sortiere Differenzen

e ordne Differenzen Ringe zu

e ordne den Rangzahlen Vorzeichen der Differenzen zu

e summiere positive Rangzahlen zu s negative zu s~

TestgroRen ST und |S™| sollten bei zutreffender Test-Hypothese

“annahernd gleiche” Werte aufweisen

kritische Werte fiir T = min(S™, |S™]) sind

e fiir kleine Stichproben vertafelt

e fiir grole Stichproben ist T' normalverteilt mit

— Mittelwert up = W
— Varianz 0'% _ n-(n—|—12)£-l(2n—|—1)

— damit kann die Grole

g =" —pr)/or

mit N (0, 1) Tafel einseitig getestet werden
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Beispiel:

UR
82
69
73
43
58
56
76
65

vs
63
42
74
37
51
43
80
62

Rang

8
1
4
5
6
3

2

Summe

mit Vorzeichen

’
8

-1
4
5
6

-3
2
32 -4

es ergibt sich t = min(32,| — 4|) =4 bein =8

Resultate aus der Tafel

e Gleichheit bei t <4 (o = 0.025) zu verwerfen zugunsten vg

groler

e Gleichheit bei t =4 (a = 0.01) nicht verwerfen
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