
8. Experimentieren mit SimulatorenWieder Erinnerung Vorlesung Modellierung und SimulationZiel der Systemanalyse: Für ein gegebenes System
• das auf untershiedlihe Arten kon�guriert, organisiert, be-trieben werden kann (�Arten� werden durh Werte der kon-trollierbaren Gröÿen wC ∈ WC spezi�ziert)
• das weiterhin beein�usst wird durh niht beein�ussbare Wer-te (dargestellt durh Werte der unkontrollierbaren Gröÿen

wU ∈ WU)
• das auf Situationen (wC, wU) mit untershiedlihemVerhalten wP = f(wC, wU) reagiertsoll das Systemverhalten bzgl. eines Leistungsmaÿes
v = g(wP ) = g(f(wC, wU)) beurteilt werdenTypishe Fragestellungen sind
• �was-wenn� Fragen oft bzgl. der unkontrollierbarenGröÿen U

• Verbesserung, Optimierung des Systems meisthinsihtlih der kontrollierbaren Gröÿen CSimulator ist ein numerishes Modell, d.h.
• g ist niht explizit dargestellt
• sondern nur Werte von v für bestimmte Situationen

(wC, wU) ermittelbar
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Methodik der Vorgehensweise:
• �Setzen� der Situation (wC, wU)

• �Ermitteln� der zugehörigen Werte von v

⇒ Experimentieren mit dem Simulator
⇒ Design von Experimenten wird benötigt(Plan, welhe Experimente durhzuführen sind)Beim Experimentieren (mit Simulatoren) existiert nur noh
• eine Menge von Ein�ussgröÿen E = C ∪ U

• harakterisiert durh Werte w ∈ WESimulator ermittelt (punktweise) v = g(w)Durhführung von Experimentenüblihes Vorgehen in den NaturwissenshaftenBeispielanwendung Eingaben AusgabenChemishe Druk MengeReaktion Temperatur QualitätKatalysatorAnbau von Dünger MengeTomaten Wasser QualitätSaatgutPH-Wert des BodensSimulation eines Anzahl Mashinen DurhsatzFertigungssystems Zuverlässigkeit AuslastungenAuswahlstrategien VerweilzeitenGröÿe der Pu�er
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Beim Experimentieren werden
• gewisse Komponenten von w fest eingestellt
• andere Komponenten von w systematish verändertVeränderlihe Komponenten heiÿen FaktorenMan untersheidet
• qualitative Faktoren� können ein Niveau aus einer endlihen Menge von Niveausannehmen� sind niht zwingend geordnet (z.B. untershiedlihe She-dulingstrategien, Winter/Sommer)
• quantitative Faktoren� können einen Wert aus einem Kontinuum von Wertenannehmen (z.B. Regenmenge, Geshwindigkeit)Gröÿen mit diskretem Wertevorrat können alsquantitative oder qualitative Gröÿen behandelt werden(z.B. indem nur der gröÿte und kleinste Wert betrahtet wird)Untershiede zwishen simulativen und physikalishenExperimenten:
• Im Prinzip sind alle Gröÿen kontrollierbar
• Zufall ist einstellbar via ZZ-Generatoren
• Experimente sind beliebig wiederholbar- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 3



System Faktoren quant. qual. kont. unkont. ResultateSuper- Ankunftszeit X X Verweilzeitmarkt Bedienzeit X X? ShlangenlängeAnzahl Kassen X? X? X KassenauslastungExpresskasse X XFertigungs- Anzahl Mashinen X? X? X? X? Durhsatzlinie Abfertigungsdiszip. X X? X? Zeit im SystemPu�ergöÿe X? X? X? X? AuslastungMashinengruppierung X X? X? Gewinn/VerlustGeshw. Förderband X X? X?Computer- Anzahl Terminals X? X? X? X? Antwortzeitsystem Plattengröÿe X X? X? CPU AuslastungCPU Geshwindigkeit X X? X? DurhsatzBenutzerzahl X? X? X? VerfügbarkeitShedulingverfahren X XKommuni- Ankunftsrate X X Verzögerungszeitkations- Nahrihtengröÿe X X Durhsatznetz Anzahl Knoten X X? X? VerfügbarkeitAnzahl Kanten X X? X? ZuverlässigkeitLeistungskapazität X X? X?Protokoll X X? X?Einkaufs- Auftragsrate X X Umsatzstrategie Auftragsgröÿe X X LagerkostenLieferzeit X X? X? BestellkostenBestellzeiten X X verlorene AufträgeBestellmengen X X Gewinn/VerlustInventurfrequenz X Xmax. Lagerbestand X X? X?- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 4



Wir verwenden stohastishe Simulatoren underhalten Resultate
v = g(t∗, w, s)mit

t∗ Zeitpunkt der Resultatbeobahtung
w Werte der Ein�ussgröÿen
s Saatwert(e) der ZZ-GeneratorenResultatwert v ist als Realisierung einer ZV V aufzufassenDamit
• variiert v für festes w bei untershiedlihen sVerteilung hängt von w und t∗ abEs tauhen Fragen auf
• Welhe Situationen w sind zu untersuhen?
• Wieviele Replikationen sind für ein w zu beobahten?
• Was kann man bzgl. des Vergleihs von Situationen w und

w′ aussagen (Überlegenheit, Optimalität)?
• Wie muss man w ändern, um v zu optimieren?Fragen dieser Art werden beantwortet durhExperimententwurf und Experimentanalyse- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 5



Auh hier wieder besheideneres Ziel:Statt Bestimmung der Verteilung von V lediglihErwartungswert in Abhängigkeit von w bestimmenAlso µ(w) = E[V (w)]und unter entsprehenden Modellannahmen
V (w) = µ(w) + ǫ(w)mit

µ(w) deterministishe Funktion
ǫ(w) �shwankende Gröÿe� die �Zufallsein�üsse� erfasst(also ZV!)Es wird angenommen
• E[ǫ(w)] = 0, Erwartungswert unabhängig von w und ver-shwindend
• V AR[ǫ(w)] = σ2

ǫ Varianz unabhängig von w(niht automatish gesihert)
• COV [V (wi), V (wj)] = 0 für alle untersuhten Paare i, jpaarweise Unkorreliertheit(niht automatish gesihert)Im folgenden betrahten wir8.1 Experimententwürfe für qualitative Faktoren8.2 Experimententwürfe für quantitative Faktoren- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 6



8.1 Experimententwürfe für qualitativeFaktorenAllgemeines Problem:
k qualitative Faktorenjeder mit gewisser (i.a. untershiedliher) Anzahl von möglihenNiveaus (sei ni Anzahl der Niveaus von Faktor i)Einfahes Design erfordert

n = 1 +
∑k

i=1(ni − 1)Experimente (ein Faktor wird pro Experiment verändert)Problem:Ein�uss der einzelnen Faktoren niht unabhängig(z.B. gröÿerer Hauptspeiher und shnellere CPU)
⇒ einfahes Design führt zu falshen RükshlüssenVollständiges Design erfordert
n =

∏k
i=1 niExperimente (alle Kombinationen werden untersuht)Aber Aufwand wähst sehr shnell mit mehreren Faktorenund/oder NiveausZur Aufwandsreduktion:

• Anzahl Niveaus reduzieren (oft reihen 2)
• Anzahl Faktoren reduzieren (nur signi�kante)
• Teilentwürfe verwenden- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 7



Was können wir erwarten?In der Simulation variiert die Beobahtungsgröÿe V

• mit Veränderung des Niveaus jedes Faktors
• zusätzlih durh statistishe Shwankungen(erfasst durh ε)Zentrale Frage:
• Beein�usst die Veränderung des Faktor-Niveaus die Beobah-tungen signi�kant?Anders ausgedrükt:
• Wie kann man Verhaltensuntershiede auf Grund von Fakto-ränderungen von stohastishen Shwankungenuntersheiden?Fragen dieser Art werden übliherweise behandelt mitMethoden derVarianzanalyse, analysis of variane, ANOVA, ...Zentraler Vorteil der Simulation:Im Prinzip kann jedes Experiment beliebig oft wiederholt werden
⇒ stohastishe Shwankungen der einzelnen Experimentesind beobahtbar
⇒ Kon�denzintervalle sind ermittelbar
- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 8



Einfahste Version:
• Ein Faktor mit 2 Niveaus (-1,+1)
• Vorgehensweise:� Gewinne zwei Stihproben

∗ v1 = (v1,1(−1), v1,2(−1), . . . , v1,k1(−1))

∗ v2 = (v2,1(+1), v2,2(+1), . . . , v2,k2(+1))� Shätze µvi
und σvi

(i = 1, 2)� Teste µv1 6= µv2 bzw. µv1 < / > µv2

• Verfahren (siehe Kap. 2)� Vergleih der Kon�denzintervalle
∗ Welh Verfahren
∗ gepaarte Stihproben� Testverfahren
∗ Zwei-Stihproben Test
∗ Mann-Whitney U-Test
∗ Wiloxon Mathed Pairs Signed Rank Test

• Ergebnis:� Signi�kanz des Faktors bzgl. des Systemverhaltens- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 9



Nähst komplexere Variante:
• 2 Faktoren w1 und w2

• mit jeweils 2 Niveaus hier dargestellt als +1 oder −1

• ein Experiment pro Faktorkombination (erst einmal)
• und beobahteter Ergebnisgröÿe v(w1, w2)(w1, w2 ∈ {−1, +1})Annahme

v(w1, w2) = q0 + q1 · w1 + q2 · w2 + q12 · w1 · w2 + εStörung ε unabhängig von w1 und w2mit fester Varianz σε und E[ε] = 0Beispiel:Leistung eines PC in Million Instrutions per Seond (MIPS) bei
• Cahegröÿe (w1) 1 Kbyte (−1) oder 2 Kbytes (+1)
• Hauptspeiher (w2) 4 Mbytes (−1) oder 16 Mbytes (+1)Resultate der ExperimenteExperiment w1 w2 v(w1, w2)1 -1 -1 152 1 -1 253 -1 1 454 1 1 75- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 10



Berehnung der Werte für q1, q2 und q12:O�ensihtlih gilt
v(−1,−1) = v1 = q0 − q1 − q2 + q12

v(1,−1) = v2 = q0 + q1 − q2 − q12

v(−1, 1) = v3 = q0 − q1 + q2 − q12

v(1, 1) = v4 = q0 + q1 + q2 + q12und damit gilt
q0 = 1

4 (v1 + v2 + v3 + v4)
q1 = 1

4 (−v1 + v2 − v3 + v4)
q2 = 1

4 (−v1 − v2 + v3 + v4)
q12 = 1

4 (v1 − v2 − v3 + v4)Werte sind einfah berehenbar mit Vorzeihentabelleall w1 w2 w1w2 vi1 -1 -1 1 151 1 -1 -1 451 -1 1 -1 251 1 1 1 75160 80 40 20 Σ40 20 10 5 Σ/4Multiplikation der Matrixspalten mit dem Vektor liefertErgebnisse der vorletzten ZeileLetzte Zeile beinhaltete Werte für q0, q1, q2 und q12 :
v(w1, w2) = 40 + 20 · w1 + 10 · w2 + 5 · w1 · w2 + ε

- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 11



k Faktoren mit jeweils 2 Niveaus erfordern 2k ExperimenteBerehnung wie vorher aus der VorzeihentabelleErweiterung des Beispiels um dritten Faktor:
w3 Anzahl Prozessoren 1 (Niveau -1) oder 2 (Niveau 1)

w1 w2 w3 w1w2 w1w3 w2w3 w1w2w3 vi1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 141 1 -1 -1 -1 -1 1 1 221 -1 1 -1 -1 1 -1 1 101 1 1 -1 1 -1 -1 -1 341 -1 -1 1 1 -1 -1 1 461 1 -1 1 -1 1 -1 -1 581 -1 1 1 -1 -1 1 -1 501 1 1 1 1 1 1 1 86320 80 40 160 40 16 24 9 Σ40 10 5 20 5 2 3 1.1 Σ/8mit dem Ergebnis
v(w1, w2) = 40 + 10w1 + 5w2 + 20w3 + 5w1w2+

2w1w3 + 3w2w3 + 1.1w1w2w3 + εProbleme des bisherigen Vorgehens:
• Nur 2 Niveaus pro Faktor� u.U. Rükführung auf mehrere 2 Niveau Probleme ⇒ sehrviele Experimente
• Keine Kon�denzintervalle sondern nur �Punktshätzer�� zur Bestimmung von Kon�denzintervallen müssenExperimente wiederholt werden- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 12



Faktordesign mit Wiederholungen
r Experimente pro Faktorkombination(also insgesamt r · 2k Experimente)Wir betrahten den Fall von 2 Faktoren (k = 2)Sei vi

w1,w2
Ergebnis des i-ten Experimentsmit Niveaus w1 und w2Annahmen:

V (w1, w2) = q0 + q1 · w1 + q2 · w2 + q12 · w12 + εw1,w2

E[εw1,w2] = 0

V AR[εw1,w2] = σ2
ε

V (w1, w2) normalverteiltPunktshätzer für die einzelnen GröÿenGröÿe Punktshätzer
E[V (w1, w2)] ṽw1,w2 = 1

r

∑r
i=1 vi

w1,w2

V AR[V (w1, w2)] σ̃2
w1,w2

= 1
r−1

∑r
i=1

(
vi

w1,w2
− ṽw1,w2

)2

V AR[εw1,w2] σ̃2
ε = 1

4

∑
w1,w2∈{−1,1}

σ̃2
w1,w2und somit auhGröÿe Punktshätzer

q̃0
1
4 (ṽ−1,−1 + ṽ1,−1 + ṽ−1,1 + ṽ1,1)

q̃1
1
4 (−ṽ−1,−1 + ṽ1,−1 − ṽ−1,1 + ṽ1,1)

q̃2
1
4 (−ṽ−1,−1 − ṽ1,−1 + ṽ−1,1 + ṽ1,1)

q̃12
1
4 (ṽ−1,−1 − ṽ1,−1 − ṽ−1,1 + ṽ1,1)- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 13



Falls die Hypothese V (w1, w2) normalverteilt gilt,dann sind unter der Hypothese q̃i = 0

• die Shätzer q̃i sind N(0, σ2
ε/4r)-verteilt

• und q̃i/
√

(σ2
ε/4r) ist N(0, 1)-verteilt

• sowie q̃i/
√

(σ̃2
ε/4r) ist t4r−4-verteiltDamit kann mit Hilfe der t-Verteilung getestet werden, ob q̃isigni�kant von 0 vershiedenFalls dies niht der Fall ist, hat Faktor i bzw Faktorkombination

i, j keinen signi�kanten Ein�uss auf das ResultatKon�denzintervalle für q̃i ergeben sih aus
[
q̃i − t[1−α/2,4r−4] ·

√
σ̃2

ε/4r, q̃i + t[1−α/2,4r−4] ·
√

σ̃2
ε/4r

]

In ähnliher Form können Kon�denzintervalle für ṽw1,w2 be-stimmt werdenVorgehen ist auf k Faktoren übertragbarDabei insbesondere beahten,ob Kombinationen vieler Faktorensigni�kanten Ein�uss haben
⇒ Reduktion der Anzahl der Faktoren reduziertdie Anzahl der notwendigen Experimente- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 14



Beispiel(Fortführung des Beispiels von Folie 10)3 Replikationen für jede FaktorkombinationErgebnisse: all w1 w2 w1w2 vi vi1 -1 -1 1 (15, 18, 12) 151 1 -1 -1 (45, 48, 51) 481 -1 1 -1 (25, 28, 19) 241 1 1 1 (75, 75, 81) 77

164 86 38 20 Σ

41 21.5 9.5 5 Σ/4Liefert die Regressionsgleihung:
v(w1, w2) = 41 + 21.5 · w1 + 9.5 · w2 + 5 · w1 · w2 + ε

σ̃2
ε = 102

22·(3−1)
= 102

8 = 12.75
√

σ̃2
ε

12 =
√

12.75
12 = 1.03Wert der t-Verteilung mit 8 Freiheitsgraden (α = 0.9): 1.86Kon�denzintervalle: q̃i ± 1.92

q0 : (39.08, 42.91)

qA : (19.58, 23.41)

qB : (7.58, 11.41)

qAB : (3.08, 6.91)

⇒ kein Kon�denzintervall enthält 0
⇒ alle Faktoren signi�kant vershieden von 0- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 15



Beispiel:Zwei Prozessoren (Faktor w1) undzwei Benhmarks (Faktor w2)
• Gemessen wird die Ausführungszeit in Sekunden
• Jedes Experiment wird drei mal wiederholtEs ergibt sih folgende Tabelleall w1 w2 w1w2 vi vi1 -1 -1 1 (85.1, 79.5, 147.9) 104.171 1 -1 -1 (0.891, 1.047, 1.072) 1.0031 -1 1 -1 (0.955, 0.933, 1.122) 1.0031 1 1 1 (0.0148, 0.0126, 0.0118) 0.013

106.18 −104.15 −104.15 102.17 Σ

26.55 −26.04 −26.04 25.54 Σ/4mit dem Ergebnis
v(w1, w2) = 26.55−26.04·w1−26.04·w2+25.54·w1 ·w2+εund den Kon�denzintervalleñ

qi ± 10.2

- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 16



Überprüfung der Residuen
w1 w2 w1w2 v1− v2− v3− v−

v(w1, w2) v(w1, w2) v(w1, w2) v(w1, w2)-1 -1 1 −19.07 −24.67 43.73 0.001 -1 -1 −0.119 0.037 0.062 −0.007-1 1 -1 −0.055 −0.077 0.112 −0.0071 1 1 0.005 0.003 0.002 0.003

• Breite Kon�denzintervalle
• Groÿe Residuen für groÿe Antwortzeiten(Experimentserie 1)
⇒ Zumindest für die Faktorkombination -1, -1 ist dasberehnete Modell nur eine shlehte Approximation,da die Werte der Antwortzeiten sehr stark streuenÜberprüfung der Annahmen:1. Fehler sind unabhängig2. Fehler sind additiv3. Fehler sind normal verteilt4. Fehler haben konstante Varianz5. E�ekte der Faktoren sind additivErsten 4 Annahmen kann man durh graphishe Darstellungder Fehler mit visueller Überprüfung und mit statistishen Testsüberprüfen- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 17



Hier betrahtet 5.: Annahme bei der ModellerstellungZusammenhang zwishen Faktoren lässt sih durh einelineare Regression darstellen!Entspriht dies der Realität?Am besten zu beantworten aus der Kenntnisdes realen SystemsUnser Beispiel: Programme werden auf Prozessoren abgearbeitetEinige Szenarien1. Neuer Prozessor um Faktor x shneller ⇒Antwortzeit reduziert sih um Faktor x2. Neuer Algorithmus ist um Faktor y shneller ⇒Antwortzeit reduziert sih um Faktor y3. Kombination aus 1. und 2. ⇒Antwortzeit reduziert sih um Faktor x · yAlso o�ensihtlih multiplikativer undniht additiver ZusammenhangWie kann man dies in unser Modell einbauen?Naheliegende Idee: Logarithmus verwenden
log(V (w1, w2)) = q0 + q1 ·w1 + q2 ·w2 + q12 ·w1w2 + εw1,w2oder
V (w1, w2) = 10q0 · 10q1w1 · 10q2w2 · 10q12w1w2 · 10εw1w2auf Basis der Werte von log(vi) lassen sih mit dem linearenAnsatz die Parameter shätzen- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 18



all w1 w2 w1w2 log(vi) log(vi)1 -1 -1 1 (1.93, 1.90, 2.17) 2.001 1 -1 -1 (−0.05, 0.02, 0.03) 0.001 -1 1 -1 (−0.02,−0.03, 0.05) 0.001 1 1 1 (−1.83,−1.90,−1.93) −1.89

0.11 −3.89 −3.89 0.11 Σ

0.03 −0.97 −0.97 0.03 Σ/4Mit dem Ergebnis
v(w1, w2) = 100.03 · 10−0.97w1 · 10−0.97w2 · 100.03w1w2 · 10εbzw.
v(w1, w2) = 1.07 · 0.107w1 · 0.107w2 · 1.07w1w2 · 10εund den Kon�denzintervallen
q̃i ± 0.09Ergebnis zeigt:
• Durhshnittliher Benhmark benötigt auf durhshnittli-hem Prozessor 1.07 Sekunden
• Prozessor 1 ist 9 mal shneller als ein durhshnittliherProzessor und 81 mal shneller als Prozessor 2
• Benhmark 1 beinhaltet 81 mal mehr Operationen als Benh-mark 2
• Interaktion zwishen Benhmark und Prozessor ist niht si-gni�kant von 0 vershieden und kann deshalb vernahlässigtwerden- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 19



Probleme beim Faktordesign:
• Regressionsmodell muss niht die Realität widerspiegeln
• Interpolation zwishen - und + gefährlih(weitere Linearitäts-Annahme)
• Extrapolation ebenfalls gefährlih(also - und + Werte niht zu weit auseinanderliegend wählen)
• Aufwand kann immens seinBeispiel:11 Faktordesign mit 5 Replikationen und1 Minute Laufzeit per Experiment:
• 211 · 5 = 2048 · 5 = 10240 Experimente
• knapp 170.67 Stunden ≈7 Tage Laufzeit
• Reale Problem umfassen oft über 100 Faktoren
⇒ Wihtige von unwihtigen Faktoren/Faktorkombinationenuntersheiden
⇒ Andere Arten des Faktordesigns- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 20



2k−p FaktordesignsFür groÿe k ist ein volles Faktordesign aufwändig oderunmöglih
⇒ Nur 2k−p der 2k möglihen Simulationen durhführen(1/2p der möglihen Experimente)Welhe Experimente müssen durhgeführt werden,um die notwendigen Parameter des Modells shätzen zukönnen?Also insbesondere die Parameter, die den Ein�uss einzelner oderweniger Faktoren berüksihtigenVorgehen: (die einfahste Methode!)Erstelle eine Tabelle für ein 2k−p Design und ersetzeanshlieÿend die Parameter in der Tabelle durhdie zu berehnenden ParameterBeispiel 24−1 DesignExp. w1 w2 w3 w1w2 w1w3 w2w3 w1w2w3

→ w41 -1 -1 -1 1 1 1 -12 1 -1 -1 -1 -1 1 13 -1 1 -1 -1 1 -1 14 1 1 -1 1 -1 -1 -15 -1 -1 1 1 -1 -1 16 1 -1 1 -1 1 -1 -17 -1 1 1 -1 -1 1 -18 1 1 1 1 1 1 1- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 21



Berehnung der Parameter aus der Tabelle wie bekanntMit Hilfe des beshriebenen Designs können folgende Parameterberehnet werden:
q1, q2, q3, q4, q12, q13, q23Was passiert bei der Berehnung von q123?nah unserem Berehnungsshema ergibt sih:
q123 = −v1+v2+v3−v4+v5−v6−v7+v8

8 = q4damit beshreibt q4 eigentlih den E�ekt von
w4 und w1w2w3(Man sagt im Englishen die Faktoren sind onfounded)Annahme: E�ekt w1w2w3 ist vernahlässigbar (d.h. q123 = 0)

⇒ q̃4 ist erwartungstreuer Shätzer für q4Weitere Beziehungen dieser Art
q1 = q234 q2 = q134 q3 = q124 q12 = q34

q13 = q24 q23 = q14 q123 = q4 q0 = q1234Vershiedene 2k−p Designs beshreibenuntershiedlihe Abhängigkeiten!Damit ist auh niht jedes Design gleih gut !Problem im Beispiel:Zweiwege-Abhängigkeiten werden durh identishe Faktoren be-shrieben z.B. q12 = q34(Annahme Abhängigkeiten der Ordnung 3 vernahlässigbar hilftniht weiter)- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 22



Quanti�zierung eines 2k−p Designs:
• Au�ösung eines Designs ist eine natürlihe Zahl, die alsrömishe Zi�er als Subskript an das Design geshrieben wird
• Au�ösung a garantiert, dass E�ekte der Ordnung x und y mit

x + y < a durh unabhängige Faktoren beshrieben werden(niht onfounded sind)
2k−p

IV Design (wie im Beispiel) stellt siher, dass
• E�ekte der Ordnung 1 und 2 durh unabhängige Faktorenbeshrieben werden,
• niht aber Faktoren der Ordnung 2 und 2
⇒ Zur Abshätzung der Haupte�ekte reiht Designder Ordnung III , zur Abshätzung der Zweiwege-Abhängigkeiten ist Design der Ordnung V notwendigFaustregeln:
• q0 sollte nur mit Parametern höherer Ordnung (die wahr-sheinlih wenig Ein�uss haben) zusammenhängen
• Design höherer Ordnung ist in der Regel besser als Designniedriger OrdnungWeitere Faustregeln aus den Daten plusInterpretation ableiten- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 23



In realen Modellen kommen oft sehr viele Faktoren vor(u.U. mehrere hundert)
⇒ Anzahl Faktoren reduzieren (sreening of fators)
• Gruppenbildung von Faktoren
• Shrittweise Hinzunahme von Faktoren bis Regression �gutgenug�
• Balanierte Designs (gleihe Anzahl + und - pro Spalte)
• Zufällige balanierte Designs
• ...Zahlreihe Ansätze in der Literatur vorhanden

- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 24



3.2 Experimententwürfe für quantitativeFaktorenSei w = (w1, . . . , wk) Vektor der Faktorwertejedes wi ∈ IRAuh hier gilt wieder V (w) = g(w) + ε(w)mit den zusätzlihen Annahmen
• E[V (w)] = g(w) als kontinuierlihe, in allen Komponentenvon w partiell di�erenzierbare Funktion angenommen
• E[ε(w)] = 0

• V AR[ε(w)] = σ2
ε

• COV [ε(wi), ε(wj)] = 0Man nennt g(w)Antwortfunktion, response funtion/response sur-faeTypishe Fragestellungen:
• wie ändert sih das Ergebnis, wenn sih die Eingaben ändern?
• was ist ein �optimaler� Satz von Faktorwerten(d.h. für welhe(s) w ist g(w) minimal/maximal)?Im zweiten Fall:Optimierung von g(w) bzgl. w1, . . . , wk- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 25



Mögliher Lösungsansatz:
• Anwendung bekannter deterministisher,iterativer Optimierungstehniken� dazu muss für vershiedene w jeweils g(w) aus einerStihprobe geshätzt werden� Shätzung muss �ziemlih präzise� sein,um Basis iterativer Optimierungsmethoden zu liefern(i.a. werden auh die Ableitungen an der Stelle w benötigt)
• ⇒ sehr aufwändiger AnsatzAlternatives Vorgehen:Entwiklung von g(w) an einem Punkt α als Taylor-Reihe, d.h.
g(w − α) = β0 +

∑k
i=1 βi · (wi − αi) +

∑k
i=1

∑k
j=1 βij ·

(wi − αi) · (wj − αj) + . . .die Parameter β... hängen von α ab(hier niht direkt dargestellt!)Man versuht, Koe�zienten β... aus einfahen Experimenten zushätzen
⇒ Verhaltensapproximation um einem Punktim Parameterraum- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 26



Praktish verwendete Modelle
• Modell erster Ordnung(lineare lokale Approximation)� nur lineare Terme werden einbezogen(d.h. nur Werte βj werden geshätzt)� Multiple lineare Regression� Werte für βj werden so bestimmt, dass die Summe derFehlerquadrate ∑r

i=1(v(wi) − g(wi))2 minimiert wird,wobei r Experimente durhgeführt werden und v(wi) dasbeobahtete Ergebnis des i-ten Experiments ist� verwendbar als Basis für Gradientenmethoden(�hill limbing�)� zur groben Optimierung(lokale Extrema, Sattelpunkte)
• Modelle zweiter Ordnung(lineare und quadratishe Approximation)� lineare und quadratishe Terme werden einbezogen (d.h.Werte βi und βij werden geshätzt)� auh hier wieder Wahl der Parameter, so dass Summe derAbstandsquadrate minimal� verwendbar zur verfeinerten OptimierungIn beiden Fällen werden lokale Approximations-Modelle derAntwortfunktion benutzt- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 27



Anpassung von Modellen erster OrdnungEntwiklung der Taylor-Reihe standardmäÿig im Punkt 0

g(w) = β0 +
∑k

i=1 βi · wi

r Experimente liefern r Resultate viExperimente werden potentiell an untershiedlihen Punkten widurhgeführtgesuhte Darstellung
vi = β0 +

∑k
j=1 βj · w

i
j + ei für i = 1, . . . r

ei ist eine Realisierung von εKompakte Darstellung in Vektor-Matrix Notation
vT = (v1, . . . vr)

βT = (β0, . . . βk)

eT = (e1, . . . er)

W =




1 w1
1 . . . w1

k

1 w2
1 . . . w2

k

. . . . . . . . . . . .
1 wr

1 . . . wr
k


 (Entwurfsmatrix)

damit ergibt sih der Zusammenhang
v = W · β + eAuf Grund der Annahmen über ε gilt:
E[ε] = 0 und
COV [ε] = σ2

ε · I (wobei I die r × r Einheitsmatrix ist)
- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 28



L := Summe der quadrierten ei bei gegebenem Shätzer β̃es gilt
L =

∑r
i=1 (ei)

2

= eT · e

= (v − Wβ̃)T · (v − Wβ̃)

= vTv − β̃
T
WTv − vTWβ̃ + β̃

T
W TWβ̃

= vTv − 2β̃
T
W Tv + β̃

T
W TWβ̃Die notwendige Bedingung für das Minimum lautet

(
dL

deβ

)
= 0dies lässt sih umformen zu

−2WTv + 2W TWβ̃ = 0

WTWβ̃ = WTvfalls WTW niht singulär(damit muss r > k gelten!)ergeben sih die Shätzer
β̃ =

(
WTW

)−1
W TvZu beahten:Experimente mit untershiedlihen Saaten des ZZ-Generatorsausführen (sonst sind die ei niht unabhängig!)- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 29



Einige Bemerkungen:Verfahren auh für Modelle höherer Ordnung verwendebar(Werte wi · wj werden als eigenständige Variablenaufgefasst, für die Koe�zient βij ermittelt wird)Kon�denzintervalle für Koe�zienten berehnenbar(auf dieser Basis entsheidbar welhe Koe�zientensigni�kant von 0 vershieden sind)Ziel ist immer die Ermittlung eines Modells mit
• möglihst wenigen Parametern und
• möglihst groÿer AussagekraftDarstellung des Systemverhalten durh ein Polynom ist eine Formder MetamodellbildungMetamodelle können zur
• Optimierung und
• Verhaltenvorhersage eingesetzt werdenFür untershiedlihe Beobahtungsmaÿe könnenuntershiedlihe Metamodelle erstellt werdenRegression ist nur eine Möglihkeit der MetamodellbildungAlternativen:
• Kriging-Modelle,
• Pade-Approximationen,
• Neuronale-Netze, ...
- Modellierung und Simulation disk. und kont. Systeme 8 - 30


