7/ Nichtlineare Optimierung

In Kapitel 6 behandelte Klasse von Funktionen war charakterisiert durch

e lineare Zielfunktion

* lineare Nebenbedingungen

es wurde eine Losung in WcR" gesucht

Beim Finden der Losung kann die spezielle Struktur des zul&ssigen Bereichs
(konvexes Polyeder), die Lage der Optima (in einer Ecke des zulassigen
Bereichs) und das Zusammenfallen lokaler und globaler Optima genutzt
werden

In diesem Abschnitt werden allgemeine Zielfunktionen und allgemeine

Nebenbedingungen zugelassen.

Folgende Einschrankungen sollen allerdings gelten

es gilt WcR", wir betrachten keine ganzzahligen oder kombinatorischen
Probleme

die Zielfunktiontswerte sind exakt bestimmbar

(keine stochastischen Schwankungen, Messfehler, ...)

die Zielfunktion sei stetig differenzierbar und die ersten (und zweiten)
Ableitungen seien bestimmbar (entweder exakt oder approximativ)
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Man unterscheidet
e X el" unrestringiertes Problem

e X € WcR" restringiertes Problem, Restriktionen als
Nebenbedingungs-Ungleichungssystem

Generelle Beobachtungen

 nichtlineare Nebenbedingungen ,,schwieriger* als nichtlineare
Zielfunktion

* restringierte Probleme ,,schwieriger* als unrestringierte
Probleme

« zwischen lokalen/relativen und globalen/absoluten Optimum
unterscheiden
(zur Erinnerung globales Minimum f(x*)<f(x) fur alle xeW,
lokales Minimum f(x*)<f(x) fur alle xeN_(x*)
mit N_(x*) = {x | xeW und ||x-x*||<e} fiur ¢>0)
o Hoffung auf ,,generelle Methode* (angesichts der Vielfalt
nichtlinearer Funktionen) offensichtlich maRig
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Ziele des Abschnitts kdnnen deshalb nur sein
« genereller Uberblick

o flr die Losung hilfreiche Strukturen herausarbeiten und damit
eine Klassifizierung von Problemen ermdglichen

* robuste Methoden, die flr grofiere Problemklassen anwendbar
sind

Gliederung

7.1  Grundbegriffe und Optimalitatsbedingungen
7.2 Konvexe Optimierung

7.3 Verfahren fur unrestringierte Probleme

7.4  Verfahren fr restringierte Probleme
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7.1 Grundbegriffe und Optimalitatsbedingungen

Zur Erinnerung Vorgehen des Simplexverfahrens:

Simplex bewegte sich von zuléssigem Punkt (Ecke)

 (ber zulassige Punkte (entlang einer Kante)

* in Z-verbessernder Richtung (Z=f(x) monoton fallend)

 zu zulassigem Punkt (Ecke)

Wir versuchen die Idee zu tbertragen, bendtigen Festlegungen:

o ,Uber zuldssige Punkte®, ,,in Z-verbessernder Richtung®, u.a.m.

o seixeW, seR", &8 >0: falls (x+ 8s) eW V 0 <5 <6
dann ist s zuldssige Richtung

e X Im Innern von W: alle selR" zul&ssig
« x auf Rand von W: nicht alle seR" zul&ssig

.
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Es wurde gefordert f(x) partiell differenzierbar nach x (eR")
e g(x) :=grad f(x) :=(0f(x)/OXy, ... , OF(X)/OX)T
e g(x) ist Gradient von f in x, weist in Richtung des stérksten Anstiegs von f (x)

o f(X)=Z -> g(x) orthogonal zu Hyperflache f(x)=Z
-> -g (x) ist Richtung groiter Verbesserung (Verkleinerung) von f
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S(x):={s | s zulassige Richtung in x}
Menge aller in x zuldssigen Richtungen

Satz 7.1 (Verbessernde Richtungen)

Sei f(x) stetig differenzierbar und x, seR", sTg(x)<0
(impliziert sT(-g(x))>0) => 3 6">0: f(x+5s)< f(X) V 0 <8< 0".

Beweisskizze: f(x)=2
Wenn s'g(x)<0, dann bilden s und

g(x) stumpfen Winkel, s und —g(x) 9(x) X -9(X)
spitzen Winkel \ s

Fortschreiten im spitzen Winkel zu —g(X)
verkleinert Wert der Zielfunktion
xeW, seS(X) => zulassiges, verbesserndes VVoranschreiten
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Satz 7.2 (Notwendige Optimalitatsbedingungen)
Sei f(x) stetig differenzierbar, x lokaler Minimalpunkt von f(x) auf W

=> sTg(x) >0 Vs e S(xX) (1)
Fir einen inneren Punkt xeW ist (1) nur zu erfillen,
falls g(x)=0 (2).

Einen Punkt, der (1) erfallt,
nennt man stationaren Punkt von f(x) auf W.
FUr unrestringierte Probleme ist nattrlich (2) bedeutsam!

Erinnerung an den eindimensionalen Fall:
».Kurvendiskussion®: y = f(x)
o Falls f auf & definiert, sind alle Punkte x aus [k innere Punkte.
 Bedingungen fir lokale Minimalstelle

 notwendig: f'(x)=0

* hinreichend: f'(X)=0 und f""(x) >0
hier Erweiterung fur n>1
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 Fur zweimal partiell differenzierbare Funktionen f(x) heif3t die
(symmetrische) Matrix der zweiten partiellen Ableitungen Hesse-

Matrix

([ 5% f
OX.

o f

\ OX,0%,

o%f )

OX, OX,

0 f
OX?>

n

y

und H(x) heil3t Hesse-
Matrix am Punkt X

Es wir im Folgenden auf positive Definitheit/Semidefinitheit
ankommen

Daher zur Erinnerung
 Eine symmetrische n x n Matrix A heif3t

e positiv semidefinit wenn V xelR", x20: XTAx >0
vV xelR", x£0: xTAx>0

e positiv definit wenn
(xT A x ) heilst guadratische Form
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Beispiel:

XAX' = (X,, XZ)(l—l_BGz) = (X, - X, "X, + XZ)GZ)

= (X - X, )%, + (=X +X,)%, = (X, -X,)°  =0furx=0

Algorithmus um zu testen, ob symmetrische Matrix A<R"™" positiv
definit/semidefinit:
e A lasst sich als Produkt A = LR zweier Dreiecksmatrizen L, R

darstellen
(Berechnung von L und R, z.B. mittels Gau3-Algorithmus)

1 0 . O I, I,
|l 1 0 0 rR_| 0 I ;
Inl In n-1 1 0 0 rnn

Da A symmetrisch gilt ferner R = DLT fiir eine Diagonalmatrix D
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AusA=LR=LDL"T folgt xTAx=xT"LDLTx
bzw. mit y:= LTx auch z=xTAx=yTDy mitz, =X d.y?
=> A genau dann positiv definit, wenn alle d;;>0

positiv semidefinit, wenn alle d;;>0
Folgender Satz (hier ohne Beweis) liefert Optimalitatsbedingungen

far unrestringierte Probleme.
FUr restringierte Probleme zusatzliche Probleme durch die Grenzen

des zuldssigen Bereichs

Satz 7.3 (Hinreichende Optimalitatsbedingung)

Sel f(x) zweimal stetig differenzierbar und x innerer Punkt von
W, g(x)=0 und H(x) positiv definit

=> x Ist lokaler Minimalpunkt von f(x) auf W.

Falls H(X) nur positiv semidefinit, so ist dies nur eine notwendige
Bedingung
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Nach Satz 7.2 ist sTg(x) > 0 fiir alle s € S(x) eine notwendige
Optimalitatsbedingung, die

e sich fur unrestringierte Probleme auf g(x)=0 reduziert

o fUr restringierte Probleme (wo Optimalpunkte auf dem Rand von W
liegen konnen) praktisch schlecht handhaben lasst
(wegen der Schwierigkeit der expliziten Notierung von S(x))

Abhilfe: Methode der Lagrange schen Multiplikatoren

* Integration der Nebenbedingungen in die Zielfunktion

e Optimierung des unrestringierten Problems

Anmerkung: funktioniert auch bei Nebenbedingungsgleichungen
durch Umformung auf Ungleichungen

Fur Optimierungsproblem min f(x) udN h,(x)<0 (i=1,...,m)
 werden Lagrange-Multiplikatoren u; (1=1,...,m) eingefthrt und
Lagrange-Funktion L: R™*™ —R definiert durch
L(x,u) = f(X) + Ziy p Uihi(x) = £(x) + u"h(x)
mit h(x) = (h,(x),...,h,,(X))"und u = (uy,...,u))’
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Ein Punkt (x*<R",u*<Rk,™) heildt Sattelpunkt von L, wenn
L(x*,u) <L(x*u*) <L(x,u*) fr alle x eR", ueR,™

Satz 7.4 (Sattelpunkte und Optimalitat)
Ist (x*, u*) ein Sattelpunkt von L, so ist x* eine optimale L6sung des
Optimierungsproblems min f(x) und h;(x)<0 (i = 1,...,m).

Beweis:
f(x*) + uTh(x*) = L(x*,u) < L(x*,u*) = f(x*) + u*Th(x*)
o damit gilt u™h(x*) < u*Th(x*) fur alle ueR,m
o flr h(x*)>0 und u>u* nicht erftllbar
damit h(x*) <0 = x* zulassig fur das Optimierungsproblem
 u=0 inobiger Ungleichung bedingt 0 < u*Th(x*)
Zusammen mit der zweiten Sattelpunktbedingung
f(x*) + u*Th(x*) = L(x*,u*) < L(x,u*) = f(x) + u*Th(x)
folgt fir alle xeR": f(x*) < f(x)+u*Th(x)
Da u=>0 und flr zuléssige x: h(x)<0 folgt f(x*) < f(x) (x* ist optimal)

Umkehrung gilt nur fur einige Problemklassen!
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7.2 Konvexe Optimierung

Satz 7.3 legte Bedingungen fir lokale Minimalpunkte fest.

 Bel linearen Optimierungsproblemen waren
lokale Minimalpunkte gleichzeitig auch globale Minimalpunkte

Kann nicht allgemein gelten,
aber maglicherweise Uber lineare Zielfunktionen hinaus ?

Zur Erinnerung:

 Menge KcR" heil3t konvex, wenn fir alle x,y € K und 0<A<1
AX+H(1-L)y eK gilt

« Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex

o Sel KcR" konvex, eine Funktion f: K—R heifdt konvex,
wenn fur alle x, y € K und 0<A<1 gilt, dass
f(AXx+(1-1)y) < Af(x)+(1-A)f(y)

analog zu definieren:
streng konvex fir <, konkav flr >, streng konkav fur >

 Lineare Funktionen sind konkav und konvex (aber nicht streng)
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Flr K=R: streng konvexe Funktionen ,,hdangen nach unten durch*
RN

NOTEN) AN G—

fOXx+(1-1)y)

X dx+(1-L)y y
Der folgende Satz folgt aus der Definition von Konvexitat

Satz 7.5 (Eigenschaften konvexer Funktionen)

Seien K — " konvexe Menge, f und f,...,f.: K >k konvexe
Funktionen und a.eR, dann

» sind alle nichtnegativeen Linearkombinationen der f; konvexe
Funktionen auf K und

» die Mengen {xeK|f(x) <o} (abgeschlossen) und
{xeK | f(x) < a} (offen) sind konvexe Mengen
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Es gibt diverse nltzliche Kriterien zur Feststellung der Konvexitat
einer Funktion, so gelten folgende Satze
(hier ohne Bewels vorgestellt):

Satz 7.6 (Konvexitatskriterium 1)

Sel KcR" eine konvexe Menge mit inneren Punkten und f :K — R
zweimal stetig differenzierbar, dann gilt

f ist genau dann konvex (streng konvex) auf K, wenn die Hesse-
Matrix H(x) flr alle xeK positiv semidefinit (positiv definit) ist.

Satz 7.7 (Konvexitatskriterium I1) Veranschaulichung (von Satz 7.7)
Sei K c " konvexe Menge, f : KR t
stetig differenzierbar, dann gilt

f ist genau dann konvex auf K, wenn | f(x)

fur alle x, yeK: _— Z
f(x) = f(y) + (x - y)'grad f(y) ’
(f streng konvex bei ,,>* statt ,, >“).

X y

)+ - YF )
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Konvexes Optimierungsproblem mit
« konvexer Zielfunktion f(x)
 konvexen Nebenbedingungen h;(x)<0 (i=1,...,m)
und damit konvexer Lésungsmenge
(Durchschnitt von konvexen Mengen ist konvex siehe Folie 22)

Satz 7.8 (Hauptsatz der konvexen Optimierung)

Sel W™ konvexe (Ldsungs-)Menge, W=0, f:W—R konvexe
Zielfunktion, dann ist

1. die Menge W* aller globalen Minimalpunkte von f auf W
konvex,

2. jeder lokale Minimalpunkt von f auf W auch globaler
Minimalpunkt

Bewelis:
zu 1.: Sei x* globaler Minimalpunkt mit Minimum Z*:=f(x*)
nach Satz 7.5 ist die Menge {xeW/|f(x)<Z*} konvex
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Bewels (Fortsetzung)
zu 2.: Sei X" lokaler Minimalpunkt mit Minimum Z":= f(X")

Annahme: 3x: f(xX)<Z" (= X nicht globaler Minimalpunkt)

fist konvex d.h. fir O<A<1 gilt

f(X'+ A(X-X")) = f(Ax+(1-1)X") < A f(x) + (1-1) f(x7) < f(X")
da AX+(1-L)X = X +A(X-X")

= In e-Umgebung von X" finden sich x* mit f(x*) < f(x")
(damit kann x‘ kein lokales Minimum sein!)

Insbesondere werden
 die notwendigen Bedingungen fur lokalen Minimalpunkt aus Satz

7.2, namlich sTg(x) > 0 fur alle s € S(x) und g(x) = 0 fir innere
Punkte von W, flr konvexe Optimierungsprobleme zu
hinreichenden Bedingungen flr globalen Minimalpunkt
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Satz 7.9 (Hinreichende Optimalitatsbedingung der konv. Opt.)

Sel WcR" konvexe (Losungs-)Menge, f: W —R konvexe, stetig
differenzierbare (Ziel-)Funktion und x*eW.

Gelte sTg(x*) > 0 fir alle s € S(x*) falls x* kein innerer Punkt und
g(x*) =0 falls x* ein innerer Punkt ist

= X* ist globaler Minimalpunkt von f auf W

Bewels:

e X#X*, XeW
W konvex damit Verbindungsstrecke x* nach x in W

o X-X* € S(Xx*) (ist zulassige Richtung)
e firalles e S(x*): AxeWundo>0: 65 =X-X*

e damit gilt auch fir alle x € W: (X-x*)T g(x) >0

e Satz 7.7 liefert dann f(x) > f(x*)+(x-x*)"g(x) > f(x*)

fur alle x € S(x*)

damit ist x* Minimalpunkt
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Umkehrung von Satz 7.4 fir konvexe Probleme:
Formulierung der sog. Slater-Bedingung:

31 x € R, so dass fur alle nichtlinearen Nebenbedingungen h;(x)<0 gilt

(bei ausschliel3lich nichtlinearen Nebenbedingungen impliziert
Slater-Bedingung, dass W innere Punkte enthalt)

Satz 7.10 (von Kuhn/Tucker)
Sel Im Rahmen eines konvexen Optimierungsproblems die Slater-
Bedingung erflllt. Dann gilt:
x* iIst optimale LAsung des Optimierungsproblems
S
Lagrange-Funktion L(X,u) besitzt Sattelpunkt (x*,u*) mit u*>0.

Globale Sattelpunkteigenschaft ist schlecht explizit nachprufbar!
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Fur (hier gegebene) differenzierbare, konvexe Funktionen f und h
kann die globale Sattelpunktbedingung durch aquivalente lokale
Bedingungen ersetzt werden:

Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT-Bedingunen)

o stetig differenzierbare, konvexe, f, h; (i=1,...,m)

o Slaterbedingung erfullt

Dann ist x* eine optimale Ldsung falls

grad f(x*)+> " u*, grad h,(x*) =0

u* h (x*)=0 1=1,..,m

h.(x*)<0 i1=1,..m
u*>0
KKT-Bedingungen
« lassen sich flr spezifische (Unter-)Klassen weiter konkretisieren
50 z.B. (breit untersucht) fur quadratische Optimierungsprobleme
d.h. quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen
(W ist konvexes Polyeder)
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7.3 Verfahren flr unrestringierte Probleme

Zur Klarung des VVorgehens betrachten wir zuerst

eindimensionale Optimierungsprobleme

mit f: W—R wobel W = oder R, oder [a,b] R

o einfachste Optimierungsaufgabe mit eigenem Interesse

e Tellproblem in héherdimensionalen Optimierungsaufgaben
(wird in komplexeren Losungsverfahren als ein Losungsschritt
verwendet)

Problem besitzt genau eine optimale Lésung, wenn f im zuldssigen
Bereich unimodal ist

(d.h. Ix*<]a,b]: f streng monoton fallend auf [a,x*]
f streng monoton steigend auf [x*,b])

Es gilt: f streng konvex = unimodal (aber nicht die Umkehrung)
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Einfache Losungsverfahren (,,ableitungsfrei®)

* nutzen nur Funktionswerte
 verkleinern ,,Suchintervall“ schrittweise

Typisch: 2 ,Stltzstellen®, x;, X, mita < x;<X,<b
o falls f(x,) <f(x,) rekursiv weiter mit [a,x],
o falls f(x,) > f(x,) rekursiv weiter mit [X,,b]

e Teilung z.B. ,,goldener Schnitt* mit =(\5-1)/2 ~ 0,618 wg
1/6= 8/(1- 8) also 6%=1- &
Aufteilung x,=a+(1- 8)(b-a) und x,=a+ o(b-a)
Mittelwert aus Intervall als Schatzwert
durch Wahl der Punkte wir sichergestellt, dass pro Teilung des
Intervalls nur eine Funktionsauswertung erfolgen muss
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Beispiel x* liege im Intervall [x,,b] also f(x,)>f(x,)
Dann gilt:

X3 = Xy + (1-8)(b-x;) = b - 5(b-x,)
da x, = b - 3(b-a) gilt X, = b — 8%(b-a) = b — (1-6)(b-a) = x,

X4 = X+ 8(0-Xy)
=nur f(x,) ist neu zu berechnen

Approximation des Optimums durch Mittelpunkt des letzten Intervalls

—> obere Schranke fur den maximalen Fehler nach k Iterationen
dk(b-a)/2 = (b-a)/(2d¥) mitd = 1/8 ~ 1.618

(1-8)(b-a) 6(b-a)
A N
- N N
é ® @ o ®
X1 X,=X5 X, b
S—_ _
—
o(b-a)
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Aufwandige (i.d.R. bessere) Losungsverfahren
* nutzen Funktionswerte + Werte 1. (und hoherer) Ableitungen
 konstruieren Folge von (hoffentlich) konvergierenden Punkten

Wir beginnen mit dem Newton Verfahren, ...

Newton-Verfahren:
Annahme: f sei zweimal stetig differenzierbar

« Minimalpunkt x*<(a,b) und Naherungspunkt x' e(a,b); i=0,1,2,...
 VVorbereitung durch ,,einfaches* Verfahren zur
Intervallbestimmung,
» Grenzpunkte a, b sind separat zu prifen

o Ziel: Bestimmung x*: f'(x*)=0 d.h. Nullstelle von
(falls f streng konvex: notwendig und hinreichend fur globale
Minimalstelle, ansonsten evtl. zweite Ableitung prifen)
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Vorgang: Berechnung f"(x"), " (x'),

e Linearisierung der Ableitungsfunktion f* in x'

 Bestimmung der Tangentennullstelle zu x*1:= xi- £ (x)/f" (X'
Newton verwendet quadratische (parabolische) Approximation von f

—> bel quadratischem f ist f* linear und
Optimalstelle wird in einem Schritt gefunden

Konvergenz bei beliebigem Startpunkt x° nicht gesichert,
fehlende Konvergenz an x; Werten auf3erhalb [a,b] erkennbar
(analytische Bedingungen fiir gesichertes x° kompliziert)

bei der praktischen Anwendung Voranalyse mittels der Methode des
Goldenen Schnittes, um ,,nicht zu grofRes* Intervall [a,b] zu
ermitteln, in dem x* liegt

bel Divergenz des Newton-Verfahrens, Intervall [a,b] verkleinern
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y " (x) Ilustration
Newton Verfahren

v

X
X3 X3 X1 b
 sind f',f" nicht analytisch bekannt, kann mit numerischen

Naherungen auf Basis der Funktionswerte ,,benachbarter* Punkte
gearbeitet werden

d.h. ersetze Differentenquotienten durch

f(x)—f(x—h) und £ "(x) :f'(x)—f'(x—h) _ f(x)—f(x—2h)
h

f'(x) =~
(X) - -
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Allgemeine unrestringierte Optimierungsprobleme im R"
sind generell iterativ:

also Berechnung x° -> x1...-> x' -> ...
mit zulassigen x1, X2, ..., x' e W c R",
I.d.R. inhdrent nicht abbrechend = Naherungsldsungen
Hoffnung auf Konvergenz zu optimalem Punkt x*:
sTg(x*) >0 Vs e S(x¥)
bzw  g(x*) = 0 im unrestringierten Fall mit W=R"
bel nichtkonvexem Problem lediglich stationérer Punkt,
nicht notwendig Extrempunkt / optimaler Punkt erreicht
bezeichne LM die Lésungsmenge (stationare Punkte)
LM:={x* eW |sTg(x*) >0V s e S(x*)}
bzw LM:={ x* eM | g(x*) = 0}
Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit im konkreten Fall zu
prufen!
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Allgemeine Form min f(x) udN xeR":
f sel mindestens einmal stetig differenzierbar
LM:={ x* € R"| g(x*) =0}
Behandlungsmaoglichkeit mittels Abstiegsverfahren
o Initialisierung: wahle x° eR", i:=0
e |teration Uber
« Abbruchprtfung:
berechne g':=g(x"), terminiere falls g'=0 (bzw ||g'||<€)
 Abstiegsrichtung, Suchrichtung:
bestimme s' € R" mit (s")7g'< 0
o Schrittwelte:
berechne d'> 0 : f(x'+ d's') < f(x")
optimale Schrittweite ist eindimensionales Subproblem
e Fortschritt x"*1:=x' + dis'; i:=i+1
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Konkrete Verfahren unterscheiden sich durch die Wahl der
Abstiegsrichtung und der Schrittweite
» Kilassisches Gradientenverfahren, Verfahren des steilsten Abstiegs:
s':=-g'  (oft langsame Konvergenz)
 1.d.R. konvergiert mehrdimensionales Newtonverfahren schneller:
zusatzlich bendtigt: zweite Ableitungen
= Forderung f mindestens 2-mal stetig differenzierbar
« Notation: H' := H(x") Hesse-Matrix
« Hi positiv definit (Satz 7.3)
= fist in Umgebung von x! streng konvex
Standard Newton setzts' :=- (H)1g' undd':=1
so dass x*1 := x! - (H)1 g
e Anmerkungen
 d':=1 i.a. nicht optimal, sollte optimiert werden!
« H' muss nicht explizit invertiert werden, da
Hi xitl = Hi xi — gi = Hi xi*l = pi
x*1 als Losung eines linearen Gleichungssystems
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Nachteile des Newtonverfahrens: hoher Rechenaufwand
e Hesse-Matrix bestimmen
e lineares Gleichungssystem l6sen

abgemildert in vereinfachtem Newton Verfahren,
 welches H' flir einige Schritte i, i+1, ... verwendet
(verringert Aufwand aber reduziert Konvergenzgeschwindigkeit)

weitere Verfahren
* ,zwischen® Gradientenverfahren (schlechte Konvergenz)
» und Newtonverfahren (hoher Aufwand)

z.B. Verfahren der konjugierten Gradienten
 bzgl Aufwand:
Verfahren mit konj. Gradienten < Newton
 bzgl Gute der Konvergenz:
Gradientenverfahren < Verfahren mit konj. Gradienten
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Was kdnnen wir von den vorgestellten Verfahren erwarten?

f(Xh

« Wenn uberhaupt, nur lokale Konvergenz

« Unterschiedliche Startpunkte fiihren zu unterschiedlichen
Minima, Sattelpunkten oder vielleicht auch zu Divergenz

» Heuristisches Vorgehen: Starten des Verfahrens an
unterschiedlichen Punkten und Vergleich der Resultate
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7.4 Verfahren fr restringierte Probleme

min f(x) udN xe WcR"wobel W= und f stetig differenzierbar

Menge der stationdren Punkte
LM:={x* eW |sTg(x*) >0V s e S(x*) }

und falls f und W konvex = x* globaler Minimalpunkt (Satz 7.9)
Im allgemeinen Fall sind keine globalen Aussagen maoglich

Ein robustes Verfahren fir (fast) alle Problemklassen existiert nicht!

Praktisch eingesetzt werden folgende Verfahren(sklassen):
» Verfahren zulassiger Richtungen

* Verfahren der Straffunktionen (Barrierefunktionen)
 Schnittebenenverfahren

« Karush-Kuhn-Tucker-Verfahren
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Verfahren zulassiger Richtungen
« Erweiterung des VVorgehens flr unrestringierte Probleme
(siehe Folie 27)
o Anwendung i. w. flr lineare Restriktionen Ax<b und beRk™
e Initialisierung: wahle x° eW, i:=0
e |teration Uber
 Abstiegsrichtung:
bestimme s' € R" mit (s)7g'< 0
falls erfolglos: Abbruch
e Schrittweite:
berechne d'> 0 : f(x'+ d's') < f(x")
mit optimaler Schrittwelte, aber unter Beachtung Restriktionen
d.h. x'+ds' e W
e Fortschritt x"*1:=x' + dis'; i:=i+1
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Iterationspunkt x' eW gilt fiir eine Ausgangslésung
e sei I' Menge der Indizes ke{1,...,m}, so dass
1,0 X} = & X = by |
o falls I' 2, liegt x' auf den Hyperebenen H, (k € I'), die durch
a,"x' gegeben sind (a, ist orthogonal zu H, ,,nach aulRen®)
H, (k € I') heilen aktive Hyperebenen

e falls I' =, so ist ein Punkt im Inneren von W

« Bedingungen
Fortschrittsrichtung s

X2 f(x) = const _ _
steigend o Im stumpfen Winkel zu
a,, kel' ,,zuléssig”,
H; i (a)T(xi+8s)<b,
S e iIm spitzen Winkel zu -g
W »Zlelfunktionswert
besser / kleiner*
X1
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Bedingungen formal
o stumpfe, duBerstenfalls rechte Winkel: (a,)’s'<0 firk e I
e spitzer Winkel: (-g")Ts' >0 = (g"7s' <0
Verschiedene Regeln zur Wahl von s
* Rosen-Verfahren
* berechnet s' als Projektion von g' auf n(H,; k ') fur I' #&2
e verwendet -g' als &' fur I' =
in beiden Fallen ist ||s']| < & (Nullvektor) Abbruchbedingung
(stationarer Punkt erreicht)
 Zusétzlich zu beachten:
e Schrittweite ,,d"“ so dass W nicht verlassen wird,
wegen linearer Nebenbedingungen leicht formalisierbar,
u.U. zu optimieren (eindimensionale Optimierung)
e Begrenzung Schrittweite fuhrt implizit auch zur Entdeckung
»,unbegrenzten Problems*

© Peter Buchholz 2006 Modellgestutzte Analyse und Optimierung 34
Kap. 7 Nichtlineare Optimierung



Verfahren der Straffunktionen (Barrierefunktionen)
Optimierungsproblem min f(x) udN h;(x) <0 (i=1,...,m)

* Restringiertes Optimierungsproblem durch unrestringiertes
Optimierungsproblem approximiert derart dass

1. Verlassen des zuléssigen Bereichs mit ,,Strafkosten* belastet
Veranderung von f(x) aulRerhalb von W oder

2. Rand des zulassigen Bereichs in ,,Barriere* verwandelt
Veranderung f(x) bel Annaherung an Rand W

Skizze Straffunktionen
Urspriingliches Problem min f(x) udN hi(x) <0 (i=1,...,m)
wird ersetzt durch min f*(X) udN xeR"
wobel f*(x) :=f(x)+p(x) mit p(x)=0 falls xe W, p(x)>0 sonst
verschiedene Straffunktionen, oft verwendet z.B. :
e p(X):=h*(X)T h*(x) mit h*;(x) := max(0,h;(x))
Idee i.d.R. verfeinert in Form f*(x) := f(x) + 1l p(X) (j Iterationsindex)
mit 1 >0, VergroBerung der rl im Iterationsverlauf
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Skizze Barrierefunktionen
Voraussetzung: W besitzt innere Punkte W° ¢ W

 Barrierefunktionen b: W°—R besitzen folgende Eigenschaften
* b stetig auf W°
* b(X) —> oo bel Annaherung von x an den Rand von W

e verschiedene Barrierefunktionen

 im Falle von Nebenbedingungen h;(x)<0
(Rand also nicht erlaubt) oft verwendet
b,(X):= -2 In(-h;(x)) und b,(x):=-Z 1/h;(x)
folgende Behandlung wie unrestringiertes Problem:
e Minimierung der Ersatzfunktion
f(x) := f(x) + 1/r b(X)
mit r1 >0, VergroRerung der r im Iterationsverlauf
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Schnittebenenverfahren

Vorrangig bel nichtlinearen Restriktionen eingesetzt
Zunachst lineare Zielfunktion

wobei W nichtleer, kompakt, konvex,
aber kein Polytop (sonst wére der Fall ja bereits bekannt)
,um W* wird ein konvexes Polytop P,oW gelegt
Optimierung (z.B. mittels Simplex) dann auf P, statt W liefert
Ldsung x?
falls x! € W = x! ist optimale LOsung
falls xt ¢ W
* bestimme Hyperebene H,, welche P, beschneidet,
e S0 dass konvexes Polytop P, mit P2:> P1:> W und x1¢P, entsteht

und so fort ..
<>
P
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Verschiedene Verfahren zur Konstruktion der Schnittebenen sind
Im Gebrauch

Eigentlich doch auch bei nichtlinearer Zielfunktion eingesetzt ???

Anmerkung:
* Die bisher angenommene Linearitat von f ist nicht wesentlich!
o Wir betrachten min f(x) udN xeW
wobeli f nichtlinear, konvex und W nichtleer, kompakt, konvex
e Einflhrung zusatzlicher Variabler X+1 € B und
e zusatzlicher Nebenbedingung f(x) - X,,; <0
Betrachte Optimierungsproblem
min X, UdN xeW und f(x) - x,,; <0
mit linearer Zielfunktion
e X* iIst genau dann optimale LOsung des Ursprungsproblems,

e wenn (x*,x*,,,) Losung des Ersatzproblems ist,
e wobel x*,,=f(x*)
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Karush-Kuhn-Tucker-Verfahren
Analytische Verfolgung der KKT-Bedingungen (siehe Folie 19)

(hinreichend fur Optimalitat)
o flr konkrete Problemklassen(z.B. flr quadratische Zielfunktion)

ggf. einfache behandelbare Ersatzprobleme
(z.B. mit Methoden der linearen Optimierung)

An diesem Punkt wollen wir jedoch die Betrachtung nichtlinearer
Optimierungsprobleme beenden!

Ausblick:
e Es sind noch viele interessante Resultate bekannt:

Lagrange Dualitat, Separable Optimierung, Quotientenoptimierung,
konkave Optimierung, B&B-Verfahren, Deflations- und Tunnel-
Techniken, nichtdeterministische Verfahren ....

Im praktischen Einsatz mehrere Methoden ,,ausprobieren®,
unterschiedliche Startpunkte wahlen ... (viel Heuristik!)
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