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Kapitel 2Modellierung und Analyse diskreterSystemeAls zentrale Modellklasse werden in der Vorlesung diskrete Systeme betra
htet. Also sol
he Syste-me, die zu diskreten Zeitpunkten ihren Zustand ändern. In den meisten Fällen wird das Verhaltender Systeme teilweise dur
h Zufallsvariablen bes
hrieben. Dies bedeutet, dass Zufallsvariablen fest-legen, wie viel Zeit zwis
hen zwei Ereignissen vergeht und wel
he Ents
heidung aus einer Mengevon mögli
hen Ents
heidungen getro�en wird. Diese Modelle werden per Simulation analysiert.Dabei wird das dynamis
he Verhalten na
hgebildet und beoba
htet. Dazu muss der Modellzu-stand im Programm dargestellt werden, die auftretenden Ereignisse müssen zeitgere
ht ausgeführtwerden und das Modell muss beoba
htet werden, um auf diese Weise zu Resultaten zu gelangen.Als Alternative zur Simulation steht für eine einges
hränkte Modellklasse diskreter Systeme dieanalytis
he Bere
hnung zur Verfügung. Eine kurze Einführung in die analytis
he Bere
hnung vonLeistungsgröÿen wird in Kapitel 3 gegeben.Es gibt zahlrei
he Lehrbü
her zum Thema diskrete Simulation mit re
ht unters
hiedli
henS
hwerpunktsetzungen. Allerdings existiert momentan kein aktuelles deuts
hspra
higes Bu
h, wel-
hes die hier behandelte Thematik abde
kt. Das Kapitel beruht auf einzelnen Kapitel der englis
h-spra
higen Lehrbü
her [11℄ und [5℄. Beide Bü
her liefern eine re
ht vollständige Darstellung derThematik, die dur
h einige spezi�s
he Informationen über spezielle Werkzeuge und Methoden er-gänzt wird. Ein weiteres Lehrbu
h über diskrete Simulation, wel
hes Simulation auf Basis des inden Übungen verwendeten Tools Arena einführt ist [9℄. Ebenfalls zu empfehlen ist ein Bli
k in dieauf der Winter Simulation Conferen
e präsentierten Arbeiten [3℄. Neben aktuellen Fors
hungsar-beiten sind dort au
h zahlrei
he Tutorien zur Einführung verfügbar.Das folgende Kapitel gibt eine Einführung in das Gebiet der diskreten Simulation. Die da-bei verwendeten Methoden sind der Informatik, der Statistik und den Anwendungswissens
haf-ten zuzuordnen. Die ersten beiden Abs
hnitte bes
häftigen si
h mit den programmte
hnis
henVoraussetzungen zur Realisierung von Simulatoren und sind damit der Informatik zuzuordnen.Die dann folgenden Abs
hnitte 2.3 bis 2.5 betra
hten die Einbeziehung von Zufall in Simulati-onsmodelle. Dazu sind Methoden aus der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und Statistik notwendig.Daran ans
hlieÿend wird ein kurzer Überbli
k über Simulationssoftware gegeben und es werdendie Grenzen der Simulation aufgezeigt. Die dabei betra
hteten Methoden sind der Informatik unddem jeweiligen Anwendungsgebiet zuzure
hnen. Der letzte Abs
hnitt des Kapitels stellt Ansätzezur Modellvalidierung vor. Die dabei verwendete Methodik stammt aus der Informatik und derStatistik.2.1 Konzepte ereignisdiskreter SimulationWir wollen in diesem Abs
hnitt damit beginnen den grundsätzli
hen Ablauf diskreter Simulationkennen zu lernen. Diese Grundlagen sind in [5, Kap. 3℄ und [11, Kap. 2.1, 2.2℄ sowie in vielen24
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hern über Simulation zu �nden.Wie bereits herausgearbeitet, soll mittels Simulation der dynamis
he Ablauf in einem rea-len System na
hgebildet werden. Da ereignisdiskrete Systeme untersu
ht werden, ändert si
h derZustand jeweils zu Ereigniszeitpunkten. Dies bedeutet, dass
• der Systemzustand bekannt sein muss und
• der Zeitpunkt und die Auswirkungen der nä
hsten Zustandsänderung ebenfalls bekannt seinmüssen.Statis
he Struktur eines SimulatorsDer Zustand des Simulators ist dur
h die Werte der Variablen im Programm gegeben. Die nä
hsteZustandsänderung erfolgt dur
h ein Programmsegment, auf das der Programmzeiger zeigt. Damitwird der Zustand des Realsystems im Simulator dur
h eine entspre
hende Datenstruktur reprä-sentiert, die für relevante Zustandsmerkmale Variablen enthält. Man spri
ht von der statis
henStruktur des Modells. Die Abbildung vom realen System erfolgt na
h dem in der Informatik üb-li
hen Vorgehen. Das reale System wird zuerst in einem Gedankenmodell strukturiert. Dadur
hentstehen Objekte mit Attributen, die jeweils in Zustandsvariablen erfasst werden. Die Strukturdes Gedankenmodells dient zur Strukturierung der Zustandsvariablen in entspre
henden Daten-strukturen. Das Ergebnis dieses Prozesses ist dann eine minimale Simulator-Datenstruktur.Dynamis
he Struktur eines SimulatorsZustandsänderungen im Simulator erfolgen bei Werteänderungen der Zustandsvariablen. Dies be-deutet, dass neue Werte zugewiesen werden müssen, was nur innerhalb des Simulationsprogrammsdur
h dir Ausführung von Simulator-Code ges
hehen kann. Damit muss zu jedem Ereigniszeit-punkt ein Stü
k Simulator-Code abgearbeitet werden und in diesem Code-Segment müssen dieAuswirkungen des Ereignisses auf den Systemzustand realisiert sein. Um das Vorgehen zu struk-turieren werden im Simulator Ereignistypen festgelegt. Ein Ereignistyp ist dur
h eine Menge vonZustandsänderungen, d.h. Wertzuweisungen an Variablen 
harakterisiert. Zu jedem Ereignistypgibt es eine Ereignisroutine, die die Zustandsänderungen dur
h den zugehörigen Ereignistyp imProgramm umsetzt.Um die Simulation dur
hzuführen fehlt damit nur no
h ein Me
hanismus zur zeitgere
htenAusführung der Ereignisse. Dieser Aspekt soll nun etwas genauer bes
hrieben werden. Wenn manden Zeitablauf im Modell betra
htet, so fällt auf, dass die Abarbeitung von Ereignisroutinen Zeitbenötigt, da Code ausgeführt wird. Aus Si
ht des Modells sind Ereignisse dagegen atomar und�nden in Nullzeit zu einem Zeitpunkt statt. Andererseits vergeht im Modell und damit au
h inder modellierten Realität Zeit zwis
hen zwei Ereignissen. Wenn zum Zeit t ein Ereignis und zumZeitpunkt t+∆ das nä
hste Ereignis ausgeführt wird, so vergeht die Zeit ∆. Im Simulator wird indiesem Fall das erste Ereignis ausgeführt und na
h Abarbeitung der zugehörigen Ereignisroutinedie Ereignisroutine für das nä
hste Ereignis aufgerufen. Dies bedeutet, dass unabhängig von derGröÿe von ∆ praktis
he keine Zeit zwis
hen den Ereignissen vergeht. Wir werden uns diesemPhänomen der unters
hiedli
hen Zeiten in Simulationsmodellen später no
h etwas genauer widmen.Ein einfa
hes BeispielAn Hand eines einfa
hen Beispiels soll zuerst der grundsätzli
h Ablauf einer Simulation nähererläutert werden. Wir betra
hten als Beispiel einen S
halter an dem Bedienungen statt�nden. Esexistiert genau ein Bediener, der zu einem Zeitpunkt genau einen Kunden bedienen kann. Solan-ge Kunden vorhanden sind, bedient der Bediener sie ohne Unterbre
hung. Kunden betreten dasSystem (d.h. kommen am S
halter an) und verlangen na
h Bedienung. Falls der S
halter belegtist, so warten die Kunden in einem Warteraum. Wir nehmen an, dass der Warteraum eine poten-ziell unendli
he Kapazität hat und das Kunden na
h der Strategie �rst 
ome �rst served (FCFS)
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Abbildung 2.1: Station in einem Wartes
hlangennetz.bedient werden. Na
h Beendigung der Bedienung verlassen die Kunde das System. Die Ankunfts-zeiten und die Bedienzeiten der Kunden seien bekannt. Sie können entweder aus Messungen aneinem realen System oder aus einer sto
hastis
hen Verteilung resultieren. Dieser Punkt soll unserst einmal ni
ht interessieren, da für den Ablauf der Simulation nur wi
htig ist, dass die Wertebekannt sind.Das bes
hriebene System stellt eine Station aus einem Wartes
hlangennetz dar. Wartes
hlan-gennetze sind eine weite verbreite Modellklasse zur Modellierung diskreter Systeme. Abbildung 2.1zeigt die graphis
he Darstellung unseres Beispiels. Die Darstellung ist so oder ähnli
h an vielenStellen zu �nden (siehe au
h Abb. 1.11 oder 1.12).Beginnen wir mit der statis
hen Struktur des Modells. Es gibt natürli
h unters
hiedli
he Mög-li
hkeiten den Systemzustand zu bes
hreiben. Je na
hdem, wel
he Details relevant sind, muss einemehr oder weniger komplexe Datenstruktur erzeugt werden. Wir wollen hier ein Minimalmodellbetra
hten, um die Abläufe zu verdeutli
hen. Deshalb benutzen wir nur die beiden folgendenVariablen zur Modellbes
hreibung:

• Die Anzahl der Kunden Q im Warteraum (als integer-Variable kodiert) und
• den Zustand des Bedieners B (der als Bools
he-Variable kodiert ist, 0 = frei, 1 = belegt).Zusätzli
h zu den beiden genannten Variablen gibt es eine Variable t, die in jeder Simulationvorhanden ist und die aktuelle Modellzeit beinhaltet. Wir nehmen an, dass die Simulation zumZeitpunkt t = 0 beginnt, der Zustand (d.h. die Werte von Q und B) zu diesem Zeitpunkt bekanntist und die Simulation bis zum Zeitpunkt T dauert. Q(t) und B(t) bes
hreiben den Zustand zumZeitpunkt t. Der initiale Zustand sei Q(0) = 0 und B(0) = 0.Die dynamis
he Struktur des Modells ist dur
h zwei Ereignisse 
harakterisiert, nämli
h dieAnkunft eines Kunden und das Bedienende eines Kunden.
• Bei der Ankunft eines Kunden:Wird B auf 1 gesetzt, falls der Wert 0 ist. Damit startet implizit die Bedienung. Falls Bbereits 1 ist, wird Q auf Q + 1 gesetzt.
• Bei einem Bedienende:Wird B auf 0 gesetzt, falls Q = 0 (d.h. kein Kunde wartet), ansonsten wird Q auf Q − 1gesetzt, womit implizit eine neue Bedienung startet.Es sollte bea
htet werden, dass dies nur eine Mögli
hkeit ist, Ereignisse zu de�nieren. Zusätzli
hzu den Ereignisroutinen muss no
h dafür gesorgt werden, dass Ereignisse zeitgere
ht ausgeführtwerden. Die zugehörigen Me
hanismen werden etwas später eingeführt. Weiterhin muss die Si-mulation das Modellverhalten beoba
htbar ma
hen, damit Aussagen über das Systemverhaltenmögli
h sind. Dies ges
hieht in der Regel dadur
h, dass Resultatgröÿen zur Auswertung de�niertwerden. Beispiele für Resultatgröÿen sind
• P , die Anzahl der Kunden, die ihre Bedienung im Intervall [0, T ] beendet haben
• Q̄ =

∫ T

0 Q(t)dt/T , die mittlere Population in der Wartes
hlange,
• Qmax = max0≤t≤T Q(t), die maximale Population in der Wartes
hlange,
• B̄ =

∫ T

0 B(t)dt/T , die mittlere Auslastung des Bedieners,
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henankunftszeit Bedienzeit1 0.4 0.4 2.02 1.6 1.2 0.73 2.1 0.5 0.24 3.8 1.7 1.15 4.0 0.2 3.76 5.6 1.6 1.57 5.8 0.2 0.48 7.2 1.4 1.1Tabelle 2.1: Ereigniszeiten für die Simulation im Zeitintervall [0, 10].

Abbildung 2.2: Ablauf der Beispielsimulation.
• V̄ =

∑P
p=1 Dp/P die mittlere Verweilzeit von Kunden, wobei Dp die Verweilzeit des p-tenKunden ist und

• TH = D/T , der Kundendur
hsatz.Diese Resultatgröÿen müssen während der Simulation bere
hnet werden. Immer dann, wenn si
hder Zustand ändert, also zu Ereigniszeitpunkten, müssen die Variablen zur Resultatbere
hnungmodi�ziert werden. Bei der na
hfolgenden detaillierten Bes
hreibung des Simulationsablaufs wirddie Resultatbere
hnung exemplaris
h für einige Gröÿen vorgestellt.Tabelle 2.1 beinhaltet die Ankunfts- und Bedienzeiten für einen Beispielablauf im Intervall
[0, 10]. Ankunftszeiten sind jeweils absolute Zeiten, während Zwis
henankunftszeiten und Bedien-zeiten Dauern bes
hreiben. Für einen beliebigen Kunden i gilt o�ensi
htli
h

• Bedienende i = Bedienanfang i + Bedienzeit i

• Bedienanfang i = max(Ankunftszeit i, Bedienende i − 1), wobei Bedienende 0 = 0 gilt.Die bes
hriebenen Ereignisse müssen in der Simulation zeitgere
ht ausgeführt werden. Ein zeit-gere
hter Ablauf erfordert, dass zu den angegebenen Ereigniszeitpunkten die zugehörige Ereig-nisroutine ausgeführt wird. Abbildung 2.2 zeigt den Ablauf der Beispielsimulation. Es wird na
hAnkunft und Bedienende unters
hieden. Auf der Zeita
hse sieht man das Springen der Simulationvon Ereigniszeitpunkt zu Ereigniszeitpunkt. Die unterste Zeile fasst jeweils die zur Bedienung einesKunden gehörenden Ereignisse zusammen.
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Abbildung 2.3: Verlauf von Q(t) für das Beispielmodell.Zur Resultatauswertung muss die Simulation beoba
htet werden. Dies soll an zwei Beispie-len erläutert werden, nämli
h der mittleren Population in der Wartes
hlange und der mittlerenVerweilzeit der Kunden. Zur Bere
hnung der mittleren Population muss ∫ T

0
Q(t)dt/T ausgewertetwerden. Da wir es mit einer ereignisdiskreten Simulation zu tun haben, bleibt Q(t) zwis
hen denEreigniszeitpunkten konstant (der Zustand des Systems ändert si
h ni
ht) und springt u.U. zuEreigniszeitpunkten auf einen anderen Wert. Abbildung 2.3 zeigt den Verlauf von Q(t) für unserBeispiel. Der erste Kunde kommt ni
ht in den Warteraum, da er direkt bedient wird, der zweiteund dritte Kunde müssen dagegen warten usw. Zur Bere
hnung der mittleren Population mussder Flä
heninhalt der grauen Flä
he dur
h die Länge des Beoba
htungsintervalls dividiert werden.Zur Bestimmung des Integrals muss damit nur der Flä
heninhalt seit der letzten Zustandsände-rung in einer Variablen kumuliert werden. Sei Qt diese Variable, die mit 0 initialisiert wird. BeiAnkunft des dritten Kunden wird der Flä
heninhalt des Re
hte
ks beginnend mit der Ankunftdes zweiten Kunden bere
hnet und zu Qt addiert. In unserem Fall beträgt der Abstand zwis
hender Ankunft des zweiten und des dritten Kunden 0.5 und die Höhe des Re
hte
ks ist 1, damitwird 0.5 zu Qt addiert. Beim Bedienende des ersten Kunden ändert si
h Q(t) wieder, so dass derzwis
henzeitli
he Flä
heninhalt zu Qt addiert werden muss. Die Breite des neuen Re
hte
ks ist 0.3(= 2.4 − 2.1) und die Höhe beträgt 2, so dass 0.6 zu Qt addiert wird. Zur Ermittlung der mitt-leren Population muss am Ende der Simulation nur no
h Qt dur
h T = 10 dividiert werden. DieErmittlung der mittleren Verweilzeit der Kunden funktioniert anders, da es si
h um ein anderesMaÿ handelt. Abbildung 2.4 zeigt die Messungen der Verweilzeiten. Insgesamt 5 Kunden dur
hlau-fen das System und für jeden Kunden wird eine Verweilzeit gemessen. Der Mittelwert ergibt si
haus der Summe der Kundenverweilzeiten dividiert dur
h die Anzahl der Kunden, die das Systemdur
hlaufen haben. Die Verweilzeit eines Kunden ist ein kundenspezi�s
hes Maÿ, grundsätzli
hmüsste für jeden Kunden die Ankunftszeit gespei
hert werden und beim Verlassen des Systemsmüsste von der aktuellen Zeit die Ankunftszeit abgezogen werden, um so an die Verweilzeit zugelangen. Dies erfordert o�ensi
htli
h eine deutli
h komplexere Datenstruktur und kann ni
ht ineiner einzelnen Variable gespei
hert werden. Allgemein muss also eine Liste von Ankunftszeitengespei
hert werden und jeder Kunde muss eine Identität bekommen, damit beim Verlassen desSystems auf seine Ankunftszeit zugegri�en werden kann. Da die Anzahl der Kunden im Systemvorab ni
ht bekannt ist, muss eine dynamis
he Datenstrukturen verwendet werden. In unseremeinfa
hen Modell können wir uns zu Nutze ma
hen, dass Kunden in der Reihenfolge das Systemverlassen, in der sie es betreten haben. Dadur
h rei
ht es aus, die Liste der Ankunftszeiten zu spei-
hern und wenn ein Kunde das System verlässt, jeweils die erste no
h ni
ht benutzte Ankunftszeitvon der aktuellen Zeit abzuziehen, um so die Verweilzeit zu ermitteln.Dynamis
her Ablauf von SimulatorenDie Simulation läuft dadur
h ab, dass die Ereignisse na
heinander abgearbeitet werden. In unseremBeispiel sind alle Ereigniszeiten als Liste vorgegeben. Das zugehörige Vorgehen bezei
hnet manau
h als tra
e-getriebene Simulation. Alternativ werden die Zeiten während der Simulation ausvorgegebenen Verteilungen generiert. Damit sind die Zeiten ni
ht vorab bekannt, sondern werden
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Abbildung 2.4: Kundenverweilzeiten im Beispielmodell.zur Laufzeit des Simulators erzeugt. Dies kann nur in den Ereignisroutinen erfolgen, da nur andieser Stelle während der Simulation Programm
ode abgearbeitet wird. Die Ereignisroutinen habendamit die folgenden Aufgaben:1. Modi�kation des Systemzustands,2. Spei
herung der Resultatwerte und3. Einplanung zukünftiger Ereignisse.Der gesamte Ablauf einer Simulation wird dur
h die so genannte Simulationshauptroutine gesteu-ert. In Abbildung 2.5 wird dieser Ablauf dargestellt. Der zentrale Punkt ist die Ausführung derEreignisroutinen in der Simulationss
hleife. In den Ereignisroutinen werden die drei angegebenenAufgaben erledigt. Vor Beginn der Simulationss
hleife müssen die Variablen initialisiert werdenund na
h Beendigung die Resultatgröÿen ausgewertet werden. Neben der Bes
hreibung der Er-eignisroutinen sind die drei in der Abbildung angegebenen Aspekte von Bedeutung, nämli
h dieVerwaltung zukünftiger Ereignisse in einer adäquaten Datenstruktur, die Generierung von Zu-fallszahlen und die statistis
he Auswertung der Simulation. Wir werden uns den beiden letztenPunkten in späteren Abs
hnitten widmen.Ereignisverwaltung und Ereignisspei
herungEreignisse sind 
harakterisiert dur
h ihre Eintrittszeit ti und einen Ereignistyp tpi. Da sie kon-sekutiv na
h Eintrittszeit abgearbeitet werden, müssen sie na
h Eintrittszeit geordnet in einerListe gespei
hert werden. Bei Erzeugung eines neuen Ereignisses muss dieses an die entspre
hendeStelle in der Liste eingeordnet werden. Auslesen des nä
hsten Elements bedeutet, dass das er-ste Element der Liste ausgelesen wird. Zusätzli
h muss es no
h die Mögli
hkeit geben Ereignissezu lös
hen. Dies kommt in dem einfa
hen Beispiel ni
ht vor, ist aber bei komplexeren Modellenübli
h. Als einfa
hes Beispiel kann man einen S
halter mit zwei Kundenklassen unters
hiedli
herPriorität betra
hten. Ein Kunde höherer Priorität unterbri
ht die Bedienung eines Kunden niedri-gerer Priorität. Wenn nun das Ereignis Bedienende für den Kunden niedriger Priorität eingeplantwurde und ein Ereignis Ankunft Kunde mit hoher Priorität eintritt, so wird in der Ereignisroutinefür die Ankunft das Bedienende des Kunden höherer Priorität geplant und das bereits geplanteBedienende des Kunden niedriger Priorität gelös
ht. Die Situation mit prioritisierten Kunden magfür Bediens
halter wie Supermarktkassen oder ähnli
he Systeme künstli
h ers
heinen, ist aber einübli
hes Verhalten, wenn man den S
halter als CPU und die Kunden als Jobs interpretiert. Indiesem Fall unterbri
ht ein Betriebssystem-Job einen Benutzer-Job.
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Abbildung 2.5: Ablauf der Simulationshauptroutine.
Abbildung 2.6: Beispiel für eine Ereignisliste (es gilt ti ≤ ti+1).Die Datenstruktur zur Verwaltung der Ereignisse bezei
hnet man als Ereignisliste. Der Inhaltder Ereignisliste umfasst die bisher geplante Modellzukunft. Die aktuelle Zeit der Simulation er-gibt si
h aus der Zeit des nä
hsten Ereignisses. In der in Abbildung 2.6 gezeigten Situation wäredies t1. In diesem Fall können neue Ereignisse nur zu Zeitpunkten t ≥ t1 eingefügt werden. DieSimulation kann nur in die Zukunft planen und ni
ht in der Vergangenheit etwas verändern. Diesentspri
ht unserem realen Zeitablauf. Ni
ht de�niert ist die Reihenfolge von Ereignissen, die zuglei
her Zeit eintreten (d.h. ti = tj). Prinzipiell ist damit eine beliebige Reihenfolge mögli
h. Esgibt Beispiele, bei denen eine Reihenfolge glei
hzeitiger Ereignisse vom Modell vorgegeben wird.Z.B. wenn ein Ereignis ein anderes Ereignis zur glei
hen Zeit initiiert, so wird das initiierte Ereig-nis immer später ausgeführt werden. Im allgemeinen Fall existieren sol
he Abhängigkeiten ni
htund glei
hzeitige Ereignisse können in beliebiger Reihenfolge angeordnet werden. Die Anordnungkann aber das spätere Modellverhalten verändern. Das Modellverhalten ist für glei
hzeitige Ereig-nisse ni
ht eindeutig spezi�ziert und ist damit indeterministis
h. Dieser Indeterminismus ist vomIndeterminismus dur
h die bewusste Einführung von Sto
hastik zu unters
heiden. In praktis
henImplementierungen wird oftmals eine feste Strategie der Einordnung glei
hzeitiger Ereignisse ge-wählt (z.B. zuerst eingeordnet - zuerst in der Ereignisliste, zuerst eingeordnet - zuletzt in derEreignisliste).Dynamis
her Ablauf der BeispielsimulationWir wollen zu unserem Beispielmodell zurü
kkehren und das konkrete Modell und einen exempla-ris
hen Ablauf bes
hreiben. Die folgenden Zustandsvariablen werden benutzt:

• Q Anzahl Kunden in der Wartes
hlange,
• B Status des Bedieners.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 31

Abbildung 2.7: Ereignisroutine für die Kundenankunft.Weiterhin werden die folgenden Variablen zur Resultataufzei
hnung und -auswertung benötigt.
• Qt der kumulierte Wert der Auftragszahl in der Wartes
hlange,
• Ft der kumulierte Wert der Verweilzeiten,
• tlast der Zeitpunkt der letzten Änderung von Q,
• ai Nummer des letzten Auftrags, der angekommen ist,
• bi Nummer des letzten Auftrags, der das System verlassen hat,
• At[i] Ankunftszeit des i-ten Auftrags.Die Werte werden jeweils mit 0 initialisiert.Darüber hinaus dient t zur Darstellung der aktuellen Simulationszeit, diese entspri
ht der ak-tuellen Ereigniszeit. Die Ereignisroutine für eine Kundenankunft wird in Abbildung 2.7 gezeigt.Die Bes
hreibung wird als Flussdiagramm mit der übli
hen Semantik gegeben. Die Ereignisroutineumfasst die drei genannten Aufgaben: Planen der Modellzukunft, Modi�zieren des Systemzustan-des und Auswerten der Resultate. Die jeweiligen Komponenten sind im Flussdiagramm markiert.Das Planen der Modellzukunft besteht einfa
h darin, dass ein zugehöriges Ereignis in die Ereignis-liste eingehängt wird. Die anderen beiden S
hritte bestehen aus den Modi�kationen der Variablen.In ähnli
her Form lässt si
h die Ereignisroutine für das Bedienende formulieren (siehe Abbildung2.8). Als letzte Ereignisroutine wird eine Routine für das Ereignis Simulationsende benötigt. DieseRoutine wird in Abbildung 2.9 gezeigt. In der Ereignisroutine werden die Ergebnisse, nämli
hdie mittlere Population im Warteraum und die mittlere Verweilzeit der Kunden, ausgegeben. DieSimulation ermittelt die Mittelwerte für Population und Verweilzeit im Intervall [0, T ] für einevorgegebene Sequenz von Ankunfts- und Bedienzeiten. Im allgemeinen Fall würden die Ankunfts-und/oder Bedienzeiten aus einer sto
hastis
hen Verteilung generiert und ein Dur
hlauf liefert ei-ne mögli
he Realisierung. Um in diesem Fall Aussagen über das Modellverhalten zu tre�en (d.h.alle mögli
hen Realisierungen des Zufalls) ist eine statistis
he Auswertung notwendig, auf die inAbs
hnitt 2.5 eingegangen wird. In unserem Beispiel wird die Simulation na
h einer vorgegebenenZeit abgebro
hen. Es wird also für einen festen Zeithorizont eine Simulation dur
hgeführt. Es gibt
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Abbildung 2.8: Ereignisroutine für das Bedienende.

Abbildung 2.9: Ereignisroutine für das Simulationsende.
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hbedingungen. So kann abgebro
hen werden, wenn ein bestimmtes Ereignis eintritt.Dies wird dadur
h realisiert, dass bei Eintreten des Ereignisses ein neues Ereignis Simulationsendezum aktuellen Zeitpunkt eingefügt wird. Weiterhin wird oftmals na
h Laufzeit oder Genauigkeitder Ergebnisse abgebro
hen. Im ersteren Fall wird das Ereignis Simulationsende dann eingefügt,wenn die vorgegebene CPU-Zeit dur
h das Simulationsprogramm verbrau
ht wurde, im zweitenFall muss die statistis
he Auswertung mit der Simulation interagieren.Wir betra
hten nun exemplaris
h den Ablauf der Simulation für die in Tabelle 2.1 gezeigtenZeiten. Zusätzli
h wird das Simulationsende für den Zeitpunkt 10 und eine weitere Ankunft fürden Zeitpunkt 10.2 geplant. Die Ereignisse werden als A Ankunft, B Bedienende und E Simu-lationsende kodiert. Der Ablauf der Simulation wird hier sehr detailliert bes
hrieben, da er diezentralen Elemente enthält, die in jeder Simulation vorkommen und für das Verständnis diskreterSimulation essentiell sind.In Abbildung 2.10 werden die Initialisierung der Simulation und die ersten drei Ereignissedargestellt. Zu Beginn der Simulation werden alle Zustandsvariablen und die Resultatvariableninitialisiert. Im Beispiel werden sämtli
he Werte mit 0.0 initialisiert. Die Simulationszeit startetbei 0 und die Ereignisliste enthält die erste Ankunft, die für den Zeitpunkt 0.4 eingeplant wurdeund das Simulationsende, das glei
h zu Beginn für den Zeitpunkt 10 eingeplant wurde. In derSimulationshautproutine wird nun das erste Ereignis aus der Ereignisliste geholt, wodur
h dieZeit t auf den Ereigniszeitpunkt 0.4 gesetzt wird. Das erste Ereignis ist eine Ankunft, die dur
hAusführung der entspre
henden Ereignisroutine im Modell realisiert wird. Der zweite Blo
k inAbbildung 2.10 zeigt den Modellzustand na
h Abarbeitung der Ereignisroutine. Zum Zeitpunkt
0.4 �ndet der atomare Zustandswe
hsel in Nullzeit statt. Der Bediener ist ans
hlieÿend belegt(B = 1), die erste Ankunft bekommt die Nummer 1 (ai = 1) und die Ankunftszeit ist (At =
(0.4)). Die restli
hen Variablen werden ni
ht verändert, da die Wartes
hlange weiterhin leer istund bisher au
h no
h kein Kunde das System verlassen hat. In der Ereignisliste wird dur
h dieAnkunft des ersten Kunden das Bedienende des Kunden und die Ankunft des zweiten Kundeneingeplant. Im nä
hsten S
hritt erfolgt die Ankunft des zweiten Kunden. Da der erste Kundeno
h in Bedienung ist, muss der zweite Kunde warten. Dies wird dadur
h realisiert, dass Q auf
1 gesetzt wird. Weiterhin muss tlast auf 1.6 gesetzt werden, da si
h der Zustand des Warteraumszum Zeitpunkt 1.6 geändert hat. Ansonsten sind die Änderungen analog zu den Änderungenbei Ankunft des ersten Kunden. Das nä
hste Ereignis ist die dritte Ankunft, die ebenfalls dieentspre
henden Änderungen an den Modellvariablen dur
hführt. Bei der dritten Ankunft ändertsi
h der Zustand des Warteraums. Zur späteren Auswertung des Integrals über die Population imWarteraum muss deshalb der bisher akkumulierte Wert gespei
hert werden. Dieser Wert lautet
(2.1 − 1.6) · 1 = 0.5.Abbildung 2.11 zeigt die nä
hsten vier S
hritte der Simulation. Das nä
hste Ereignis ist dasBedienende des ersten Kunden zum Zeitpunkt t = 2.4. Der Bediener bleibt dana
h belegt, dano
h zwei weitere Kunden im Warteraum warten und die Bedienung des nä
hsten Kunden direktbeginnt. Dadur
h reduziert si
h die Zahl der Kunden im Warteraum auf Q = 1. Zur Bere
hnungder mittleren Füllung des Warteraums wird (2.4−2.1) ·2 = 0.6 zu Qt addiert. Da der erste Kundedas System verlässt wird bt = 1 gesetzt, die Verweilzeit des Kunden ergibt si
h aus der aktuellenZeit minus der Ankunftszeit des Kunden, als t−At(bt) = 2.4− 0.4 = 2.0. Dieser Wert wird zu Ftaddiert. Diese Art der Bere
hnung der Verweilzeit funktioniert nur, weil Kunden in der Reihenfolgedas System verlassen, in der sie es betreten haben. Im allgemeinen Fall müsste der Kunde si
hseine Ankunftszeit merken. Dies bedeutet, dass für jeden Kunden eine Variable vorhanden seinmuss. Dies wird meist dadur
h realisiert, dass Kunden Inkarnationen spezieller Datentypen sind.Dieser Aspekt wird später detailliert behandelt. Dur
h das Bedienende des ersten Kunden wird dasBedienende des zweiten Kunden planbar und für den Zeitpunkt 3.1 in der Ereignisliste vorgemerkt.Na
h dem ersten Bedienende folgen zwei weitere Bedienenden, die ähnli
h behandelt werden. Na
hdem Bedienende des dritten Kunden ist das System leer, d.h. Q = B = 0. Die nä
hste Ankunftist aber für den Zeitpunkt 3.8 eingeplant. Die Ankunft des vierten Kunden setzt den Wert von Bwieder auf 1 und plant die fünfte Ankunft ein. Der Wert Qt ändert si
h dur
h die fünfte Ankunftni
ht, da Q im Intervall vor der Ankunft 0 war.
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Abbildung 2.10: Erster Teil des Beispielsimulationslaufs.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 35

Abbildung 2.11: Zweiter Teil des Beispielsimulationslaufs.
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Abbildung 2.12: Dritter Teil der Beispielsimulation.
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Abbildung 2.13: Letzter Teil der Beispielsimulation.Die nä
hsten vier Ereignisse sind in Abbildung 2.12 dargestellt. Das Vorgehen entspri
ht demder vorherigen Ereignisse.Abbildung 2.13 zeigt s
hlieÿli
h die letzten S
hritte der Simulation. Zuerst erfolgt die a
hteAnkunft, die glei
hzeitig eine neunte Ankunft für den Zeitpunkt 10.2 einplant. Dieser Zeitpunktliegt na
h dem Ereignis Simulationsende. Dies ist aber ni
ht vorab feststellbar, deshalb wird dasEreignis einsortiert. Zum Zeitpunkt 10 wird das Ereignis Simulationsende ausgeführt. Dieses Er-eignis sorgt dafür, das die Simulation beendet wird und die Auswertung erfolgt. Zur Auswertungwird Ft, die Summe der Verweilzeiten aller Kunden, die das System dur
hlaufen haben, dur
hdie Anzahl der Kunden, die das System verlassen haben, dividiert. Kunden, die no
h im Systemsind, zählen ni
ht mit. Zur Bere
hnung der mittleren Warteraumbelegung wird Qt, die kumulier-te Kundenzahl im Warteraum (also die in Abbildung 2.3 gezeigte Flä
he) dur
h die Länge derSimulation dividiert. In diesem Fall zählen Kunden mit, die si
h zu Simulationsende no
h im War-teraum be�nden. Zum Abbru
h der Simulation werden die zugehörigen Daten freigegeben, weitereEreignisse in der Ereignisliste werden also gelös
ht und ni
ht mehr ausgeführt.Das einfa
he Beispiel enthält in seiner jetzigen Codierung redundante Information, die aberzum Verständnis hilfrei
h ist. So gilt Q = max(0, bi − ai − 1) und B = δ(bi > ai), wobei δ(b) = 1falls b true ist und 0 sonst. Weiterhin fällt auf, dass die Ereignisliste maximal 3 Elemente enthält,da immer genau eine Ankunft und ein Bedienende voraus geplant wird. Dazu kommt no
h dasSimulationsende. Auÿerdem werden keine Ereignisse aus der Ereignisliste gelös
ht. Im Beispielkönnte die Ereignisliste damit sehr einfa
h realisiert werden. Für komplexere Modelle kann eineMaximalzahl von Elementen in der Ereignisliste ni
ht garantiert werden und Funktionen zum
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hen von Ereignissen werden benötigt. Die VariableAt spei
hert alle bisherigen Ankunftszeiten,die Länge wä
hst mit steigender Simulationszeit und Ankunftszahl. Man kann si
h überlegen, dasseigentli
h nur die Ankunftszeiten für die Kunden bi, . . . , ai benötigt werden, da die übrigen Kundendas System bereits verlassen haben. Trotzdem ist s
hon für das einfa
he Beispiel die Zahl derWerte,die gespei
hert werden müssen ni
ht vorab bekannt. Damit muss eine dynamis
he Datenstrukturzur Spei
herung der Ankunftszeiten verwendet werden.Das Vorgehen, das für das einfa
he Beispiel bes
hrieben wurde, lässt si
h prinzipiell au
h aufkomplexere Modelle übertragen. Insbesondere ist der Zeitablauf in allen ereignisdiskreten Syste-men so wie im Beispiel bes
hrieben. Unters
hiede ergeben si
h aber bei den Datenstrukturen, diezur Zustandsdarstellung benötigt werden. Insbesondere rei
ht es oft ni
ht aus, Kunden implizitdur
h eine integer-Variable zu kodieren. Kunden haben oft Eigens
haften, die z.B. Bedienzeitenbeein�ussen und für jeden Kunden gespei
hert werden müssen. Damit muss für jeden ankommen-den Kunden eine neue Variable instantiiert werden. Die Population im Modell ist eine Mengevon Kunden, im Simulationsprogramm dargestellt dur
h eine Liste von Variablen vom Typ Kun-den. Verlässt ein Kunde das System, so werden seine Daten ni
ht mehr benötigt und der belegteSpei
herplatz sollte wieder freigegeben werden, da ansonsten die Simulation mit steigender Simu-lationszeit immer mehr Spei
her benötigt. Die dynamis
he Belegung und Freigabe ist ein zentralerAspekt der Realisierung von Simulationsprogrammen.Zeitablauf in der SimulationBetra
hten wir no
h einmal den Zeitablauf als zentralen Aspekt der Simulation dynamis
her Sy-steme. Die Zeit läuft diskontinuierli
h in Sprüngen ab. Der Zustand des Modells ist nur zu Ereig-niszeitpunkten direkt na
h Abarbeitung der Ereignisroutine de�niert. Ereignisse sind atomar undverbrau
hen damit keine Zeit und können au
h nur vollständig ausgeführt werden. Es gibt alsokeinen Zustand während des Auftretens eines Ereignisses. Glei
hzeitig ist der Zustand zwis
henEreigniszeitpunkt ni
ht vollständig de�niert. So ist z.B. zwis
hen zwei Ereignissen der Wert einigerVariablen ni
ht korrekt gesetzt. Als Beispiel sei auf den Wert von Qt in dem einfa
hen Beispielm-odell verwiesen, der nur zu Ereigniszeitpunkten angepasst wird. Wenn also der Modellzustand zueinem Zeitpunkt ermittelt werden soll, so ist für diesen Zeitpunkt ein Ereignis vorzumerken. Dieskann au
h ein spezielles Beoba
htungsereignis sein, das dann allerdings in der zugehörigen Ereig-nisroutine die Variablenwerte anpassen muss. Es ist ferner zu bea
hten, dass mehrere Ereignissezu einem Zeitpunkt statt�nden können, so dass ein Modell zu einem Zeitpunkt mehrere Zuständehaben kann.Den Ablauf eines Simulators über ein Zeitintervall [0, T ] bezei
hnet man als Trajektorie. Fürein Modell mit vorgegebenen Ereigniszeiten ist die Trajektorie dann eindeutig de�niert, wenn kei-ne glei
hzeitigen Ereignisse vorkommen. Bei glei
hzeitigen Ereignissen, die ni
ht kausal abhängigsind, gibt es mehrere Trajektorien. In sto
hastis
hen Simulatoren, bei den Zeiten oder Ents
hei-dungen dur
h Zufallsvariablen de�niert sind, können meist unendli
he viele Trajektorien auftreten.Entspre
hend erfordert die Auswertung sto
hastis
her Simulationen Aussagen über alle mögli
henTrajektorien auf Basis der Beoba
htung einiger Trajektorien. Diese Beoba
htungslage erlaubt na-türli
h nur statistis
he Aussagen.Zentraler Aspekt jeder Simulation sind die unters
hiedli
hen Zeitbegri�e der Simulation. Wirunters
heiden die folgenden Zeitbegri�e.
• Die Objektzeit ist die Zeit, in der das reale System, zumindest hypothetis
h, abläuft.
• Die Modell- oder Simulationszeit wird im Simulationsprogramm manipuliert indem Ereig-nisse abgearbeitet werden und damit t gesetzt wird. Die Modellzeit imitiert die Objektzeitund ist damit bis auf Translation (z.B. dur
h Skalierung, Start bei 0 et
.) identis
h zurObjektzeit.
• Das Simulationsprogramm läuft in Realzeit ab. Diese Zeit ist für die Analyse natürli
h be-langlos.
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Abbildung 2.14: Zusammenhang zwis
hen CPU-Zeit und Modellzeit.
• Zur Ausführung benötigt das Simulationsprogramme Ausführungszeit oder CPU-Zeit. DieCPU-Zeit ist neben dem Spei
herbedarf der zentrale Teil des Ressour
enbedarfs. Simulati-onsprogramme zur Abbildung realer Systeme sind oft notoris
he Langläufer. In den meistenFällen ist auf heutigen Re
hnern der CPU-Zeitbedarf ein gröÿeres Problem als der Spei
her-bedarf.Abbildung 2.14 stellt no
h einmal den Zusammenhang zwis
hen CPU-Zeit und Modellzeit dar.Immer dann, wenn Modellzeit verstrei
ht, verstrei
ht keine CPU-Zeit und umgekehrt. Dies liegtdaran, dass endli
he Modellzeitintervalle zwis
hen Ereignissen in vers
hwindender CPU-Zeit über-sprungen werden und vers
hwindende Modellzeitintervalle zu Ereigniszeitpunkten endli
he CPU-Zeit benötigen, da Ereignisroutinen abgearbeitet werden. Damit ist der CPU-Zeitbedarf eines Si-mulators von der Anzahl der Ereignisse und der Komplexität der Ereignisroutinen und ni
ht alleinvon der Modellzeit abhängig. Die Modellzeit ist in den meisten Fällen festgelegt, da eine gewisseAnzahl Beoba
htungen notwendig ist oder das System für ein vorgegebenes Zeitintervall analysiertwerden soll. Eine Erhöhung der E�zienz von Simulatoren muss damit an der Ereigniszahl und ander Komplexität der einzelnen Ereignisse ansetzen. Dies bedeutet, dass am Abstraktionsniveauder Modellierung und damit meist ursä
hli
h am Abstraktionsniveau des mentalen Modells ange-setzt werden muss. Ein höheres Abstraktionsniveau führt zu weniger Ereignissen und zu wenigerkomplexen Ereignissen. Die Kunst der Modellbildung, die die Laufzeit des resultierenden Simula-tors maÿgebli
h beein�usst, ist die Erstellung eines mögli
hst abstrakten Modells, das alle für dieErgebnisermittlung wesentli
hen Systemaspekte abbildet.2.2 Spezi�kation von SimulatorenNa
hdem im letzten Abs
hnitt das grundsätzli
he Vorgehen der ereignisdiskreten Simulation ein-geführt wurde, soll in diesem Abs
hnitt die Umsetzung der vorgestellten Konzepte in ein Si-mulationsprogramm behandelt werden. Das vorgestellte Prinzip der ereignisdiskreten Simulationist strukturiert und verständli
h, die konkrete Umsetzung in ein Simulationsprogramm erfordertaber Abstraktion und ist damit komplex. Grundsätzli
h ist zu beantworten, wel
he spra
hli
henKonstrukte notwendig sind, um Simulatoren zu implementieren. Wir betra
hten hier eine pro-grammierspra
hli
he Realisierung und orientieren uns an gängigen Programmierspra
hen. Später,in Abs
hnitt 2.6, werden andere Arten der Spezi�kation, wie graphis
he oder menübasierte Te
hni-ken, vorgestellt und spezielle Simulationsspra
hen eingeführt. Die abstrakteren graphis
hen Spezi-�kationsansätze dienen in den meisten Fällen als Eingabes
hnittstelle für eine Simulationsspra
he.D.h. die graphis
he Spezi�kation wird automatis
h in ein Simulationsprogramm in einer gängi-ge Programmierspra
he oder speziellen Simulationsspra
he transformiert und dieses Programm
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hitektur übersetzt. Aus diesem Grund ma
ht es Sinn, die Realisierungvon Simulationsprogrammen in Programmierspra
hen und die Syntax und Semantik notwendigerKonstrukte einzuführen. Darüber hinaus soll kurz erläutert werden, wel
he Voraussetzungen eineProgrammierspra
he erfüllen muss, um die Konstrukte zu realisieren.Anforderungen an Programmierspra
henDie folgenden Anforderungen an Programmierspra
hen dur
h spezielle, simulationsspezi�s
he Kon-strukte wurden herausgearbeitet:1. Höhere rekursive Datenstrukturen zur Spei
herung von homogenen aber au
h inhomogenenVariablen oder Objekte. Dazu notwendig sind Funktionen zum(a) Einfügen na
h S
hlüssel, am Anfang oder am Ende,(b) Herauslesen am Anfang, am Ende oder na
h S
hlüssel,(
) Lös
hen na
h S
hlüssel.2. Die Verfügbarkeit eines Kalenders zukünftiger Ereignisse geordnet na
h Eintretenszeit. Funk-tionen zum Einfügen von Elementen (na
h S
hlüssel), zum Herauslesen des ersten Elementsund zum Lös
hen eines Elements na
h S
hlüssel werden benötigt. Dies ist im Prinzip einSpezialfall von 1, der aber hier gesondert behandelt wird, da die e�ziente Realisierung derZugri�e auf die Ereignisliste von zentraler Bedeutung für die E�zienz der Simulationspro-gramme ist.3. Die Verfügbarkeit von Methoden zur dynamis
hen Belegung und Freigabe von Spei
herplatz,um damit Variablen und Objekte zur Laufzeit zu erzeugen und zu zerstören. Diese Anfor-derung ist zentral, da in komplexen Simulationsprogrammen eine Vielzahl von Objektengeneriert und nur temporär benötigt wird.4. S
hlieÿli
h müssen Methoden zur Generierung von Zufallszahlen vorhanden sein und stati-stis
he Methoden zur Simulationsauswertung unterstützt werden.Im Li
ht der genannten Anforderungen betra
hten wir gängige Programmierspra
hen wie C, C++und Java. Au
h heute no
h werden viele Simulationsprogramme in diesen Spra
hen oder au
h inFortran realisiert (siehe au
h [11, Kap. 1℄), au
h wenn dies aus Si
ht des Software-Entwurfs ni
htbefriedigend ist.Höhere Datenstrukturen, wie sie für die Simulation benötigt werden, sind heute in praktis
hallen modernen Programmierspra
hen vorhanden. Sie werden z.B. als stru
ture, re
ord oder 
lassbezei
hnet. Als Beispiel soll die De�nition einer Datenstruktur zur Bes
hreibung eines Kundenmit den Attributen Name (als Zei
henkette kodiert), Ankunftszeit (als reelle Zahl kodiert) undPriorität (als ganze Zahl kodiert) dienen.In C: In Java:typedef stru
t { 
lass Kunde {
har *name ; 
har[℄ name ;float azeit ; float azeit ;int prio ; int prio ;// Methodendefinitonen} Kunde ; }Die wesentli
hen Unters
hiede der beiden Ansätze liegen darin, dass für Java, als objektorientierteSpra
he, die Methoden zur Datenmanipulation und -ausgabe direkt mit der Datenstruktur spezi-�ziert werden. In C müssen Datenmanipulation und -ausgabe dur
h Funktionen realisiert werden,die unabhängig von der Datenstruktur spezi�ziert werden. Weitere Unters
hiede ergeben si
h beider Freispei
herverwaltung.
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hen die Funktionalität zur dynamis
henSpei
herverwaltung. Dazu sind Funktionen zur Allokation eines Spei
herberei
hs zur Laufzeit not-wendig. Dies ges
hieht in der Regel dur
h Aufruf einer entspre
henden Funktion oder des Kon-struktors eines Objekts. Damit der allokierte Spei
her, wenn er ni
ht mehr benötigt wird, wiederbenutzt werden kann, muss er freigegeben werden. Dies ges
hieht entweder explizit dur
h Aufrufeiner Funktion zur Freigabe oder implizit per garbage 
olle
tion. Letzteres bedeutet, dass von Zeitzu Zeit oder bei Spei
hermangel automatis
h eine Funktion aufgerufen wird, die überprüft, aufwel
he allokierten Spei
herberei
he keine Referenzen mehr existieren. Diese Überprüfung kann re-lativ aufwändig sein, verhindert aber, dass Spei
her zu früh freigegeben wird. Grundsätzli
h ist diedynamis
he Spei
herbelegung eine der fehleranfälligsten Teile eines Programms. So kann Spei
herni
ht oder ni
ht in ausrei
hender Gröÿe allokiert worden sein, der allokierte Berei
h kann ni
htkorrekt initialisiert worden sein, die Spei
herfreigabe kann zu früh oder gar ni
ht erfolgen. DieseProbleme sind nur sehr einges
hränkt statis
h dur
h einen Compiler überprüfbar und führen oftzu Fehlern, die zur Laufzeit nur s
hwer lokalisierbar sind, da sie unter Umständen ni
ht lokaleE�ekte haben. Deshalb ist eine weitgehende Benutzerunterstützung notwendig, wie sie z.B. beider Entwi
klung moderner objekt-orientierter Programmierspra
hen als grundlegende Anforde-rung diente. Glei
hzeitig muss die Spei
herverwaltung aber au
h e�zient realisiert sein, da sie dieE�zienz des Simulationsprogramms stark beein�usst.Als einfa
hes Beispiel sollen die verfügbaren Funktionen bzw. Methoden zur Freispei
herver-waltung in C und Java kurz vorgestellt werden. Wir beginnen mit der Spra
he C, die ein sehrniedriges Abstraktionsniveau besitzt. In C gibt es unter anderem die folgenden Funktionen zurSpei
herallokation und -freigabe:void *mallo
 (size_t size) ; // Allokiert size Bytes, ohne Initialisierungvoid *
allo
 (size_t nelem, size_t elsize) ;// Allokiert nelem * elsize Bytes und initialisiert diese mit 0void *reallo
 (void *prt, size_t size) ;// Der Spei
herplatz, auf den prt zeigt, wird auf Länge size verlängert/verkürztvoid free (void *prt) ; // Spei
herfreigabe des Berei
hs, auf den prt zeigtDie Zuweisung des allokierten Spei
hers an eine Variable erfolgt dur
h Umformung in den ge-wüns
hten Typ, alsoKunde *meine_kunden = (Kunde *) 
allo
(10, sizeof(Kunde)) ;allokiert Spei
herplatz für 10 Kunden. Der Zugri� auf den i-ten Kunden erfolgt dur
h meine_kunden[i℄.Die Freigabe erfolgt dur
h free(meine_kunden). C erlaubt eine sehr �exible Handhabung derSpei
herverwaltung, da die Spra
he ni
ht streng getypt ist und Adressarithmetik mögli
h ist.Glei
hzeitig bedeutet dies aber au
h, dass die Konstrukte extrem fehleranfällig sind und Fehlersehr s
hwer zu lokalisieren sind.In Java erfolgt die Allokation dur
h Aufruf von new, wodur
h implizit ein Konstruktor derKlasse aufgerufen wird. Es kann mehrere Konstruktoren geben, die dur
h unters
hiedli
he Para-meterlisten unters
hieden werden. Die folgenden Beispiele zeigen zwei mögli
he Konstruktoren fürden Kunden.Kunde { Kunde (int my_prio, float my_azeit, 
har[℄ my_name) {prio = 1 ; prio = my_prio ;azeit = 0.0 ; azeit = my_azeit ;name = �Mustermann� ; name = my_name ;} // ein Konstruktor } // ein anderer KonstruktorKonstruktoren haben jeweils den Namen der zugehörigen Klasse. C++ kann als objektorientierteSpra
he ähnli
h wie Java verwendet werden.Zusammenfassend kann man sagen, dass die Freispei
herverwaltung in C (und au
h in C++)sehr e�zient und �exibel, aber au
h extrem fehleranfällig ist. Die Freispei
herverwaltung in Javaist deutli
h weniger e�zient, insbesondere das garbage 
olle
tion ist aufwändig, und au
h weniger�exibel. Dur
h die vorgenommenen Eins
hränkungen werden viele Fehlermögli
hkeiten zwar ni
htbeseitigt, aber do
h deutli
h einges
hränkt. Beispiele sind der Zugri� auf ni
ht allokierten Spei
heroder Spei
herle
ks.
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Abbildung 2.15: Ereignisliste als Array realisiert.

Abbildung 2.16: Ausfügen eines Elements aus dem Array.Da in der Simulation meistens sehr viele temporäre Objekte benötigt werden, muss auf einee�ziente Realisierung gea
htet werden. Glei
hzeitig sollte die Allokation und Freigabe von Spei-
herplatz ni
ht manuell erfolgen, sondern automatis
h dur
h das System vorgenommen werden.Es sollten also Simulationsspra
hen oder Werkzeuge benutzt werden, die eine entspre
hende Un-terstützung bieten.Datenstrukturen für die EreignislisteAls zentrale Datenstruktur der Simulation soll die Ereignisliste näher betra
htet und vers
hiedeneRealisierungsalternativen vergli
hen werden. Die einfa
hste Form ist die Realisierung als Arrayfester Länge. Zwei Variablen dienen dazu das erste und das letzte Element der Ereignisliste zureferenzieren. Sei m die Länge des Arrays und n die Anzahl der Elemente in der Ereignisliste.Abbildung 2.15 zeigt die Struktur dieser Realisierung und das Anfügen von Elementen am Ende.Das Auslesen des ersten oder letzten Elements ist unproblematis
h, da nur ein Zugri� erfolgt undein Variablenwert verändert wird. Der Aufwand für das Aus- oder Einfügen des ersten oder letztenElements liegt damit in O(1). Problematis
her ist das Aus- oder Einfügen eines Elements in der Li-ste. Dur
h binäres Su
hen kann das gesu
hte Element bzw. die Stelle an der das Element eingefügtwird in O(lg n) gefunden werden. Ans
hlieÿend müssen allerdings im Mittel n/2 Elemente vers
ho-ben werden (siehe Abbildung 2.16). Damit beträgt der Aufwand für das Ein- und Ausfügen O(n).
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Abbildung 2.17: Ereignisliste als Listenstruktur.

Abbildung 2.18: Ereignisliste als Heap kodiert.Da man davon ausgehen kann, dass in einer Simulation ungefähr glei
h viele Operationen neueElemente einfügen und das erste Element auslesen und relativ wenige Operationen Elemente ausder Liste ausfügen, werden im Mittel die Hälfte der Operationen mit Aufwand O(1) dur
hgeführtund der Rest in O(n). Ein weiterer Na
hteil der Array-Variante besteht darin, dass ni
ht mehrals m Elemente in der Ereignisliste sein dürfen. Da die Anzahl der Elemente in der Ereignislisteaber bei den meisten Simulationsprogrammen a priori unbekannt ist, muss ein relativ groÿer Wertfür m gewählt werden und falls n >m auftritt, muss entweder das Programm mit Laufzeitfehlerabgebro
hen werden oder das Array zur Laufzeit vergröÿert werden.Als natürli
he Alternative zur einem Array fester Länge bietet si
h eine Listenstruktur zurSpei
herung der Ereignisliste an. Diese kann als einfa
h oder doppelt verkettete Liste realisiertwerden (siehe Abbildung 2.17). Dabei besteht insbesondere die Mögli
hkeit au
h inhomogene Ele-mente zu spei
hern, au
h wenn dies für die Ereignisliste ni
ht notwendig ist, da Ereignisse in derRegel dur
h einen einfa
hen Typ referenziert werden. Die Listen werden dur
h einen Zeiger aufdas erste und das letzte Element komplettiert. Der Aufwand für das Auslesen des ersten Elementsist wieder in O(1). Das Einfügen oder Lös
hen eines Elements erfordert dagegen einen Aufwandin O(n), da nun zwar die eigentli
he Einfüge- oder Lös
hoperation in O(1) dur
hgeführt wird, dasSu
hen aber einen linearen Dur
hlauf dur
h die Liste notwendig ma
ht. Ents
heidender Vorteilder Listenrealisierung ist der Spei
herplatzbedarf von O(n), so dass die Länge der Ereignislistenur dur
h den physikalis
h verfügbaren Spei
herplatz bes
hränkt ist.In der Informatik gibt es neben der linearen Liste weitere Datenstrukturen, die ein e�zienteresSu
hen ermögli
hen. Ein Beispiel sind die so genannten Heaps. Ein Heap kann als Binärbaumdargestellt werden, dessen Wurzel das minimale Element beinhaltet und in dem kein Vorgängerkleiner als sein Na
hfolger ist. Übli
herweise werden Heaps in Arrays gespei
hert, was wir hier aberni
ht näher betra
hten wollen. Die unterste Ebene eines Heaps wird von links gefüllt. Abbildung2.18 zeigt ein Beispiel für einen Heap, bei dem für die Elemente nur die Werte von t und ni
ht dieEreignistypen angegeben sind. Auf einem Heap sind die benötigten Operationen wie im Folgendenbes
hrieben zu realisieren.
• Entfernen der Wurzel: Der Wurzelknoten wird entfernt und der letzte Knoten der unteren
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Abbildung 2.19: Ereignisliste als Kalender-Wartes
hlange.Ebene wird als neue Wurzel eingesetzt. Ans
hlieÿend wird die Wurzel so lange mit demkleinsten Na
hfolger vertaus
ht, bis kein kleinerer Na
hfolger mehr existiert.

• Einfügen eines Elements: Das neue Element wird als letztes Element der untersten Ebeneeingehängt und ans
hlieÿend solange mit seinem Vorgänger vertaus
ht, bis dieser kleiner ist.Die beiden Operationen können in einem ausgegli
henen Heap mit logarithmis
hen Aufwand aus-geführt werden. Das Lös
hen eines beliebigen S
hlüssels erfordert dagegen einen linearen Su
h-aufwand. Es zeigt si
h, dass für viele Verteilungen der Ereigniszeiten der Heap mit groÿer Wahr-s
heinli
hkeit fast ausgegli
hen bleibt, so dass aufwändige Operationen zum Ausglei
hen nur seltennotwendig wären.Als letzte Datenstruktur für die Ereignisliste soll kurz die Kalender-Wartes
hlange vorgestelltwerden, die si
h speziell als Datenstruktur für Ereignislisten eignet. Die Idee entspri
ht der ei-nes Kalenders, der in Intervalle fester Gröÿe eingeteilt ist. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.19 zusehen. Es liegt also eine Anzahl von Zellen fester Breite vor. Im Beispiel ist die Zeit des nä
h-sten Ereignisses 12.2. Da die Zellenbreite 1 ist, be�nden si
h alle Ereignisse mit Zeitstempelnaus dem Intervall [12, 13) in der aktuellen Zelle. Ereignisse aus dem Intervall [13, 14) sind in derna
hfolgenden Zelle usw. Da im Beispiel 6 Zellen vorhanden sind, umfasst die letzte Zelle dasIntervall [17, 18). Tritt nun ein Ereignis mit einem neuen Zeitstempel auf, der gröÿer glei
h 18 ist,so wird der Kalender zyklis
h benutzt. Man kann dies damit verglei
hen, dass in einen Kalenderdes aktuellen Jahres Ereignisse, die in einem der nä
hsten Jahre eintreten, für den entspre
hen-den Tag vorgemerkt werden. Formal sei Tmax die re
hte Grenze der letzten Zelle, Tmin die linkeGrenze der aktuellen Zelle und ∆ die Zellenbreite, dann wird t (≥ tjetzt ≥ Tmin) in die Zelle
⌈((t − Tmin) mod (Tmax − Tmin)/∆⌉ eingeordnet, wobei die Zellen konsekutiv beginnend mit deraktuellen Zelle nummeriert werden. Innerhalb einer Zelle sind die Elemente linear geordnet. Wennalle Elemente des aktuellen Intervalls aus einer Zelle ausgelesen wurden, wird solange zur nä
hstenZelle übergegangen, bis das kleinste Element in der Zelle einen Zeitstempel im aktuellen Intervallhat. Beim Übergang werden die Grenzen der letzten Zelle jeweils um ∆ vergröÿert. Im Beispielwürden also die Elemente 12.2 und 12.9 ausgelesen, dann würde zur nä
hsten Zelle gewe
hselt unddabei die Grenzen der alten Zelle auf 18 und 19 gesetzt. In der nä
hsten Zelle be�ndet si
h nur dasElement 19.3, das ni
ht zum aktuellen Intervall gehört. Deshalb werden die Grenzen auf 19 und
20 gesetzt und in der nä
hsten Zelle na
hges
haut. Dort be�ndet si
h das Element 14.1, wel
hesals nä
hstes Ereignis abgearbeitet wird.Es ist einsi
htig, dass die E�zienz der Zugri�soperationen von der Menge der Elemente ineiner Zelle und der Anzahl der Zellen ohne Elemente im aktuellen Intervall abhängt. Da diese vonder Struktur der Ereigniszeiten abhängen, werden die Parameter der Datenstruktur dynamis
hangepasst. Die Anzahl Zellen wird dynamis
h angepasst, indem die Zahl verdoppelt wird, wenn dieAnzahl der Elemente in der Datenstruktur doppelt so groÿ wie die Zahl der Zellen ist und sie wirdhalbiert, wenn die Anzahl der Elemente halb so groÿ wie die Anzahl der Zellen ist. Der Aufwandder Verdopplung oder Halbierung ist linear in der Anzahl Elemente in der Datenstruktur. DieZellenbreite ∆ sollte so gewählt werden, dass ungefähr 75% aller Einfügeoperationen im aktuellenJahr statt�nden und damit keinen Überlauf erzeugen. Die Zellenbreite wird dann angepasst, wenndie Zellenzahl modi�ziert wird.
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hwierig ist. Insbesondere ma
ht natürli
h eine worst 
ase Analyse wenig Sinn.Zahlrei
he Experimente zeigen aber, dass si
h unter realistis
hen Bedingungen linearer Aufwandfür das Auslesen des nä
hsten Elements und das Einfügen beliebiger Elemente errei
hen lässt.Glei
hwohl zeigen empiris
he Studien au
h, dass die Vorteile komplexerer Datenstrukturenerst bei relativ groÿen Ereigniszahlen in der Ereignisliste zum Tragen kommen. Für viele, selbstkomplexe Simulationsprogramme ist deshalb eine lineare Liste ausrei
hend.Operationen zur Realisierung von SimulationsprogrammenZur Formulierung der folgenden Simulationsabläufe soll eine Pseudoprogrammierspra
he benutztwerden, die si
h an gängige Programmierspra
hen anlehnt, diesen aber ni
ht entspri
ht. Für dieseProgrammierspra
he de�nieren wir jetzt einige Basisfunktionen zur Simulation, die ähnli
h invielen realen Simulationsspra
hen existieren. Die Funktionatime = ziehe_zz (Verteilung, Parameter) ;generiert ein Zufallszahl aus einer gegebenen Verteilung mit bekannten Parametern. Die konkreteRealisierung der Funktion wird in Abs
hnitt 2.3 bes
hrieben. Weiterhin realisiertplane (Ereignistyp, Ereigniszeit) ;das Einhängen eines Ereignisses vom Typ Ereignistyp für den Zeitpunkt Ereigniszeit in dieEreignisliste. Dabei spielt es keine Rolle, wie die Ereignisliste realisiert ist. Die Funktionereignis = erstes_ereignis() ;liefert das nä
hste Ereignis aus der Ereignisliste undzeit = t ;liefert die Zeit des nä
hsten Ereignisses.Struktur von SimulatorenMit den vorgestellten Konstrukten können ereignisdiskrete Simulatoren auf dem bisher verwende-ten Niveau realisiert werden. Es müssen dazu
• die Datenstrukturen zur Abbildung der statis
hen Struktur aufgebaut werden und
• die Ereignisroutinen für alle Ereignisse de�niert werden.Den zugehörigen Ansatz bezei
hnet man als event s
heduling. Das Vorgehen bes
hreibt Modell-verhalten auf einem sehr niedrigen Abstraktionsniveau, da
• sämtli
he Ereignisse und deren (globalen) Auswirkungen erkannt und kodiert werden müssenund damit
• �a
he aber stark vernetzte und damit unübersi
htli
he Modelle entstehen.Dies bedingt, dass event s
heduling für komplexe Probleme sehr aufwändig und damit fehleranfäl-lig ist. Insbesondere entspri
ht die unstrukturierte Darstellung weder den Prinzipien des modernenSoftwareentwurfs no
h der übli
herweise verwendeten Methodik zum Entwurf komplexer te
hni-s
her Systeme. In beiden Fällen wird versu
ht, dur
h die Einführung von Struktur die Komplexitätbeherrs
hbar zu ma
hen. Damit stellt si
h natürli
h die Frage, ob dies ni
ht au
h in der Simulationmögli
h ist.Da die Basis der Modellierung das mentale oder semi-formale Modell ist, mit dem die Model-lierung beginnt, müssen einfa
here Simulationsmodelle näher am mentalen Modell sein. In unsererVorstellung sind komplexe Zusammenhänge strukturiert, sonst wären sie ni
ht verständli
h oderübers
haubar. Die Strukturierung wird dadur
h unterstützt, dass in praktis
h allen realen Syste-men Ereignisse im Wesentli
hen lokale Auswirkungen haben, die nur einzelne Zustandsvariablenbetre�en. Damit besteht die Kunst einer übersi
htli
heren Modellierung darin, Ereignisse mitähnli
hen lokalen Auswirkungen geeignet zusammenzufassen. Eine sol
he Zusammenfassung istnatürli
h abhängig vom zu untersu
henden System und der Zielstellung der Modellierung, kann
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Abbildung 2.20: Unters
hiedli
he Si
htweisen der Zeitsteuerung.aber dur
h geeignete Strukturierungsme
hanismen unterstützt werden. In der Literatur existie-ren zahlrei
he Strukturierungsmethoden aber relativ wenig Systematik. Wir betra
hten die dreifolgenden Ansätze, die re
ht weit verbreitet sind:
• event s
heduling
• a
tivity s
anning
• pro
ess intera
tionDie drei Ansätze entspre
hen drei Si
hten auf ein System und de�nieren den zugehörigen konzep-tuellen Rahmen der Zeitsteuerung mit steigender Abstraktion. Die Ansätze sollen an einfa
henBeispielen eingeführt werden. Dazu betra
hten wir zuerst die Abläufe an dem einfa
hen S
hal-ter. Abbildung 2.20 zeigt einen Auss
hnitt aus dem Modellverhalten. Oberhalb der Zeita
hse sinddie einzelnen Ereignisse eingetragen und der Ablauf in der bisher verwendeten event s
heduling-Si
htweise bes
hrieben. Eine abstraktere Darstellung wird dadur
h errei
ht, dass zusammengehöri-ge Ereignisse zu Aktivitäten zusammengefasst werden. Ein typis
he Si
htweise wäre die De�nitionder Aktivitäten Bedienung und Ankunft. Dur
h die Ankunftsaktivität tri�t jeweils ein neuer Kun-de ein und die Zeit zwis
hen dem Eintre�en von Kunden ist gerade die Zwis
henankunftszeit.Die Aktivität Bedienung bes
hreibt den Ablauf vom Beginn der Bedienung bis zu deren Ende.Wie man in Abbildung 2.20 sehen kann, laufen die Aktivitäten Ankunft und Bedienung parallelab. Eine höhere Abstraktionsstufe errei
ht man, wenn man die Ereignisse handelnder Individuenzusammenfasst. Im Beispiel sollen Kunden gewählt werden. Wir betra
hten also das Leben einesKunden im Modell. Dieses ist 
harakterisiert dur
h drei Ereignisse, nämli
h seine Ankunft, sei-nen Bedienbeginn und sein Bedienende. Man kann s
hon bei diesem einfa
hen Beispiel deutli
heUnters
hiede zwis
hen den Strukturierungsansätzen erkennen. So gibt es beim event s
hedulingeine endli
he Menge von Ereignissen, beim a
tivity s
anning eine endli
he Menge von Aktivitäten,während beim pro
ess intera
tion potenziell unendli
h viele Kunden glei
hzeitig im System seinkönnen. Au
h wenn si
h im Beispiel die De�nition von Aktivitäten und Prozessen sehr natürli
hergab, ist diese keineswegs eindeutig. In einem komplexen Modell gibt es eine Vielzahl von Mög-li
hkeiten Aktivitäten oder Prozesse zu de�nieren. Je na
h Auswahl wird das resultierende Modellübersi
htli
her oder komplexer. Letztendli
h ist die Strukturierung vom mentalen Modell abhängigund damit au
h ein Stü
k weit subjektiv. Trotzdem gibt es Regeln, wie strukturiert werden sollte.Bevor die einzelnen Modellierungsansätze an einem etwas komplexeren Modell erläutert wer-den, sollen die zentralen Begri�e festgelegt werden:
• Ein Ereignis ist die Veränderung der Zustandsvariablen zu bestimmten Zeitpunkten.
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Abbildung 2.21: Bespielmodell mit zwei Stationen.

• Eine Aktivität ist eine Menge von Operationen während eines Zeitintervalls.
• Ein Prozess ist eine Folge von Aktivitäten eines Objekts über eine Zeitspanne.Ein zentraler Freiheitsgrad gerade bei der prozessorientierten Modellierung ist die Festlegung ak-tiver und passiver Elemente. Man kann dies s
hon am einfa
hen S
halterbeispiel erläutern. In derbisherigen Si
htweise waren Kunden aktiv und Bediener passiv. Kunden bewegen si
h zwis
henBedienern und belegen diese für ihre Bedienzeit. Man kann au
h eine andere Si
htweise haben undBediener als aktiv und Kunden als passiv interpretieren. Dann übernimmt und übergibt ein Bedie-ner einen Kunden und bedient diesen für eine Zeit. Als dritte Mögli
hkeit können sowohl Kundenals au
h Bediener aktiv sein. In diesem Fall müssen si
h beide auf eine Bedienung und deren Dauereinigen. Die am Beispiel bes
hriebenen Mögli
hkeiten bestehen in allen wartes
hlangenorientiertenModellen. Man bezei
hnet sie als kunden- (bzw. material-) und ressour
en-orientierte Si
htweise.Je na
h Wahl der aktiven Elemente lassen si
h man
he Verhaltensweisen besser modellieren undandere unter Umständen nur mit S
hwierigkeiten oder gar ni
ht modellieren. Glei
hes gilt für dieMögli
hkeiten der Systembeoba
htung und Auswertung. Wir werden später no
h einmal zu denVor- und Na
hteilen der beiden bzw. drei Ansätze zurü
kkommen.Die eingeführten Konzepte der Modellbes
hreibung sollen nun an einem etwas komplexeren,aber immer no
h sehr elementaren Beispiel detailliert bes
hrieben werden. Das Beispiel (sieheAbbildung 2.21) besteht aus 2 Stationen, die als Mas
hinen interpretiert werden können. Werk-stü
ke oder Aufträge (dies waren im vorherigen Beispiel die Kunden) betreten das Modell indemsie den Warteraum der ersten Mas
hine betreten. Na
hdem sie an der ersten Mas
hine bearbeitetwurden, gehen sie zu Mas
hine 2 über, werden dort bearbeitet und verlassen dana
h das System.Die Aufträge werden an den Mas
hinen na
h FCFS bearbeitet und die Pu�er besitzen eine poten-ziell unendli
he Kapazität. Der Zeitabstand TI zwis
hen zwei Ankünften ist eine Zufallsvariablemit unabhängiger Verteilung. Die Bearbeitungszeiten an den Mas
hinen TA und TB seien eben-falls Zufallsvariablen mit unabhängigen Verteilungen. Das einfa
he Modell kann zur Ermittlungunters
hiedli
her Ergebnisse simuliert werden. Als Beispiele seien hier genannt:
• Dur
hlaufzeit von Aufträgen (kundenorientiert)
• Anzahl Aufträge im Warteraum (ressour
enorientiert)
• Auslastung der Mas
hinen (kostenorientiert)Modellierung na
h dem event s
heduling-AnsatzDie statis
he Struktur ist 
harakterisiert dur
h zwei Mas
hinen A und B, die als permanent existie-rende Objekte vorhanden sind. Der Zustand der Mas
hinen ist frei oder belegt. Die Warteräumevor jeder Mas
hine werden als FIFO-Wartes
hlangen (First In First Out) realisiert. Die War-tes
hlangen müssen Aufträge aufnehmen. Wir wollen keine detaillierte De�nition eines Auftragsgeben, man kann aber annehmen, dass Aufträge dur
h eine entspre
hende Datenstruktur bes
hrie-ben sind. Im Gegensatz zum einfa
hen S
halterbeispiel rei
ht es ni
ht mehr aus, nur die AnzahlAufträge im System zu zählen, sondern für jeden Auftrag wird ein neues Auftragsobjekt erzeugt.Aufträge sind damit temporäre Objekte, von denen si
h potenziell unendli
h viele im Modellbe�nden können.Die Dynamik des Modells wird dur
h die folgenden Ereignisse realisiert:1. Ankunft an Mas
hine A (aA)
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Abbildung 2.22: Ereignsroutine für die Auftragsankunft an Mas
hine A und B.2. Ankunft an Mas
hine B (aB)3. Bearbeitungsbeginn an Mas
hine A (bA)4. Bearbeitungsbeginn an Mas
hine B (bB)5. Bearbeitungsende an Mas
hine A (ea)6. Bearbeitungsende an Mas
hine B (eB)Für die einzelnen Ereignisse werden die Ereignisroutinen wieder mit Hilfe von Flussdiagrammenspezi�ziert. In den Diagrammen werden die folgenden Abkürzungen verwendet. ti bes
hreibt dieaktuelle Simulationszeit, − > WSA und WSA− > bes
hreiben das Ein- und Ausfügen von Auf-trägen in die/aus der Wartes
hlange vor Mas
hine A (analog für Mas
hine B) und zz(T ) generierteine Zufallszahl gemäÿ T (T bes
hreibt die Verteilungsfunktion). Abbildung 2.22 zeigt die Ereig-nisroutinen für die Auftragsankünfte an den beiden Mas
hinen. Es wird jeweils zuerst getestet,ob die Mas
hine frei ist. Falls die Mas
hine frei ist, so kann direkt ein Ereignis Bedienbeginn fürdie aktuelle Zeit geplant werden. Bei belegter Mas
hine wird der ankommende Auftrag in die je-weilige Wartes
hlange einsortiert. In der Ankunftsroutine für Mas
hine A muss ans
hlieÿend no
hdie nä
hste Ankunft für den Zeitpunkt ti + zz(TI) geplant werden. Eine sol
he Planung ist fürMas
hine B ni
ht notwendig, da dort Ankünfte dur
h das Bedienende an Mas
hine A initiiertwerden.Die restli
hen Ereignisroutinen sind in Abbildung 2.23 dargestellt. Beim Bedienbeginn wirdjeweils der Zustand der Mas
hine auf belegt gesetzt und ans
hlieÿend das Ende der Bedienunggeplant. Beim Bedienende wird der Zustand der Mas
hine auf frei gesetzt und dann getestet, obdie Wartes
hlange no
h weitere Aufträge beinhaltet. Falls dies der Fall ist, so wird der nä
hsteAuftrag aus der Wartes
hlange geholt und sein Bedienbeginn für den aktuellen Zeitpunkt geplant.Bei Mas
hine A muss zusätzli
h no
h die Ankunft des Auftrags, der gerade seine Bedienung be-endet hat, an Mas
hine B für den aktuellen Zeitpunkt geplant werden. Es ist dabei zu bea
hten,dass der Ansatz so nu rfunktioniert, wenn ausges
hlossen werdne kann, dass Bedienende und An-kunft glei
hzeitig statt�nden können, da ansonsten zwei glei
hzeitige Bedienungen initiiert werdenkönnten (Ablauf na
hvollziehen!).
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Abbildung 2.23: Restli
he Ereignisroutinen für das Beispielmodell.O�ensi
htli
h bes
hreibt die vorgenommene Strukturierung der Ereignisse nur eine mögli
heRealisierung. Es wäre genauso gut mögli
h, die Ereignisse Bedienbeginn an Mas
hine A und Bmit in den Ereignissen Ankunft und Bedienende zu kodieren, wie es für den einfa
hen S
haltergema
ht wurde.Zum Start der Simulation müssen die Variablen initialisiert werden. Naheliegend ist es ti :=
0 zu wählen, die Wartes
hlangen leer zu initialisieren und die Mas
hinen auf frei zu setzen.Wenn zu Beginn die erste Ankunft an Mas
hine A für den Zeitpunkt zz(TI) eingeplant wird,dann läuft die Simulation von da an weiter. Zur Beendigung der Simulation kann entweder einEreignis Simulationsende zu Beginn für einen vorgegebenen Zeitpunkt in die Ereignisliste per
plane(Simulationsend, TEnde) eingehängt werden oder die Simulation kann dur
h andere Bedin-gungen abgebro
hen werden. Z.B. könnte na
h einer bestimmten Anzahl Bedienungen abgebro
henwerden. In diesem Fall müsste in der Ereignisroutine für das Bedienende an Mas
hine B na
hge-halten werden, wie viele Aufträge bereits ihre Bedienung beendet haben und falls die gewüns
hteAnzahl errei
ht wurde, muss für den aktuellen Zeitpunkt ein Ereignis Simulationsende eingeplantwerden.Damit die Simulation ni
ht spurlos abläuft, müssen Daten aufgezei
hnet und am Ende ausge-wertet werden. Wie bereits erwähnt, ist dies Teil der Aufgaben der Ereignisroutinen. Dieser Teilwurde aus Übersi
htli
hkeitsgründen in den Beispielroutinen weggelassen. Es soll kurz das Kon-zept zur Ergebnisermittlung skizziert werden. Man unters
heidet dabei zwis
hen auftrags- undstationsspezi�s
hen Maÿen. Auftragsspezi�s
he Maÿe wie Verweilzeiten oder Wartezeiten müssenin der Auftragsdatenstruktur gespei
hert werden. Dazu sind entspre
hende Variablen vorzusehen.Dies soll kurz am Beispiel der Wartezeiten erläutert werden. Die Wartezeit jedes Auftrags soll fürjeden Auftrag und beide Mas
hinen ermittelt werden. Dazu sind zwei reelle Variablen t_in und
t_wait notwendig, die für jeden Auftrag mit 0 initialisiert werden. Bei Ankunft des Auftrags (d.h.in der zugehörigen Ereignisroutine) wird die Ankunftszeit t_in auf die aktuelle Zeit ti gesetzt. BeiBedienbeginn wird zu t_wait die Di�erenz ti−t_in (d.h. die Wartezeit) addiert. Bei Bedienbeginnan Mas
hine B muss ans
hlieÿend no
h der Wert von t_wait zur Auswertung gespei
hert werden.Dies ges
hieht dur
h Aufruf der entspre
henden Funktion oder Methode. Wie die einzelnen Wertegespei
hert werden hängt vom Ziel der Auswertung ab (z.B. nur Mittelwertermittlung, Ermittlung
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Abbildung 2.24: Aktivitätsroutinen für Auftragsankünfte.von Quantilen et
.). Bei stationsspezi�s
hen Maÿen kann man davon ausgehen, dass die Stationfür einen spezi�s
hen Zeitraum in einem Zustand ist (z.B. frei-belegt, mit x Aufträgen). Der Zu-standswert und der Zeitraum müssen gespei
hert werden. Für eine Mittelwertbestimmung kannder bereits für den einfa
hen S
halter bes
hriebene Ansatz verwendet werden.Modellierung na
h dem a
tivity s
anning-AnsatzDas nä
hst höhere Abstraktionsniveau ist der a
tivity s
anning-Ansatz. Es wird von einer Mengevon Aktivitäten ausgegangen, die im Gegensatz zu Ereignissen wissen, wann sie beginnen oderenden können. Aktivitäten ents
heiden also lokal, ob sie eintreten oder ni
ht. In der Simulati-on werden na
h jeder Zustandsänderung, d.h. na
h Ausführung einer Aktivität, alle Aktivitätenangestoÿen und jede ents
heidet lokal für si
h, ob sie eintreten kann oder ni
ht. Die Implementie-rungsidee besteht in einer Menge lokaler Aktivitätsuhren. Bei Aktivierung testet eine Aktivität, obdie eigene Uhr abgelaufen ist. Im Unters
hied zum event s
heduling, bei dem alle Folgeereignissevon einem Ereignis generiert werden müssen, werden beim a
tivity s
anning nur die unmittelba-ren Folgen des Ereignisses bes
hrieben, da Folgeereignisse selbst testen, ob sie ausgeführt werdenmüssen.Bei der Realisierung stehen die Uhren einer Aktivität auf der lokalen Aktivitätszeit und diejeweils nä
hste lokale Aktivitätszeit tritt ein. Wie beim event s
heduling ist bei identis
hen Ak-tivitätszeiten keine Reihenfolge vorgegeben und das Modellverhalten hängt von der Reihenfolgeab, in der Aktivitäten angestoÿen werden. Der Vorteil des a
tivity s
anning ist eine kompaktereBes
hreibung und damit ein höheres Abstraktionsniveau. Glei
hzeitig ergibt si
h au
h ein Na
h-teil, nämli
h oft eine mangelnde E�zienz. In Modellen mit vielen Aktivitäten werden Aktivitätenoft angestoÿen, obwohl sie ni
ht ausführbar sind. Im Programm bedeutet dies in der Regel je-weils einen Funktions- und Methodenaufruf, der Zeit benötigt, au
h wenn der eigentli
he Test aufAusführbarkeit sehr e�zient realisiert ist.Wir betra
hten nun das einfa
he Beispiel im a
tivity s
anning Ansatz. UxY wird zur Bezei
h-nung der Uhr für Aktivitätsroutine xY verwendet. Die lokale Uhr wird in der zugehörigen Aktivi-tätsroutine gesetzt und gelesen. Ein globaler Prozess springt jeweils zur nä
hsten Uhrzeit. Ähnli
hzu den Ereignissen wird das Modellverhalten dur
h 6 Aktivitäten und die zugehörigen Aktivitäts-routinen bes
hrieben. Au
h in den Aktivitätsroutinen wird die Aufzei
hnung von Resultaten ni
htbetra
htet. Diese funktioniert genauso wie im event s
heduling-Ansatz. Abbildung 2.24 zeigt dieAktivitätsroutinen für die Auftragsankunft an Mas
hine A und B. Die einzige Bedingung für dasEintreten ist, dass die lokale Uhr auf der aktuellen Zeit steht. Ansonsten sind die Aktivitätsrouti-nen re
ht ähnli
h zu den Ereignisroutinen, was an den relativ einfa
hen Ereignisstrukturen liegt,die im Wesentli
hen nur lokale Änderungen hervorrufen.
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Abbildung 2.25: Restli
he Aktivitätsroutinen für das Beispiel.
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hen Aktivitätsroutinen. Bei den Aktivitätsroutinen für denBedienbeginn wurde auf die explizite Angabe der lokalen Uhren verzi
htet, da das Abprüfen, obdie Mas
hine frei ist und die Wartes
hlange ni
ht leer ist ausrei
ht. Die Syn
hronisation zwis
henden Aktivitäten �ndet zum Teil dadur
h statt, dass eine Aktivität die Uhr einer anderen Aktivitätsetzt.Da das Problem des vielfa
hen Aufrufs von Aktivitätsroutinen gerade bei komplexeren Mo-dellen auftau
ht, ist man bestrebt den Ansatz e�zienter zu realisieren. Eine sol
he e�zientereRealisierung ist der folgende 3 Phasen-Ansatz, der zwis
hen B- und C-Aktivitäten unters
heidet.B-Aktivitäten sind sol
he, deren Vorbedingungen immer erfüllt sind, bei denen also nur die lokaleUhrzeit eine Rolle spielt. Im Beispiel wären dies Auftragsankunft und Bedienende. B-Aktivitätenwerden in einer Liste na
h Eintretenszeit geordnet gespei
hert. Die restli
hen Aktivitäten werdenals C-Aktivitäten bezei
hnet. Die Simulation läuft dann wie folgt ab:1. Zeitforts
hreibung2. Ausführung der B-Aktivitäten, deren Uhren auf der aktuellen Zeit stehen (dazu muss maxi-mal ein Test dur
hgeführt werden, bei dem keine Aktivität ausgeführt wird).3. Test und evtl. Ausführung der C-Aktivitäten.Dur
h diese Unters
heidung werden B-Aktivitäten praktis
h zu Ereignissen und die Unters
hie-de zwis
hen event s
heduling und a
tivity s
anning vers
hwimmen. Im Gegensatz zum events
heduling-Ansatz, der von mehreren Simulationsspra
hen unterstützt wird, gibt es kaum Spra-
hen, die a
tivity s
anning unterstützen. Trotzdem bes
hreibt der Ansatz einen wi
htigen Abstrak-tionss
hritt.Modellierung na
h dem pro
ess intera
tion-AnsatzDie bisher vorgestellte Abstraktionsebene ist für viele Anwendungen zu niedrig und entspri
ht au
hni
ht dem in der Informatik heute übli
hen Abstraktionsniveau. Es gibt dort und in vielen anderenIngenieursdisziplinen den Trend zum Denken und Strukturieren in Prozessen. Dieser Ansatz wird inder Simulation seit langem verwendet, was au
h daran deutli
h wird, dass die Simulationsspra
heSimula67 als erste objektorientierte Spra
he mit einem Koroutinenkonzepz vor fast 40 Jahrenentwi
kelt wurde.Das Strukturieren in Prozessen soll nun am Beispiel entwi
kelt werden. Man hat dabei zweigrundsätzli
he Mögli
hkeiten Prozesse zu de�nieren. Die erste Mögli
hkeit ist die Si
htweise derAufträge als Prozesse. Das Leben eines Auftrages im Modell ist gekennzei
hnet dur
h die folgenden
6 Ereignisse.Jeder Auftrag

• tri�t an Mas
hine A ein und stellt si
h an,
• kommt dran,
• ist fertig und geht weg,
• tri�t an Mas
hine B ein und stellt si
h an,
• kommt dran,
• ist fertig und geht weg.Damit überhaupt Aufträge in das System gelangen, müssen diese generiert werden. Dies kanneinmal dur
h die Aufträge selbst ges
hehen oder dur
h einen separaten Prozess. Hier soll diezweite Mögli
hkeit betra
htet werden, au
h wenn später meistens die erste Mögli
hkeit verwendetwerden wird. Die Prozess Umwelt zur Auftragsgenerierung ist dur
h die folgende Sequenz realisiert
• s
hi
kt einen Auftrag in das System,
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• s
hi
kt später einen weiteren Auftrag in das System,
• . . .Die Strukturierung in Aufträge ist o�ensi
htli
h nur eine Mögli
hkeit der Strukturierung, nämli
hgenau die, die dem bisherigen Ansatz entspri
ht, der au
h beim event s
heduling oder a
tivitys
anning eingesetzt wurde. Alternativ können Mas
hinen und ni
ht Aufträge als Prozesse angese-hen werden. Au
h in diesem Fall wird neben den beiden Prozessen für die Mas
hinen ein ProzessUmwelt benötigt, der die Mas
hinen mit Aufträgen versorgt. Der Ablauf eines Prozesses zur Mo-dellierung einer Mas
hine ist dur
h die folgende Sequenz bes
hrieben. Die Mas
hine
• beginnt mit einer Bedienung,
• beendet diese später,
• beginnt die nä
hste Bedienung,
• . . .Jeder der S
hritte der Mas
hinen und der Umwelt kann als Ereignis angesehen werden und sowohlMas
hine als au
h Umwelt können eine potenziell unendli
he Anzahl von Ereignissen ausführen.Im Gegensatz zur Strukturierung na
h Auftragsprozessen, in dem eine potenziell unendli
he Zahlvon Prozessen generiert und prinzipiell au
h glei
hzeitig im System sein kann, benötigt der zweiteAnsatz nur 3 Prozesse. Aufträge sind temporäre Prozesse, da sie während der Simulation generiertwerden und das System au
h wieder verlassen. Umwelt und Mas
hinen sind permanente Prozesse,die zu Anfang generiert werden und während der gesamten Simulationszeit im System sind.Na
h dieser kurzen informellen Einführung soll der Ansatz weiter formalisiert werden. Ziel istes, �Objekt-Leben� als Strukturierungsmittel zu nutzen, womit die Einzelereignisse Unterstukturenwerden. Damit ist ein dynamis
hes System bes
hrieben dur
h eine Menge dynamis
her Objekte(Prozesse), die si
h entspre
hend festgelegter Vors
hriften (Prozessmuster) verhalten. Es liegt alsoein System paralleler Prozesse vor. Dieser Ansatz liegt der Si
htweise der Informatik sehr nahe, dadiese si
h an vers
hiedenen Stellen mit parallelen Prozessen bes
häftigt und diese als Strukturie-rungsmittel einsetzt. Die Si
htweise kann aber au
h auf natürli
he Weise auf viele andere Gebieteübertragen werden.Prozesse laufen unabhängig, müssen aber von Zeit zu Zeit interagieren. Im Beispiel tritt ei-ne sol
he Interaktion beim �Bearbeitetwerden� im Auftrags-Prozess und beim �Bearbeiten� imMas
hinen-Prozess auf. Also Prozesse müssen si
h syn
hronisieren, d.h. gewisse Aktionen glei
h-zeitig ausführen oder na
heinander ausführen. Um ein prozessorientiertes Modell zu bes
hreibenmüssen die folgenden Bedingungen erfüllt sein.1. Prozessmuster müssen notiert werden.2. Prozesse bestimmter Muster müssen gestartet werden.3. Prozesse müssen interagieren können.Ein Prozess läuft na
h folgendem Muster ab
• Operation(en) ausführen
• Warten (d.h. ni
hts tun, Zeit verstrei
hen lassen)
• Operation(en) ausführen
• . . .Für das Beispiel Auftrag existiert folgende Teilsequenz
• Stell di
h an
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• Warte bis du dran bist (1)
• Warte bis Bedienzeit abgelaufen (2)(1) und (2) bes
hreiben mögli
he Wartebedingungen und sie bes
hreiben abstrakt gesehen sogaralle mögli
hen Wartebedingungen:(1) Es wird auf eine Bedingung gewartet. Der Prozess kann erst fortfahren, wenn diese Bedingungerfüllt ist.(2) Es wird bis zu einem Zeitpunkt gewartet. Der Prozess kann fortfahren, wenn die Simulations-zeit bis zum Ende der Wartezeit fortges
hritten ist.Um diese beiden Wartebedingungen auszudrü
ken de�nieren wir die beiden folgenden Befehle fürunsere Pseudoprogrammierspra
he.
• wait_until (Bools
he-Bedingung)� Formuliert Bedingung (1).� Der Prozess wird inaktiv und bleibt so lange inaktiv, bis die Bedingung erfüllt ist.� Die Bedingung wird dur
h Zustandsänderungen erfüllt. Damit kann sie nur dur
h Er-eignisse in anderen Prozessen erfüllt werden.
• pause_for (t)� Formuliert Bedingung (2).� Der Prozess wird für die Dauer t inaktiv.� Na
h Ablauf der Zeit wird er von selbst wieder aktiv.In beiden Fällen fährt der Prozess, na
hdem er wieder aktiv wird, dort fort wo er gewartet hat,also na
h der wait_until- oder pause_for-Anweisung.Mit den beiden Anweisungen können die Prozesse spezi�ziert werden. Wie bisher werden da-zu Flussdiagramme verwendet. Abbildung 2.26 zeigt das Prozessmuster für einen Auftrag. JederAuftrag dur
hläuft beide Mas
hinen und fasst alle dazu notwendigen Ereignisse zusammen. DieMas
hinen werden in diesem Ansatz dur
h zwei Bools
he-Variablen A und B und dur
h zweiWartes
hlangen WSA und WSB realisiert. Wenn ein Auftrag an einer belegten Mas
hine ein-tri�t, so ordnet er si
h selbst in die Wartes
hlange ein und wartet ans
hlieÿend bis er der erstein der Wartes
hlange ist (1. WS) und die Mas
hine frei ist. Diese Bedingung kann nur erfülltwerden, wenn alle Aufträge vor ihm ihre Bedienung abges
hlossen haben und die Mas
hine na
hBedienende auf frei gesetzt haben. Das Vorrü
ken in der Wartes
hlange ges
hieht automatis
h,was mit einer entspre
henden Datenstruktur (z.B. Liste) einfa
h realisiert werden kann. Um eineBedienung auszuführen belegt ein Prozess die Mas
hine, pausiert für seine Bedienzeit und gibtans
hlieÿend die Mas
hine wieder frei. Wie s
hon in den vorherigen Beispielen wurden die Opera-tionen zur Simulationsbeoba
htung weggelassen. Genauso wie in den anderen Beispielen muss dieSystembeoba
htung als Teil des Prozessmusters notiert werden.Abbildung 2.27 zeigt den Prozess Umwelt, der eine sehr einfa
he Struktur hat. Im Gegensatzzu den Auftragsprozessen gibt es im Umweltprozess kein Ende, sondern nur einen Start, da derProzess permanent läuft. Zum Starten der Simulation wird ein Umwelt Prozess generiert, der danndie Auftragsprozesse generiert, die si
h mit Hilfe der Bools
hen-Variablen und der Wartes
hlangenan den Mas
hinen syn
hronisieren.Na
h der Darstellung des Beispiels als prozessorientiertes Modell mit aktiven Aufträgen, sollnun als Alternative die prozessorientierte Si
htweise mit aktiven Mas
hinen vorgestellt werden.Die Abbildungen 2.28 und 2.29 zeigen die drei benötigten Prozesse zur Modellierung der Um-welt und der beiden Mas
hinen. Alle Prozesse laufen in dieser Darstellung permanent. Aufträgewerden dur
h den Umweltprozess erzeugt und in den Pu�er der ersten Mas
hine abgelegt. Falls
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Abbildung 2.26: Prozessmuster eines Auftrags.

Abbildung 2.27: Umweltprozess für die auftragsorientierte Modellierung.
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Abbildung 2.28: Umweltprozess und Prozess für Mas
hine A in der mas
hinenorientierten Si
ht.

Abbildung 2.29: Prozess für Mas
hine B.
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hine frei ist, wird sie dur
h den Umweltprozess bei Ankunft eines Kunden dadur
haktiviert, dass sie belegt wird. Dadur
h wird die wait_until Bedingung der Mas
hine erfüllt unddie Bedienung beginnt. Falls ein Auftrag bedient wurde und no
h andere in der Wartes
hlangevorhanden sind, so beginnt sofort die nä
hste Bedienung. Die erste Mas
hine übergibt Aufträgeder zweiten Mas
hine und aktiviert diese, falls nötig. Dur
h die Erzeugung der drei Prozesse läuftdie Simulation an, da der Umwelt-Prozess die Aufträge na
heinander generiert. Aufträge tau
henin dieser Modellierung nur implizit auf, könnten aber dur
haus als komplexere Datenstruktur zurSpei
herung von Parametern dargestellt werden. Die Wartes
hlangen vor den Mas
hinen müssennur die entspre
henden Datenstrukturen aufnehmen können. Wie s
hon in den vorangegangenenBes
hreibungen wurden die Teile zur Resultatauswertung in den Bes
hreibungen weggelassen.Bewertung der material- und mas
hinenorientierter Si
htGrundsätzli
h können Modelle material- oder mas
hinenorientiert spezi�ziert werden, die Art derBes
hreibung hat aber Auswirkungen auf die Ausdru
ksmögli
hkeiten. In einer mas
hinenorien-tierten Si
ht können die folgenden Aspekte auf sehr natürli
he Weise bes
hrieben werden.
• Unters
hiedli
he S
heduling-Strategien, bei denen die Mas
hine Aufträge na
h ihren Eigen-s
haften auswählt. So könnte der Auftrag mit der geringsten Bearbeitungszeit im zuerstgewählt werden. Diese Strategie nennt shortest job �rst (SJF). Aufträge könnten in Klasseneingeteilt werden und jede Klasse eine bestimmte Priorität bekommen, wobei Aufträge hö-herer Priorität vor Aufträgen niedriger Priorität bedient werden. Die Implementierung derS
heduling-Strategie im Auftragsprozess würde sehr komplex, da si
h alle auf eine Mas
hinewartenden Aufträge syn
hronisieren müssten.
• Mas
hineorientierte Leistungsmaÿe sind im Mas
hinenprozess ebenfalls auf natürli
h Weiseauswertbar. Beispiele für sol
he Leistungsgröÿen sind die Auslastung der Mas
hine oder diemittlere Population im Pu�er.
• In der Realität fallen Mas
hinen aus oder bringen auf Grund von temporären Fehlern kurz-zeitig eine geringere Leistung. Au
h dieses Verhalten ist im Mas
hinenprozess einfa
h be-s
hreibbar, kann aber nur sehr aufwändig und unnatürli
h im Auftragsprozess bes
hriebenwerden.Für andere Abläufe ist die materialorientierte Si
htweise die natürli
he Bes
hreibungsform.
• Wenn Aufträge mehrere Mas
hinen glei
hzeitig belegen, so kann dies im Auftrag einfa
h spe-zi�ziert werden, würde aber auf Mas
hinenebene eine komplexe Syn
hronisation erfordern.
• Materialorientierte Leistungsmaÿe wie Dur
hlaufzeit sind auf Ebene der Mas
hine kaumanalysierbar, können aber im Auftragsprozess einfa
h akkumuliert werden.
• Wenn Material syn
hronisiert wird, so kann dies auf Mas
hinenebene nur in einfa
hen Fäl-len bes
hrieben werden. Komplexere Syn
hronisationen erfordern Prozesse für die einzelnenMaterialien.Es zeigt si
h deutli
h, dass je na
h Modellstruktur die eine oder die andere Si
htweise vorzuziehenist. In vielen komplexen Modellen treten Strukturen auf, die beides, eine material- und eine ma-s
hinenorientierte Si
htweise erfordern. Prinzipiell ist eine sol
he Bes
hreibung mögli
h und wirdau
h von Simulationswerkzeugen unterstützt. Es muss nur darauf gea
htet werden, dass die Be-s
hreibung konsistent bleibt. So kann die Bedienzeit vom zu Bedienenden und au
h vom Bedienerfestgelegt. Es ist aber ni
ht mögli
h, dass beide jeweils eine eigene Bedienzeit festlegen, da derBediener genau so lange belegt sein muss, wie der zu Bedienende bedient wird.
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Abbildung 2.30: Prozesszustandsdiagramm der prozessorientierten Simulation.Realisierung des pro
ess intera
tion-AnsatzesDer generelle Ablauf prozessorientierter Simulationen und deren Realisierung soll nun näher er-läutert werden. Die einzelnen Prozesse können in vier vers
hiedenen Zuständen sein, wie in Abbil-dung 2.30 gezeigt wird. Prozesse we
hseln zwis
hen aktiv und einer der beiden Wartebedingungenwait_until oder pause_for. S
hlieÿli
h terminiert ein Prozess und kann dana
h ni
ht wieder ak-tiv werden. In einem Simulationsmodell können mehrere Prozesse glei
hzeitig im Zustand aktivsein. Da wir davon ausgehen, dass unsere Simulation auf einem Einzelprozessor abläuft, kannvon den aktiven Prozessen nur einer zu einer Zeit wirkli
h bearbeitet werden. Die zeitgere
hteAusführung zeitglei
h aktiver Prozesse ist ein zentraler Aspekt der prozessorientierten Simulati-on. Bevor dieser Punkt näher untersu
ht wird soll die Frage beantwortet werden, wie Prozessein einer Programmierspra
he realisiert werden. Nahe liegend wäre eine Bes
hreibung als Proze-duren und Funktionen, wie sie in allen Programmierspra
hen vorhanden sind. Prozessmuster und-abläufe lassen si
h in Prozeduren grundsätzli
h bes
hreiben. Wenn man allerdings etwas näherdarüber na
hdenkt, so wird s
hnell deutli
h, dass Prozeduren ni
ht ausrei
hen. Das Problem wirdin Abbildung 2.31 verdeutli
ht. Eine Prozedur würde beim Eintreten einer Wartebedingung ver-lassen und beim nä
hsten Aufruf, d.h. beim nä
hsten We
hsel in den Zustand aktiv, wieder vonvorn beginnen. Dies ist o�ensi
htli
h ni
ht das gewüns
hte Verhalten, sondern bei der nä
hstenAktivierung soll na
h der Wartebedingung weitergema
ht werden. Dieses Verhalten wird dur
hKoroutinen oder Threads bes
hrieben, die in man
hen Programmierspra
hen vorhanden sind. Sobesitzt Simula67 ein Koroutinenkonzept und Java ein Thread-Konzept. C oder C++ hat standard-mäÿig kein sol
hes Konzept, es gibt allerdings Zusatzbibliotheken zur Realisierung von Threadsund/oder Koroutinen.Kommen wir nun zur Ausführung glei
hzeitiger Ereignisse zurü
k. Beim event s
heduling-Ansatz wurde davon ausgegangen, dass glei
hzeitige Ereignisse in beliebiger Reihenfolge ausgeführtwerden können. Dies ist im pro
ess intera
tion-Ansatz ni
ht mögli
h, wie das folgende Beispielzeigt. Wir betra
hten dazu wieder einen S
halter und einen Kunden. Der S
halter besitzt eineWartes
hlange WS für Kunden, eine Bools
he Variable belegt und eine Referenz Kd auf einenKunden, der gerade bedient wird. Der Kunde besitzt eine Bools
he Variable dran, eine ReferenzS
 auf den S
halter und eine Referenz Current auf si
h selbst. S
halter und Kundenprozess sindwie folgt realisiert.
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Abbildung 2.31: Verhalten von Prozeduren und Koroutinen.S
halter KundeRepeatwait_until(WS ni
ht leer) ; (S1) dran := false ; (K1)Repeat Current->S
.Ws ; (K2)Kd := WS.�rst ; (S2) wait_until (dran) ; (K3)belegt := true ; (S3) pause_for (Bedienzeit) ; (K4)wait_until (not belegt) ; (S4) S
.belegt := false ; (K5)Until WS leer ; (S5) S
.WS-> ; (K6)Until (Simulationsende) ;Die folgende Festlegung der Semantik würde dem bisherigen Vorgehen im event s
heduling-Ansatz entspre
hen.
• Die Reihenfolge der Ereignisse eines Prozesses muss bea
htet werden.
• Zeitglei
he Ereignisse in unters
hiedli
hen Prozessen können beliebig angeordnet werden.Ein mögli
her Ablauf, der mit der Ankunft des ersten Kunden startet wäre der folgende:K1, K2, S1, S2, S3, S4, K3, K4, K5, S5, S2, S3, S4, K6Na
h Abarbeitung dieser S
hritte hätte der Kunde das System verlassen, wäre also terminiert.Der S
halter hätte eine Referenz auf den Kunden, der das System gerade verlassen hat und würdenun warten, dass der Kunde seine Bedienung beendet. Wenn nun na
hfolgende Kunden eintre�en,würden sie si
h selbst in die Wartes
hlange einordnen und warten, dass der S
halter ihren Bedien-beginn initiiert. Dies würde aber ni
ht passieren, da der S
halter auf das Bedienende des Kundenwartet, der bereits weggegangen ist. O�ensi
htli
h liegt eine klassis
he Deadlo
k-Situation vor.Was ist bei dem Ablauf fals
h gelaufen? Der Grund liegt darin, dass die Atomizität der Er-eignisse ni
ht bea
htet wurde. Wie im event s
heduling festgelegt wurde, müssen Ereignisse ganzoder gar ni
ht ausgeführt werden. Nun existieren im pro
ess intera
tion keine Ereignisse im ur-sprüngli
hen Sinne. Trotzdem sind unter Umständen mehrere Zuweisungen notwendig, um denSystemzustand zu ändern. Der Zustand ist unde�niert oder ni
ht vollständig de�niert, solangeni
ht alle notwendigen Zuweisungen ausgeführt wurden. Im obigen Ablauf hatte der Kunde K6no
h ni
ht ausgeführt und der Zustand war ni
ht de�niert, als der S
halter S2 ausführte.Um sol
he Probleme zu vermeiden, werden in allen prozessorientierten Programmierspra
hendie folgenden Vereinbarungen getro�en:
• Ein Prozess läuft solange, bis er eine hemmende Bedingung errei
ht oder terminiert.
• Die Auswahl des nä
hsten Prozesses aus einer Menge aktiver Prozesse bleibt willkürli
h undkann das Verhalten des Modells und damit die Semantik beein�ussen.Kommen wir nun zur Realisierung der beiden Wartebedingungen:
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• pause_for (t)� Der Prozess pausiert für t Zeiteinheiten und wird dana
h wieder aktiv.� Das Ereignis der Aktivierung kann damit für den Zeitpunkt ti + t eingeplant werden.� Die Realisierung erfolgt über eine Ereignisliste, die alle Prozesse enthält, die pausieren.
• wait_until (b)� Bedingung b kann über beliebige Zustandsvariablen formuliert werden.� Damit kann jede Wertzuweisung jedes wait_until eines Wartenden ändern.� Damit muss na
h jedem Anhalten eines Prozesses jede Wartebedingung überprüft wer-den.� Dies ist extrem aufwändig und führt zu ine�zienten Simulatoren.Aus E�zienzgründen ist wait_until in allgemeiner Form in kaum einer Simulationsspra
he odereinem Simulationswerkzeug realisiert. Trotzdem wird neben dem reinenWarten für einen Zeitraum,ein Warten auf Bedingungen benötigt, da sonst keine wirkli
he Syn
hronisation zwis
hen Prozessenmögli
h ist. Es gibt zwei unters
hiedli
he Mögli
hkeiten das ine�ziente wait_until zu ersetzen.Man kann näher zur Implementierung gehen und damit weiter weg vom mentalen Modell. Indiesem Fall werden zwei Anweisungen passivate und a
tivate eingeführt. Der Aufruf von passi-vate sorgt davor, dass der aufrufende Prozess anhält und damit praktis
h in den Zustand vonwait_until gerät. Typis
herweise wird erst die Bedingung b getestet und falls diese ni
ht gilt, wirdder Prozess passivate aufrufen.if not b then passivate ;Im Gegensatz zu wait_until wird der Prozess ni
ht automatis
h aufgewe
kt, wenn b gilt. Sonderndas Aufwe
ken muss explizit dur
h den Aufruf von a
tivate(P) für einen wartenden Prozess P er-folgen. Der Aufruf kann natürli
h nur dur
h einen anderen Prozess erfolgen, idealerweise dur
h denProzess, der b erfüllt hat. Diese Art der Bes
hreibung sorgt für e�ziente Simulatoren, bedingt aberau
h, dass der Simulator-Code länger und komplexer wird. So muss der aufwe
kende Prozess eineReferenz auf den aufzuwe
kenden Prozess besitzen und der eigentli
h Vorteil der prozessorientier-ten Simulation, nämli
h die weitgehende Unabhängigkeit und lokale Bes
hreibung von Prozessenwird teilweise einges
hränkt. Trotzdem sind a
tivate und passivate in vielen Simulationsspra
hen,z.B. in Simula67 verfügbar.Die zweite Mögli
hkeit orientiert si
h mehr am mentalen Modell und ist damit weiter wegvon der Implementierung. Das Warten auf Bedingungen wird dahingehend einges
hränkt, dass bni
ht mehr eine beliebige Bedingung sein darf, sondern nur auf bestimmte Bedingungen gewartetwerden kann. Dieser Ansatz ist insbesondere für Szenario-Spra
hen von Interesse. So ist in War-tes
hlangennetzen das Warten auf Bediener übli
h. Falls es nur eine endli
he Anzahl mögli
herBedingungen gibt, auf die gewartet werden kann, so wird für jede Bedingung eine Wartes
hlangegebildet, in die Prozesse, die auf die zugehörige Bedingung warten, eingeordnet werden. Wird nuneine Bedingung erfüllt, so brau
ht nur in der zugehörigen Wartes
hlange na
h Prozessen zur Ak-tivierung gesu
ht werden. Dieses Konzept ist e�zient und stellt keine zusätzli
hen Anforderungenan den Modellierer. Es ist allerdings eine Eins
hränkung gegenüber dem allgemeinen wait_until.2.3 Generierung und Bewertung von ZufallszahlenIn der diskreten Simulation spielt die Sto
hastik eine groÿe Rolle. Es gibt nur wenige Modelle, indenen keine Sto
hastik auftritt. Man kann si
herli
h lange und intensiv darüber diskutieren, obZufall oder Sto
hastik Teil unserer Umwelt ist oder ob es nur ein künstli
hes Phänomen ist, dasvom Mens
hen aus Unkenntnis eingeführt wurde. Diese Diskussion soll hier aber ni
ht geführt wer-den, für Interessierte sei auf die beiden populärwissens
haftli
hen Bü
her [7, 10℄ zum Weiterlesenverwiesen.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 61Unabhängig davon, ob Zufall als gegeben vorausgesetzt wird oder als ein Instrument angesehenwird um reales Verhalten in einem Modell kompakt zu bes
hreiben, ist unsere Wahrnehmungder Realität in den meisten Fällen ni
ht deterministis
h. So treten Ausfälle te
hnis
her Gerätezufällig auf und au
h die Reparatur erfordert eine ni
ht exakt bestimmbare Zeit. Ankünfte vonFahrzeugen an einer Ampel oder von Kunden in einem Supermarkt sind ebenfalls zufällig. Au
hviele Vorgänge in der Natur, wie etwa die Eins
hlagstellen von Blitzen oder der Zerfall von Atomentreten zufällig auf. Glei
hzeitig kann Zufall au
h benutzt werden, um komplexe deterministis
heVorgänge kompakter zu bes
hreiben.Im Modell wird Zufall benutzt, um Komplexität zu vermeiden oder wenn Details und Zu-sammenhänge ni
ht bekannt sind, so dass eine deterministis
he Bes
hreibung ni
ht mögli
h ist.Grundlage von Zufallsprozessen sind Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und Statistik. Bevor nun dieRealisierung von Zufallsprozessen im Re
hner bes
hrieben wird, sollen in einer sehr kurzen Ein-führung auf die benötigten Grundlagen eingegangen werden (siehe au
h [5, Kap. 5.1℄ und [11, Kap.4.2℄).Grundlagen der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnungDas mathematis
he Modell zur Behandlung zufälliger Ereignisse liefert die Wahrs
heinli
hkeits-re
hnung.Ein Zufallsexperiment ist ein Prozess, dessen Ausgang wir ni
ht mit Gewissheit vorhersagenkönnen. Die Menge aller mögli
hen einander auss
hlieÿenden Ausgänge bezei
hnen wir mit S, dieMenge der Elementarereignisse. Eine Menge E ist eine Ereignismenge, falls gilt
• ∅ ∈ E und S ∈ E

• A ∈ E ⇒ S \ A ∈ E

• Ai ∈ E (i ∈ I) ⇒ ∪i∈IAi ∈ E und ∩i∈IAi ∈ EEin weiterer zentraler Begri� ist das Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ. Ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ P [A]bildet A ∈ E auf reelle Zahlen ab, so dass
• 0 ≤ P [A] ≤ 1, P [S] = 1 und P [∅] = 0

• falls A ∩ B = ∅ ⇒ P [A ∪ B] = P [A] + P [B]Typis
he Beispiele für Zufallsexperimente sind das Werfen einer Münze und eines Würfels. Umden Zusammenhang zwis
hen vers
hiedenen Ereignissen herzustellen, kann man bedingte Wahr-s
heinli
hkeiten betra
hten. Man s
hreibt übli
herweise A|B mit der Interpretation A unter derBedingung B. Es gilt
P [A|B] =

P [A ∩ B]

P [B]
(2.1)Sei S = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ AK und alle Ak seinen disjunkt, dann gilt (Satz von der Totalen Wahr-s
heinli
hkeit)

P (B) =

K∑

k=1

P [B|Ak] · P [Ak]Von groÿer Bedeutung ist au
h der Satz von Bayes, der eine Beziehung zwis
hen A|B und B|Aherstellt.
P [A|B] = P [B|A] · P [A]

P [B]Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine reellwertige Variable, deren Wert dur
h den Ausgang ei-nes Zufallsexperiment bestimmt ist. Eine Zufallsvariable bildet also die Ausgänge eines Zufalls-experiments auf reelle Zahlen ab. Zufallsvariablen werden im Folgenden mit Groÿbu
hstaben
X, Y, Z, . . .bezei
hnet, während Kleinbu
hstaben x, y, z, . . . den konkreten Wert einer Zufallsvaria-blen bezei
hnen. Man unters
heidet zwis
hen diskreten und kontinuierli
hen Zufallsvariablen. Eine
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Abbildung 2.32: Verteilungsfunktion einer diskreten und einer kontinuierli
hen Zufallsvariablen.diskrete Zufallsvariable nimmt Werte aus einer endli
hen oder abzählbaren Menge an. Typis
heBeispiele sind der Münzwurf (Werte 0, 1), das Würfel (Werte 1, . . . , 6) oder die Anzahl eingehenderTelefonanrufe an einer Vermittlungsstelle innerhalb einer Stunde (da keine obere S
hranke a prioribekannt ist, werden theoretis
h Werte aus N betra
htet). Kontinuierli
he Zufallsvariablen könnenWerte aus einer überabzählbaren Menge annehmen. Beispiele sind die Zwis
henankunftszeiten vonKunden an einem S
halter, die Bedienzeiten der Kunden oder die Regenmenge, die an einem Tagfällt. Wenn man davon ausgeht, dass diese Werte beliebig genau messbar wären, so können indiesen Fällen beliebige ni
ht negative Werte angenommen werden.Zufallsvariablen können dur
h vers
hiedene Maÿzahlen 
harakterisiert werden. Von zentralerBedeutung ist die Verteilungsfunktion (Vfkt) F (x) = P [X ≤ x] für −∞ ≤ x ≤ ∞. Die Vertei-lungsfunktion 
harakterisiert die Zufallsvariable vollständig und es gilt
• 0 ≤ F (x) ≤ 1

• x1 < x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2)

• limx→−∞ F (x) = 0 und limx→∞ F (x) = 1Oft kann die Zufallsvariable au
h nur Werte aus einem Intervall annehmen. In diesem Fall ist
F (x) = 0, falls x kleiner als der kleinste Wert ist, der angenommen werden kann und F (x) = 1,falls x gröÿer als der gröÿte Wert ist, der angenommen werden kann. Abbildung 2.32 zeigt zweiBeispiele für den Verlauf der Verteilungsfunktion. Für diskrete Zufallsvariablen ist F (x) immereine Treppenfunktion. Für kontinuierli
he Zufallsvariablen kann die Verteilungsfunktion ebenfallsSprungstellen aufweisen.Diskrete ZV X mit Werteberei
h WXSei p(x) = P [X = x] die Wahrs
heinli
hkeit, dass X den Wert x annimmt. Es gilt

• p(x) = 0 für x /∈ WX

• 0 ≤ p(x) ≤ 1 für x ∈ WX

• ∑x∈WX
p(x)=1.0

• ∑x∈WX∧x≤y p(x) = F (y)Neben der Verteilungsfunktion dienen die Momente zur Charakterisierung von Zufallsvariablen.Das ite Moment einer diskreten Zufallsvariablen ist de�niert als
E(X i) =

∑

x∈WX

p(x) · xiVon besonderer Bedeutung ist das erste Moment E(X) = E(X1), der Erwartungswert. Der Erwar-tungswert gibt die Summe der mit ihren Wahrs
heinli
hkeiten gewi
hteten Werte an. Beim einem
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hreibt die mögli
he Variationder Werte der Zufallsvariablen. Als Maÿzahl ist die Varianz σ2(X) = E(X2) − E(X)2 ≥ 0 unddie Standardabwei
hung σ(X) von Bedeutung. Eine gröÿere Varianz/Standardabwei
hung deutetauf eine gröÿere Variabilität der Werte einer Zufallsvariablen hin. Wird die Varianz um den Er-wartungswert bereinigt, so erhält man den Variationskoe�zienten V K(X) = σ(X)/E(X). EineMaÿzahl für die Abhängigkeit von zwei Zufallsvariablen X und Y ist die Kovarianz
C(X, Y ) = E((X − E(X)) · (Y − E(Y ))) = E(X · Y ) − E(X) · E(Y ) (2.2)die au
h kleiner 0 sein kann. Die letzte Umformung lässt si
h unter Anwendung der folgendenRe
henregeln für Erwartungswerte herleiten.

• E(c · X) = c · E(X) für eine Konstante c,
• E(

n∑

i=1

ci · Xi) =
n∑

i=1

ci · E(Xi) für Konstanten ciund Zufallsvariablen XiDie letzte Glei
hung gilt sogar, wenn die Zufallsvariablen Xi abhängig sind. Dagegen gilt E(X ·
Y ) = E(X) · E(Y ) nur falls C(X, Y ) = 0, also z.B. bei unabhängigen Zufallsvariablen.Es werden nun einige typis
he diskrete Verteilungen vorgestellt. Die Bernoulli-Verteilung mitParameter p ∈ [0, 1] bes
hreibt binäre Ents
heidungen. Mit Wahrs
heinli
hkeit p tritt ein Ereignisein, mit Wahrs
heinli
hkeit (1 − p) tritt es ni
ht ein. Damit gilt

p(x) =






p falls x=1
1 − p falls x=0
0 sonst F (x) =






0 falls x < 0
1 − p falls 0 ≤ x < 1
1 sonst E(X) = p

σ2(X) = p · (1 − p)Die geometris
he-Verteilung hat ebenfalls einen Parameter p ∈ (0, 1] und bes
hreibt die Anzahl dererfolglosen Versu
he bis zu einem Erfolg, wenn der Erfolg in jedem Versu
h mit Wahrs
heinli
hkeit
p eintritt. Es gilt

p(x) =

{
p · (1 − p)x falls x ∈ {0, 1, 2, . . .}
0 sonst F (x) =

{
1 − (1 − p)⌊x⌋+1 falls x ≥ 0
0 sonstsowieE(X) = (1−p)/p und σ2(X) = (1−p)/p2. Die geometris
he Verteilung hat einige interessanteEigens
haften. Insbesondere besitzt die geometris
he Verteilung als einzige diskrete Verteilung dieso genannte Gedä
htnislosigkeitseigens
haft. Dies bedeutet in diesem Fall, dass unabhängig vomWert von x, die Wahrs
heinli
hkeit im nä
hsten Versu
h einen Erfolg zu haben immer glei
hbleibt. Die Gedä
htnislosigkeiteigens
hft ist insbesondere wi
htig zur Herleitung von analytis
henLösungsansätzen.Der Poisson-Prozess wird zur Modellierung realer Abläufe breit eingesetzt. Er bes
hreibt dieAnzahl auftretender Ereignisse, wenn ein einzelnes Ereignis mit konstanter Rate λ (> 0) auftritt.Für ein Intervall der Länge 1 ist dann p(x) die Wahrs
heinli
hkeit, dass genau x Ereignisse imIntervall auftreten. Es gilt

p(x) =

{
e−λ·λx

x! falls x ∈ {0, 1, 2, . . .}
0 sonst F (x) =





e−λ ·

⌊x⌋∑

i=0

λi

i!
falls x ≥ 0

0 sonst E(X) = λ
σ2(X) = λWerden allgemeine Intervalle der Länge t betra
htet, so muss in den obigen Formeln λ dur
h

λt ersetzt werden. Ein Poisson Prozess modelliert reales Verhalten immer dann gut, wenn in derRealität Situationen betra
htet werden, bei denen Ereignisse aus vielen unabhängigen Quellenstammen können, die jede für si
h mit geringer Rate Ereignisse generieren. Ein typis
hes Beispielist eine Vermittlungsstelle für Telefonanrufe. Viele potenzielle Anrufer können unabhängig von-einander Anrufe generieren und der einzelne Anrufer generiert selten einen Anruf. Es zeigt si
hallerdings, dass das Modell des Poisson Prozesses zwar die Realität mit mens
hli
hen Anruferngut wiedergibt, dur
h zusätzli
he Dienste, die inzwis
hen über das Telefon abgewi
kelt werden,treten aber andere Ankunftsmuster auf, die si
h mit Poisson-Prozessen ni
ht mehr genau genugmodellieren lassen.
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Abbildung 2.33: Poisson Prozess mit Parameter λ = 1 (linke Seite) und λ = 2 (re
hte Seite).

Abbildung 2.34: Di
htefunktion und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung.Kontinuierli
he ZV X mit Werteberei
h WXIm Gegensatz zum diskreten Fall kann die Zufallsvariable nun überabzählbar viele Werte anneh-men. Dies bedeutet, dass für die Wahrs
heinli
hkeit p(x) = 0 für alle x ∈ WX gelten kann undtrotzdem eine Verteilung vorliegt. Deshalb wird statt der Wahrs
heinli
hkeit die Di
htefunktion(Dfkt) f(x) für kontinuierli
he Zufallsvariablen betra
htet. Für eine Di
htefunktion muss gelten
• f(x) = 0 für x /∈ WX

• 0 < f(x) für x ∈ WX

•
∫

x∈WX
f(x)dx = 1.0

•
∫

x∈WX∧x≤y
f(x)dx = F (y)

•
∫ z

y f(x)dx = F (z) − F (y) = P [x ∈ [y, z]] falls y ≤ z

• E(X i) =
∫

x∈WX
xi · f(x)dxEs sollen nun einige wi
htige kontinuierli
he Verteilungen vorgestellt werden. Die Exponentialver-teilung mit Parameter λ > 0 ist dur
h die folgenden Funktionen/Maÿzahlen 
harakterisiert.

f(x) =

{
λ · e−λx falls x ≥ 0
0 sonst F (x) =

{
1 − e−λx falls x ≥ 0
0 sonst E(X) = 1/λ

σ2 = 1/λ2

V K(X) = 1Die Di
hte- und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung wird in Abbildung 2.34 für λ =
1 und λ = 3 dargestellt. Exponentialverteilungen treten immer dann auf, wenn viele unabhängigeQuellen für ein Ereignis existieren und jede Quelle selten ein Ereignis generiert. Ein typis
hes
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Abbildung 2.35: Struktur der Erlang- und Hyperexponential-Verteilung.

Abbildung 2.36: Di
htefunktion und Verteilungsfunktion der Glei
hverteilung mit Parametern 1und 5.Beispiel sind die Zwis
henankunftszeiten von Telefonanrufen an einer Vermittlungsstelle. Die Zeitzwis
hen dem Auftreten von Ereignissen in einem Poisson-Prozess ist exponentiell verteilt. Darüberhinaus ist die Exponentialverteilung die einzige kontinuierli
he Verteilung, die gedä
htnislos ist.Eine Zufallsvariable X ist gedä
htnislos, wenn
P [X > t + s|X > t] = P [X > s]für alle s, t ≥ 0 gilt. Für die Exponentialverteilung ergibt si
h

P [X > s + t|X > t] = e−λ·(s+t)/e−λt

= e−λs = P [X > s]Die Gedä
htnislosigkeit erweist si
h als wi
htig für analytis
he Bere
hnungen, da die Zeit seit demletzten Ereignis ni
ht in die Zustandsbes
hreibung mit einbezogen werden muss und trotzdem dieVerteilung der Eintrittszeit des nä
hsten Ereignisses ermittelt werden kann.Dur
h das Verbinden von mehreren exponentiellen Phase lassen si
h komplexere Verteilungenerzeugen. Zwei typis
he Beispiele werden in Abbildung 2.35 gezeigt und sollen kurz bes
hriebenwerden. Bei der Erlang-k-Verteilung werden k exponentielle Phasen mit identis
hem Parameter
λ dur
hlaufen. Die Gesamtzeit ergibt si
h also aus der Summe der einzelnen Zeiten. Es gilt fürErlang-k-verteilte Zufallsvariablen E(X) = k/λ, σ2(X) = k/λ2 und V K(X)1/

√
k. Damit ist dieErlang-Verteilung weniger variabel als die Exponentialverteilung. Dur
h die Hinzunahme weitererPhasen sinkt die Variabilität. Bei der Hyperexponentialverteilung wird alternativ eine von zweiPhasen ausgewählt. Die Verteilung hat 3 Parameter, nämli
h p, die Wahrs
heinli
hkeit Phase 1 zuwählen, sowie λ1 und λ2, die Raten der exponentiellen Phasen. Es gilt E(X) = p/λ1 + (1 − p)/λ2und σ2(X) = p(2− p)/λ2

1 + (1− p)2/λ2
2 − 2p(1− p)/(λ1λ2). Man kann nun einfa
h zeigen, dass fürdie Hyperexponentialverteilung V K(X) ≥ 1 immer gilt. Die Hyperexponentialverteilung ist alsomindestens so variabel wie die Exponentialverteilung. Man kann sogar zeigen, dass jeder beliebigeVariationskoe�zient gröÿer glei
h 1 mit einer Hyperexponentialverteilung bei entspre
hender Pa-rametrisierung errei
hbar ist. Hyperexponentialverteilungen können au
h für mehr als zwei Phasende�niert werden.Die Glei
hverteilung (siehe Abbildung 2.36) hat zwei Parameter a, b (a < b) und ist dur
heinen festen Wert der Di
htefunktion auf dem endli
hen Intervall [a, b] gekennzei
hnet. Sie ist
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Abbildung 2.37: Di
htefunktion der Normalverteilung.
harakterisiert dur
h
f(x) =

{
1

b−a falls a ≤ x ≤ b

0 sonst F (x) =






0 falls x < a
x−a
b−a falls a ≤ x ≤ b

1 sonst E(X) = (a + b)/2
σ2(X) = (b − a)2/12
V K(X) ≈ 1.73Glei
hverteilungen sind von zentraler Bedeutung in der Simulation, da die [0, 1]-Glei
hverteilungals Grundlage der Generierung von Zufallszahlen benutzt wird, wie im Laufe dieses Abs
hnittsgezeigt wird.Die Normalverteilung hat zwei Parameter µ und σ, die ihren Mittelwert und ihre Standardab-wei
hung bes
hreiben. Die Di
htefunktion der Normalverteilung lautet

f(x) =
1

σ
√

2π
· e− 1

2 (
x−µ

σ )
2und wird in Abbildung 2.37 gezeigt. Der Wert von µ kann benutzt werden, um die Di
htefunktionzu vers
hieben, während σ für die Form (bzw. Breite) der Di
htefunktion verantwortli
h ist. Für dieVerteilungsfunktion der Normalverteilung existiert keine ges
hlossene Form. Für normalverteilteZufallsvariablen X mit Parametern µ und σ s
hreibt man oft X ∼ N(µ, σ). Die Di
htefunktionder Normalverteilung ist symmetris
h um den Punkt µ und errei
ht ihr Maximum in µ. Es gilt

f(x) > 0 für alle x und limx→∞ f(x) = limx→−∞ f(x) = 0. Falls X ∼ N(0, 1), dann ist Y =
µ + σ · X ∼ N(µ, σ) und es gilt

P [Y < y] = P [µ + σ · X < y] = P [X < (y − µ)/σ]Diese Wahrs
heinli
hkeit kann aus den Werten der N(0, 1)-Verteilung ermittelt werden. Die kri-tis
hen Werte der N(0, 1)−Verteilung, d.h. die Werte x mit P [X < x] = α für X ∼ N(0, 1) und
α = 0.9, 0.95, 0.99, sind in Wahrs
heinli
hkeitstafeln in den meisten Statistikbü
hern zu �ndenund können au
h numeris
h bere
hnet werden. Die N(0, 1)-Verteilung bezei
hnet man au
h alsStandardnormalverteilung. Der Normalverteilung kommt in der Statistik und damit au
h in derSimulation eine zentrale Bedeutung zu. Dies liegt insbesondere im zentralen Grenzwertsatz begrün-det, der im Prinzip aussagt, dass die Summe unabhängiger identis
h verteilter Zufallszahlen unterrelativ allgemeinen Bedingungen gegen eine Normalverteilung konvergiert. Damit kann man imPrinzip dur
h mehrfa
hes Beoba
hten errei
hen, dass der beoba
htete Wert (fast) normalverteiltist. Auf dieser Basis lassen si
h statistis
he Aussagen ma
hen, wie wir später sehen werden.S
hätzer für VerteilungsparameterIn der Statistik werden unbekannte Gröÿen auf Grund von Beoba
htungen ges
hätzt. Glei
hesgilt für die Simulation. Wenn Parameter in einem Simulationsmodell gesetzt werden sollen, so



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 67werden sie auf Grund von S
hätzungen festgelegt. Wenn in einem Simulator Zufallsvariablen zurBes
hreibung von Parametern benutzt werden, so sind au
h die Ausgaben Zufallsvariablen undAussagen über das Verhalten des simulierten Modells können nur auf Basis von S
hätzungenerfolgen.De�nition 3 Sei X eine Zufallsvariable mit unbekannter Verteilung. Eine Menge von Beoba
h-tungen x1, . . . , xn nennt man eine Sti
hprobe.Wir gehen in der Regel davon aus, dass die einzelnen Beoba
htungen einer Sti
hprobe unab-hängig sind, wenn dies ni
ht anders gesagt wird. Oftmals sollen Aussagen über einen Parameter Θder Verteilung von X auf Basis einer Sti
hprobe x1, . . . , xn gewonnen werden. Typis
he Beispielefür Θ wären der Erwartungswert, die Varianz oder P [X < x].De�nition 4 Ein S
hätzer Θ̃ für einen Parameter Θ der Verteilung einer Zufallsvariablen Xauf Basis einer Sti
hprobe x1, x2, . . . , xn ist eine Funktion g(x1, . . . , xn) → Θ̃. g nennt man dieS
hätzfunktion.Für S
hätzer gibt es eine Reihe von Eigens
haften, von denen einige vorgestellt werden. Θ̃ heiÿt
• erwartungstreu, wenn E(Θ̃) = Θ,
• asymptotis
h erwartungstreu, wenn limn→∞ E(Θ̃) = Θ,
• konsistent, wenn limn→∞ P [|Θ̃ − Θ| > ǫ] = 0 für jedes ǫ > 0.Man ist natürli
h bestrebt erwartungstreue und konsistente S
hätzer zu verwenden. Die S
hätzungdes Parametern wird uns im Laufe dieses und der folgenden Abs
hnitte no
h mehrfa
h bes
häfti-gen, insbesondere werden wir unters
hiedli
he S
hätzer kennen lernen.Grundlagen der Generierung von ZufallszahlenNa
h der kurzen Einführung in die benötigten Grundlagen der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung undStatistik wird nun die Generierung von Zufallszahlen behandelt. Dies ist ein zentraler Aspekt jedersto
hastis
hen Simulation. Zufallszahlen dienen dazu, sto
hastis
hes Verhalten in den eigentli
hdeterministis
hen Programmablauf zu bringen. Die Qualität der Simulationsergebnisse hängt ganzents
heidend von der Qualität der verwendeten Zufallszahlen ab. Die Beantwortung der Frage�Was sind gute Zufallszahlen?� ist damit essentiell, leider ist die Antwort aber ni
ht einfa
h undes wird si
h im Lauf dieses Abs
hnitts zeigen, dass wir keine Methoden haben, die für erzeugteZufallszahlen zweifelsfrei die Güte festlegen. Die Erzeugung von Zufallszahlen wird in den meistenSimulationsbü
hern ausführli
h bes
hrieben, z.B. [11, Kap. 7,8℄ oder [5, Kap. 7,8℄.Ziel ist es, Realisierungen einer Zufallsvariablen X zu generieren. Es wird also eine Methode

zz(X) → x gesu
ht, so dass für so erzeugte x1, x2, . . . gilt
• P [Xj < y] = P [X<y℄ für alle y (damit gilt au
h E(X i

j) = E(X i) für alle i, j > 0) und
• X und Xj für beliebige i, j (i 6= j) seien unabhängig.wobei Xi die Zufallsvariable ist, aus der xi resultiert. Die Generierung von Realisierungen einerZufallsvariablen X nennt man das Ziehen von Zufallszahlen (ZZ). Das Ziehen von Zufallszahlenerfolgt in drei S
hritten:1. Erzeugung von glei
hverteilten ganzzahligen Zufallszahlen im Intervall [0, m).2. Transformation in (approximativ) [0, 1)-verteilten Zufallszahlen.3. Transformation der Zufallszahlen in die gewüns
hte Verteilung.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 68Zwei grundsätzli
h unters
hiedli
he Ansätze zur Generierung von Zufallszahlen existieren, die Ge-nerierung von e
hten Zufallszahlen und die Nutzung von Pseudozufallszahlen. E
hte Zufallszahlenresultieren aus der Beoba
htung zufälliger Prozesse. So kann das Werfen einer Münze oder dasWürfel dazu benutzt werden, Zufallszahlen zu erzeugen. Wenn man davon ausgeht, dass die Mün-ze oder der Würfel fair sind, d.h. unabhängig und identis
h verteilte Resultate liefern, so kannman auf diese Weise Zufallszahlen erzeugen. Mit n Münzwürfen kann man zum Beispiel n Bitsbestimmen und damit ganzzahlige Zufallszahlen aus dem Intervall [0, 2n] erzeugen. Da ein Simu-lationsprogramm keine Münzen oder Würfel werfen kann, böte si
h in der Simulation eher dieBeoba
htung von zufälligen physikalis
hen Prozessen an. Beispiele für sol
he Prozesse sind derradioaktive Zerfall oder das weiÿe Raus
hen. Der Na
hteil e
hter Zufallszahlen ist ihre fehlen-de Reproduzierbarkeit. Es liegt natürli
h in der Natur des Zufalls, dass wir das Verhalten ebenni
ht reproduzieren können. Für den Ablauf von Simulationsprogrammen hat dies aber einigeents
heidende Na
hteile. So läuft ein Programm, das e
hte Zufallszahlen nutzt, bei jedem Startunters
hiedli
h ab. Dies bedeutet, dass Debugging praktis
h unmögli
h ist. Die Erfahrungen ausdem Softwareentwurf zeigen, dass gröÿere Programme ohne Debugging ni
ht realisierbar sind. Einweiterer Na
hteil fehlender Reproduzierbarkeit ist, dass Modelle ni
ht unter identis
hen Bedin-gungen (d.h. identis
hen Realisierungen des Zufalls) vergli
hen werden können.Die Forderung na
h Reproduzierbarkeit führt zu so genannten Pseudozufallszahlen. Wie derName s
hon andeutet, handelt es si
h dabei ni
ht um wirkli
he Zufallszahlen, sondern um Zahlen,die na
h einem Algorithmus erzeugt wurden. Für jemanden, der den Algorithmus kennt, sind dieerzeugten Zahlen damit in keiner Weise zufällig, sondern rein deterministis
h. Ents
heidend ist,dass die erzeugten Zahlen ohne Kenntnis des Generierungsalgorithmus ni
ht von wahren Zufalls-zahlen zu unters
heiden sind. Die einfa
hste Form der Erzeugung von Pseudozufallszahlen ist dasauslesen aus einer Tabelle. Eine sol
he Tabelle könnte man zum Beispiel dadur
h füllen, dass zufäl-lig Prozesse beoba
htet werden. Die Tabellenlösung wurde in der Vergangenheit oft angewendet,so erstellte ein Herr Tippett im Jahr 1927 eine Tabelle mit 41600 glei
hverteilten Zahlen aus denDaten der Finanzverwaltung. Heute werden Tabellen ni
ht mehr benutzt, da sehr viele Zufallszah-len für Simulationen benötigt werden und die notwendigen Tabellen einen immensen Spei
herplatzerfordern würden und au
h das Auslesen der Zahlen zu viel Zeit verbrau
hen würde.Algorithmen zur Erzeugung von ZufallszahlenDie Alternative zur Tabellenlösung ist ein Generierungsalgorithmus der Form xi = g(si) und
si+1 = f(si). Der Algorithmus hat einen internen Zustand si aus dem dur
h eine Funktion g eineZufallszahl erzeugt wird und dur
h eine Funktion f wird der nä
hste Zustand generiert. HeutigeGeneratoren setzen si = xi und benötigen damit nur no
h die Funktion f . Dur
h Setzen einesfesten Startwertes x0 wird immer wieder die selbe Sequenz von Zufallszahlen generiert. Damitist die Reproduzierbarkeit o�ensi
htli
h gegeben. Dur
h die Wahl unters
hiedli
her Startwertekönnen unters
hiedli
he Sequenzen von Zufallszahlen erzeugt werden. O�ensi
htli
h erzeugt jedersol
he Generierungsalgorithmus nur eine endli
he Sequenz von Zufallszahlen, das xi = xj dazuführen muss, dass xi+k = xj+k für alle k > 0. Bei endli
her Zahlenlänge muss damit zwangsläu-�g irgendwann eine identis
he Zahl errei
ht werden. Damit ein Generierungsalgorithmus �gute�Zufallszahlen erzeugt und in Simulationsmodellen einsetzbar ist, werden einige Anforderungen anihn gestellt.

• Die generierten Zufallszahlen müssen glei
hverteilt sein.
• Die generierten Zufallszahlen müssen unabhängig sein. Dies bedeutet, dass die Kenntnis derersten n Zufallszahlen keinerlei Information über die n + 1te Zufallszahl liefert. Dies giltnatürli
h nur, wenn der Generierungsalgorithmus unbekannt ist.
• Die Sequenzlänge bis zur Wiederholung einer Zahl muss lang sein.
• Die Erzeugung muss e�zient sein.
• Der Algorithmus muss portabel sein.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 69Es gibt zahlrei
he unters
hiedli
he Generierungsalgorithmen. Wir betra
hten hier kurz den er-sten Algorithmus der zur Erzeugung von Pseudozufallszahlen publiziert wurde und stellen dannans
hlieÿend die am weitesten verbreitete Klasse von Generatoren vor, die in fast allen Simulati-onswerkzeugen zu �nden sind.Der erste Algorithmus ist die bekannte �Midsquare Method� von von Neumann und Metropolis1940 publiziert wurde. Ausgehend von einer a
htstelligen Dezimalzahl Z0 werden die mittleren vierZi�ern genommen. Vor diese vier Zi�ern wird eine Dezimalpunkt gesetzt und es entsteht eine Zahlaus dem Intervall [0, 1). Z1 wird dadur
h erzeugt, dass die mittleren vier Zi�ern von Z0 quadriertwerden, wodur
h wieder eine Zahl mit bis zu a
ht Zi�ern entsteht. Bei weniger als a
ht Zi�ernwird von links mit Nullen aufgefüllt. Ans
hlieÿend wird mit Z1 wie mit Z0 verfahren. Ein Beispielfür eine Sequenz von Zufallszahlen wäre
Z0 = 43718244 → 0.7182
Z1 = 51581124 → 0.5811
Z2 = 33767721 → 0.7677
Z3 = 58936329 → 0.9363
Z4 = 87665769 → 0.6657
Z5 = 44315649 → 0.3156Auf den ersten Bli
k sehen die erzeugten die Zahlen re
ht zufällig aus. Trotzdem ist die Methodeni
ht gut, d.h. sie erzeugt keine wirkli
he Sequenz von Pseudozufallszahlen, die die oben genanntenBedingungen erfüllen (überlegen warum!).Die heute meistens verwendeten Generierungsalgorithmen basieren auf einer Arbeit von Lehmer(1951) und werden als lineare Kongruenzgeneratoren (LCGs) bezei
hnet. Lineare Kongruenzgene-ratoren sind dur
h die Funktion

xi =




r∑

j=1

aj · xi−j + c



 ( mod m)mit x0, x1, . . . , xr−1, a1, . . . , ar, c ∈ N gekennzei
hnet. Man verwendet heute meistens die reduzierteVersion
xi = (a · xi−1 + c)( mod m)Falls c = 0, so spri
ht man von einem multiplikativen Generator ansonsten von einem gemis
htenGenerator. Den initialen Wert x0 bezei
hnet man au
h als die Saat des Generators. Jeder LCGweist die folgenden Eigens
haften auf

• Falls c > 0 so gilt xi ∈ [0, m) und für c = 0 gilt xi ∈ (0, m)

• xi = xj ⇒ xi+k = xj+k für alle k ≥ 0Mit κ = min|i−j|(xi = xj) bezei
hnet man die Periode des Generators. Das folgende Beispielwurde aus [15℄ entnommen. Die Generierungsvors
hrift lautet
xi+1 = (5 · xi)( mod 17)Die folgende Tabelle zeigt die Sequenz der generierten Zufallszahlen ausgehend von x0 = 5.i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

5xi 25 40 30 65 70 10 50 80 60 45 55 20 15 75 35 5 25
xi+1 8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1 5 8Wie man sieht. errei
ht der Generator die maximal mögli
he Periode, alle Zahlen von 1 bis16 werden erzeugt. In Simulationssystemen verwendete Generatoren haben natürli
h eine deutli
hgröÿere Periode. Die folgenden Generatoren werden bzw. wurden in unters
hiedli
hen Systemenverwendet.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 70Name m a cUnix 232 1103515245 12345RANDU 231 65539 0Simula/Univa
 231 513 0SIMPL-I (IBM) 231 − 1 48271 0SIMSCRIPT II.5 231 − 1 630360016 0L'E
uyer 263 − 25 4645906587823291368 0Die ersten drei Generatoren wurden zwar breit eingesetzt, haben si
h inzwis
hen allerdingsals s
hle
hte Generatoren herausgestellt. Insbesondere der RANDU wurde in der Vergangenheitin vielen Simulationswerkzeugen verwendet. Es fällt auf, dass die �s
hle
hten� Generatoren alleals Modul eine Zweierpotenz haben. Damit stellen si
h natürli
h zwei Fragen. Warum wählteman eine Zweierpotenz als Modul? Warum sind dann die Generatoren s
hle
ht? Bevor die Fragenbeantwortet werden, muss erst einmal festgelegt werden, was unter einem guten Generator zuverstehen ist. Ein guter Generator sollte die folgenden drei Bedingungen erfüllen.1. Er sollte eine groÿe Periode haben.2. Er sollte eine e�ziente Bere
hnung der Zufallszahlen erlauben.3. Er sollte statistis
he Test bestehen.Während die ersten beiden Bedingungen den Bedingungen für gute Zufallszahlen entspre
hen,unters
heidet si
h die dritte Bedingung von den auf Seite 68 geforderten Eigens
haften für guteZufallszahlen. Dies liegt darin begründet, dass man für einen Generator ni
ht formal zeigen kann,dass zwei generierte Zufallszahlen xi, xj unabhängig sind und jeweils aus einer Glei
hverteilunggezogen wurden. Man kann nur anhand von statistis
hen Test überprüfen, ob diese Annahmenplausibel sind. Entspre
hende Testverfahren werden später vorgestellt.Die erste Bedingung für einen guten Generator fordert eine groÿe Periode, damit viele unter-s
hiedli
he Zufallszahlen erzeugt werden können. Dies bedeutet, dass m mögli
hst groÿ sein sollte,also im Berei
h der maximal darstellbaren ganzen Zahl. Weiterhin sollten in der Periode mögli
hst
m bzw. m − 1 unters
hiedli
he Werte erzeugt werden. Man kann Bedingungen an die Parameter
a, c und m stellen, damit die volle Periodenlänge errei
ht wird. Für einen gemis
hten Generatormüssen die Folgenden drei Bedingungen gelten [11, S. 408℄.1. ggT (m, c) = 1 man sagt au
h, dass m und c relativ prim sind2. a mod pi = 1 für alle Primfaktoren pi von m3. a mod 4 = 1 falls 4 ein Faktor von m istDie Bedingungen sind lei
ht zu prüfen, so dass ein gemis
hter Generator mit voller Periodenlängekonstruiert werden kann. O�ensi
htli
h sind die Bedingungen ni
ht für multiplikative Generatorenanwendbar, da erste Bedingung für c = 0 ni
ht erfüllbar ist. Für multiplikative Generatoren geltendie beiden folgenden Resultate [5, S. 260℄.

• Falls m = 2b , dann ist der maximale Wert für κ = m/4 = 2b−2. Dieser Wert wird errei
htfür ungerade Saaten x0 und a = 3 + 8k oder a = 5 + 8k für k = 0, 1, . . .

• Falls m eine Primzahl ist, dann κ = m − 1 errei
ht, falls die kleinste ganze Zahl k, für die
ak − 1 dur
h m ganzzahlig dividiert werden kann, glei
h m− 1 ist (a ist Primitivwurzel von
m).Die zweite Klasse von Generatoren bezei
hnet man au
h als prime modulus multipli
ative LCGs(PMMLCGs). Sie sind natürli
h besonders interessant, da sie im Gegensatz zu gemis
hten Gene-ratoren keine Additionsoperation benötigen. Allerdings ist die Bedingung deutli
h komplexer alsdie einfa
hen Bedingungen für gemis
hte Generatoren. Es ist tatsä
hli
h so, dass PMMLCGs oftdur
h Ausprobieren und Prüfen erzeugt werden.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 71Die vorgestellten Generatoren hatten zumeist eine Periode im Berei
h von 232 ≈ 4.2 · 109 derWortlänge der übli
hen Prozessoren zum Zeitpunkt ihrer Entwi
klung. Heute ist die übli
he Wort-länge zwar 64, aber es gibt erst sehr wenige Generatoren, die diese Wortlänge nutzen. Es bleibtnatürli
h die Frage, ob 232 ni
ht ausrei
ht. Über lange Jahre hätte man diese Frage si
herli
hmit ja beantwortet. Wenn man si
h aber die Ges
hwindigkeit heutiger Prozessoren vor Augenführt, so benötigt ein PC mit 3 GHz Prozessor 
a. 10 bis 15 Minuten um 232 Zufallszahlen zuerzeugen. Simulatoren realistis
her Systeme, wie etwa die Simulationen groÿer Re
hnernetze oderFertigungssysteme, laufen aber mehrere Stunden oder Tage. Au
h wenn in der Simulation nebender Zufallszahlenerzeugung no
h viele andere Aufgaben Zeit verbrau
hen, ist es lei
ht na
hvoll-ziehbar, dass in einer langen Simulation der Zyklus der Zufallszahlen mehrfa
h dur
hlaufen wird.Dies widerspri
ht natürli
h unserem Gefühl von Zufall. Deshalb besteht ein groÿes Interesse darangute Generatoren mit gröÿerer Periode zu entwi
keln. Dies kann einmal dadur
h ges
hehen, dassganz neue Generatoren mit m ≈ 264 oder no
h gröÿer entwi
kelt werden. Es können aber au
hbekannt Generatoren kombiniert werden [13℄. Wir betra
hten k Generatoren mit Periode mj fürden jten Generator. Sei xi,j der ite Wert des jten Generators, dann ist
xi =




k∑

j=1

(−1)j−1xi,j


 ( mod m1 − 1)

[0, m1 − 2]-glei
hverteilt und die maximal errei
hbare Periode lautet



k∏

j=1

(mj − 1




2k−1Für die Wahl der eingesetzten Generatoren sei auf die Originalliteratur verwiesen. Dur
h die Kom-bination von Generatoren wurden Generatoren mit Periode 2191 und gröÿer erzeugt. Diese Peri-odenlänge kann mit heutigen Re
hnern au
h bei parallelen Simulationsläufen ni
ht ausges
höpftwerden.Die zweite Anforderung an Zufallszahlengeneratoren ist eine e�ziente Generierung. Im Ge-gensatz zur Addition und Multiplikation ist Division sehr aufwändig. Deshalb sollte ein e�zien-ter Generator mögli
hst keine oder wenige Divisionen benötigen. Falls m = 2b ist, so kann aufDivisionen verzi
htet werden, da die modulo Operation dur
h das Weglassen von Stellen, d.h.shiften auf Bitebene, realisiert werden kann. So entspri
ht 10111011 mod 26 = 00111011 undin Dezimaldarstellung 187 mod 64 = 59. Leider zeigt si
h aber, dass dur
h die modulo-Bildungmit einer Zweierpotenz Zyklen in den niederwertigen Bits auftreten. Dies kann am Beispiel von
xi+1 = (5xi−1) mod 16 erläutert werden. Ausgehend von x0 = 1 ergibt si
h die folgende Sequenzvon Zahlen, die als Dezimal und als Binärzahlen dargestellt werden.i 0 1 2 3 4 5 6 7

xi 1 6 15 12 13 2 11 8
b0 1 0 1 0 1 0 1 0

b1b0 01 10 11 00 01 10 11 00
b2b1b0 001 110 111 100 101 010 011 000Während die Dezimaldarstellung re
ht zufällig aussieht, erkennt man in der Binärdarstellungeine sehr regelmäÿige Struktur, die o�ensi
htli
h alles andere als zufällig zu sein s
heint. Ausdiesem Grund weisen Zufallszahlen, die mit einem Generator mit m = 2e erzeugt wurden, au
hs
hle
hte statistis
he Eigens
haften auf.Als Alternative bietet es si
h an m = 2e − 1 zu wählen. Es ist no
h zu zeigen, dass z = (a · x)(

mod 2e − 1) e�zient, d.h. ohne Division bere
hnet werden kann. Sei dazu y = (a · x)( mod 2e).Dies ist o�ensi
htli
h dur
h einfa
hes Abs
hneiden der überzähligen Bits bere
henbar. Nun mussno
h z auf Basis von y bere
hnet werden. Dies erfordert die folgende einfa
he Bere
hnung.
z =

{
y + k falls y + k < 2e − 1
y + k − (2e − 1) sonst



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 72mit k = ⌊a · x/2e⌋. Man kann die Formel lei
ht herleiten, wenn man si
h überlegt, dass bei Be-re
hnung mod 2e statt mod 2e − 1 bei jedem Überlauf über 2e genau eins zu wenig bere
hnetwird. Die Summation ergibt genau k. Wenn dur
h die Addition von k ein weiterer Überlauf erzeugtwird, so muss 2e − 1 abgezogen werden. Man benötigt also zusätzli
he Additionen, kann aber dieDivision vermeiden. Das Verfahren wird au
h als simulierte Division bezei
hnet und lässt si
h au
hfür Modulen der Form 2e − q verallgemeinern.Bevor der dritte Aspekt, nämli
h das Bestehen von statistis
hen Tests betra
htet wird, werdendie erzeugten Zufallszahlen auf das Intervall [0, 1) bzw. (0, 1) normiert. Dies ges
hieht dadur
h,dass dur
h m dividiert wird. Wenn die Zufallszahlen vorher glei
hverteilte ganze Zahlen im In-tervall [0, m) bzw. (0, m) waren, so kann man die resultierenden Werte als approximativ [0, 1)bzw. (0, 1) glei
hverteilt ansehen. Wir betra
hten im Folgenden den Fall [0, 1), wenn die 0 ausge-s
hlossen ist, kann vollkommen analog vorgegangen werden. Streng genommen liegt natürli
h keineGlei
hverteilung vor, da nur endli
he viele Werte erzeugt werden. Falls m aber die selbe Längewie die Mantissendarstellung hat, so liegen die erzeugten Werte optimal di
ht und es werden alldarstellbaren Zahlen errei
ht. Damit kann die erzeugten Zufallszahlen als glei
hverteilt ansehen,ähnli
h wie double-Werte eine Approximation der reellen Zahlen sind.Statistis
he Testverfahren für ZufallszahlenAuf Basis der glei
hverteilten Zufallszahlen können Testverfahren angewendet werden, um s
hle
h-te von guten Generatoren zu unters
hieden. Gute Zufallszahlen müssen zwei Bedingungen erfüllen.
• Sie müssen glei
hverteilt im Intervall [0, 1) sein.
• Sie müssen unabhängig sein.Da Zufallszahlen betra
htet werden, müssen zufällige S
hwankungen in die Beoba
htungen miteinbezogen werden und es ist ni
ht mögli
h Beweise zu führen. Stattdessen werden Testverfahrenbenutzt werden. Bevor konkrete Testverfahren vorgestellt werden, soll kurz allgemein auf Testver-fahren in der Statistik eingegangen werden. Bei einem Test wird eine Hypothese H0 aufgestellt.Im hier vorliegenden Fall könnte dies eine der beiden folgenden Alternativen sein.Die mit Generator G erzeugten Zufallszahlen sind unabhängig, identis
h [0, 1)-glei
hverteiltoderdie mit Generator G erzeugten Zufallszahlen sind ni
ht unabhängig, identis
h [0, 1)-glei
hverteilt.
H0 heiÿt Nullhypothese und entspre
hend heiÿt H1 = ¬H0 Alternativhypothese. Testverfahrendienen dazu herauszu�nden, ob H0 gilt. Dies ges
hieht in der Regel auf Basis von Sti
hproben.Auf Grund der statistis
hen S
hwankungen von Sti
hproben, können fals
he Folgerungen gezogenwerden. Tests sind keine Beweise! Man unters
hiedet folgende Fehler.
• (Statistis
he) Fehler der 1. Art (α Fehler): H1 wird angenommen, obwohl H0 gilt. D.h. dieNullhypothese wird fäls
hli
herweise verworfen.
• (Statistis
he) Fehler der 2. Art (β Fehler): H0 wird angenommen, obwohl H1 gilt. D.h. dieNullhypothese wird fäls
hli
herweise angenommen.Impliziert ein bestimmter Test mit Wahrs
heinli
hkeit ≤ α Fehler der 1. Art, so heiÿt er �Testzum (Signi�kanz-)Niveau α�, unabhängig vom Fehler 2. Art. Natürli
h sind aber Fehler 1. und 2.Art ni
ht unabhängig. Der triviale Test, der H0 immer annimmt ma
ht keinen Fehler der erstenArt, während der Test, der H0 immer ablehnt, keinen Fehler der 2. Art ma
ht. Beide Ansätze sindo�ensi
htli
h ni
ht sehr hilfrei
h. Die Bewertung von Testergebnissen beruht im Wesentli
hen aufTests zum Niveau α.Beim Testen auf Basis einer Sti
hprobe wird die Sti
hprobe mit einer Teststatistik S(Y1, . . . , Yn)bewertet, wobei Yi die Zufallsvariable ist, die den iten Wert in der Sti
hprobe bes
hreibt. Je gröÿerder Wert von S(y1, . . . , yn) für eine konkrete Sti
hprobe y1, . . . , yn ist, desto unwahrs
heinli
herist H0 und damit steigt implizit die Wahrs
heinli
hkeit von H1. Zur Anwendung sind die folgendeS
hritte notwendig:



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 73

Abbildung 2.38: Prinzip des Vorgehens beim Testen.
• Bestimme die Verteilung S(.) unter der Voraussetzung, dass H0 gilt.
• Ermittle die kritis
hen Werte cα (oder c1−α) ab denen H0 zum Niveau α verworfen wird.Eine Skizze des Prinzips ist in Abbildung 2.38 zu sehen. Der Wert von cα wird so bestimmt,dass P [S(Y1, . . . , Yn) > cα|H0] = α. Bei bekannter Verteilung von S(.) ist die Bestimmung keinProblem. Übli
he Werte für α sind 0.05 (signi�kant) und 0.01 (ho
hsigni�kant). Grundsätzli
h kannein Testverfahren einige s
hle
hte Generatoren identi�zieren, indem sie den Test ni
ht passieren.Es ist aber ni
ht mögli
h, die generelle Güte eines Generators na
hzuweisen.Der bisher bes
hriebene Testansatz basiert auf Sti
hproben und wird als empiris
her Testbezei
hnet. Alternativ gibt es einige theoretis
he Testverfahren, die auf Basis der Struktur undParameter eines Generators Aussagen ma
hen. Theoretis
he Testverfahren sind oft komplex undmathematis
h anspru
hsvoll, ma
hen aber in der Regel Aussagen über alle generierten Zufalls-zahlen, während empiris
he Testverfahren nur die verwendet Sti
hprobe nutzen und damit fürunters
hiedli
he Sti
hproben au
h zu unters
hiedli
hen Resultaten kommen können.Wir stellen im Folgenden erst einige empiris
he Testverfahren und ans
hlieÿend theoretis
heTestverfahren vor. Für den Test, dass eine Glei
hverteilung vorliegt können der Chi-Quadrat-Testund der Kolmogorov-Smirnov-Test verwendet werden, die in allgemeinerer Form als Anpassungs-tests in Abs
hnitt 2.4 vorgestellt werden.Ein erstes Testverfahren zum Test der Runs-Test, der in vers
hiedenen Varianten existiert.Wir betra
hten hier die einfa
hste Variante, die jeweils Paare von Zufallszahlen in Klassen einteilt(siehe au
h [5, S. 270℄). Ein Paar xi, xi+1 gehört zur Klasse +, wenn xi < xi+1, ansonsten gehörtes zur Klasse −. Für eine Sti
hprobe entsteht eine Sequenz von + und − Zei
hen. Ein Runist eine maximale Subsequenz identis
her Zei
hen. Sei n die Gröÿe der Sti
hprobe und Rn dieZufallsvariable, die die Anzahl der Runs bes
hreibt. Für groÿe n (laut Literatur rei
ht i.d.R. s
hon

n > 20) ist Rn approximativ normalverteilt mit
E(Rn) =

2n − 1

3
und σ2(Rn) =

16n − 29

90
.Damit ist Z = (Rn − (2n − 1)/3)/

√
(16n − 29)/90 ∼ N(0, 1). Auf Basis der kritis
hen Werte derNormalverteilung (siehe Abbildung 2.39) kann dann die Hypothese der Unabhängigkeit angenom-men oder verworfen werden. Sei r die Anzahl der Runs bei in einer Sti
hprobe der Gröÿe n und

z = (r− (2n−1)/3)/
√

(16n− 29)/90, dann wird die Hypothese angenommen, wenn der Wert von
z im mittleren, ni
ht s
hra�erten Berei
h liegt. Werte im s
hra�erten Berei
h führen zur Ableh-nung. Die kritis
hen Wert der Normalverteilung werden au
h mit −zα/2 und zα/2 bezei
hnet. Alsodie Hypothese wird angenommen falls −zα/2 ≤ z ≤ zα/2 und wird ansonsten abgelehnt.
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Abbildung 2.39: Kritis
he Werte der Normalverteilung und ihr Einsatz in Testverfahren.Der s
hon bekannte Generator xi+1 = (5 · xi)( mod 17) mit x0 = 5 erzeugt die folgendeSti
hprobe der Länge 16:8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1 5+ + + + + + +- - - - - - - -Dies ergibt 10 Runs. Laut Theorie gilt R(R16) = (2 · 16− 1)/3 = 10.333. Damit liegt eine guteÜbereinstimmung vor. Für α = 0.05 würde die Hypothese H0 (= Zufallszahlen sind unabhängig)für r ∈ [8, 13] akzeptiert. In der vorgestellten Form ma
ht der Runs-Test keine Aussagen darüber,ob die Werte [0, 1)-glei
hverteilt sind, sondern testet nur die Unabhängigkeit.Ein weiteres Verfahren zum Test auf Unabhängigkeit ist der Test auf Autokorrelation. Seien
X1, . . . , Xn identis
h verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert E(X) und Varianz σ2(X). DerAutokorrelationskoe�zient der Ordnung s ist de�niert als

ρ(s) =

n−s∑

i=1

E((Xi+s − E(X))(Xi − E(X)))

n−s∑

i=1

E((Xi − E(X))2)

=
C(Xi, Xi+s)

σ2(X)
=

Cs

C0
.Es gilt −1 ≤ ρ(s) ≤ 1 und für unabhängige Xi und Xi+s ist ρ(s) = 0. Die Umkehrung der letztenAussage muss allerdings ni
ht gelten. Beim Test auf Autokorrelation wird überprüft inwieweit

ρ(s) ≈ 0 angenommen werden kann. Wenn statt der Zufallsvariablen eine konkrete Sti
hprobeeingesetzt, so benötigt man eine S
hätzfunktion für den Wert von ρ(s). Für [0, 1)-verteilte Zufalls-variablen Xi gilt E(X) = 1/2 und σ2(X) = C0 = 1/12. Da Cs = E(XiXi+s) − E(Xi)E(Xi+s)(siehe (2.2)), gilt au
h
ρ(s) =

Cs

C0
=

E(XiXi+s) − E(Xi)E(Xs)

σ2(X)
=

E(XiXi+s) − 1/4

1/12
= 12E(XiXi+s) − 3
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Abbildung 2.40: Darstellung von ZZs Tupeln und Tripeln für den RANDU-Generator.Ein S
hätzer für ρ(s) lautet dann

ρ̃(s) =
12

h + 1

h∑

k=0

X1+ks · X1+(k+1)s − 3mit h = ⌊(n − 1)/s⌋ − 1. ρ̃(s) ist im Gegensatz zu ρ(s) eine Zufallsvariable, deren konkreteRealisierung von der Sti
hprobe abhängt. Wie in [5, S. 279℄ bes
hrieben ist ρ̃(s) für unabhän-gig identis
h [0, 1)-verteilte Xi normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Standardabwei
hung
(
√

13h + 7)/(h + 1). Damit kann für eine konkrete Sti
hprobe x1, . . . , xn der Wert
ρ̂(s) =

12

h + 1

h∑

k=0

x1+ks · x1+(k+1)s − 3bere
hnet werden und z = ρ̂(s) · (h + 1)/(
√

13h + 7) gegen die kritis
hen Werte einer N(0, 1)-Verteilung getestet werden.Theoretis
he Testverfahren ma
hen Aussagen über alle erzeugten Zufallszahlen. Wenn der Ge-nerator alle Zahlen aus dem Intervall [0, m) erzeugt, also volle Periode hat, dann ist der Mittelwertder erzeugten Zufallszahlen 1/2 − 1/(2m) und die Varianz 1/12 − 1/(12m2). Beide Werte liegenfür groÿe m sehr nahe an den �wahren� Werten.Der wi
htigste theoretis
he Tests leiten die Struktur der generierten Zufallszahlen im höherdimensionalen Raum her. Sei x1, x2, . . . die Sequenz der erzeugten Zufallszahlen. Überlappende
d-Tupel (x1, . . . , xd), (x2, . . . , xd+1), . . . de�nieren jeweils Punkte im d-dimensionalen Hyperraum.Für LCGs fallen die Punkte auf relativ wenige Ebenen im Hyperraum der Dimension d − 1. Imzweidimensionalen liegen die Punkte alle auf einem Gitter. Auÿerhalb dieses Gitters sind keinePunkte errei
hbar. Die Qualität eines Generators hängt nun von der Anzahl der Hyperebenen ab,auf denen Punkte liegen können. Tests wie der Spektraltest oder Gittertest dienen zur Bewertungder Struktur in vers
hiedenen Dimensionen. Für niedrige Dimensionen kann man eine graphis
heDarstellung wählen. Höhere Dimensionen erfordern Transformationen.Abbildung 2.40 zeigt für den Generator RANDU (xi+1 = 65539 · xi)( mod 231)) die generier-ten Tupel (linke Seite der Abbildung) und die dur
h die Transformation 9xi − 6xi+1 + xi+2 inszweidimensional transformierte dreidimensionale Darstellung (re
hte Seite der Abbildung). Wäh-rend die zweidimensionale Darstellung re
ht zufällig aussieht, kann man an der transformiertendreidimensionalen Darstellung erkennen, dass die Werte auf sehr wenigen Hyperebenen im Drei-dimensionalen liegen und der Generator s
hle
hte statistis
he Eigens
haften hat.Zusammenfassend kann man zum Testen von Zufallszahlengeneratoren die folgenden Aussagenma
hen:

• Es existiert eine Vielzahl unters
hiedli
her Test und es ist unklar, wel
he Tests die bestenErgebnisse liefern.
• Tests können keine beweisbar guten Zufallszahlengeneratoren liefern, sondern nur s
hle
hteaussondern.
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Abbildung 2.41: Skizze der inversen Transformation.
• Einige Generatoren wurden aufwändig getestet und haben si
h bei allen Tests als �gut� bzgl.des Tests herausgestellt. Generatoren dieser Art sollten mögli
hst verwendet werden.
• Dur
h die Nutzung unters
hiedli
her Generatoren in Simulationsläufen können Verzerrungendur
h einzelne Generatoren entde
kt werden. Zur Umsetzung des Ansatzes muss das verwen-dete Simulationswerkzeug mehrere Generatoren beinhalten oder neue Generatoren müssenlei
ht integrierbar sein.Transformation von [0, 1)-verteilten ZufallszahlenIn den bisherigen S
hritten wurden [0, 1)-glei
hverteilte Zufallszahlen erzeugt und bzgl. ihrer Gütebewertet. Für eine Simulation werden aber Zufallszahlen aus Verteilungsfunktion FX(x) benötigt.Dur
h eine Transformation der Zufallszahlen ui aus der [0, 1)-Glei
hverteilung in Zufallszahlen xiaus der gewüns
hten Verteilung FX(x) werden die gewüns
hten Zufallszahlen erzeugt. Unter-s
hiedli
he Transformationsmethoden werden zum Abs
hluss dieses Abs
hnitts vorgestellt. In derRegel liefern die Transformationen exakte Resultate, so dass gute [0, 1)-glei
hverteilte Zufallszahlenfür gute Zufallszahlen aus einer beliebigen Verteilung sorgen.Zur Erinnerung sei no
h einmal erwähnt, dass für unsere [0, 1)-glei
hverteilten Zufallszahlen ugilt

FU(u) =






0 falls u < 0
u falls 0 ≤ u < 1
1 sonst fU(u) =

{
1 falls 0 ≤ u < 1
0 sonstFür die erste Transformationsmethode nehmen wir an, dass die Verteilungsfunktion FX(x) kon-tinuierli
h ist, sowie für x1 < x2 mit 0 < F (x1) ≤ F (x2) < 1 au
h F (x1) < F (x2) gilt. Ist diesder Fall, so existiert die Umkehrfunktion F−1 von F . Das folgende, als Inverse Transformationbezei
hnete Vorgehen ist naheliegend.1. Generiere u aus eine [0, 1)-Glei
hverteilung2. Transformiere x = F−1(u)Das Vorgehen wird no
h einmal in Abbildung verdeutli
ht. Formal gilt P [X ≤ x] = P [F−1(u) ≤

x] = P [u ≤ F (x)] = F (x).Die inverse Transformation soll am Beispiel der Exponentialverteilung kurz vorgestellt werden.Für die Exponentialverteilung F (x) = 0 falls x ≤ 0 und F (x) = 1 − eλx für x > 0. Sei u aus einer
(0, 1)-Glei
hverteilung gezogen, dann werden die folgenden S
hritte dur
hgeführt.

1 − e−λx = u ⇒ e−λx = 1 − u ⇒
−λx = ln(1 − u) ⇒ x = ln(1−u)

−λ
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Abbildung 2.42: Inverse Transformation für eine diskrete Verteilung.Da 1 − u genauso wie u (0, 1)-glei
hverteilt ist, kann 1 − u dur
h u ersetzt werden. Damit ergibtsi
h die folgende Transformation zur Erzeugung exponentiell verteilter Zufallszahlen.1. Generiere u aus einer (0, 1)-Glei
hverteilung2. Transformiere x = ln(u)/(−λ)Es stellt si
h natürli
h die Frage, ob das Vorgehen auf alle kontinuierli
hen Verteilungen anwendbarist. Dies gilt leider ni
ht, da F−1(x) in ges
hlossener Form verfügbar sein muss, um die Transforma-tion dur
hzuführen. Dies ist ni
ht bei allen Verteilungen der Fall. Es gibt allerdings für zahlrei
hekontinuierli
he Verteilungen inverse Transformationen (siehe [11, Kap. 8.3℄). Bevor wir zu anderenAnsätzen zur Generierung Zufallszahlen aus kontinuierli
hen Verteilungen kommen, soll erst dieinverse Transformation für diskrete Verteilungen kurz vorgestellt werden.O�ensi
htli
h funktioniert das Vorgehen für kontinuierli
he Verteilungen im diskreten Fallni
ht, da F (x) eine Treppenfunktion ist, für die keine Umkehrfunktion gebildet werden kann. Mankann allerdings im diskreten Fall eine sehr ähnli
he Vorgehensweise anwenden, wie in Abbildung2.42 gezeigt wird. Für diskrete Verteilungen gilt o�ensi
htli
h F (x) = P [X ≤ x] =
∑

xi≤x p(xi).Damit ergibt si
h folgendes Vorgehen der inversen Transformation bei diskreten Zufallsvariablen.1. Generiere u aus eine [0, 1)-Glei
hverteilung2. Finde eine ganze Zahl I, so dass ∑i<I p(xi) < u ≤ ∑
i≤I p(xi) und liefern xI als Wertzurü
k.Für diskrete Verteilungen mit vielen Werten kann das Su
hen na
h dem geeigneten I aufwändigsein, insbesondere wenn linear gesu
ht wird und am Anfang viele Punkte mit kleinen Wahrs
hein-li
hkeiten liegen. Deshalb sollte in diesen Fällen die Intervalle absteigen na
h den Wahrs
hein-li
hkeiten p(xi) geordnet werden. Das Vorgehen ist au
h für diskrete Verteilungen mit unendli
hvielen Werten, wie dem Poisson Prozess, geeignet.Die inverse Transformation sollte immer dann eingesetzt werden, wenn die Umkehrfunktion inges
hlossener Form vorliegt und lei
ht ausgewertet werden kann. Falls F−1(x) ni
ht in ges
hlos-sener Form vorliegt, so kann prinzipiell der Wert numeris
h bere
hnet werden. Dies ist aber fürman
he Verteilungsfunktionen re
ht aufwändig und unter Umständen au
h numeris
h instabil. Ausdiesem Grund sollen no
h einige andere Mögli
hkeiten der Transformation vorgestellt werden.Falls si
h eine Zufallsvariable X als Summe von Zufallsvariablen Yi (i = 1, . . . , I) mit Vertei-lungsfunktionen Fi(y) darstellen lässt und für die einzelnen Fi(y) Generierungsmethoden vorhan-den sind, so können mit dem folgenden Algorithmus Realisierung von X generiert werden.

x = 0;for i = 1 to I do
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x = x + y ;end forreturn(x) ;Das Verfahren bezei
hnet man als Konvolutionsmethode. Ein Beispiel für eine Verteilung, diesi
h mit der Konvolutionsmethode behandeln lässt, ist die Erlang-k-Verteilung (siehe Abbildung2.35). In diesem Fall sind alle Fi(y) identis
h, es muss aber natürli
h in jedem S
hleifendur
hlaufeine neue Zufallszahl gezogen werden.Falls si
h eine Zufallsvariable X als konvexe Linearkombination von Zufallsvariablen Yi (i =

1, . . . , I) mit Gewi
hten pi und Verteilungsfunktionen Fi(y) darstellen lässt und für die einzelnen
Fi(y) Generierungsmethoden vorhanden sind, so können mit dem folgenden Algorithmus Realisie-rung von X =

∑I
i=1 pi · Yi generiert werden.generiere i gemäÿ Verteilung pi ;ziehe ZZ x aus Fi(x) ;return(x) ;Das Verfahren bezei
hnet man als Kompositionsverfahren. Es kann zum Beispiel zur Generie-rung hyperexponentiell-verteilter Zufallsvariablen (siehe Abbildung 2.35) eingesetzt werden.Die bisher vorgestellten Methoden generieren Zufallszahlen direkt. Dies bedeutet, dass zurGenerierung einer Zufallszahl der gewüns
hten Verteilung eine vorgegebene Anzahl von [0, 1)-verteilten Zufallszahlen generiert werden muss. Bei der nun vorgestellten Verwerfungsmethode istdies ni
ht der Fall. Es sollen Realisierungen einer Zufallsvariablen X mit bekannter Di
htefunktion

fX(x) gezogen werden. Weiterhin existiere eine Zufallsvariable Y mit Di
htefunktion fY (x) für dieein Generierungsverfahren bekannt ist und ein Parameter α, so dass α · fY (x) ≥ fX(x) für alle xist. Da fX(x) und fY (x) Di
htefunktionen sind, gilt ∫∞
−∞ fX(x)dx =

∫∞
−∞ fY (x)dx = 1, so dass

α > 1 sein muss, wenn fX(x) und fY (x) ni
ht identis
h sind. Wenn die Voraussetzungen erfüllt,sind kann folgender Generierungsalgorithmus eingesetzt werden.repeatziehe ZZ y gemäÿ fY (x) ;ziehe ZZ x aus einer [0, α · fY (x))-Glei
hverteilunguntil x ≤ fX(y) ;return(y) ;Das Ziehen einer Zufallszahl aus einer [a, b)-Glei
hverteilung (a < b) wird einfa
h dadur
hrealisiert, dass eine [0, 1)-verteilten Zufallszahl u mittels a + u · (b − a) transformiert wird.Wir wollen uns kurz den Beweis ans
hauen, warum mit dem Algorithmus wirkli
h Zufalls-zahlen der gesu
hten Verteilung generiert werden. Dazu muss gezeigt werden, dass P [X ≤ x] =∫ x

−∞ fX(y)dy für jedes x gilt. Da die beiden Zufallszahlen y und x unabhängig voneinander sind,gilt P [X ≤ x] = P [Y ≤ x|A] wobei A die Bedingung ausdrü
kt, dass y akzeptiert wird. Diebedingte Wahrs
heinli
hkeit kann wie folgt dargestellt werden (siehe Seite 61)
P [Y ≤ x|A] =

P [A ∩ Y ≤ x]

P [A]
(2.3)Für die Wahrs
heinli
hkeit P [A] gilt

P [A|Y = y] = P

[
u ≤ fX(y)

α · fY (y)

]
=

fX(y)

α · fY (y)wobei u eine [0, 1)-glei
hverteilte Zufallszahl ist und damit gilt
P [A] =

∫ ∞

−∞

fX(y)

α · fY (y)
· fY (y)dy =

1

α
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Abbildung 2.43: Anwendung der Verwerfungsmethode am Beispiel einer β(2, 4)-Verteilung.Für den Term im Zähler von (2.3) gilt
P [A ∩ Y ≤ x] =

∫ x

−∞ P [A ∩ Y ≤ x|Y = y] · fY (y)dy

=
∫ x

−∞ P [A|Y = y] · fY (y)dy

= 1
α

∫ x

−∞ fX(y)dyDamit gilt au
h
P [X ≤ x] = P [Y ≤ x|A] =

P [A ∩ Y ≤ x]

P [A]
=

α−1 ·
∫ x

−∞ fX(y)dy

α−1
=

∫ x

−∞
fX(y)dyDie Anwendung der Verwerfungsmethode soll nun kurz am Beispiel einer β(2, 4)-Verteilung mit

f(x) = 20 ·x · (1−x)3 falls 0 ≤ x ≤ 1 und 0 sonst vorgeführt werden. Die Di
htefunktion ist dur
hein Re
hte
k der Höhe 2.11 bes
hränkt, wie in Abbildung 2.43 gezeigt. Damit ergibt si
h folgenderGenerierungsalgorithmusrepeatziehe y aus einer [0, 1)-Glei
hverteilung ;ziehe x aus einer [0, 2.11)-Glei
hverteilung ;until x ≤ 20 · y · (1 − y)3 ;Die E�zienz der Verwerfungsmethode hängt von den zwei folgenden Punkten ab.1. Der E�zienz der Generierung von Zufallszahlen mit Di
htefunktion fY (x)2. Der Wahrs
heinli
hkeit, dass eine Zufallszahl akzeptiert wirdDie Wahrs
heinli
hkeit in Punkt 2 lautet 1 −
∫∞
−∞(α · fY (x) − fX(x))dx/α und entspri
ht derDi�erenz der Funktionen fX(x) und α · fY (x). Dur
h eine bessere Anpassung der dominierendenFunktion α · fY (x) an fX(x) kann die Wahrs
heinli
hkeit der Verwerfung reduziert werden. Wirddazu eine komplexere Funktion fY (x) verwendet, so steigt dabei in der Regel der Aufwand inS
hritt 1.Für das Beispiel der β(2, 4)-Verteilung könnte statt eines Re
hte
ks au
h ein stü
kweise lineareApproximation der Di
htefunktion verwendet werden, wie au
h in Abbildung 2.43 angedeutet.Dadur
h lässt si
h die Verwerfungswahrs
heinli
hkeit deutli
h reduzieren, die Generierung von yerfordert aber mehr Aufwand.
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her Bedeutung, kannmit den bisher vorgestellten Methoden aber ni
ht e�zient dur
hgeführt werden. Die Umkehrfunk-tion F−1(x) der Verteilungsfunktion existiert ni
ht in ges
hlossener Form, da für die Verteilungs-funktion ni
ht einmal eine ges
hlossene Darstellung existiert. Au
h die Verwerfungsmethode istni
ht e�zient anwendbar, da keine Di
htefunktion bekannt ist, aus der e�zient Zufallszahlengeneriert werden können und die glei
hzeitig genügend nahe an der Di
htefunktion der Normal-verteilung liegt. Es gibt aber mehrere Methoden um normalverteilte Zufallszahlen zu generieren.Zwei dieser Methoden sollen kurz vorgestellt werden.Es sei no
h einmal angemerkt, dass es ausrei
ht N(0, 1)-verteilte Zufallszahlen zu generieren,da für X ∼ N(0, 1) die Zufallsvariable Y = µ + σ · X aus einer N(µ, σ)-Verteilung stammt.Die erste Generierungsmethode basiert auf dem zentralen Grenzwertsatz. Na
h dem zentralenGrenzwertsatz konvergiert die Summe unabhängig identis
h verteilter Zufallszahlen gegen eineNormalverteilung. Diese Konvergenz ist besonders s
hnell für glei
hverteilte Zufallszahlen. Eineinfa
her Ansatz besteht nun darin, einfa
h n [0, 1)-verteilte Zufallszahlen zu addieren, davon n/2(den Erwartungswert) abzuziehen und dur
h√n/12 (die Standardabwei
hung) zu dividieren. DasErgebnis konvergiert für wa
hsendes n gegen eine N(0, 1)-Verteilung. Also eine N(0, 1)-verteilteZufallszahl x wird na
h der folgenden Formel erzeugt.
x =

(
n∑

i=1

ui

)
− n

2
√

n/12wobei ui aus eine [0, 1)-Verteilung gezogen werden. Oft wird n = 12 gewählt, was ausrei
hendist, um eine relativ gute Approximation der Normalverteilung zu errei
hen. O�ensi
ht können indiesem Fall keine Werte gröÿer 6 oder kleiner −6 erzeugt werden. Die Wahrs
heinli
hkeit, dasseine N(0, 1)-Verteilung einen Wert auÿerhalb des Intervalls [−6, 6] annimmt liegt aber bei ungefähr
5.7 · 10−7 und ist damit für die meisten Anwendungen zu verna
hlässigen. Der Na
hteil dieser Artder Generierung von normalverteilten Zufallszahlen ist, dass für eine Zufallszahl aus N(0, 1) 12Zufallszahlen aus der [0, 1)-Glei
hverteilung erzeugt werden müssen. Dies ist natürli
h aufwändig.Eine andere Methode zur Generierung von N(0, 1)-verteilten Zufallszahlen geht auf Box undMuller (1958) zurü
k (siehe au
h [11, S. 465℄). Seien u1 und u2 zwei (0, 1)-glei
hverteilte Zufalls-zahlen, dann sind

x1 = cos(2 · π · u1) ·
√
−2 · ln(u2) und x2 = sin(2 · π · u1) ·

√
−2 · ln(u2)zwei unabhängig identis
h N(0, 1)-verteilte Zufallszahlen. Man benötigt damit zwei glei
hverteilteZufallsvariablen, um zwei normalverteilte Zufallszahlen zu erzeugen. Man kann allerdings zeigen,dass die Unabhängigkeit von x1 und x2 ni
ht gegeben ist, wenn u1 und u2 zwei konsekutive Werteaus einem LCG sind. Es sollten also entweder unabhängige Ströme eines LCGs zu Generierungvon u1 und u2 verwendet werden oder eine andere Methode zur Generierung. Unabhängige Strömeentstehen dadur
h, dass mit unters
hiedli
hen Saaten x

(1)
0 und x

(2)
0 begonnen wird und u1, u2 ausunters
hiedli
hen Sequenzen gezogen werden. Die Saaten sollten dabei so gewählt werden, dassdie resultierenden Sequenzen si
h mögli
hst spät überlappen. In den meisten Generatoren sindMe
hanismen vorgesehen, um adäquate Saaten zu generieren, wie wir später no
h sehen werden.Bisher haben wir die Generierung von unabhängigen Zufallszahlen betra
htet und in den mei-sten Simulationsmodellen werden au
h unabhängige Zufallszahlen eingesetzt. Viele zufällige Pro-zesse in der Realität sind aber ni
ht unabhängig. So weist die Gröÿe und das Gewi
ht einesMens
hen si
herli
h eine Korrelation auf, genauso wie die Temperatur und die Regenmenge oderdie Zahl Ein-/Ausgabeoperationen und der CPU-Zeitbedarf eines Jobs auf einem Re
hner. DieAnnahme von unabhängigen Zufallsvariablen in der Simulation, für Prozesse, die in der Realitätkorreliert sind, kann zu starken Verfäls
hungen führen. So sind zum Beispiel Zwis
henankunfts-zeiten von Na
hri
hten an einem Router in einem Re
hnernetz stark positiv korreliert. Wird imSimulationsmodell des Routers diese Korrelation ni
ht bea
htete und die Pu�erbelegung analy-siert, so liefert das Modell eine deutli
h geringer Wahrs
heinli
hkeit eines Pu�erüberlaufs als inder Realität beoba
htet werden kann und führt damit zu einer Unterdimensionierung des Routers.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 81Wir wollen die Generierung abhängiger Zufallsvariablen nur sehr kurz betra
hten. Es soll aller-dings darauf hingewiesen werden, dass vor der Generierung zwei andere Probleme auftreten. Zumeinen muss die Abhängigkeit ges
hätzt werden, was ni
ht einfa
h ist und gerade bei starken Ab-hängigkeiten sehr viele Beoba
htungen erfordert. Zum anderen muss die resultierende Verteilungkompakt dargestellt werden, was in vielen Fällen ebenfalls problematis
h ist.Formal liegt ein Zufallsvektor X = (X1, . . . , Xd) mit Verteilungsfunktion FX1,...,Xd
(x1, . . . , xd)vor.Wenn si
h die Verteilungsfunktion als Menge von d bedingten Verteilung der Form Fi(xi|x1, . . . , xi−1)darstellen lässt, so ist ist die Generierung relativ einfa
h. Es muss für jedes Fi(xi|x1, . . . , xi−1) eingeeigneter Generator gefunden werden und ans
hlieÿend kann x1 gemäÿ F1(x) generiert werden,ans
hlieÿend x2 gemäÿ F2(x|x1) usw. Bis s
hlieÿli
h alle xi vorhanden ist und der resultierendeVektor zurü
k gegeben wird.Als einfa
hes Beispiel soll die Generierung von Zufallszahlen aus einer bivariaten Normalvertei-lung betra
htet werden. X1 und X2 seien zwei korrelierte normalverteilte Zufallsvariablen mit Er-wartungswerten µi, Standardabwei
hungen σi und Korrelationskoe�zient ρ = C(X1, X2)/(σ1 ·σ2).Dann können mit dem folgenden Algorithmus Realisierungen generiert werden.1. Erzeuge z1 und z2 als unabhängige N(0, 1)-verteilte Zufallszahlen.2. x1 = µ1 + σ1 · z13. x2 = µ2 + σ2 · (ρ · z1 +

√
(1 − ρ2) · z2)

x1 und x2 sind dann Realisierungen aus einer bivariaten Normalverteilung. Der bes
hriebene An-satz kann auf multivariate Normalverteilungen erweitert werden.In der Praxis werden oft sto
hastis
he Prozesse zur Modellierung korrelierter Vorgänge einge-setzt. Die Behandlung dieser Thematik geht allerdings über den Sto� der Vorlesungen hinaus.2.4 Modellierung von EingabedatenNa
hdem wir die Methoden zur Bes
hreibung und Realisierung von Zufallszahlen in Simulations-modellen kennen gelernt haben, stellt si
h natürli
h die Frage, wie man an die Verteilungen zurBes
hreibung der Parameter eines Simulationsmodells kommt. Dieser Frage wird in diesem Ab-s
hnitt na
hgegangen. Es hat si
h herausgestellt, dass viele reale Vorgänge dur
h Zufallsvariablenoder sto
hastis
he Prozesse in einem Modell adäquat abgebildet werden können. Glei
hzeitig sollteklar geworden sein, dass eine genügend genaue Modellierung realer Abläufe notwendig ist, um eineausrei
hende Abbildungsgüte des Modells zu errei
hen.Es gibt zwei wesentli
he Quellen zur Datengewinnung. Die erste Quelle ist das a priori Wissen,wel
hes vorhanden ist. So können unter Umständen Resultate aus vorherigen oder ähnli
hen Mo-dellierungen wiederverwendet werden oder es kann auf die vorhandene Erfahrung oder die Theoriezurü
kgegri�en werden. So ist aus der Theorie bekannt, dass gewisse Prozesse si
h mit bestimmtenVerteilungen gut modellieren lassen. Beispiele sind Weibull-Verteilungen für das Ausfallverhaltenvon Komponenten, Normalverteilungen für viele Gröÿen aus einer groÿen Grundgesamtheit. Manmuss allerdings darauf a
hten, ob die Bedingungen, die bisher galten, au
h für die neue Model-lierung gelten. Ein Beispiel wäre der Ankunftsprozess von Verbindungswüns
hen an einer Ver-mittlungsstelle. In der Vergangenheit konnte dieser Prozess sehr gut dur
h einen Poisson-Prozessbes
hrieben werden. Dur
h die Einführung der automatis
hen Wahlwiederholung und die Verwen-dung der Telefonleitungen für viels
hi
htige Dienste, änderte si
h der Ankunftsprozess, so dass dieModellierung als Poisson-Prozess ni
ht länger adäquat ist.Die zweite Quelle bei der Modellierung sind natürli
h Daten aus Messungen, also Sti
hprobender zu modellierenden Gröÿen. Im Idealfall werden die Messungen genau an dem System vorge-nommen, wel
hes dur
h das Modell abgebildet wird. Oftmals sollen aber gerade Systeme modelliertwerden, die so ni
ht in der Realität vorhanden sind. Deshalb müssen Daten an ähnli
hen Systemenoder mit Hilfe vorhandener und als gut befundener Modelle gewonnen werden. Wenn feststeht wound wie Daten erhoben werden sollen, müssen die folgenden S
hritte dur
hgeführt werden, um zueiner Repräsentation im Modell zu gelangen:



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 821. Die Daten müssen erhoben und zur Auswertung aufbereitet werden.2. Es ist eine Ents
heidung zu fällen, wie die gemessenen Daten im Modell dargestellt werden.Dazu existieren die folgenden Mögli
hkeiten:(a) Es wird eine Konstante zur Darstellung im Modell verwendet, der zugehörige Parameterist damit deterministis
h.(b) Man benutzt eine diskrete empiris
he Verteilung zur Repräsentation der Daten im Mo-dell.(
) Man benutzt eine kontinuierli
he empiris
he Verteilung zur Repräsentation der Datenim Modell.(d) Man benutzt eine sto
hastis
he Verteilung zur Repräsentation der Daten im Modell.Falls 2.d gewählt wurde, müssen no
h folgende S
hritte ausgeführt werden.3. Auswahl des zu verwendenden Verteilungstyps.4. S
hätzung der Verteilungsparameter aus der Sti
hprobe.5. Überprüfung der Passgüte der gewählten Verteilung dur
h einen Anpassungstest.Die einzelnen S
hritte sollen nun etwas näher bes
hrieben werden.Methoden zur DatenerhebungDie Sammlung und Messung von Daten ist ein aufwändiges und oft frustrierendes Unterfangen,dessen Zeitbedarf bei den meisten Modellierungsprojekten deutli
h unters
hätzt wird. Da die er-hobenen Daten aber die Grundlage für die weiteren S
hritte sind, können Na
hlässigkeiten andieser Stelle s
hnell dazu führen, dass die Realität nur sehr ungenau im Modell abgebildet wird.Insgesamt gilt das GIGO-Prinzip (Garbage in Garbage out), aus s
hle
hten Daten können keinevernünftigen Modelle entstehen.Die zentrale Frage lautet, was sind gute Daten oder was ist eine gute Sti
hprobe. Dies lässtsi
h ni
ht allgemein beantworten und hängt sehr stark von der Anwendung ab. Insgesamt ist dasZiel, auf Basis einer endli
hen Sti
hprobe das übli
he Verhalten zu bes
hreiben. Die Sti
hprobemuss also repräsentativ sein. Da viele Abläufe stark s
hwanken, ist vorab zu de�nieren, für wel
heSituationen das Verhalten repräsentativ sein soll. Wird zum Beispiel das Verkehrsaufkommen aufeiner Straÿe untersu
ht, so kann man starke Unters
hiede beim Verkehrsaufkommen in Abhän-gigkeit von der Uhrzeit und dem Wo
hentag beoba
hten. Je na
h Ziel der Modellierung müssenDaten immer an bestimmten Tagen zu festgelegten Uhrzeiten erhoben werden, wenn zum Beispieldie Phase hohen Verkehrsaufkommens analysiert werden soll, oder es muss kontinuierli
h gemessenwerden, wenn der gesamte Ablauf na
hgebildet wird. Au
h an dieser Stelle ist also die Festlegungdes Ziels der Modellierung von zentraler Bedeutung.Bei der Datenerhebung können eine Reihe von Problemen auftreten. Dies gilt insbesondere,wenn auf Basis vorhandener Daten modelliert werden soll. Gerade bei Simulationsprojekten, dievon externen Dienstleistern dur
hgeführt werden, was in der Praxis oft der Fall ist, muss dieserWeg gegangen werden, da eine unbes
hränkte Datenerhebung ni
ht mögli
h oder ni
ht gewüns
htist. So wird und darf ein Telekommunikationsunternehmen keine detaillierte Erhebung der Ver-bindungsdaten erlauben. Dem stehen Datens
hutz- und Wettbewerbsgründe entgegen.Bei vorhandenen Daten kann es vorkommen, dass zu wenige Daten vorliegen. Der Sti
hproben-umfang ist zu gering oder die Daten sind nur als summaris
he Statistiken vorhanden. Im Extremfallliefern die Daten nur qualitative Informationen, aus denen si
h keine quantitativen Gröÿen ableitenlassen. Es gibt dur
haus au
h die Situation, dass zu viele Daten vorhandenen sind. Dies ist geradedann der Fall, wenn automatis
he Messungen ablaufen oder Tra
es ges
hrieben werden. Beispiele�ndet man in der Informatik im Re
hnernetzberei
h, wo die Messung des Verkehrsaufkommenszu immensen Datenmengen führt, aber au
h in den Naturwissens
haften insbesondere der Physikexistieren zahlrei
he Experimente, bei denen das Datenaufkommen selbst mit heutigen Re
hnern
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herbar ist. Das Problem bei zu groÿen Datenmengen liegt darin, we-sentli
he Informationen zu extrahieren, was unter Umständen einen sehr hohen Aufwand erfordertoder mit verfügbaren Te
hniken ni
ht in vertretbarer Zeit mögli
h ist. Ein weiteres Problem ist dieVerfügbarkeit fals
her Daten. So müssen Daten zu der zu modellierenden Situation passen. Geradebei Systemen, die si
h in der Planungsphase be�nden, muss auf Daten zurü
kgegri�en werden, dieaus anderen Systemen stammen und deshalb oft ni
ht zur eigentli
hen Zielstellung passen.Die folgenden Hinweise dienen dazu die Datenerhebung zu unterstützen, können aber au
hverwendet werden, um die Qualität vorhandener Daten zu bewerten.1. Vor der eigentli
hen Datenerhebung sollten einige Vorläufe statt�nden, um das Erhebungsin-tervall, die Au�ösung der Messung und den Sti
hprobenumfang festzulegen. So ist bei starks
hwankenden oder korrelierten Daten ein gröÿerer Sti
hprobenumfang notwendig als beiunabhängigen und wenig variierenden Daten.2. Falls mögli
he sollten die Daten während der Erhebung analysiert werden, um so relevantevon irrelevanten Informationen zu unters
hieden.3. Wenn mehrere Sti
hproben kombiniert werden, so ist si
herzustellen, dass die Sti
hprobenhomogen sind, d.h. aus identis
hen Verteilungen stammen. Dies kann mit entspre
hendenTestverfahren überprüft werden.4. Es ist darauf zu a
hten, inwieweit Daten zensiert (
ensored data) sind. Man spri
ht dannvon zensierten Daten, wenn auf Grund der Datenerhebung/Messumgebung gewisse E�ekteni
ht beoba
htbar sind. Ein Beispiel ist die Beoba
htung der Ausfallzeit von Komponenten ineinem Intervall [0, T ). In diesem Fall können o�ensi
htli
h keine Ausfallzeiten gröÿer T beob-a
htet werden. Eine andere Art der Zensierung tritt auf, wenn nur zu diskreten Zeitpunktengemessen wird und dadur
h Werte aufgerundet werden.5. Die erhobenen Daten sollten auf Korreliertheit bzw. Unkorreliertheit untersu
ht werden. Diedazu vorhandenen Methoden werden später vorgestellt.6. Bei der Messung sollte zwis
hen Eingabe- und Ausgabedaten unters
hieden werden. Zur Mo-dellparametrisierung werden Eingabedaten benötigt, während Ausgabedaten zur Validierungeingesetzt werden. In einem Wartes
hlangennetz ist zum Beispiel die Zwis
henankunftszeiteine Eingabegröÿe, während die Verzögerungszeit eine Ausgabegröÿe ist.Repräsentation und Bewertung von DatenNa
hdem Daten vorhanden sind, ist zu ents
heiden, wie diese im Modell repräsentiert werden.Im wesentli
hen geht es darum, die Struktur und die Abhängigkeiten der Daten zu erkennen. Da-zu existieren zwei Ansätze, nämli
h Maÿzahlen und graphis
he Darstellungen. Maÿzahlen sind imWesentli
hen S
hätzung von Momenten, Quantilen oder Korrelationskoe�zienten. Die zugehörigenS
hätzer werden später bes
hrieben. An dieser Stelle sollen graphis
he Darstellungen vorgestelltwerden. Sie dazu (x1, . . . , xn) eine Sti
hprobe und (y1, . . . , yn) sei die na
h Gröÿe geordnete Sti
h-probe (d.h. yi ≤ yi+1). Eine graphis
he Darstellung gibt einen visuellen Eindru
k der Sti
hprobeund muss vom Modellierer bewertet werden. Damit hat die Bewertung graphis
her Darstellungenau
h immer einen subjektiven Aspekt.Die naheliegenste Form der Visualisierung sind Histogramme als Approximation der Di
hte-funktion. Ein Histogramm wird dadur
h erstellt, dass der Datenberei
h, unter Umständen na
hElimination von Ausreiÿern, in glei
h groÿe Abs
hnitte/Zellen unterteilt wird. Die Daten werdendann den Zellen zugeordnet. Ans
hlieÿend wird das Histogramm graphis
h dargestellt, wobei dieHöhe einer Zelle proportional zur Anzahl der Werte in der Zelle ist. Als freier Parameter derHistogrammdarstellung bleibt die Intervallbreite. Leider hängt der visuelle Eindru
k man
hmalvon der Intervallbreite ab. Deshalb sollten immer mehrere Intervallbreiten zur Bewertung de Da-ten ausprobiert werden. Ist die Intervallbreite zu groÿ, so werden viele E�ekte heraus gemittelt,
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Abbildung 2.44: Beispiel eines Histogramms.
Median

Quartile

Octile

Exteremwerte

Abbildung 2.45: Beispiel für einen Box-Plot.während eine zu kleine Intervallbreite, mit nur wenigen Werten pro Zelle, zu starken statistis
henS
hwankungen führt.Eine Alternative zum Histogramm ist die graphis
he Darstellung von Maÿzahlen. InsbesondereS
hätzer für die Quantile der Verteilung eignen si
h zur Visualisierung. Die Maÿzahlen werdenmit Hilfe der geordneten Sti
hprobe (y1, . . . , yn) de�niert.Die folgenden Quantials
hätzer sind vonbesonderer Bedeutung:
• Median yi mit i = (n + 1)/2

• Quartile yj und yn−j+1 mit j = (⌊i⌋ + 1)/2

• O
tile yk und yn−k+1 mit k = (⌊j⌋ + 1)/2

• Extremwerte y1 und ynDabei wird ym+0.5 für m ∈ N als 0.5 · (ym + ym+1) de�niert.Die genannten Maÿzahlen können graphis
h in einem sogenannten Box-Plot dargestellt wer-den, wie in Abbildung 2.45 gezeigt. Mit Hilfe von Box-Plots können wi
htige Eigens
haften vonSti
hproben und Verteilungen visualisiert werden. So kann das Verhältnis des Median zu den Ex-tremwerten oder dir Symmetrie der Verteilung abgelesen werden. Insbesondere sind Box-Plotsunabhängig von frei zu wählenden Parametern.Zur Darstellung der Abhängigkeiten zwis
hen Daten eignen si
h Plots von Datentupeln, wie inAbbildung 2.46 gezeigt. Dabei werden aufeinander folgende Werte jeweils als ein Punkt im zweidi-mensionalen Raum dargestellt. Während in der linken Abbildung keine Abhängigkeiten erkennbar
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Abbildung 2.46: Beispiele für Tupel konsekutiver Werte aus einer Sti
hprobe.

Abbildung 2.47: Diskrete und kontinuierli
he empiris
he Verteilung.sind, zeigt die re
hte Abbildung eine deutli
h positive Korrelation. Man kann die Darstellung au
hbenutzen, um Daten über eine Distanz k (≥ 1) in Beziehung zu setzen.Na
hdem die vorliegenden Daten analysiert wurden, sind sie im Simulationsmodell geeignetzu repräsentieren. Falls keine oder nur sehr geringe S
hwankungen in den Daten beoba
htet wer-den, so können sie dur
h eine Konstante im Modell bes
hrieben werden. Ansonsten gibt es dreiunters
hiedli
he Mögli
hkeiten:
• Repräsentation dur
h eine theoretis
he Verteilung aus der Menge der verfügbaren Verteilun-gen. Die Verfügbarkeit von Verteilungen ri
htet si
h u.a. na
h der Menge der Verteilungen,die in der verwendeten Simulationssoftware verfügbar sind.
• Repräsentation der Daten dur
h eine diskrete empiris
he Verteilung.
• Repräsentation der Daten dur
h eine kontinuierli
he empiris
he Verteilung.Bevor wir die Auswahl-Anpassung theoretis
her Verteilungen einführen und die Vor- und Na
h-teile theoretis
her/empiris
her Verteilungen diskutieren, soll kurz auf empiris
he Verteilungen zurDatenrepräsentation eingegangen werden.Empiris
he Verteilungen zur DatenrepräsentationDie Idee der empiris
hen Verteilung besteht darin, die Daten mögli
hst direkt als Repräsentantenim Modell zu verwenden und damit kein mathematis
hes Modell zur Datenbes
hreibung zu gene-rieren. Auf extreme Weise wird dies bei der Tra
e-getriebenen Simulation dur
hgeführt, bei dergenau die Abläufe aus der Realität kopiert werden. Dies bedeutet, dass die verfügbare Datenmen-ge die maximale Länge des Simulationslaufs bestimmt und sto
hastis
he Ein�üsse nur bzgl. derni
ht dur
h die Tra
e-Daten bes
hriebenen Teile integriert werden können. Empiris
he Verteilun-gen benutzen dagegen die Daten zur Generierung von Zufallszahlen. Damit können beliebig langeSimulationsläufe dur
hgeführt werden und dur
h unters
hiedli
he Saaten des Zufallszahlengenera-tors werden au
h unters
hiedli
he Sequenzen von Zufallszahlen aus den Daten erzeugt. Die beiden
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hen Varianten empiris
her Verteilungen, nämli
h die diskrete und die kontinuierli
heVersion, werden in Abbildung 2.47 dargestellt.Bei der diskreten empiris
hen Verteilung werden die Daten als direkte Repräsentanten gewählt.Wenn n Werte in der Sti
hprobe vorliegen, so wird mit Wahrs
heinli
hkeit 1/n einer der Werteausgewählt und als Zufallszahl verwendet. Die zugehörige Verteilungsfunktion ist dur
h eine ho-mogene Treppenfunktion mit Sprungstellen der Höhe 1/n gekennzei
hnet. Das Ziehen einer neuenZufallszahl erfolgt jeweils gedä
htnislos. Alle Charakteristika der verwendeten Verteilung (z.B.Momente, Quantile et
.) entspre
hen damit genau den Charakteristika der Sti
hprobe.Die kontinuierli
he empiris
he Verteilung benutzt die ermittelten Daten als Stützstellen zurKonstruktion einer Verteilungsfunktion. Die einfa
hste Form ist eine lineare Interpolation. Manunters
heidet zwis
hen einer Interpolation zwis
hen den gemessenen Daten und einer zusätzli
henExtrapolation am Ende und/oder am Anfang. Im ersten Fall wird zwis
hen den Werten yi−1 und yiwird eine Gerade mit den Endpunkten (yi−1, (i−1)/(n−1)) und (yi, i/(n−1)) gezogen. Im zweitenFall wird n− 1 im Nenner dur
h n oder n+1 ersetzt. Ausgehend vom kleinsten und/oder gröÿtenWert kann dann extrapoliert werden, wobei der Endpunkt der Extrapolation zusätzli
h festzulegenist. Wenn man zum Beispiel Zeiten betra
htet, so ist bekannt, dass die generierten Zufallszahlennur ni
ht negativ sein können. Damit bietet es si
h an, zwis
hen 0 und y1 eine weitere Geradezu ziehen (siehe re
hte Seite von Abbildung 2.47). Kontinuierli
he empiris
he Verteilungen weisenin der Regel andere Charakteristika als die Sti
hprobe auf. Zufallszahlen aus kontinuierli
henempiris
hen Verteilungen werden in zwei S
hritten gezogen. Im ersten S
hritt wird eine diskreteZufallszahl [1, n−1] (bzw. [1, n] oder [1, n+1], falls extrapoliert wurde) gezogen. Diese bestimmt dasIntervall. Ans
hlieÿend wird der Wert dur
h Ziehen einer glei
hverteilten Zufallszahl aus [yi−1, yi)erzeugt.Verglei
h empiris
her und theoretis
her VerteilungenOb empiris
he oder theoretis
he Verteilungen in der Simulation verwendet werden sollen wird inder Literatur kontrovers diskutiert und hängt letztendli
h primär von der Problemstellung undDatenlage ab. Die folgenden Argumente spre
hen für die Verwendung empiris
her Verteilungenbzw. gegen die Verwendung theoretis
her Verteilungen:
• Die Anpassung theoretis
her Verteilungen ist immer mit Informationsverlust verbunden. DieSti
hprobe beinhaltet die gesamte gemessene Information.
• Die Wahl einer Verteilungsfamilie zur Repräsentation der Daten mit einer theoretis
henVerteilung ist unklar.
• Die S
hätzung der Verteilungsparameter ist in vielen Fällen ni
ht robust, so dass kleinereS
hwankungen in den Daten zu deutli
hen Unters
hieden bei den Parametern führen.
• Es gibt theoretis
he Verteilungen, für die keine e�zienten Methode zur Generierung vonZufallszahlen existiert.Für die Verwendung von theoretis
hen Verteilungen und damit gegen die Verwendung von empi-ris
hen Verteilungen spri
ht:
• Empiris
he Verteilungen hängen stark von der Sti
hprobe ab. Unters
hiedli
he Sti
hprobeneines Systems können zu unters
hiedli
hen Verteilungen und damit au
h zu deutli
hen Un-ters
hieden im Modellverhalten führen. Insbesondere Ausreiÿer in den Messungen könnendas Verhalten stark beein�ussen.
• Empiris
he Verteilungen erlauben die Realisierung von Zufallszahlen in der gemessenenBandbreite, die Extrapolation von Werten ist s
hwierig und kann zu Verfäls
hungen füh-ren.
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• Die Darstellung theoretis
her Verteilungen ist in den meisten Fällen deutli
h kompakter.Für empiris
he Verteilungen müssen vollständige Sti
hproben gespei
hert werden. KleineSti
hprobenumfänge stellen das Verhalten ni
ht genau genug dar, während groÿe Sti
hpro-benumfänge den Spei
herbedarf erhöhen.
• Die Generierung aus theoretis
hen Verteilungen ist dann e�zienter, wenn die empiris
heVerteilung sehr viele Stützstellen aufweist.
• Es gibt oftmals theoretis
h und empiris
h fundierte Gründe, für bestimmte Abläufe einenganz bestimmten Verteilungstyp zu wählen.
• Die Verwendung theoretis
her Verteilungen erlaubt unter Umständen die Anwendung alter-nativer Analyseansätze, während empiris
he Verteilungen nur in Kombination mit Simulati-on einsetzbar sind.In der Praxis werden in groÿen Modellen meistens theoretis
he Verteilungen eingesetzt, da dieVerwendung empiris
her Verteilungen zu aufwändig bzgl. Datenerhebung und Darstellung derVerteilungen im Simulationsprogramm ist.Anpassung theoretis
her VerteilungenDie Anpassung theoretis
her Verteilungen erfolgt in den folgenden drei S
hritten, die na
hfolgendnäher erläutert werden.1. Bestimmung des Verteilungstyps.2. S
hätzung der Parameter.3. Bestimmung der Anpassungsgüte.Zur Wahl des Verteilungstyps kann man folgende Szenarien unters
heiden.a) Der Verteilungstyp ist aus der Theorie bekannt, die Parameter werden aus einer Sti
hprobeges
hätzt.b) Der Verteilungstyp und die Parameter werden aus einer Sti
hprobe ges
hätzt.
) Es gibt keine theoretis
hen Erkenntnisse und au
h keine Sti
hprobe.In den Fällen a) und b) werden jeweils die S
hritte 2. und 3. ausgeführt. Fall b) erfordertzusätzli
h S
hritt 1. Fall 
) ist eher unangenehm, da kaum verwertbare Information vorhanden ist.Dieser Fall soll kurz am Ende der Bes
hreibung der Anpassung von theoretis
hen Verteilungenbehandelt werden.Begonnen wird mit der Bestimmung des Verteilungstyps. Im Fall a) lässt si
h dieser aus derTheorie ableiten. Die Theorie beruht natürli
h auf empiris
hen Erkenntnissen, die man im Laufeder Zeit gewonnen hat. So können gewisse Abläufe in der Realität mit bestimmten Verteilungenin Verbindung gebra
ht werden. Einige Beispiele dazu:
• Falls eine Zufallsvariable aus einer gröÿeren Anzahl unabhängiger zufälliger Ereignisse resul-tiert, so könnte sie normalverteilt sein (siehe zentraler Grenzwertsatz).
• Eine Zufallsvariable, die das Minimum einer gröÿeren Anzahl zufälliger Ereignisse ist, könnteWeibull-verteilt sein.
• Eine Zufallsvariable, die zeitli
h aufeinander folgende Ereignisse bes
hreibt, die einzeln mitkonstanter Rate auftreten, könnte exponentiell-verteilt sein.
• Eine Zufallsvariable, die das Produkt einer gröÿeren Anzahl zufälliger Ein�üsse ist, könntelog-normal-verteilt sein.
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Abbildung 2.48: Histogramm und Di
htefunktionen zur Bewertung der Anpassung.
• Die Ausfallzeiten te
hnis
her Systeme können oft dur
h Mis
hungen ausWeibull-Verteilungenrepräsentiert werden.
• Die Zugri�sdauern auf Web-Server können oftmals dur
h Pareto-Verteilungen repräsentiertwerden.
• ...Theoretis
he Erkenntnisse erlauben die Identi�kation von Verteilungstypen, sollten aber in jedemkonkreten Fall hinterfragt und getestet werden.Im Fall b) muss der Verteilungstyp aus der Sti
hprobe ges
hätzt werden. Au
h hier ist Vorab-information über die Struktur und Herkunft der Daten oft sinnvoll, um die Klasse der mögli
henVerteilungen einzugrenzen. Weitere Eingrenzungen können dadur
h erfolgen, dass Verteilungs
ha-rakteristika aus der Sti
hprobe ges
hätzt werden (mehr zu S
hätzungen später). So lassen si
hMittelwert und Varianz das Verhältnis von Median zu Erwartungswert oder höhere Momente ausder Sti
hprobe s
hätzen und für theoretis
her Verteilungen bere
hnen. Dur
h Verglei
h der Werteaus der Sti
hprobe mit den für eine bestimmte Verteilung errei
hbaren Werte, lassen si
h einzel-ne Verteilungen auss
hlieÿen. So ist zum Beispiel der Variationskoe�zient V K(Y ) = σ(Y )/E(Y )einer exponential-verteilten Zufallsvariablen Y immer 1. Falls die S
hätzung aus der Sti
hprobeeinen von 1 vers
hiedenen Wert ergibt, so kann die Exponentialverteilung zur Repräsentation derDaten ausges
hlossen werden. Auf diese Weise lässt si
h die Menge der mögli
hen Verteilungen inder Regel reduzieren, es ist aber meistens keine Festlegung auf einen Verteilungstyp mögli
h.Di
htefunktionen lassen si
h am besten dur
h visuellen Verglei
h der Histogrammdarstellungder Sti
hprobe mit dem Verlauf der Di
htefunktion verglei
hen. In einem ersten S
hritt wird aufGrund von Erfahrung und Wissen dem Histogramm ein Verteilungstyp zugeordnet. Der konkreteVerglei
h zwis
hen Histogramm und Di
htefunktion ist allerdings erst na
h der Parameters
hät-zung mögli
h. Ausgehend von der Wahl eines Verteilungstyps werden die Parameter ges
hätztund dadur
h der �beste� Repräsentant aus der Familie von Verteilungen ermittelt. Die zugehörigeDi
htefunktion kann ans
hlieÿend in Kombination mit dem Histogramm dargestellt werden (sie-he Abbildung 2.48). Heute wird der Anpassungsprozess dur
h Software unterstützt. Die Softwareführt natürli
h keinen visuellen Verglei
h dur
h, sondern s
hätzt die Parameter für alle Verteilun-gen aus einer Liste von Verteilungen und bere
hnet ans
hlieÿend Maÿzahlen, die die Qualität derAnpassung widerspiegeln (siehe au
h Bewertung der Anpassung in S
hritt 3.). Die Verteilung mitder besten Anpassung wird ans
hlieÿend ausgewählt.Au
h wenn das Vorgehen automatisierbar ist, so ist das Ergebnis keineswegs eindeutig, sondernvon der Histogrammdarstellung abhängig. Diese beinhaltet aber eine Reihe von Freiheitsgraden,dur
h die die Histogrammdarstellung und damit au
h die Verteilungsanpassung beein�usst wird.Die beiden folgenden Ents
heidungen müssen getro�en werden.
• Die Anzahl und Breite der Zellen ist festzulegen.
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her Breite gewählt werden, ansonsten muss die Höhe angepasstwerden.� Die Zahl der Zellen ist so zu wählen, dass
∗ die Form der Di
hte erkennbar wird und
∗ jede Zelle genügend Werte (≥ 10) enthält. Bei weniger Werten ändert si
h dasAussehen des Histogramms zu s
hnell, wenn die Sti
hprobe nur lei
ht variiert.

• Der überde
kte Berei
h ist zu de�nieren. Dies bedeutet, dass� der Start der ersten Zelle und das Ende der letzten Zelle festgelegt werden müssen und� ents
hieden werden muss, wel
he Werte als Ausreiÿer verna
hlässigt werden.Es ist anzuraten, die Anpassung für mehrere Histogrammparameter dur
hzuführen, um bewertenzu können, inwieweit die erzeugte Verteilung von den Histogrammparametern abhängt.S
hätzung der VerteilungsparameterDer nun folgende S
hritt ist die Parameters
hätzung. Jede Verteilungsfamilie weist Parameter auf.Bei der Exponentialverteilung ist dies die Rate λ, bei der Normalverteilung der Mittelwert µ unddie Standardabwei
hung σ, bei der Dreie
ksverteilung, die linke Grenze a, die re
hte Grenze bund der Modalwert c. Ziel der Parameters
hätzung ist es, die Parameter so zu wählen, dass dieSti
hprobe dur
h die Verteilung mögli
hst gut repräsentiert wird. Zur formalen Darstellung sei Θ =
(Θ1, . . . , Θp) der Parametervektor und x = (x1, . . . ,xn) die Sti
hprobe. Unter Verwendung dieserbeiden Vektoren sei f(x, Θ) eine allgemeine Darstellung der Di
htefunktion mit ParametervektorΘfür Sti
hprobe x. Θ ist so zu wählen, dass Verteilung und Sti
hprobe mögli
hst gut korrespondieren.Es gibt mehrere Methoden zur Parameters
hätzung aus der Sti
hprobe. Wir betra
hten hier dieMomentenmethode und die Maximum-Likelihood-Methode.Momentenmethode:Bei der Momentenmethode werden die Parameter der Verteilung als Funktion der Momente dar-gestellt. Dies ist für die meisten Verteilungen mögli
h. Sei (y1, . . . , yn) dir konkrete Sti
hprobe,jeder Wert yi ist die Realisierung einer Zufallsvariablen Yi, alle Yi seien unabhängig und identis
hverteilt. Wir de�nieren Ỹ i als einen S
hätzer für E(Y i) und Ŷ i als den konkreten S
hätzwert. Derfolgende S
hätzer ist erwartungstreu

ỹi =
1

n

n∑

j=1

(Yj)
i und Ŷ i =

1

n

n∑

j=1

(yj)
iist der resultierende S
hätzwert. S̃2 und Ŝ2 bezei
hnen den S
hätzer und S
hätzwert für die Va-rianz. Ein erwartungstreuer S
hätzer für die Varianz lautet

S̃2 =
1

n − 1

n∑

j=1

(
Yj − Ỹ 1

)2Es soll nun eine Darstellung Θj = φj(E(X1), . . . , E(Xp)) gefunden werden, so dass Parame-ter Θj als Funktion φj(.) der ersten p Momente dargestellt wird. Ein Moments
hätzer Θ̃j ent-steht dadur
h, dass die Momente dur
h die S
hätzer für die Momente ersetzt werden, also Θ̃j =

φj(Ỹ
1, . . . , Ỹ p). Wir betra
hten als einfa
he Beispiele die Exponential- und die Normalvertei-lung. Für den Parameter λ der Exponentialverteilung gilt λ = (E(Y ))−1. Damit ergibt si
hder S
hätzer λ̃ = 1/Ỹ 1 = n/

(∑n
j=1 Yj

). Für die Normalverteilung gilt µ = E(Y 1) und σ =
√

(E(Y 1))2 − E(Y 2), mit dem resultierenden S
hätzer µ = Ỹ 1 und σ = S̃.
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θ

Abbildung 2.49: Prinzip der ML-Methode.Die aus der Momentenmethode resultierenden S
hätzer sind meistens asymptotis
h erwartungs-treu und konsistent. Trotzdem sind es oft keine guten S
hätzer, da nur die Momente, ni
ht aberdie Form der Verteilungs-/Di
htefunktion berü
ksi
htigt werden. Deshalb sind, wenn vorhanden,die im Folgenden vorgestellten maximum-likelihood-S
hätzer in der Regel vorzuziehen.Maximum-likelihood-S
hätzerDie Basis der maximum-likelihood-S
hätzung ist die Su
he na
h der plausibelsten Lösung. Dies sollzuerst an einem einfa
hen Beispiel erläutert werden. Wir betra
hten dazu eine diskrete Verteilungmit Parameter θ, so dass pθ(x) der Wahrs
heinli
hkeit von x bei Parameter θ entspri
ht. Wirnehmen nun an, dass die Sti
hprobe (y1, . . . , yn) festliegt und der Parameter θ variabel ist. DieLikelihoodfunktion ist dann de�niert als
L(θ) = pθ(y1) · . . . · p(yn)Ziele der maximum-likelihood (ML)-Methode ist es, Parameter θ so zu wählen, dass L(θ) maximalwird. Also maxθ(L(θ)). Der Punkt der maximalen Beoba
htungswahrs
heinli
hkeit wird gesu
ht.Das Vorgehen kann au
h für den Fall von Parametervektoren Θ benutzt werden. In diesem Fallist ein mehrdimensionales Optimierungsproblem zu lösen.Das Prinzip der ML-Methode für den kontinuierli
hen Fall wird in Abbildung 2.49 dargestellt.Dur
h Variation von θ vers
hiebt si
h die Di
htefunktion, so dass der Wert der Likelihoodfunktionsi
h ändert. Im kontinuierli
hen Fall ist der Ansatz allerdings weniger intuitiv, da die Wahrs
hein-li
hkeit in jedem Punkt 0 sein kann. Deshalb wird der Wert der Di
htefunktion fθ(x) benutzt. DieLikelihoodfunktion lautet dann

L(θ) =

n∏

j=1

fθ(yj)Gesu
ht wird θmax mit L(θmax) ≥ L(θ) für alle θ.Das Vorgehen soll kurz am Beispiel der Exponentialverteilung erläutert werden. Es gilt
L(λ) =

n∏

j=1

λ · e−λ·yj = λn · e−λ·
Pn

j=1
yjDas Maximum dieses Produktes ist aufwändig zu ermitteln, deshalb ma
ht man si
h zu Nutze,dass eine Funktion und deren Logarithmus, sofern er de�niert ist, die Extremwerte an den selben
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Abbildung 2.50: Histogramm der empiris
hen Verteilung und der theoretis
hen Verteilung.Stellen haben. Da die Likelihoodfunktion ni
ht negativ ist, ist ihre Logarithmus de�niert, wenn derWert gröÿer 0 ist. Im speziellen Fall der Exponentialverteilung ist der Wert der Likelihoodfunktiongröÿer 0 für 0 < λ < ∞. Da dies der Berei
h der relevanten Parameterwerte ist, gilt

l(λ) = ln(L(λ)) = n · lnλ − λ ·
n∑

j=1

yjDie Ableitung von l(λ) lautet l′(λ) = n/λ −∑n
j=1 yj . Die Nullstelle der Ableitung ist gerade derML-S
hätzer für λ. Also λ̂ = n/

(∑n
j=1 yj

). In diesem Fall stimmen Momenten- und ML-S
hätzerüberein. Dies ist natürli
h ni
ht immer so. Für die Normalverteilung liefert die ML-Methode dieS
hätzer µ̃ = Ỹ 1 und σ̃ =
√

(n − 1)/n · S̃2 im Gegensatz zu σ̃ = S̃ als Momentens
hätzer.Die ML-Methode kann au
h für Parametervektoren Θ angewendet werden. Allgemein wirddann
l(Θ) = ln(L(Θ)) =

n∑

j=1

ln (fΘ(yj))bzgl. des Parametervektors Θ maximiert. Oft hat das resultierende Optimierungsproblem keineges
hlossene Lösung und muss deshalb mit einem Verfahren zur ni
htlinearen Optimierung (sieheau
h Kapitel 7) gelöst werden. Für viele bekannte Verteilungen sind ML-S
hätzer für die Parameterbekannt (siehe [11℄).ML-S
hätzer haben in der Regel die folgenden Eigens
haften:
• Sie sind asymptotis
h erwartungstreu.
• Sie sind konsistent.
• Sie sind asymptotis
h normalverteilt. Dies bedeutet, dass mit den Methoden aus Abs
hnitt2.5 Kon�denzintervalle für die Parameter bestimmbar sind und damit au
h quanti�ziertwerden kann, wie robust die S
hätzung war.
• Sie sind in der Regel ni
ht s
hle
hter bzw. besser als die Momentens
hätzer.Aus den genannten Gründen werden in den meisten Fällen ML-S
hätzer verwendet, falls sol
hebekannt sind oder ermittelt werden können.Bestimmung der AnpassungsgüteNa
hdem eine theoretis
he Verteilung angepasst wurde, ist die Anpassung zu bewerten. DieserS
hritt kann au
h verwendet werden, um unters
hiedli
he Verteilungsanpassungen zu verglei
hen.Man unters
heidet zwis
hen heuristis
hen Prozeduren und statistis
hen Testverfahren.Heuristis
he Prozeduren verglei
hen die Struktur der theoretis
hen und der empiris
hen Verteilungs-oder Di
htefunktion. Der Verglei
h der Di
htefunktionen erfolgt wieder auf Basis von Histogram-men. Sei dazu k die Anzahl der Intervalle und ∆i das ite Intervall. Wenn ni die Anzahl der Werte
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Abbildung 2.51: P-P-Plot und Q-Q-Plot.der Sti
hprobe im iten Intervall ist, so ist hi = ni/n die relative Häu�gkeit der Sti
hprobenwerteim Intervall ∆i. Die Wahrs
heinli
hkeit einen Wert der theoretis
hen Verteilung im Intervall ∆i zu�nden lautet pi =

∫
x∈∆i

ft(x)dx, wobei ft(x) die Di
htefunktion der theoretis
hen Verteilung ist.Die Abstandmaÿe D =
∑k

i=1 |hi−pi| und D′ =
∑k

i=1(hi −pi)
2 bes
hreiben die Passgüte zwis
henempiris
her und theoretis
her Verteilung. Der Wert der Abstandsmaÿe hängt von der Lage undGröÿe der Histogrammzellen ab. Es ist au
h ni
ht a priori klar, wel
her Wert von D bzw. D′ einegute oder zumindest ausrei
hende Anpassung bes
hreibt. Auf Grund des Verglei
hs der Wertevon D kann aber die Anpassungsgüte unters
hiedli
her Verteilungen vergli
hen werden. Über dieQualität der Anpassung sagt oftmals ein visueller Verglei
h der Histogramme, wie in Abbildung2.50 gezeigt, mehr aus als die Maÿzahl.Neben den Di
htefunktionen können au
h die Verteilungsfunktionen vergli
hen werden. AufGrund der Struktur von Verteilungsfunktionen ist der rein visuelle Verglei
h von empiris
her undtheoretis
her Verteilungsfunktion ni
ht sehr hilfrei
h. Stattdessen haben si
h Q − Q-Plots und

P − P -Plots als alternative Darstellungsformen eingebürgert. Sei Ft(x) die theoretis
he Vertei-lungsfunktion und Fe(x) die empiris
he Verteilungsfunktion. Für die Werte der empiris
hen Ver-teilungsfunktion gilt Fe(x) = maxyi≤x(i/n). Beim Q − Q-Plot werden die Quantile der beidenVerteilungsfunktionen zueinander in Beziehung gesetzt. Sei qj (0 < qj < 1) das jte dargestellteQuantil, dann wird auf der x-A
hse maxyi≤qj
(i/n) und auf der y-A
hse F−1

t (qj) abgetragen (siehedie re
hte Graphik in Abbildung ). Wenn Ft und Fe vollständig korrespondieren und die Kurvefür alle Werte von q dargestellt wird, so entsteht eine Stre
ke dur
h die Punkte (0, 0) und (1, 1).Abwei
hungen zeigen die Unters
hiede zwis
hen beiden Verteilungsfunktionen. Beim P − P -Plotwerden die Wahrs
heinli
hkeiten miteinander in Beziehung gesetzt. Für x wird Fe(x) auf der x-A
hse abgetragen und Ft(x) auf der y-A
hse. Bei vollständiger Korrespondenz entsteht wieder eineStre
ke mit Steigung 1, Abwei
hungen davon zeigen Abwei
hungen der Verteilungsfunktionen an.Während Q − Q-Plots Unters
hiede im hinteren Teil der Verteilungsfunktion (im tail) betonen,zeigen P − P -Plots mehr die Unters
hiede in der Mitte.AnpassungstestsDie bisher vorgestellten Verglei
hsverfahren geben kein Maÿ an, um zu ents
heiden, wann dietheoretis
he Verteilung die empiris
hen Daten genau genug modelliert. Auf Grund sto
hastis
herS
hwankungen ist zu erwarten, dass zwangsläu�g Unters
hiede zwis
hen Sti
hprobe und theoreti-s
her Verteilung existieren müssen. Eine Mögli
hkeit Hinweise zu bekommen, wann eine Modellie-rung ausrei
hend genau ist, sind Anpassungstests. Wie bei allgemeinen Testverfahren (siehe au
hSeite 73�) wird eine Hypothese H0 aufgestellt:
H0: Die Sti
hprobe (y1, . . . , yn) wurde aus der Verteilung Ft(x) gezogenEin Anpassungstest liefert die Antwort, ob H0 verworfen oder angenommen werden soll. Wiebei allen statistis
hen Testverfahren ist das Ergebnis mit Fehlern behaftet. Wie oft übli
h, wird derFehler der ersten Art vorgegeben. D.h. die Hypothese wird mit Wahrs
heinli
hkeit α abgelehnt,obwohl die Sti
hprobe aus der Verteilung gezogen wurde. Über den Fehler der zweiten Art werdenin der Regel keine Angaben gema
ht.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 93

Abbildung 2.52: Skizze des Vorgehens beim Chi-Quadrat-Test.Neben diesen grundsätzli
hen Grenzen der Testverfahren beoba
htet man bei Anpassungstestsno
h ein zweites Phänomen. So wird für kleine Sti
hprobenumfänge H0 meistens angenommen,da zu wenig Information für eine Ablehnung vorhanden ist. Für groÿe Sti
hprobenumfänge wirddagegen H0 in fast allen Fällen abgelehnt, da zwangsläu�g Unters
hiede zwis
hen empiris
hen Da-ten und theoretis
her Verteilung existieren. Man sollte si
h diesen S
hwä
hen von Testverfahrenbewusst sein. Trotzdem bieten Testverfahren in Kombination mit den anderen vorgestellten Ver-fahren zum Verglei
h von empiris
her und theoretis
her Verteilung ein mä
htiges Instrumentariumzur Modellierung von Daten mittels theoretis
her Verteilungen. Es sollen im Folgenden kurz diezwei bekanntesten Anpassungtests vorgestellt werden.Chi-Quadrat-TestDer Chi-Quadrat-Test ist ein sehr altes Testverfahren, wel
hes s
hon um 1900 entwi
kelt wurde. Erbasiert auf dem formalen Verglei
h der Histogramme der empiris
hen und theoretis
hen Verteilung.Seien b0 < b1 < . . . < bk die Intervallgrenzen, so dass ∆i = [bi−1, bi). Wie bereits weiter obende�niert ist ni = |{yj|yj ∈ ∆i}| die Anzahl der Element im Intervall ∆i und pi =
∫

y∈∆i
ft(x)dxdie Wahrs
heinli
hkeit der theoretis
hen Verteilung einen Wert im Intervall ∆i zu generieren. AlsAbstandsmaÿ zwis
hen empiris
her und theoretis
her Verteilung wird ∑k

j=1 (nj − pj · n)2 /(n ·
pj) verwendet. Wie bereits erläutert, steigt die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Sti
hprobe aus dertheoretis
hen Verteilung generiert wurde, wenn der Wert der Summe kleiner wird. Damit einTestverfahren de�niert werden kann, muss allerdings eine Teststatistik vorhanden sein, d.h. esmuss bekannt sein, wel
he Verteilung der zu testende Wert hat, wenn H0 gilt.Bevor eine sol
he Teststatistik de�niert wird, wird kurz die χ2-Verteilung eingeführt. Seien dazu
Y1, . . . , Yk unabhängige N(0, 1) verteilte Zufallsvariablen, dann ist Y =

∑k
i=1 Yi χ2-verteilt mit kFreiheitsgraden. Die χ2-Verteilung ist eigentli
h eine Familie von Verteilungen (jeder Freiheitsgradde�niert eine Verteilung), die keine explizite funktionale Form hat. Die kritis
hen Werte liegen aberin vertafelt Form vor und sind in den meisten Statistikbü
hern zu �nden. χ2

k,1−α bezei
hnet denWert, der mit Wahrs
heinli
hkeit α von χ2-Verteilung mit k Freiheitsgrade übers
hritten wird(siehe au
h Abbildung 2.52). Als Teststatistik des Chi-Quadrat-Tests wird
d =

k∑

j=1

(nj − n · pj)
2

n · pjverwendet. d ist die Realisierung einer Zufallsvariablen D. Falls H0 gilt, dann
• ist D asymptotis
h χ2-verteilt (d.h. für groÿe n ist D approximativ χ2-verteilt), wobei� falls keine Verteilungsparameter aus der Sti
hprobe ges
hätzt wurden, die χ2-Verteilung

k Freiheitsgrade hat,� während bei der S
hätzung von p Freiheitsgraden aus der Sti
hprobe, die Zahl derFreiheitsgrade si
h auf k − p − 1 reduziert.
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Abbildung 2.53: Skizze zum Vorgehen beim Kolmogorov-Smirnov-Test.Damit ergibt si
h folgendes Vorgehen:
• Festlegung der Intervalle,
• Bere
hnung von d,
• Verglei
h des Wertes von d mit dem kritis
hen Wert zum gewählten Signi�kanzniveau,� falls d kleiner als der kritis
he Wert ist, Hypothese annehmen,� ansonsten Hypothese ablehnen.Der Test beinhaltet als subjektive Komponente die Lage und Breite der Intervalle. Bei kontinuier-li
hen Verteilungen wird empfohlen, die Intervalle so zu wählen, dass pj für alle Intervalle identis
hist. Dies bedeutet, dass die Intervallbreiten variieren. Weiterhin sollte pj so gewählt werden, dass

n · pj ≥ 5. Bei diskreten Verteilungen sollten si
h die Intervalle na
h der Lage der diskreten Werteri
hten. Für groÿe Datenmengen wird als Intervallzahl ein Wert zwis
hen √
n und n/5 vorges
hla-gen.Kolmogorov-Smirnov-TestDer Kolmogorov-Smirnov-Test verglei
ht die theoretis
her Verteilungfunktion Ft(x) mit der em-piris
hen Verteilungsfunktion Fe(x). Fe(x) = maxyi≤x(i/n) ist eine Treppenfunktion, als Teststa-tistik wird der maximale Abstand zwis
hen Ft(x) und Fe(x) verwendet. Also

Dn = max
x

(|Fe(x) − Ft(x)|)Falls nötig, kann das Maximum dur
h das Supremum ersetzt werden. Da Ft(x) eine monoton ni
htfallende Funktion ist und Fe(x) eine Treppenfunktion ist, kann man si
h lei
ht überlegen, dassder maximale Abstand zwis
hen beiden Funktionen an einer Sprungstelle von Fe(x) angenommenwerden muss (siehe au
h Abbildung 2.53). Der maximale Abstand kann deshalb wie folgt de�niertund ermittelt werden
D+

n = max
1≤i≤n

(i/n − Ft(yi)) D−
n = max

1≤i≤n
(Ft(yi) − (i − 1)/n} Dn = max(D−

n , D+
n )Ein groÿer Wert von Dn deutet auf eine s
hle
hte Anpassung hin. Zur Anwendung des Testsmüssen zwei Fälle unters
hieden werden:

• Falls keine Verteilungsparameter aus der Sti
hprobe ges
hätzt wurden, so ist H0 zu verwer-fen, falls (√n + 0.12 + 0.11√
n

)
· Dn ≥ c1−α. Die Werte von c1−α sind vertafelt und in denmeisten Statistikbü
hern zu �nden.
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• Falls die Verteilungsparameter aus der Sti
hprobe ges
hätzt wurden, so ist die Teststatistikverfäls
ht und die vertafelten Werte sind zu optimistis
h (d.h. H0 würde zu oft angenommen).In diesem Fall existieren Teststatistiken nur für spezielle Verteilungen, wie die Normalver-teilung, Exponentialverteilung oder Weibull-Verteilung.Chi-Quadrat- und Kolmogorov-Smirnov-Test können beide au
h für das Testen von Zufallszahlenverwendet werden.Datenmodellierung ohne Sti
hprobe und theoretis
he InformationDies ist der Fall 
, der bisher ausgespart wurde. In der Praxis tritt dieser Fall aber leider häu�gerbei der Planung von Systemen auf. Eine genaue Modellierung ist in einem sol
hen Fall natür-li
h ni
ht mögli
h, trotzdem können in der Regel zumindest einges
hränkte Informationen überdie Daten gewonnen werden. So kann oftmal zwis
hen diskreten und kontinuierli
hen Werten un-ters
hieden werden und es können minimale und maximale Werte festgelegt werden. Man
hmalkann au
h ein Mittelwert ges
hätzt werden. In diesen Fällen, können die Daten dann dur
h eineGlei
herverteilung, Dreie
ksverteilung oder Beta-Verteilung im Modell repräsentiert werden.Korrelierte Daten und sto
hastis
he ProzesseBisher wurde immer von unabhängig, identis
h verteilten Daten ausgegangen. Die meisten Me-thoden der Statistik und au
h die vorhandene Software zur Datenmodellierung (z.B. Arena InputAnalyzer, ExpertFit, et
.) ist au
h auf diesen Fall bes
hränkt. In der Realität zeigt si
h aberoftmals, dass die Annahmen ni
ht gelten. So sind Daten
• korreliert bzgl. der Zeitintervalle� Ankunftsprozesse in einem Re
hnernetz, die Korrelation über mehrere Zeitskalen auf-weisen,� Fehler in einem te
hnis
hen System, die dur
h gegenseitige Beein�ussung von Kompo-nenten entstehen,
• korreliert bzgl. vers
hiedener Messgröÿen� Gröÿe und Gewi
ht von Mens
hen,� CPU-Zeitbedarf und Spei
herplatzbedarf von Jobs in einem Re
hner,
• über einen längeren Zeitraum ni
ht identis
h verteilt sind� Ankunftsprozess in einem Restaurant,� Zugri�e auf einen Web-Server.Während der dritte Fall, nämli
h zeitli
h variierende Prozesse, oft dadur
h abgebildet werdenkann, dass für unters
hiedli
he Zeiträume unters
hiedli
he Verteilungen angepasst werden, mussdie Korrelation von Daten direkt bei der Modellierung berü
ksi
htigt werden und hat damit Ein-�uss auf die sto
hastis
hen Modelle. Es rei
ht ni
ht mehr aus, Verteilungen anzupassen, sondern esmüssen komplexere Modelle, wie Zufallsvektoren, Markovs
he Ankunftsprozesse, ni
htstationärePoisson-Prozesse, autoregressive Modelle oder multivariate Normalverteilungen verwendet werden.Während die Generierung von Zufallszahlen aus diesen Verteilungen in der Regel mehr oder we-niger problemlos realisiert werden kann, ist die Anpassung der Modelle auf Basis von Sti
hprobenein komplexes und erst in Ansätzen gelöstes Problem.An dieser Stelle soll als ein einfa
hes Beispiel die S
hätzung der Parameter einer bivariatenNormalverteilung vorgestellt werden (siehe Seite 81). Seien (X11, . . . , X1n) und (X21, . . . , X2n)
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hproben der beiden Zufallsvariablen X1 und X2. Wir nehmen an, dass aus den beidenSti
hproben ableitbar ist, dass die beiden Zufallsvariablen normalverteilt sind. Ferner seinen
X̃j =

1

n
·

n∑

i=1

Xji and S̃2
j =

1

n − 1
·

n∑

j=1

(
Xji − X̃j

)2die S
hätzer für den Erwartungswert und die Varianz (j = 1, 2). Der S
hätzer für die Kovarianzlautet
C̃(X1, X2) =

1

n − 1
·

n∑

i=1

((
X1i − X̃1

)
·
(
X2i − X̃2

))
=

1

n − 1
·
(

n∑

i=1

X1i · X2i − n · X̃1 · X̃2

)und
ρ̃ =

C̃(X1, X2)

S̃1 · S̃2ist der S
hätzer für den Korrelationskoe�zienten. Mit diesen Parametern ist die bivariate Nor-malverteilung vollständig spezi�ziert und es können Realisierungen mit den s
hon vorgestelltenAnsätzen zur Generierung erzeugt werden.Im Prinzip können ähnli
he Verfahren au
h zur S
hätzung von Korrelationen höherer Ord-nung eingesetzt werden. Allerdings sind die dabei auftretenden praktis
hen Probleme ni
ht zuverna
hlässigen, da die S
hätzer oft wenig robust und selbst wieder korreliert sind.2.5 Auswertung von SimulationsläufenAn dieser Stelle sei no
h einmal an das Ziel einer Simulationsstudie erinnert. Es sollen Aussagenüber ein System S gewonnen werden, indem ein Modell analysiert wird. Wie herausgearbeitetwurde, soll der Ein�uss der kontrollierbaren Eingabegröÿen C und teilweise au
h der unkontrol-lierbaren Eingabegröÿen U auf die Ausgabegröÿen P ermittelt werden. Wir haben gesehen, dasswir Zufallsein�üsse dur
h deterministis
he Algorithmen in das Modell integrieren können und dieRealisierung des Zufalls damit nur von der Saat des Zufallszahlengenerators abhängt. Wenn wirdie Saat des Zufallszahlengenerators als Teil von U betra
hten, so soll der Ein�uss der Gröÿen Cüber alle mögli
hen Saaten des Zufallszahlengenerators ermittelt werden.Zuerst einmal soll das Vorgehen etwas einges
hränkt werden, indem wir annehmen, dass derWert eines Leistungsmaÿes Y ermittelt werden soll. Ohne dass an dieser Stelle s
hon festgelegtwird, was Y genau ist bzw. wie es beoba
htet wird, können wir davon ausgehen, dass in sto-
hastis
hen Modellen Y s
hwankende Verläufe zeigt, d.h. mehrfa
hes Beoba
hten wird zu un-ters
hiedli
hen Resultaten führen. In der Simulation bedeutet dies, dass dur
h unters
hiedli
heSaaten des Zufallszahlengenerators variierende Resultate entstehen. Au
h in der Realität könnenviele Beispiele für s
hwankende Verläufe von dynamis
hen Abläufen beoba
htet werden. So istdas Verkehrsaufkommen an einer Straÿenkreuzung ni
ht deterministis
h, die Ausfallzeiten vonte
hnis
hen Komponenten variieren, das Wa
hstum von P�anzen ist au
h bei identis
hen Umge-bungsbedingungen für eine Menge von P�anzen ni
ht glei
h. Um also Aussagen über Y zu tre�en,müssen im Prinzip Aussagen über alle mögli
hen Abläufe gewi
htet mit der Wahrs
heinli
hkeiteines Ablaufs getro�en werden. Aus praktis
her Si
ht ist diese Anforderung in zweifa
her Hin-si
ht problematis
h. Die Zahl der mögli
hen Abläufe ist oft unendli
h und die Wahrs
heinli
hkeitdes Auftretens eines bestimmten Ablauf ist in der Regel ni
ht bestimmbar. Die nahe liegendeMögli
hkeit, alle mögli
hen Abläufe zu beoba
hten und die resultierenden Beoba
htungen von Ygewi
htet aufzusummieren entfällt damit und es müssen Aussagen über alle Abläufe auf der Basiseiner endli
hen Beoba
htung getro�en werden. Sol
he Aussagen können nur mit gewisser, no
hnäher zu spezi�zierender Wahrs
heinli
hkeit korrekt sein.Zentral für die Auswertung von Simulationsläufen ist der Begri� des sto
hastis
hen Prozesses.De�nition 5 Ein sto
hastis
her Prozess Y (t) ist eine Funktion über dem Parameterraum T , de-ren Resultate Zufallsvariablen sind.
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Abbildung 2.54: Typis
he Beoba
htungsszenarien von Simulationsläufen.

Abbildung 2.55: Beoba
htung unters
hiedli
her Trajektorien.Der Parameterraum T wird in der Regel als Zeit interpretiert, wobei oft zwis
hen zeitdiskretenProzessen (T = N) und zeitkontinuierli
hen Prozessen (T = R≥0) unters
hieden wird. Für einensto
hastis
hen Prozess kann man für jedes t ∈ T die Momente, Di
htefunktion und Verteilungs-funktion der Zufallsvariablen Y (t) de�nieren. Eine Realisierung von Y (t) über T bezei
hnet manals eine Trajektorie. Einige Beispiele für sto
hastis
he Prozesse wären:
• Das Würfeln mit zwei unters
heidbarenWürfeln, so dass Y (t)= Y(t-1) +Wert des 1. Würfels- Wert des 2. Würfels, mit Y (0) = 0. Der Parameterraum ist diskret und Y (t) kann diskreteWerte im Intervall [−5t, 5t] annehmen.
• Die Kundenzahl an einem Banks
halter, so dass si
h der Wert von Y (t) zu den Ankunfts-und Abgangszeiten von Kunden ändert. In diesem Fall ist der Parameterraum kontinuier-li
h. Wenn man davon ausgeht, dass in jedem Intervall potenziell eine beliebige Kundenzahlankommen kann und der S
halterraum unendli
h viele Kunden aufnehmen kann, so kann

Y (t) Werte aus N annehmen.Typis
he Beoba
htungsszenarien der Simulation haben wir bereits vorher kennen gelernt. Abbil-dung 2.2 zeigt die zwei generellen Beoba
htungsszenarien, nämli
h die Beoba
htung eines Zustandsüber die Zeit, bei der der Zustand si
h zu Ereigniszeitpunkten sprunghaft ändert und die Beob-a
htung des S
hi
ksals diskreter, temporärer Einheiten der Simulation, bei der jede Einheit einenWert annimmt.Grundlegendes Beoba
htungsszenariumDie Darstellung in Abbildung 2.54 gibt jeweils einen Ablauf wieder, bei sto
hastis
hen Simulatio-nen verläuft aber jede Trajektorie etwas anders, so dass eher eine Beoba
htungsszenarium wie inAbbildung 2.55 gezeigt vorliegt. Bei wiederholten Beoba
htungen werden unters
hiedli
he Abläufe
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htet. Zu jedem Zeitpunkt t ∈ T nimmt Y (t) einen Wert gemäÿ der Di
htefunktion derzugehörigen Zufallsvariablen ein. Der Verlauf der Di
htefunktionen ist in der Abbildung quer zumAblauf der Trajektorien dargestellt. Wie wir später sehen werden, rei
ht selbst die Kenntnis derDi
htefunktionen allein ni
ht aus, um Trajektorien zu 
harakterisieren, da in den meisten Fällendie Werte einer Trajektorie korreliert sind. Z.B. die Kundenzahl an einem S
halter zum Zeitpunkt
t hängt stark von der Kundenzahl zum Zeitpunkt t − ∆ ab, wenn ∆ relativ klein ist. Die darausresultierende Komplexität der Beoba
htungslage führt dazu, dass ni
ht der gesamte sto
hastis
heProzess, sondern nur einzelne Charakteristika per Simulation analysiert werden. Ein Beispiel wäredie Ermittlung von E(Y (t)) für ein t ∈ T .Als Hilfsmittel für die Analyse können Realisierungen von Y während der Simulation beob-a
htet werden. Wir nehmen an, dass insgesamt m Beoba
htungen während eines Simulationslaufsdur
hgeführt werden und Yj die Zufallsvariable ist, die Beoba
htung j bes
hreibt. Der Parameter
j kann unters
hiedli
he Bedeutungen haben.

• Es können Kunden gezählt werden und Yjbes
hreibt die Verweilzeit des jten Kunden imSystem.
• Man kann den Dur
hsatz eines Modells einer Fertigungsstraÿe na
h j Stunden als jte Beob-a
htung interpretieren.
• Die Zeit des Ausfalls der jten Komponente kann ebenfalls als jte Beoba
htung dienen.Der Wert von j ergibt si
h damit aus der Simulationszeit oder dem Auftreten eines bestimmtenZustands oder Ereignisses. Dur
h Variation der Saat des Zufallszahlengenerators können unter-s
hiedli
he Trajektorien erzeugt werden. Wir nehmen im Folgenden an, dass n unters
hiedli
heTrajektorien beoba
htet werden und bezei
hnen mit yij die Realisierung von Yj in der iten Beob-a
htung (Trajektorie). Die Beoba
htungen können in einer Matrix angeordnet werden, wobei ZeilenBeoba
htungen einer Trajektorie und Spalten Beoba
htungen einer Zufallsvariablen beinhalten.

y11, . . . y1j , . . . y1m... ... ...
yi1, . . . yij , . . . yim... ... ...
yn1, . . . ynj , . . . ynmSpalte j bes
hreibt Beoba
htungen Yj , die gemäÿ FYj

(y) verteilt sind. Betra
hten wir nun zweiBeoba
htungen yijund ykl und deren Relation. Falls j = l und i 6= k, so bes
hreiben beide Wertevon Yj . Wenn die Sequenzen von Zufallszahlen, die zur Beoba
htung von yij und ykj führen si
hni
ht überlappen, so sind die generierten Zufallszahlen als unabhängig anzusehen und damit sindau
h yijund ykj unabhängige Beoba
htungen von Yj . Falls j 6= l und i 6= k, so bes
hreiben yij und
ykl Beoba
htungen Yjund Yl. Wie der Zusammenhang zwis
hen diesen Zufallsvariablen ist, mussfür ein spezielles Problem unters
hieden werden, wie später gezeigt wird.Als Beispiel soll ein so genanntes M/M/1-System dienen. Die S
hreibweise bezei
hnet eineStation an der Kunden mit unabhängigen exponentiell verteilten Zwis
henankunftszeiten eintref-fen, in einem Warteraum potenziell unendli
her Kapazität na
h FCFS bis zur Bedienung wartenund ans
hlieÿend von einem einzelnen Bediener eine exponentiell verteilte Zeit bedient werden(siehe au
h 3.1). Sei λ die Ankunftsrate (= mittlere Anzahl Aufträge, die pro Zeiteinheit eintref-fen) und µ die Bedienrate (= mittlere Anzahl Aufträge, die pro Zeiteinheit bedient werden, wennder Bediener permanent arbeitet). Seien λ = 0.5 und µ = 1 die konkreten Werte. Ferner sei Yjdie Kundenzahl im System na
h j Zeiteinheiten und n0 sei die Anzahl Kunden im System zumZeitpunkt 0. Abbildung 2.56 zeigt den Verlauf von E(Y (t)) für unters
hiedli
he Werte von n0.Es ist zu bea
hten, dass der Verlauf des Erwartungswerts dargestellt wird, also Aussagen überalle Trajektorien gema
ht werden und ni
ht eine konkrete Trajektorie. Eine einzelne Trajektoriewürde eine Treppenfunktion bilden. Es fällt auf, dass der Verlauf von Y (t) von n0 beein�usst
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Abbildung 2.56: Verlauf von E(Y (t)) für unters
hiedli
he Startwerte n0.wird. O�ensi
htli
h konvergiert in diesem Beispiel aber Y (t) für t → ∞ gegen einen festen Wert,unabhängig von n0.Das kleine Beispiel ma
ht zwei Problem deutli
h, nämli
h die Abhängigkeit der beoba
hte-ten Gröÿe vom initialen Zustand des Modells und die Abhängigkeit von aufeinander folgendenBeoba
htungen.S
hätzung von E(Y )In der Simulation soll Y mit Hilfe von Beoba
htungen 
harakterisiert werden. In der Regel soll
E(Y ) ermittelt werden, wobei dur
h entspre
hende Interpretation des Erwartungswerts zahlrei
heGröÿen ermittelt werden können, wie später no
h gezeigt wird. E(Y ) soll ges
hätzt werden, deshalbbenutzen wir wieder als S
hreibweise Ỹ für den S
hätzer und Ŷ für den konkreten S
hätzwert.Um Aussagen über die Qualität des S
hätzer zu ma
hen, werden Informationen über σ2(Y ), dieVarianz der beoba
hteten Gröÿe benötigt, die natürli
h ebenfalls nur ges
hätzt werden kann.Wenn ausgehend von der bereits bes
hriebenen Beoba
htungslage E(Yj) aus n Beoba
htungenermittelt werden soll, so ist

Ŷj =
1

n
·

n∑

i=1

yijdie nahe liegende Methode zur Bestimmung des S
hätzwertes. Man nennt Ŷj einen Punkts
hätzerfür E(Yj). O�ensi
htli
h variiert der Wert von Ŷj für unters
hiedli
he Saaten des Zufallszahlen-generators für die einzelnen Beoba
htungsläufe. Um Aussagen über E(Yj) ma
hen zu können,müssen wir Aussagen über mögli
he Werte von Ŷj ma
hen und letztendli
h beantworten, wie weit
Ŷj von E(Yj) entfernt ist. Da Ŷj eine Realisierung von Ỹj ist und Ỹjeine Zufallsvariable ist, könnenAussagen nur auf Grund der Verteilungs
harakteristika gema
ht werden.Wir haben bereits gesehen, dass Ỹjein erwartungstreuer S
hätzer von E(Yj) ist womit E(Ỹj) =
E(Yj) gilt. Dies gilt sogar, wenn die einzelnen Beoba
htungen ni
ht unabhängig sind. Weiterhinist der S
hätzer konsistent und damit gilt limn→∞ P [|Ỹj − E(Yj)| > ǫ] = 0 für alle ǫ > 0. DieErwartungstreue und Konsistenz eines S
hätzer ma
ht keinerlei Aussagen über die Qualität deskonkreten S
hätzwertes na
h n Beoba
htungen. Ein erster S
hritt, um zu sol
hen Aussagen zugelangen ist die Ermittlung der Varianz des S
hätzers Ỹj . Die Varianz ist ein Maÿ für die mögli
heS
hwankung der Realisierungen Ŷj und gibt damit Hinweise über die Genauigkeit der S
hätzung.
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hätzer bei n Beoba
htungen.
σ2(Ỹj) = E

((
Y − E(Ỹj)

)2
)

=

E



(

1
n ·

n∑

i=1

Yij − E(Yj)

)2

 = E



(

1
n ·

n∑

i=1

(Yij − E(Yj))

)2

 =

1
n2 ·

(
n∑

i=1

E
(
(Yij − E(Yj))

2
)

+

n∑

i=1

n∑

k=1,k 6=i

E ((Yij − E(Yj)) · (Ykj − E(Yj)))




(2.4)
Man sieht, dass in die Varianz die Abhängigkeiten zwis
hen den Beoba
htungen dur
h die Dop-pelsummen ein�ieÿen. Im Gegensatz zum Erwartungswert des S
hätzers wird die Varianz dur
hkorrelierte Beoba
htungen beein�usst. Wenn angenommen wird, dass die beoba
hteten Werte yij(i = 1, . . . n) unabhängig und damit unkorreliert sind, so ist der Wert der Doppelsumme 0 und dieBere
hnung der Varianz reduziert si
h auf die folgende einfa
he Form.

σ2(Ỹj) =
1

n2

n∑

i=1

E
(
(Yij − E(Yj))

2
)

=
1

n2
· n · σ2(Yj) =

σ2(Yj)

nAus dieser Darstellung lässt si
h ablesen, dass die S
hwankungsbreite des S
hätzer
• mit der S
hwankungsbreite der Beoba
htungsgröÿe steigt und
• mit der Anzahl Beoba
htungen fällt.Damit kann für eine vorgegebene Beoba
htungsgröÿe die S
hwankung der S
hätzung dadur
hreduziert werden, dass die Zahl der Beoba
htungen erhöht wird. Dies ist ein na
hvollziehbaresVerhalten. Zur konkreten Bestimmung der Varianz des S
hätzer wird die unbekannte Varianz derBeoba
htungsgröÿe benötigt, die damit ebenfalls ges
hätzt werden muss. Ein erwartungstreuerS
hätzer für σ2(Yj) lautet

S̃2
j =

1

n − 1

n∑

i=1

(
Yij − Ỹj

)2 (2.5)Damit ist S̃2
j /n ein erwartungstreuer S
hätzer für σ2(Ỹj) und Ŝ2

j /n ist der konkrete S
hätzwert. DieVarianz des S
hätzers allein ma
ht no
h keine konkrete Aussagen über die potenzielle Abwei
hungeines S
hätzwertes vom wahren Wert. Dazu sind weitere Verfahren und Annahmen notwendig.Bevor die zugehörigen Methoden vorgestellt werden, soll auf die Bere
hnung der S
hätzwerte fürErwartungswert und Varianz eingegangen werden.Praktis
he Bere
hnung der S
hätzerBeginnen wir mit der Bere
hnung von Ŷj . Es ist unpraktis
h erste alle Werte yij zu spei
hern undabs
hlieÿend Ŷjzu bere
hnen, da damit bei vielen Beoba
htungen ein hoher Spei
herplatzbedarfeinhergeht und Ergebnisse au
h erst zum Ende der Simulation vorliegen. Besser ist die Verwendungder Rekursion
Ŷj(k) =

k − 1

k

ˆ
Yj(k − 1) +

yjk

kmit Ŷj(0) = 0 und k = 1, . . . , n. Die Bere
hnung ist für relativ groÿe Werte von n numeris
h stabil.Falls n sehr groÿ wird, so kann mehrstu�g vorgegangen werden, indem ni
ht einzelne Werte yjk,sondern Mittelwerte aus mehreren Beoba
htungen aufsummiert werden und damit die Zahl der zusummierenden Werte reduziert wird.Problematis
her ist die Bere
hnung der Sti
hprobenvarianz. Die direkte Auswertung der Formelfür den S
hätzer der Varianz
Ŝ2

j =
1

n − 1

n∑

i=1

(
yij − Ŷj

)2
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Abbildung 2.57: Skizze zur Verteilung des S
hätzers Ỹj .führt dazu, dass die Varianz erst bere
hnet werden kann, wenn Ŷj vorliegt. Da dies erst der Fallist, wenn alle Werte ermittelt wurden, müssen alle yij gespei
hert werden. Alternativ können dieSummen der yij und y2
ij gespei
hert werden und

Ŝ2
j =

1

n − 1

(
n∑

i=1

(yij)
2 − n ·

(
Ŷj

)2
)bere
hnet werden. Dieses Vorgehen erfordert zwar wenig Spei
herplatz, ist aber für groÿe n nume-ris
h instabil. Trotzdem wird in den meisten Implementierungen mit dieser Variante gearbeitet.Die Gröÿe von n wird dadur
h bes
hränkt, dass ni
ht einzelne Werte sondern Mittelwerte ausmehreren Beoba
htungswerten in die Formel ein�ieÿen, wie später no
h gezeigt wird.Interpretation und Bestimmung von Kon�denzintervallenAu
h na
h S
hätzung der Varianz bleibt no
h die Frage, wie weit der ermittelte S
hätzer Ŷjvom wahren Wert E(Yj) entfernt ist. Da wir es mit Zufallsvariablen zu tun haben, kann derwahre Abstand nur ermittelt werden, wenn E(Yj) bekannt ist, dann ist aber eine Bestimmung perSimulation unnötig. Die korrekte Frage müsste eigentli
h lauten:Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass Ỹjum mehr als ǫ von E(Yj) entfernt ist?Also die Wahrs
heinli
hkeit α ist zu ermitteln, so dass P [|Ỹj − E(Yj)| ≥ ǫ] = α. Angenommendie Di
htefunktion fỸj

(y) sei bekannt, dann liegt eine wie in Abbildung 2.57 gezeigte Situation vor.Um den wahrenWert E(Yj) wird ein Intervall der Breite 2ǫ gezogen, so dass die Wahrs
heinli
hkeit,dass der Wert von Ỹj innerhalb des Intervalls liegt 1 − α entspri
ht (d.h. ∫ E(Yj)+ǫ

E(Yj)−ǫ fỸj
(x)dx =

1 − α). Mit Wahrs
heinli
hkeit αliegt der Wert von Ỹj auÿerhalb des de�nierten Intervalls. Beiunbekannter Verteilung liefert die Kenntnis der Varianz des S
hätzers oder eines S
hätzwertes Ŝ2
jnur ein Indiz für die Breite des Intervalls, aber kein konkretes Intervall.Diese Beoba
htungslage legt zwei Interpretationen nahe:1. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass Ŷjaus dem Intervall [E(Yj)− ǫ, E(Yj) + ǫ] heraus-fällt?2. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass das Intervall [E(Yj) − ǫ, E(Yj) + ǫ] den wahrenWert E(Yj) ni
ht enthält?Die erste Fragestellung ist weniger relevant, da E(Yj) ni
ht bekannt ist. Hilfrei
her ist der zweiteFall, da dort Aussagen über E(Yj) ausgehend vom bekannten Ŷj getro�en werden. Damit kann



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 102man prinzipiell, d.h. falls die Verteilung Ỹj bekannt wäre, Aussagen über ein Intervall tre�en, indem E(Yj)mit vorgegebener Wahrs
heinli
hkeit liegt.O�ensi
htli
h existiert eine Abhängigkeit zwis
hen α und ǫ. Ausgehend von Abbildung 2.57wird α kleiner, wenn ǫ gröÿer und umgekehrt. Bisher wurde dabei so argumentiert, dass zu einem
ǫ ein passendes α gesu
ht wurde. Es wurde also die Breite des Intervalls vorgegeben und dann dieWahrs
heinli
hkeit ermittelt, dass der wahre Wert im Intervall liegt. In der Praxis ist allerdingseine andere Fragestellung übli
her. Es wird die Wahrs
heinli
hkeit α vorgegeben und dazu diepassende Intervallbreite ǫ ermittelt. Die übli
he Fragestellung lautet:Wenn man mit Wahrs
heinli
hkeit 1 − αsi
her sein will, dass E(Yj) ni
ht mehr als ǫ von
Ŷjabwei
ht, wel
hes ǫist dann zu wählen?Man nennt Ŷj ± ǫ ein (1−α) · 100% Kon�denzintervall für E(Yj). [Ŷj − ǫ, Ŷj + ǫ] ist einIntervalls
hätzer.O�ensi
htli
h sind Intervalls
hätzer unglei
h wertvoller als Punkts
hätzer, da sie Wahrs
hein-li
hkeitsaussagen ma
hen, während Punkts
hätzer keinerlei Angaben darüber enthalten, wie groÿdie Variabilität des S
hätzer ist. Bisher haben wir nur S
hätzer für den Erwartungswert und dieVarianz von Ỹj kenne gelernt, ohne Kenntnis der Verteilung des S
hätzers kann daraus kein Kon-�denzintervall gewonnen werden. Wir werden im Folgenden zwei Methoden zur Bestimmung vonKon�denzintervallen vorstellen. Im ersten Fall werden S
hranken bere
hnet, die für alle mögli
henVerteilungen gelten und im zweiten Fall wird eine bestimmte Verteilung vorausgesetzt, die untersehr allgemeinen Annahmen beoba
htet werden kann.Kon�denzintervalle na
h Ts
hebys
he�Die bekannte Unglei
hung von Ts
hebys
he� lautet: Für eine Zufallsvariable X mit Erwartungs-wert E(X) und Varianz σ2(X) gilt für beliebiges c > 0:

P [|X − E(X)| ≥ c] ≤ σ2(X)/c2Angewendet auf die Bere
hnung von Kon�denzintervallen wie bes
hrieben, wird c dur
h ǫ und
X dur
h Ỹjersetzt. Die Varianz von Ỹj lautet σ2(Yj)/n, so dass

P [|Ỹj − E(Yj)| ≥ ǫ] ≤ σ2(Yj)

n · ǫ2Wir können dies an einem einfa
hen Beispiel, nämli
h der Bere
hnung des 90% Kon�denzintervallsfür Ŷj vorführen. Dann ist α = σ2(Yj)/(n · ǫ2) = 0.1. Bei einem Sti
hprobenumfang von 10 giltdann
σ2(Yj)

10 · ǫ2 = 0.1 ⇔ ǫ2 = σ2(Yj) ⇔ ǫ = σ(Yj)Bei einem erre
hneten Punkts
hätzer Ŷj ist [Ŷj − ǫ, Ŷj + ǫ] in diesem Fall das gesu
hte Kon�denz-intervall.Bei einer festen Varianz des beoba
hteten Wertes Yj , was vorausgesetzt werden kann, erforderteine Halbierung der Breite des Kon�denzintervalls eine Vervierfa
hung der Zahl der notwendigenBeoba
htungen, da
σ2(Y )

n · ǫ2 =
σ2(Y )

m · (ǫ/2)2
⇔ m = 4 · nDies impliziert au
h, dass der Aufwand zur Ermittlung sehr genauer Simulationsresultate (d.h.s
hmaler Kon�denzintervalle) sehr groÿ werden kann.Die Kon�denzintervallbestimmung na
h Ts
hebys
he� hat zwei wesentli
he Na
hteile:1. Die Bere
hnung des Kon�denzintervalls verwendet die Varianz σ2(Yj) der beoba
hteten Grö-ÿe. Dieser Wert ist aber in praktis
he allen relevanten Fällen unbekannt und muss dur
h denges
hätzten Wert Ŝ2

j ersetzt werden. Damit sind die Voraussetzungen von Ts
hebys
he�verletzt und die ermittelten S
hranken gelten ni
ht mehr.
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hebys
he� liefert sehr breite Kon�denzintervalle, da der Satz allgemein für beliebige Ver-teilungen gilt und damit Extremfälle einbezieht, die für die gegebene Beoba
htungslage seltenoder nie auftreten.Übli
herweise wird der �pessimistis
he Charakter� der Kon�denzintervalle na
h Ts
hebys
he� ge-nutzt, um die Verwendung Ŝ2
j statt σ2(Yj) als Intervalls
hätzer zu re
htfertigen.Wir betra
hten als einfa
hes Beispiel das Werfen einer fairen Münze und interpretieren Zahl=1,Kopf=0. Dann gilt E(Y ) = 0.5 und σ2(Y ) = 0.25. Es werden zwei Experimentserien mit jeweils 10Würfen dur
hgeführt und einzeln und als konkatenierte Serie mit 20 Experimenten ausgewertet.Im Einzelnen liegen folgende Ergebnisse vor.1. Experimentserie 1: 0000101001 liefert Ŷ = 0.3 und Ŝ2 = 0.23333. Daraus ergibt si
h für

α = 0.1 das Kon�denzintervall [−0.183, 0.783]. Aus der Kenntnis des Modells folgt, dass derWert ni
ht kleiner als 0 sein kann, so dass die untere Grenze dur
h 0 ersetzt werden kann.2. Experimentserie 2: 0110111001 liefert Ŷ = 0.6 und Ŝ2 = 0.26667. Für α = 0.1 erhält mandas Kon�denzintervall [0.084, 1.116]. Au
h hier hilft die Kenntnis des Modells, so dass dieobere Grenze dur
h 1.0 ersetzt werden kann.3. Dur
h Konkatenation der beiden Serien entsteht eine Serie der Länge 20 mit Ŷ = 0.45,
Ŝ2 = 0.2605 und einem Kon�denzintervall [0.089, 0.811] für α = 0.1.Es sollen no
h einmal die Aussagen eines Intervalls
hätzer vor Augen geführt werden. Im obigenFall liegt der wahre Wert in 90% der Fälle im ermittelten Intervall und liegt mit 10% Wahrs
hein-li
hkeit auÿerhalb des Intervalls. Also bei 10 Experimenten der obigen Art, sollte im Mittel einExperiment ein Intervall liefern, das 0.5 ni
ht enthält. Da Ts
hebys
he� aber sehr pessimistis
heS
hranken liefert, kann man in der Regel sagen, dass der wahre Wert mit mindestens Wahrs
hein-li
hkeit 1 − α im ermittelten Intervall liegt.Kon�denzintervalle na
h dem zentralen GrenzwertsatzUm bessere, also s
hmalere Kon�denzintervalle zu gewinnen, muss Information über die Verteilungdes S
hätzers Ỹj in die Kon�denzintervallbestimmung einbezogen werden. O�ensi
htli
h hängt dieVerteilung Ỹj aber von der in der Regel unbekannten Verteilung von Yj ab. Die Frage bleibt damit,ob Aussagen über die Verteilung von Ỹj ohne Einbeziehung der Verteilung von Yj gema
ht werdenkönnen. Zur Hilfe kommt uns dabei der zentrale Grenzwertsatz.Satz 1 Seien Y:1, . . . Yn unabhängig identis
h verteilte Zufallsvariablen mit endli
hem Erwar-tungswert E(Y ) = µ und endli
her Varianz σ2 und sei µ̃ = 1/n · ∑n

i=1 Yi . Sei ferner eineZufallsvariable Z de�niert als
Zn =

µ̃ − µ

σ/
√

nDann approximiert die Verteilung von Zn für groÿe n die N(0, 1)-Verteilung beliebig genau (d.h.
limn→∞ FZn

(z) = Φ(z) wobei Φ(z) die Verteilungsfunktion von N(0, 1) ist).Der zentrale Grenzwertsatz gilt au
h, wenn σ2 dur
h S̃2 ersetzt wird. Damit können, falls n groÿgenug ist, Kon�denzintervalle aus den �kritis
hen� Werten der Normalverteilung gewonnen werden.Ausgehend von den vertafelten Werten von N(0, 1) kann damit wie folgt ein Kon�denzintervallfür Ỹ gewonnen werden.
P [|Z| ≥ ǫ] = P

[∣∣∣∣∣
Ỹ − E(Y )

S̃/
√

n

∣∣∣∣∣ ≥ ǫ

]
= α ⇒ P

[∣∣∣Ỹ − E(Y )
∣∣∣ ≥ ǫ · S̃/

√
n
]

= αDamit lautet das Kon�denzintervall
Ỹ ± zα · S̃/

√
n



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 104Verteilung n=5 n=10 n=20 n=40Normal 0.910 0.902 0.898 0.900Exponential 0.854 0.878 0.870 0.890Lognormal 0.758 0.768 0.842 0.852Hyperexp. 0.584 0.586 0.682 0.774Tabelle 2.2: Überde
kung der mit der t-Verteilung ermittelten Kon�denzintervalle (aus [11, S.257℄).wobei zα der Wert des α/2 Quantils von N(0, 1) ist (siehe Abbildung 2.57).Übertragen auf unser Würfelbeispiel liefert die Normalverteilung ein Kon�denzintervall von
[0.262, 0.638] für die konkatenierte Sequenz. Dies ist eine deutli
he Reduktion des Intervalls [0.089, 0.811],das mittels Ts
hebys
he� bere
hnet wurde. Allgemein liefert die Normalverteilung deutli
h s
hma-lere Kon�denzintervalle als Ts
hebys
he�.Es bleibt aber die Frage, wie groÿ n sein muss, damit die Annahme der Normalverteilungfür den S
hätzer gere
htfertigt ist und damit die na
h dem zentralen Grenzwertsatz ermitteltenKon�denzintervalle den wahren Wert wirkli
h mit der vorgegebenen Wahrs
heinli
hkeit enthalten.Die notwendige Gröÿe von n hängt o�ensi
htli
h von der unbekannten Verteilung von Y ab.Es ist deshalb wi
htig, si
h vor Augen zu führen, wel
he Auswirkungen eine irrtümli
he Nor-malverteilungsannahme hat. Au
h dies hängt natürli
h von der wahren Verteilung von Y ab. Imungünstigen Fall, kann der wahre Wert E(Y ) mit einer Wahrs
heinli
hkeit, die deutli
h gröÿer als
α ist, auÿerhalb des bere
hneten Kon�denzintervalls liegen. Man spri
ht dann davon, dass die Ab-de
kung des Kon�denzintervalls kleiner als α ist. Dies bedeutet, dass die Simulationsresultate einePräzision vortäus
hen, die ni
ht gere
htfertigt ist und auf dieser Basis unter Umständen fals
heEnts
heidungen getro�en werden. Eine sol
he Situation sollte mögli
hst vermieden werden.Leider sind nur sehr wenige Resultate über die Verteilung von Ỹ bekannt, selbst unter derunrealistis
hen Annahme, dass die Verteilung von Y bekannt ist. Eines der wenigen bekanntenResultate betra
htet den Fall, dass Y selbst s
hon normalverteilt ist. In diesem Fall ist

Ỹ − E(Y )

S̃/
√

n

t-verteilt mit n − 1 Freiheitsgraden. Die kritis
hen Werte der t-Verteilung sind, ähnli
h wie dieWerte der Normalverteilung, vertafelt (siehe [5, Tabelle A.5℄). Damit lautet das Kon�denzintervall
Ŷ ± tn−1,1−α/2 ·

Ŝ√
n

(2.6)wobei tn−1,1 − α/2 das 1 − α/2 Quantil einer t-Verteilung mit n − 1 Freiheitsgraden ist. Für
n → ∞ konvergiert die t-Verteilung gegen eine Normalverteilung. Für kleine n sind die Quantileder t-Verteilung allerdings gröÿer als die zugehörigen Quantile der Normalverteilung, so dass dieKon�denzintervalle pessimistis
her sind. Auf unser Beispiel angewendet liefert die t-Verteilung einKon�denzintervall von [0.252, 0.647] im Gegensatz zu [0.262, 0.638] mittels der Normalverteilung.Au
h wenn in der Praxis Y ni
ht unbedingt normalverteilt ist, werden oftmals Kon�denzinterval-le mit Hilfe der t-Verteilung und ni
ht mit der Normalverteilung ermittelt, da die resultierendenKon�denzintervalle etwas pessimistis
her sind, ohne glei
h so breit wie bei Verwendung von Ts
he-bys
he� zu sein.Mangels theoretis
her Resultate, kann eine Untersu
hung der Abde
kung von Kon�denzinter-vallen nur experimentell und damit empiris
h erfolgen. Dazu werden Zufallszahlen aus einer be-kannten Verteilung gezogen und es wird ein Kon�denzintervall für den Erwartungswert ermittelt.Dieses Experiment wird mehrfa
h wiederholt und der Anteil der Kon�ndenzintervalle bestimmt,die den wahrenWert enthalten. Bei k Wiederholungen und Wahrs
heinli
hkeit α sollten ≈ (1−α)·kExperimente Kon�denzintervalle liefern, die den wahren Wert beinhalten. Tabelle 2.2 gibt die Re-sultate einiger Experimente wieder. Es wurden jeweils k = 500 Wiederholungen der Experimente
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hgeführt und 90% Kon�denzintervalle für den Erwartungswert aus n = 5, 10, 20, 40 Zufalls-zahlen einer gegebenen Verteilung bestimmt. In der Tabelle wird der Anteil der Experimenteangegeben, bei denen der wahre Wert im Kon�denzintervall lag. Da es si
h um Experimente han-delt, ist ni
ht zu erwarten, dass genau 90% der Experimente Werte im Kon�denzintervall liefernund 10% Werte auÿerhalb liefern. Trotzdem sollte bei 500 Wiederholungen der ermittelte Wert indiesem Berei
h liegen. Wie die Experimente zeigen, ist die Überde
kung für die Normalverteilungsehr gut. Dies war zu erwarten, da genau eine t-Verteilung vorliegt. In den anderen Fällen s
heinendie Kon�denzintervalle zu optimistis
h zu sein. So wird die Überde
kung mit steigendem n zwarbesser, für die Verteilungen die si
h deutli
h von einer Normalverteilung unters
heiden, wie dieLognormalverteilung und insbesondere die Hyperexponentialverteilung, ist die Überde
kung aberau
h für n = 40 no
h ni
ht zufriedenstellend und die Simulationsergebnisse würden eine ni
htgegebene Si
herheit vortäus
hen. In diesen Fällen sind also deutli
h höhere Beoba
htungszahlennotwendig.Bestimmung weiterer Gröÿen neben E(Y )Bisher wurde die Auswertung der Simulation auf die S
hätzung von Erwartungswerten einge-s
hränkt. Au
h wenn Erwartungswerte von Gröÿen wie Verweilzeiten oder Pu�erfüllungen ersteAussagen über das Systemverhalten erlauben, sind sie oft ni
ht ausrei
hend für die Systemanaly-se. So gibt eine mittlere Pu�erfüllung von 10 keine Hinweise darauf, wie oft ein Pu�er der Gröÿe
20 überlaufen wird. Eine mittlere Bearbeitungszeit von 0.1 Sekunden in einem System mit Real-zeitanforderungen sagt ni
ht darüber aus, wie viele Bearbeitungen länger als die Zeits
hranke von
0.5 Sekunden dauern. Für sol
he und ähnli
he Fragestellungen werden übli
herweise S
hätzungender folgenden Gröÿen benötigt.

• Die S
hätzung höherer Momente E(Y k) für k = 2, 3, 4, . . .

• Die S
hätzung von der Werten der Verteilungsfunktion an einer Stelley, also P [Y ≤ y] =
F (y).

• Die S
hätzung von p-Quantilen (p ∈ (0, 1)), also des Wertes yp, so dass P [Y ≤ yp] = F (yp) =
p.Die ersten beiden Fälle lassen si
h sehr einfa
h auf das bisherige Vorgehen abbilden. Dazu wirdeine neue Resultatvariable X de�niert, deren Erwartungswert gerade die gesu
hte Gröÿe ist. Fürdie S
hätzung des kten Moments von Yi wäre X = (Yi)

k, X̃ = (1/n) ·∑n
j=1(Yij)

k wäre derS
hätzer und X̂ = (1/n) ·∑n
j=1(yij)

k der konkrete S
hätzwert. Für die S
hätzung eines Wertesder Verteilungsfunktion de�nieren wir eine binäre Zufallsvariable X mit
X =

{
1 falls y ≤ Y
0 sonstDann ist E(X) = P [Y ≤ y] und X̃ kann wie übli
h ermittelt werden.Au
h wenn die einzelnen Gröÿen si
h als S
hätzer von Erwartungswerten darstellen lassen,so ist ihre praktis
he Ermittlung oftmals problematis
h. Gerade bei höheren Momenten undgroÿen/kleinen Werten der Verteilungsfunktion, die von wenigen Werten über-/unters
hrittenwerden, sind oftmals sehr groÿe Sti
hproben notwendig, um akzeptable Kon�denzintervalle zuerrei
hen.Komplexer ist die Ermittlung von Quantilen. Da der Wert von yp ni
ht vorab bekannt ist,werden Quantile oftmals erst na
h Ermittlung aller Werte der Sti
hprobe aus der geordnetenSti
hprobe ermittelt. Dies hat natürli
h den Na
hteil, dass alle Werte gespei
hert werden müssenund S
hätzer erst na
h Ablauf der Simulation zur Verfügung stehen. In [16℄ wird eine Metho-de vorgestellt, mit deren Hilfe Quantile au
h während der Simulation ges
hätzt werden können.Der zugehörige Algorithmus ist allerdings relativ komplex und würde den Rahmen der Vorlesungsprengen.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 106Klassi�zierung von Simulationen bzgl. der AuswertungBisher haben wurde die Auswertung einer Resultatgröÿe relativ abstrakt untersu
ht. Es soll nunkonkret unters
hieden werden, wel
he Arten von Resultaten in einer Simulation ermittelt werdenkönnen. Dazu betra
hten wir zuerst einige Beispiele.
• In einer Fertigungsstraÿe, die im Dreis
hi
htbetrieb 7 Tage in der Wo
he läuft, soll derDur
hsatz ermittelt werden. Es kann davon ausgegangen werden, dass die Belastung desSystems unabhängig von der Zeit ist und au
h die einzelnen Arbeitss
hritte zeitunabhängigausgeführt werden. Weiterhin kann man davon ausgehen, dass die Fertigungsstraÿe übereinen längeren Zeitraum störungsfrei arbeitet.
• Die Kapazität eines Kommunikationsnetzes soll geplant werden. Dazu wird die zu erwartendeAnkunftsrate von Na
hri
hten und die Belegungszeit in Ho
hlastphasen ges
hätzt und eswird eine Leitungskapazität gesu
ht, so dass eine vorgegebene Dienstqualität eingehaltenwird. Zur Ermittlung dieser Kapazität wird das System für die zur Verfügung stehendenKapazitäten analysiert.
• Eine optimale Belieferungsstrategie eines Einzelhändlers mit Speiseeis soll ermittelt werden.Die Belieferungsmenge muss natürli
h abhängig vom Verbrau
h sein. Der Verbrau
h ri
htetsi
h na
h dem Wetter und der Temperatur, die wiederum von der Jahreszeit beein�usstwerden.
• Die Zeit bis zum Ausfall eines Computersystems soll bestimmt werden. Dazu sind die Aus-fallzeiten der einzelnen Komponenten und deren Interaktion bekannt.
• Die Kassenauslastung eines Supermarktes zwis
hen 900 und 1200 Uhr ist zu ermitteln. Derzu erwartende Kundenstrom ri
htet si
h natürli
h na
h der Uhrzeit. Weiterhin ist davonauszugehen, dass der Supermarkt um 900 Uhr ö�net.Die vers
hiedenen Aufgabenstellungen stellen unters
hiedli
he Anforderungen an die Auswertungder Simulationsmodelle. In den ersten beiden Fällen wird ein System betra
htet, bei dem voneiner sehr langen Laufzeit ausgegangen wird, während der si
h das System glei
h verhält. Es ist zubea
hten, dass glei
hes Verhalten ni
ht bedeutet, dass das Verhalten deterministis
h ist. Es kannsehr wohl sto
hastis
he S
hwankungen geben, die beteiligten Zufallsvariablen und sto
hastis
henProzesse in der Modellbes
hreibung sind aber unabhängig von der Modellzeit. Das dritte Beispielbes
hreibt ebenfalls eine Situation, in der das System über einen langen Zeitraum untersu
ht wird(mehrere Jahre). Im Gegensatz zu den ersten beiden Beispielen ändern si
h aber die Zufallsein�üs-se im Modell mit der Modellzeit (d.h. Jahreszeit). Das vierte Beispiel bes
hreibt einen Ablauf, dermit dem Ausfall des Systems endet. Die Simulation terminiert also, wenn ein bestimmter System-zustand errei
ht wird. Au
h im fünften Beispiel haben wir es mit einer terminierenden Simulationzu tun. Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel ist das Ende der Simulation aber nun dur
h dieModellzeit 1200 vorgegeben. Im Gegensatz zu den ersten drei Beispielen, läuft das System ni
htlängere Zeit, da der Supermarkt abends s
hlieÿt und am nä
hsten Morgen praktis
h neu begonnenwird.Die Beispiele liefern eine Basis, auf der man Simulationsexperimente bzgl. ihrer Auswertungunters
heiden kann. Zum einen betra
htet man terminierende Simulation. Die Simulation startetzum Zeitpunkt t = 0 und endet zu einem Zeitpunkt TE. TE kann entweder zu Beginn der Simulationvorgegeben werden oder ergibt si
h im Laufe der Simulation dur
h das Eintreten eines Zustandesoder Ereignisses. Ziel ist die Ermittlung von Y (t) zu einem Zeitpunkt t = TE oder in einemIntervall [T0, TE ]1 mit 0 ≤ T0 < TE. Zum anderen werden ni
ht-terminierende Simulationenbetra
htet. Dieser Fall wird glei
h etwas weiter unterteilt, da bei ni
ht-terminierenden Simulationunters
hiedli
he Verhalten auftreten können.1Es können natürli
h au
h o�enen oder halbo�ene Intervalle betra
htet werden.
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kung Breite rel. zu Ŷ (n) n Abde
kung Breite rel. zu Ŷ (n)5 0.880 ± 0.024 0.67 5 0.708± 0.033 1.1610 0.864 ± 0.025 0.44 10 0.750± 0.032 0.8220 0.886 ± 0.023 0.30 20 0.800± 0.029 0.6040 0.914 ± 0.021 0.21 40 0.840± 0.027 0.44Tabelle 2.3: Beispiele für die Abde
kung der Kon�denzintervalle na
h (2.7) für ein M/M/1-Systemund ein System mit ausfallenden Komponenten [11, S. 508-509℄Terminierende SimulationWie bereits dargestellt wird bei der terminierenden Simulation das gesu
hte Resultat entweder zumZeitpunkt TE oder im Intervall [T0, TE ] analysiert. Ziel ist die S
hätzung von E(Y ), mit Y = Y (TE)oder Y =
∫ TE

T0
Y (t)dt. Zur Bestimmung des S
hätzers Ỹ werden Beoba
htungen der Zufallsvariable

Y benötigt. Im Gegensatz zur auf Seite 98 dargestellten Situation kann aus einem Simulationslaufgenau eine Beoba
htung ermittelt werden. Die Beoba
htungen aus n Simulationsläufen werdendeshalb als Y1, . . . , Yn nummeriert. Jedes Yi ist eine Zufallsvariable mit einer Verteilung, die dervon Y entspri
ht. Der Simulationslauf wird n mal wiederholt, man spri
ht in diesem Fall von nReplikationen. Wir erweitern die Notation etwas und benutzen Ỹ (n), Ŷ (n), S̃2(n) und Ŝ2(n) fürdie entspre
henden Gröÿen na
h n Replikationen. Ferner ist yi der Wert der iten Replikation. DasKon�denzintervall wird dann wie übli
h bere
hnet.
Ŷ (n) ± tn−1,1−α/2 ·

√
Ŝ2(n)

n
(2.7)Die Abde
kung dieses Kon�denzintervalls hängt ab, von der Nähe der Verteilung von Y zu einerNormalverteilung, der Gröÿe von n und der Unabhängigkeit der Yi.Die Unabhängigkeit der Yi hängt von der Unabhängigkeit der verwendeten Zufallszahlen ab.Ausgehend von einer Saat si wird Yi erzeugt. Da übli
herweise LCGs (siehe Abs
hnitt 2.3) zurGenerierung verwendet werden, entspri
ht si einem Wert in der Sequenz der generierten Zufalls-zahlen. Die ausgehend von si und sj generierten Zufallszahlen können als unabhängig gelten, wennsi
h die Sequenzen ni
ht überlappen. Dies bedeutet, dass die mit sj startende Sequenz ni
ht sienthalten darf und umgekehrt. Um dies praktis
h zu errei
hen gibt es vers
hiedene Mögli
hkei-ten. Viele Generatoren erlauben die De�nition von Zufallszahlenströmen, die an weit auseinanderliegenden Punkten im Zyklus beginnen. Es kann für jede Replikation ein neuer Strom de�niertwerden, so dass si
h die Zufallszahlen ni
ht überlappen, solange ni
ht mehr Zahlen erzeugt werden,als der Abstand zwis
hen den Strömen beträgt. Wenn man davon ausgeht, dass die Replikationenna
heinander ausgeführt werden, was wir tun werden, so kann die Saat am Ende einer Replikation(= der aktuelle Wert von xiim Generator) ausgelesen werden und als neue Saat für die nä
hste Re-plikation verwendet werden. Eine Funktion zum Auslesen der Saat ist bei den meisten Zufallszah-lengeneratoren vorhanden. Mit diesem Vorgehen errei
ht man Folgen unabhängiger Zufallszahlenin den Replikationen, solange der Generator an si
h eine Folge unabhängiger Zufallszahlen erzeugtund insgesamt weniger als κ Zufallszahlen erzeugt werden.Au
h wenn die verwendeten Zufallszahlen unabhängig sind, bedeutet dies ni
ht zwangsläu�g,dass die Abde
kung der na
h (2.7) bestimmten Kon�denzintervalle wirkli
h α ist, da die Bere
h-nung von normalverteilten Beoba
htungen ausgeht und sonst nur asymptotis
h für n → ∞ gilt.Au
h hier kann die Abde
kung nur empiris
h an Hand von Beispielen untersu
ht werden, beidenen der exakte Wert bekannt ist. In diesem Fall werden dann n Experimente dur
hgeführt.Wenn s dieser Experimente den wahren Wert enthalten, so ist p̂ = s/n ein S
hätzer für die Ab-de
kung des Kon�denzintervalls. Au
h für diesen S
hätzer kann man ein Kon�denzintervall zumSigni�kanzniveau α′ bestimmen, wel
hes dann

p̂ ± zα′ ·
√

p̂ · (1 − p̂)

n



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 108lautet, wobei zα′ das α′ Quantil von N(0, 1) ist.Die Ergebnisse von zwei Beispielen sind in Tabelle 2.3 zu �nden. Das erste Beispiel ist ein
M/M/1-System mit Bedienrate µ = 1 und Ankunftsrate λ = 0.9. Ausgehend von einem leerenSystem wird die mittlere Verweilzeit der ersten 25 Aufträge ermittelt. Der Mittelwert und das zu-gehörige Kon�denzintervall wird für n = 5, 10, 20, 40 Replikationen bestimmt und das Experiment
500mal wiederholt, um die Abde
kung des 90% Kon�denzintervall zu s
hätzen. Die Abde
kungwird mit dem zugehörigen α′ = 95% Kon�denzintervall ges
hätzt. Wie in der Tabelle deutli
hwird, ist die Abde
kung des Kon�denzintervalls in allen Fällen, also au
h für kleine n, gut und dieBreite des Kon�denzintervalls nimmt mit steigendem n ab, wie es zu erwarten war.In einem zweiten Beispiel wird ein System betra
htet, das aus drei Komponenten besteht. JedeKomponente hat eine Weibull-verteilte Ausfallzeit. Das System arbeitet, wenn die erste und diezweite oder die dritte Komponente arbeiten. Da die Weibull-Verteilung stark von einer Normalver-teilung abwei
ht, ist zu erwarten, dass au
h die Ausfallzeit insgesamt stark von der Normalvertei-lung abwei
ht. Darüber hinaus war im ersten Beispiel der Resultatwert aus den 25 Einzelresulta-ten zusammengesetzt, während nun der erste oder zweite Komponentenausfall zum Systemausfallführt. Wie man aus der Tabelle entnehmen kann, ist die Abde
kung der Kon�denzintervalle relativs
hle
ht, in keinem Fall ist der wahre Wert 0.9 im Kon�denzintervall enthalten. In diesem Beispielist also n deutli
h gröÿer zu wählen, um eine vernünftige Abde
kung zu bekommen.Bisher wurde die Anzahl Replikationen und das Signi�kanzniveau α vorgegeben und es ent-stand ein Kon�denzintervall unbekannter Breite. Eigentli
h soll aber ein Resultat mit vorgegebenerGenauigkeit ǫ∗ und vorgegebenem Signi�kanzniveau α ermittelt werden. Es soll also gelten

1 − α ≈ P [Ỹ − ǫ ≤ E(Y ) ≤ Ỹ + ǫ] = P [|Ỹ − E(Y )| ≤ ǫ] ≤ P [|Ŷ − E(Y )| ≤ ǫ∗]Sei n(ǫ∗) die Anzahl Replikationen, die notwendig ist, damit die halbe Breite des Kon�denzinter-valls kleiner glei
h ǫ∗ ist.
n(ǫ∗) = min




n : tn−1,1−α/2

√
Ŝ2(n)

n
≤ ǫ∗




Der Wert von n(ǫ∗) lässt si
h ni
ht vorab bestimmen. Deshalb wird das Kon�denzintervall währendder Simulation bestimmt und mit dem gewüns
hten Wert vergli
hen. Falls das Kon�denzintervalldie gewüns
hte Breite hat, wird die Simulation abgebro
hen.In der Regel ist eine Genauigkeit γ relativ zum zu ermittelnden Wert E(Y ) zu bestimmen.Also tn−1,1−α/2 ·
√

Ŝ2(n)/n/E(Y ) ≤ γ sollte gelten, falls E(Y ) 6= 0. Für E(Y ) glei
h 0 oder nahebei 0 sollte mit absoluten Werten gearbeitet werden. Da E(Y ) unbekannt ist, wird es dur
h Ŷ (n)ersetzt und wir erhalten ǫ∗ = γ · Ŷ (n). Während der Simulation kann der Wert der notwendigenBeoba
htungen n(γ) aus den Ergebnissen na
h n (< n(γ)) Beoba
htungen ges
hätzt werden. Esgilt dann
tn−1,1−α/2 ·

√
Ŝ2(n)

n(γ)
≤ |Ŷ (n)| · γ ⇒ n(γ) ≈ (tn−1,1−α/2)

2 · Ŝ2(n)

(Ŷ (n) · γ)2Ein weiterer Aspekt, der bisher ni
ht explizit behandelt wurde, ist die Bestimmung des initialenZustands zu Beginn der Simulation. Bei der terminierenden Simulation ist der initiale Zustand oftvorgegeben. Übli
he Beispiele sind, dass alle Komponenten lau�ähig sind, das System leer ist, et
.Wenn der initiale Zustand ni
ht vorgegeben ist, so soll oft in einem typis
hen Zustand gestartetwerden. Ein sol
her kann aus Messungen resultierende oder in einer Vorabsimulation vor demStart der eigentli
hen Simulation erzeugt werden. Einige weitere Details werden bei der ni
ht-terminierenden Simulation betra
htet.Ni
ht-terminierende SimulationIm Gegensatz zur terminierenden Simulation mit einem endli
hen Beoba
htungszeitraum gehtes bei der ni
ht-terminierenden Simulation darum, ein System über einen potenziell unendli
hen
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Abbildung 2.58: Mögli
he Verläufe von Y (t) für ni
ht-terminierende Simulationen.Zeitraum zu beoba
hten und zu analysieren. In der Realität läuft natürli
h keine System und au
hkein Modell unendli
h lange. Bei ni
ht terminierenden Simulationen wird aber davon ausgegangen,dass das System lange genug läuft, um typis
hes Verhalten zu zeigen. Bei unendli
her/sehr langerLaufzeit kann ein System/Modell unters
hiedli
he Verhaltensweisen zeigen. Abbildung 2.58 stelltden Verlauf von E(Y (t)) für vier vers
hiedene Systeme und jeweils drei unters
hiedli
he initialeZustände s0 dar. Der initiale Zustand wird au
h als Startzustand bezei
hnet. Es ist zu bea
hten,dass hier tatsä
hli
h der Verlauf vonE(Y (t)) dargestellt wird, der so ni
ht beoba
htet werden kann.Eine einzelne Simulation würde sto
hastis
he S
hwankungen aufweisen und lieÿe si
h deshalb ni
htso eindeutig einordnen. Es lassen si
h auf Basis der Beoba
htung von E(Y (t)) vier Ablaufmusterunters
heiden.Im ersten Fall, dem stationären Verhalten, konvergiert E(Y (t)) gegen einen Wert für t → ∞unabhängig vom initialen Zustand. Im Allgemeinen gilt dann sogar limt→∞ Y (t) = Y für eineZufallsvariable Y , d.h. ni
ht nur der Erwartungswert, sondern die gesamte Verteilung konvergiertunabhängig vom Startzustand. Bei zyklis
hem Verhalten ändert si
h E(Y (t)), es existiert aber ein
∆ > 0, so dass E(Y (t)) = E(Y (t + ∆)). Je na
h Startzustand vers
hiebt si
h der Verlauf. Beiwa
hsendem Verhalten wä
hst Y (t) mit t über alle Grenzen, d.h. limt→∞ Y (t) = ∞. Der letzteFall ist das 
haotis
he Verhalten, bei dem E(Y (t)) in Abhängigkeit von s0 ganz unters
hiedli
heVerhaltensmuster aufweist. Kleine Änderungen im Startzustand können zu gröÿeren Änderungenbeim beoba
hteten Verhalten führen.Wir werden uns nur mit den ersten beiden Abläufen bes
häftigen, da die beiden letzten Abläufevom Standpunkt der Systemanalyse nur dur
h terminierende Simulationen untersu
ht werdenkönnen. Primär wird uns die stationäre Simulation interessieren, da diese sehr breit eingesetztwird, wenn Systeme lange laufen und einen einges
hwungenen Zustand errei
hen, d.h. E(Y (t)) istkonstant über einen groÿen Teil des Beoba
htungsintervalls [0, T ].Stationäre SimulationSei E(Y (t)|s0) der Erwartungswert von Y zum Zeitpunkt t unter der Bedingung, dass das Modellzum Zeitpunkt 0 im Zustand s0 war. Bei den im Folgenden behandelten Systemen wird davonausgegangen, dass das Modell den stationären Zustand unabhängig vom Startzustand errei
ht.D.h. limt→∞ E(Y (t)|s0) = E(Y ) für alle s0. Ziel der Simulation ist die Bestimmung von E(Y ). Dadie Anforderung als Grenzwert de�niert ist, werden keine Aussagen über endli
he Beoba
htungs-



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 110intervalle gefordert. In den meisten Fällen wird deshalb gelten
E(Y (t)|s0) 6= E(Y (t)|s′0) und E(Y (t′)|s0) 6= E(Y (t)|s0)für t 6= t′ und s0 6= s′0. Um sinnvolle Ergebnisse per Simulation ermitteln zu können, wird deshalbweiterhin vorausgesetzt, dass ein Zeitpunkt ts existiert, so dass für alle t ≥ ts

E(Y (t)|s0) ≈ E(Y (t)|s′0) ≈ E(Y )für alle s0, s
′
0. Au
h diese Anforderung ist natürli
h formal ni
ht na
hweisbar und muss vorausge-setzt und mittels Beoba
htungen der Simulation validiert werden. In der Regel wird der Zeitpunkt

ts ab dem E(Y (t)|s0) ≈ E(Y ) gilt von s0 abhängig. Die Wahl von s0 wird später untersu
ht und eswird davon ausgegangen, dass s0 fest vorgegeben ist. Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise benutzenwir in diesem Fall E(Y (t) statt E(Y (t)|s0).Der erste S
hritt der Auswertung ist die Bestimmung von ts, so dass E(Y (t)) ≈ E(Y ). Davor dem Zeitpunkt ts o�ensi
htli
h E(Y (t)) 6= E(Y ) gilt, sollte wie folgt bei der Simulationvorgegangen werden:
• Starte den Simulator im Zustand s0 zum Zeitpunkt t = 0 .
• Simuliere bis zum Zeitpunkt ts, ohne Daten zu erheben.
• Starte die Beoba
htung der Simulation zum Zeitpunkt ts und simuliere bis zum Simulati-onsende.Analog zum allgemeinen Fall, können einer oder mehrere Simulationsläufe dur
hgeführt werden.Bei einer Beoba
htungslage wie auf Seite 98 wurden n Simulationsläufe dur
hgeführt und in jedemLauf m Beoba
htungen getätigt. Alle Beoba
htungen wurden na
h dem Zeitpunkt ts erhoben. ZurWahl von tsgibt es zwei widersprü
hli
he Argumente:
• Das Si
herheitsargument impliziert, dass ts mögli
hst groÿ gewählt wird, damit man si
herist, dass E(Y (t)) ≈ E(Y ) für t ≥ ts wirkli
h gilt.
• Das Aufwandsargument impliziert, dass ts mögli
hst klein gewählt wird, damit mögli
hstviele Beoba
htungen ermittelt werden können.Nahe liegender Weise ist ts natürli
h vom Modell abhängig und sollte so klein wie mögli
h undso groÿ wie nötig gewählt werden. Das Intervall [0, ts) bezei
hnet man au
h als transiente Phaseder Simulation. Es gibt zahlrei
he Heuristiken und statistis
he Tests zur Ermittlung von ts. KeinAnsatz kann als wirkli
h befriedigend angesehen werden, wie au
h in der Literatur bestätigt wird.Die meisten Simulationswerkzeuge beinhalten deshalb au
h keine automatis
hen Methoden zurErmittlung von ts, es wir vielmehr vorausgesetzt, dass ts vom Modellierer gesetzt wird. Dies istnatürli
h kritis
h und kann zu Verfäls
hungen der Simulationsresultate führen. Deshalb solleneinige Methoden zur Ermittlung von ts aus der Beoba
htung der Simulation vorgestellt werden.
ts muss auf Grund der Beoba
htung der zu messenden Leistungsgröÿe ermittelt werden. Sei

(y1, . . . , yn) die zugehörige Sti
hprobe. Gesu
ht wird ein Index i, so dass die Werte y1, . . . , yi−1bei der Auswertung unberü
ksi
htigt bleiben, da sie vor ts erhoben wurden. Die folgenden beidenRegeln zur Bestimmung von i wurden von Conway 1963 und 1978 publiziert.
• Sei y+

k = max(yk, . . . , yn) und y−
k = min(yk, . . . , yn), wähle i = mink(y−

k < yk < y+
k ).

• Sei y+
k = max(y1, . . . , yk) und y−

k = min(y1, . . . , yk), wähle i = mink(y−
k < yk < y+

k ).Der Vorteil der zweiten Variante ist, dass zur Laufzeit ents
hieden werden kann, ab wann Da-ten erhoben werden, während in der ersten Variante erst die gesamte Sti
hprobe vorliegen muss.Abbildung 2.59 zeigt ein Beispiel für die Anwendung der Methode. Beide Regeln funktionieren al-lerdings ni
ht, wenn sie direkt auf einzelne Messdaten angewendet werden. Die einzelnen Werte der
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Abbildung 2.59: Beispiel für die Anwendung der ersten und modi�zierten Methode von Conway.

Abbildung 2.60: Beispiel für die Anwendung der �
rossing the mean� Regel.Sti
hprobe müssen vielmehr Mittelwerte mehrerer Messungen sein, ansonsten wird die Länge dertransienten Phase gravierend unters
hätzt. Die Zahl der Einzelwerte, aus denen Mittelwerte gebil-det werden, hängt vom Verlauf der Beoba
htungen ab, weshalb der Ansatz kaum automatisierbarist. Etwas einfa
her einzusetzen ist die so genannte �
rossing the mean� Regel. Der Mittelwert derersten k Werte der Sti
hprobe ist gegeben dur
h
Ȳk =

1

k
·

k∑

j=1

yjDer Wert von i wird so gewählt, dass Ȳk (k = 1, . . . , i) von den Werten yk−1 und yk genau K malgekreuzt wird. Eine Kreuzung liegt dann vor, wenn yk−1 < Ȳk < yk oder yk−1 > Ȳk > yk . K wirdin der Regel zwis
hen 3 und 5 gewählt. Abbildung 2.60 zeigt ein Beispiel für die Anwendung derRegel.Der letzte Ansatz benutzt die so genannte �bat
h means� Methode, die au
h zur Ermittlung derKon�denzintervalle für Resultate stationärer Simulationen eine groÿe Rolle spielt. Die Sti
hprobewird dazu in Gruppen (bat
hes) der Gröÿe i (i = 5, 10, . . . , n) unterteilt. Der Gruppenmittelwertlautet dann
Ȳj(i) =

1

i
·

i·j∑

k=(j−1)·i+1

ykWenn m Gruppen entstehen, so ergibt si
h der Gesamtmittelwert aus
Ȳ (i) =

1

m
·

m∑

k=1

Ȳk(i)
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hsendem i (steigender bat
h-Gröÿe), s
hwindet der Ein�uss der ersten Beoba
htungen.Falls die Sequenz Ȳ2(i), . . . , Ȳm(i) keinen Trend mehr erkennen lässt, werden die ersten i Beob-a
htungen gelös
ht und das Resultat aus den verbleibenden Werten bere
hnet. Auf Seite 115 wirdein Verfahren zur Auswertung stationärer Simulation vorgestellt, dass diese Art der Bestimmungvon i und damit ts einbezieht.Weitere Ansätze und theoretis
he Resultate zur Ermittlung von ts kann man in [4℄ �nden.Da ts von s0 abhängt, sollte s0 natürli
h mögli
hst so gewählt werden, dass tsmögli
hst klein ist.So wird es bei einem ho
h ausgelasteten System länger dauern bis der stationäre Zustand errei
htwird, wenn mit leeren Pu�ern gestartet wird, als wenn die Pu�er direkt gefüllt werden. Bei einemSystem mit niedriger Auslastung ist es gerade umgekehrt. In der Literatur gibt es viele Heuristikenzur Wahl des Startzustandes. Übli
herweise rei
ht es aus, einen einfa
h implementierbaren underrei
hbaren Zustand zu wählen. Dies wird oft ein System mit leeren Pu�ern und funktionsfähigenMas
hinen sein.Die Simulation wird dur
h das bes
hriebene Vorgehen in zwei Phasen unterteilt. In Phase1, die das Intervall [0, ts) umfasst, werden keine Daten erhoben. In der zweiten Phase, die zumZeitpunkt ts beginnt und mit dem Ende der Simulation endet, werden Daten erhoben. Auf Grundder Annahmen kann davon ausgegangen werden, dass alle in der zweiten Phase erhobenen Werteaus der glei
hen Verteilung stammen. Dies bedeutet natürli
h ni
ht, dass die Daten unabhängigsind. Zur Erinnerung sei no
h einmal erwähnt, dass zwei Zufallsvariablen X und Y unabhängigsind, wenn P [X ≤ x, Y ≤ Y ] = P [X ≤ x] ·P [Y ≤ y] gilt. In diesem Fall ist die Kovarianz C(X, Y )glei
h 0. Wie in (2.4) gezeigt ergibt si
h die Varianz des S
hätzer Ỹ zu
σ2(Ỹ ) =

1

n2
·

n∑

i=1

n∑

j=1

C(Yi, Yj) mit C(Yi, Yi) = σ2(Yi) (2.8)Die Varianz des S
hätzer geht direkt in die Breite der Kon�denzintervalle ein (siehe (2.6)). Diebisherige S
hätzung Ŝ2 (siehe (2.5)) berü
ksi
htigt nur die Terme in der obigen Formel bei denen
i = j und führt daher zu erhebli
hen Verfäls
hungen, falls die restli
hen Terme ni
ht fast 0 sind.Wenn die Kovarianz positiv ist, wäre die tatsä
hli
he Varianz gröÿer als der ermittelte Wert und dieso bere
hneten Kon�denzintervalle wären zu optimistis
h, d.h. die Abde
kung wäre u.U. deutli
hkleiner als 1−α. Dies bedeutet, dass die Simulation eine ni
ht gere
htfertigte Si
herheit vortäus
ht.Da ni
ht terminierendes Verhalten untersu
ht wird, gibt es zwei Mögli
hkeiten der Datenerhe-bung1. n Simulationsläufe mit je m Beoba
htungen und2. ein Simulationslauf mit n · m Beoba
htungenIn beiden Varianten werden glei
h viele Beoba
htungen erzeugt. In der ersten Version treten al-lerdings n transiente Phasen auf, so dass n-mal Werte vor ts verworfen werden. Bei der zweitenVariante werden nur einmal Werte verworfen. Damit liefert die zweite Variante mehr verwertbareBeoba
htungen bei glei
hem Aufwand. Betra
hten wir nun die Unabhängigkeit der Beoba
htun-gen.Im ersten Fall sind Yij und Ykj unabhängig, wenn i 6= k und die Saaten des Zufallszahlenge-nerators entspre
hend gewählt werden. Damit ergibt si
h ein nahe liegendes Vorgehen:

• Führe n Replikationen dur
h, wobei die Länge m so gewählt wird, dass yim na
h ts erhobenwird.
• Verwende yim (i = 1, . . . , n) zur Bere
hnung von Ŷ (n).Der Wert von ts kann mit einem der vorgestellten Ansätze oder mit einer Kombination der An-sätze ermittelt werden. Falls die bat
h means Methode verwendet wird, so kann yim dur
h denMittelwert der bat
hes 2, . . . , m ersetzt werden. Das Verfahren lässt si
h sehr gut parallelisieren,da die einzelnen Simulationsläufe unabhängig voneinander ausgeführt werden können.
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hteil des Vorgehens, das au
h als unabhängige Replikationen bezei
hnet wird, ist diemehrfa
he Simulation der transienten Phase. Dieser Punkt spri
ht für die Anwendung der zweitenVariante. Seien Yj und Yk die Zufallsvariablen, die die jte und kte Beoba
htung bes
hreiben(1 ≤ j, k,≤ n ·m). Falls beide Beoba
htungen na
h ts erhoben wurden, so können sie als identis
hverteilt angesehen werden. Die Unabhängigkeit ist zumindest in man
hen Fällen fragwürdig, wieman an den folgenden Beispielen sehen kann. Sei dazu j < k.
• Wenn Yj die Wartezeit des jten Kunden und Yk die Wartezeit des kten Kunden ist, so habenbeide Kunden u.U. glei
hzeitig gewartet, wenn die Di�erenz zwis
hen k und j ni
ht zu groÿist oder die Wartes
hlange sehr lang war. O�ensi
htli
h sind beide Gröÿen dann positivkorreliert.
• Wenn Yj die Pu�erbelegung zum Zeitpunkt j · ∆ ist und k ni
ht viel gröÿer als j ist, soumfasst die Pu�erbelegung Yk zum Zeitpunkt k · ∆ zum Teil die selben Kunden. Au
h indiesem Beispiel sind die Zufallsvariablen positiv korreliert.Die Beispiele zeigen, dass oft positive Korrelationen auftreten werden und, wie oben erläutert,die Kon�denzintervalle zu s
hmal sein werden bzw. ni
ht die gewüns
hte Abde
kung haben. EineBerü
ksi
htigung der Kovarianz oder besser Autokorrelation, da die Werte Realisierungen einesProzesses sind, erfordert zusätzli
he Annahmen, die in der Praxis aber meistens erfüllt sind. Sogeht man davon aus, dass der Prozess s
hwa
h stationär ist. Dies bedeutet, dass

σ2(Yi) = σ2(Y ) = σ2 und C(Yi, Yj) = CF (Y, |i.j|)Die Varianz ist konstant und identis
h für alle Werte und die Kovarianz hängt vom Abstand derWerte ab. Wir haben bis ni
ht de�niert, was Abstand bedeutet. Den unters
hiedli
hen Interpreta-tionen der Resultate entspre
hend unters
heidet man zwis
hen individuenbezogenen Werten, wieder Verweilzeit eines Kunden im System, und zeitbezogenen Werten, wie der Pu�erfüllung zu denZeitpunkten ti und tj . Bei zeitbezogenen muss man in der Regel voraussetzen, dass der Abstand
|ti − tj | = |tk − tl| ist, falls |i − j| = |k − l| ist. Auf dieser Basis kann man den Autokorrelations-koe�zienten der Ordnung s de�nieren. Es gilt

ρ(s) = ρ(|i − j|) =
CF (Y, |i − j|)

σ2(Y )
(2.9)wobei ρ(0) = 1 ist. Bei bekannten Autokorrelationskoe�zienten kann man die folgende Darstellungder Varianz des S
hätzers Ỹ aus (2.8) und (2.9) herleiten.

σ2(Ỹ ) = 1
n2 ·

n∑

i=1

n∑

j=1

C(Yi, Yj)

= 1
n2 ·

n∑

i=1

n∑

j=1

ρ(|i − j|) · σ2(Y )

= σ2(Y )
n ·



1 + 1
n ·

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

ρ(|i − j|)





= σ2(Y )
n ·



1 + 2
n ·

n∑

i=1

n∑

j=1,j>i

ρ(|i − j|)





= σ2(Y )
n ·

(
1 + 2

n ·
n−1∑

s=1

(n − s) · ρ(s)

)Wie bereits ausgeführt, kann man in den meisten Fällen davon ausgehen, dass ρ(s) > 0 gilt unddamit die Summe positiv ist und die Varianz des S
hätzers vergröÿert wird. Es ist natürli
h ni
htrealistis
h, ρ(s) und σ2(Y ) als bekannt vorauszusetzen. Deshalb müssten die Werte von ρ(s) au
h
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hprobe ges
hätzt werden. Dies ist zwar im Prinzip mögli
h, führt aber in der Praxis zuProblemen, da die bekannten S
hätzer wenig robust sind und insbesondere gegenseitig abhängigsind. Dies bedeutet, dass die S
hätzungen für mehrere ρ(s) voneinander abhängigen, wenn alsoder Wert von ρ(1) unters
hätzt wird, so wir mit groÿer Wahrs
heinli
hkeit au
h der Wert von ρ(2)unters
hätzt, wenn die selben Daten verwendet werden. Man müsste also entweder für jedes s neueDaten verwenden, was den Aufwand zu stark erhöhen würde oder es müssten weitere Annahmenüber die Struktur von ρ(s) gema
ht werden. Letzteres ist die Basis der Spektralmethode undau
h der autoregressiven Modelle. Da beide Ansätze einige, zum Teil ni
ht einfa
h zu prüfenden,Voraussetzungen benötigen und ni
ht blind anwendbar sind, werden sie hier ni
ht weiterverfolgt.Wir wollen hier einen Ansatz betra
hten, der mit relativ wenigen Voraussetzungen auskommtund weitgehend automatisierbar ist. Wir nehmen dazu an, dass |ρ(s)|eine monoton fallende Funk-tion mit lims→∞ ρ(s) = 0. Also bei steigendem Abstand gibt es eine fallende Abhängigkeit vonBeoba
htungen. Dies Annahme ist plausibel, wie man an den folgenden Beispielen ablesen kann.
• Die Wartezeit des kten Kunden wird ni
ht von der Wartezeit des jten Kunden abhängen,wenn j lange vor k im System war.
• Die Population zum Zeitpunkt k ·∆ ist unabhängig von der Population zum Zeitpunkt j ·∆,wenn der Abstand |j · ∆ − k · ∆| genügend groÿ ist.Wenn die Annahme stimmt, so gibt es einen Wert sc, so dass ρ(s) ≈ 0 für s ≥ sc. Ein naheliegender Ansatz ist die bat
h means-Methode mit einer bat
h-Gröÿe, die groÿ genug ist, umanzunehmen, dass die bat
h-Mittelwerte unkorreliert sind. Aus den bat
h-Mittelwerten kann dannein Kon�denzintervall für den Mittelwert bere
hnet werden, wobei die Ansätze für unabhängigeDaten angewendet werden.Es wird nun ein Verfahren vorgestellt, um Kon�denzintervalle für E(Y ) aus den Beoba
htungeneines einzelnen Simulationslaufs zu s
hätzen. Seien (y1, . . . , ym) die beoba
hteten Werte. Die ersten

i0Werte werden verworfen, da sie zur transienten Phase gehören. Der Wert von i0 kann mit einerder bes
hriebenen Methoden ges
hätzt werden. Die restli
hen Daten werden in bat
hes der Gröÿe
i1 unterteilt. Die S
hätzung von i1 ist ebenfalls s
hwierig, da die Gröÿe so gewählt werden muss,dass die Mittelwerte der bat
hes unkorreliert sind. Für gegebene m, i0 und i1 entstehen (m−i0)/i1bat
hes2. Bat
h k umfasst die Werte i0 + (k − 1) · ii + 1 bis i0 + k · i1 und es gilt

Ȳk(i1) =
1

i1
·

k·i1∑

j=i0+(k−1)·i1+1

yjAusgehend von einer gegebenen Beoba
htungszahl m kann man die Anzahl der bat
hes K wählen.Ein gröÿeres K sorgt dafür, dass mehr bat
h-Mittelwerte zur endgültigen Auswertung vorliegen.Bei einem kleineren K werden mehr Werte in einem bat
h zusammengefasst, dadur
h sinkt dieVarianz der bat
h-Mittelwerte und die Verteilung der bat
h-Mittelwerte wird ähnli
her zu einerNormalverteilung. Letztere Argumente überwiegen in der Regel, deshalb wird K meist zwis
hen10 und 30 gewählt.Es bleibt damit no
h die Frage, ob die bat
h Mittelwerte unkorelliert sind. Dies kann natürli
hnur auf Basis der Sti
hprobenwerte untersu
ht werden. Übli
herweise wird dazu ρ(1) ges
hätztund falls dabei ρ(1) ≈ 0 gilt, wird Unabhängigkeit angenommen. Der S
hätzwert für den Auto-korrelationskoe�zienten der Ordnung 1 wird wie folgte bere
hnet
ρ̂(1) =

K−1∑

k=1

((
Ȳk − Ŷ

)
·
(
Ȳk+1 − Ŷ

))

K−1∑

k=1

(
Ȳk − Ŷ

)22Wir nehmen zur Vereinfa
hung an, dass die Werte so gewählt werden, dass der Wert ganzzahlig ist.
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he bat
h means-Methode zur Bestimmung der Kon�denzin-tervalle für stationäre Gröÿen aus einem Simulationslauf.1. Ermittle während der Simulation den Wert von i0.2. Wähle ein initiales m ≥ 10 · i03. Unterteile die Daten in K (100 ≤ K ≤ 400) bat
hes und bestimme während des Simulati-onslaufs deren Mittelwerte Ȳk (k = 1, . . . , K)4. Bestimme den S
hätzwert ρ̂(1) für den Autokorrelationskoe�zienten der Ordnung 1.5. Test Autokorrelation(a) falls ρ̂(1) ≤ 0.2 reduziere die Anzahl bat
hes auf L (20 ≤ L ≤ 30) dur
h Zusammen-fassen der bisherigen bat
h Mittelwerte und bestimme Kon�denzintervalle aus einer
t-Verteilung mit L − 1 Freiheitsgraden.(b) ansonsten verdopple m und fahre bei 3. fort.Der Ansatz lässt si
h relativ einfa
h implementieren. Insbesondere wird nur ein Array der Gröÿe

K zur Datenspei
herung benötigt, wenn die Mittelwerte jeweils zur Laufzeit bere
hnet werden.S
hätzung mehrerer Leistungsmaÿe aus einem SimulationslaufIn den meisten Simulationsläufen wird mehr als ein Leistungsmaÿ ermittelt. Beispiel wären dieErmittlung der Verweilzeit an mehreren Stationen oder die Bestimmung von Dur
hsätzen undmittleren Pu�erbelegungen. Wenn für alle Leistungsmaÿe Kon�denzintervalle ermittelt wurden,stellt si
h die Frage, wel
he Aussage man über die Qualität aller Resultate ma
hen kann.Wir nehmen an, dass k Leistungsmaÿe ermittelt werden sollen und αi die Signi�kanzwahr-s
heinli
hkeit des iten Leistungsmaÿes ist. Wenn die S
hätzer für die einzelnen Leistungsmaÿeunabhängig sind, dann liegen mit Wahrs
heinli
hkeit
1 − α =

k∏

i=1

(1 − αi)alle Leistungsmaÿe innerhalb der ermittelten Kon�denzintervalle. Wenn alle αi identis
h sind,so kann man über die Wahrs
heinli
hkeiten einer Binomialverteilung Wahrs
heinli
hkeiten dafürermitteln, dass l von k Resultatwerte innerhalb ihrer Kon�denzintervalle liegen.Die Annahme unabhängiger S
hätzer für mehrere Leistungsmaÿe ist aber in den meisten Fällenunrealistis
h. So sind z.B. Verweilzeit und Wartes
hlangenlänge an einer Station stark miteinanderkorreliert, au
h die Verweilzeit an aufeinander folgenden Wartes
hlangen ist oftmals korreliert.Wenn korreliert S
hätzer vorliegen, so gibt es sehr wenige Resultate. Das allgemeinste Ergebnisist die so genannte Bonferroni-Unglei
hung, die eine untere S
hranke für die Wahrs
heinli
hkeitliefert, dass alle Kon�denzintervalle den wahren Wert beinhalten.
1 − α ≥ 1 −

k∑

i=1

αiMan sieht, dass für gröÿere k s
hnell der triviale Fall 1−α ≥ 0 errei
ht wird. Für kleinere Werte von
k, vorgegeben Breiten der Kon�denzintervalle ǫi und vorgegebene Signi�kanzwahrs
heinli
hkeit αkann das folgende heuristis
he Vorgehen angewendet werden.

• Bestimme während der Simulation αi, so dass alle Kon�denzintervallbreiten ≤ ǫi sind.
• Falls (1−∑k

i=1 αi) ≤ 1−α beende die Simulation, ansonsten fahre mit der Simulation fort.Die während der Simulation ermittelten αi hängen von den vorgegebenen ǫi ab und unters
heidensi
h für die vers
hiedenen Leistungsmaÿe. Der Ansatz funktioniert praktis
h nur für kleine Wertevon k, da der Aufwand auf Grund der konservativen S
hätzung von 1 − α sonst sehr groÿ wird.
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hätzung stationärer zyklis
her ResultateDas bisherige Vorgehen eignete si
h für stationäre Prozesse, bei denen der Erwartungswert gegeneinen festen Wert konvergiert. Wie in Abbildung 2.58 existiert au
h stationär zyklis
hes Verhalten,wel
hes mittels ni
ht-terminierender Simulation analysierbar ist. In diesem Fall gibt es eine Zy-kluszeit ∆C , so dass FYi
(y) = FYi+∆C

(y) bzw. FYt
(y) = FYt+∆C

(y) (i ∈ N, t ∈ R≥0 ). In man
henFällen ist ∆C aus der Modellbes
hreibung bekannt. So ist in allen Modellen in denen ein Zeitablaufüber Tage, Wo
hen et
. bes
hrieben wird, der Zeitablauf aus der Simulation bekannt. In anderenFällen muss ∆C erst ges
hätzt werden. Dies kann dadur
h ges
hehen, dass bat
hes unters
hied-li
her Gröÿe gebildet werden und die bat
h Mittelwerte auf Glei
hheit getestet werden. Falls diebat
h Gröÿe ∆C entspri
ht, so sind die bat
h Mittelwerte identis
h.Na
hdem ∆C bekannt ist, können Werte E(Yi) bzw. E(Yt) mit i, t ∈ [0, ∆C) ges
hätzt werden.Dazu werden die Beoba
htungen yi+k·∆C
bzw. yt+k·∆C

(k = 0, 1, 2 . . .) verwendet und die Methodender stationären Analyse benutzt. Falls mehrere Werte aus einer Simulation zu ermitteln sind,ergeben si
h die s
hon angespro
henen Probleme der Ermittlung simultaner Kon�denzintervalle.2.6 SimulationssoftwareDer Abs
hnitt über Simulationssoftware wird in dieser Version der Notizen ni
ht weiter ausgeführt,da es si
h im Wesentli
hen um eine informelle Vorstellung unters
hiedli
her Ansätze handelt, dieam Besten in der Originalliteratur über die entspre
henden Softwaresysteme na
hgelesen werdenkann. Für eine Übersi
ht über Simulationssoftware sei auf die Folienkopien zur Vorlesung verwie-sen. Weitere Ausführungen �ndet man au
h in [5, Kap. 4℄ und [11, Kap. 3℄2.7 Mögli
hkeiten und Grenzen der SimulationWir haben Simulation als eine Methode kennen gelernt, um Experimente an realen Systemen dur
hExperimente an einem Modell zu ersetzen. Es wurde deutli
h, dass die Statistik eine zentrale Rollebei der Modellbildung und Modellauswertung spielt und dass dadur
h viele Aspekte ni
ht beweis-bar sondern nur testbar sind. Damit ist natürli
h die Mögli
hkeit von Modellierungsfehlern undFehlinterpretationen gegeben. Man sollte si
h deshalb der Mögli
hkeiten und Grenzen der Simula-tion bewusst sein, wenn man diese einsetzt. In diesem Abs
hnitt werden einige generelle Aspekteuntersu
ht, während der folgende Abs
hnitt si
h Methoden zur Bewertung der Realitätsnähe vonSimulationsmodellen widmet.Die Vorteile der Simulation als Instrument der Systemanalyse liegen klar auf der Hand.
• Viele reale Systeme können mit analytis
hen Modellen ni
ht genau genug bes
hrieben wer-den, während in einem Simulationsmodell die realen Abläufe sehr gut na
hgebildet werdenkönnen.
• Simulation bietet die Mögli
hkeit Systeme in ganz unters
hiedli
hen Umgebungen und unterunters
hiedli
hen Bedingungen zu analysieren. Diese Bedingungen können aus der realenUmwelt stammen, können aber au
h vollkommen irreal sein.
• Modi�kationen am System sind oft dur
h einfa
he Änderungen am Simulator modellierbar.
• Experimente können prinzipiell relativ einfa
h und kostengünstig dur
hgeführt werden. Dain der Simulation praktis
h alle Faktoren beein�ussbar sind, lassen si
h Experimente unterquasi beliebigen Bedingungen dur
hführen.
• Simulation erlaubt es Systeme au
h in sehr kurzen oder sehr langen Zeitintervallen zu beob-a
hten, wenn der Simulator die Zeit entspre
hend stre
kt oder stau
ht.
• Mit heutigen Re
hnerkapazitäten lassen si
h viele und aufwändige Simulationsexperimentemit den vorhandenen Ressour
en dur
hführen.
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ken oft den Bli
k auf die leider au
h vorhandenen Na
hteiledes Vorgehens.
• Die meisten Simulationsmodelle sind sto
hastis
h, so dass Resultate nur ges
hätzt werdenkönnen. Die dazu verwendeten Methoden basieren fast immer auf zwar plausiblen aber ni
htbeweisbaren Annahmen, so dass für einzelne Modelle fals
he Resultate ermittelt werden.
• Simulationsmodelle haben einen hohen Datenbedarf, der bei vielen realen Experimentenni
ht befriedigt wird. So kann ein Modell ni
ht besser als der s
hwä
hste Punkt sein. In derSimulation bedeutet dies oft, dass zwar detaillierte Modelle erstellt werden, die benötigtenParameter aber nur auf Grund von sehr wenigen Beoba
htungen ges
hätzt werden und inman
hen Fällen nur auf Grund von ni
ht validierten Annahmen gesetzt werden.
• Simulationsmodelle sind aufwändig und teuer in der Entwi
klung,� neben den übli
hen Problemen bei der Erstellung groÿer Programme� treten simulationsspezi�s
he Probleme, wie die Datenmodellierung auf.
• Simulationsmodelle liefern in man
hen Fällen extreme Datenmengen, die oft ni
ht detailliertgenug analysiert werden, so dass Resultate oft überinterpretiert oder fals
h interpretiertwerden.Grundsätzli
h lassen si
h Fehlinterpretationen von Simulationsresultaten ni
ht auss
hlieÿen. Esgibt allerdings zahlrei
he Fehler, die si
h bei einem systematis
hen Vorgehen der Modellerstellungund Modellauswertung vermieden lasen. Einige der übli
hen Fehler sind im Folgenden aufgezählt.
• Die Modellerstellung wird ohne konkrete Zielsetzung dur
hgeführt, oft verbunden mit einerspäteren Nutzung des Modells für unters
hiedli
he und heterogene Ziele.
• Ein fals
her Detaillierungsgrad des Modells wird gewählt. Oft werden unnötige Details ab-gebildet und relevante Aspekte vergessen.
• eine Unters
hätzung des Aufwandes für Datenerhebung und Validierung in Modellierungs-projekten. Oft werden diese S
hritte erst am Ende er Simulationsstudie angegangen unddann aus Zeitmangel sehr kurz abgehandelt. So werden dann Mittelwerte statt Verteilungenwerden für Parameter eingesetzt und die Resultate werden ni
ht validiert. Zum Teil wirdni
ht einmal eine Plausibilitätsprüfung dur
hgeführt.
• Die Animation, die Teil vieler moderner Simulatoren ist, wird oft überbewertet. So zeigt eineAnimation zwar die Abläufe, sie ist aber keine Garantie für eine korrekte Modellierung.
• Statistis
he Methoden werden oftmals ni
ht oder nur in sehr geringen Umfang eingesetzt.Dadur
h werden Eingabedaten fals
h modelliert und Simulationsresultate ni
ht ausgewertet.In vielen Fällen werden Simulationsresultate nur bzgl. der ermittelten Mittelwerte interpre-tiert, ohne dass die Qualität der Mittelwerts
hätzer untersu
ht wird.
• Es wird keine Sensitivitätsanalyse dur
hgeführt. D.h. es wird ni
ht untersu
ht, wie si
h dieErgebnisse bei Änderung einzelner Parameter ändern. Dieser S
hritt ist aber immens wi
htig,um das Systemverhalten zu verstehen und um die Plausibiltät der ermittelten Resultatena
hzuweisen.
• Der Gültigkeitsberei
h der Modelle wird oft ni
ht abges
hätzt. So mag ein Modell für denIstzustand korrekte Ergebnisse liefern, es ist aber ni
ht klar, dass bei Änderungen der Sy-stemparameter (z.B. der Ankunftsraten, Pu�ergröÿen et
.) das Modell das System immerno
h genau genug abbildet.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 118Man sieht, dass Simulationen und Simulationsergebnisse mit einer gewissen Vorsi
ht zu interpre-tieren sind. Simulation ist ni
ht das Allheilmittel für alle Probleme der Systemanalyse, kann aber,wenn sie ri
htig eingesetzt wird, wi
htige Ergebnisse liefern. Eine zentrale Aussage ist, dass Si-mulation dann eingesetzt werden sollte, wenn keine analytis
he Analysemethode verfügbar ist.Dies bedeutet, dass immer zuerst untersu
ht werden sollte, ob das Problem mit Hilfe analytis
herAnsätze lösbar ist.2.8 Validierung von ModellenZur Erinnerung sei no
h einmal erwähnt, dass Modelle erstellt werden, um Experimente an realenSystem dur
h Experimente am Modell zu ersetzen. Auf Basis der Resultate des Modells sollenEnts
heidungen getro�en werden, die das System betre�en. Dies bedeutet, dass die Folgerungenaus der Modellanalyse, im hier betra
hten Fall aus dem Simulationsexperimenten, weitestgehendden Folgerungen entspre
hen sollen, die aus entspre
henden Objekt-Analysen des Systems gewon-nen würden. In der Praxis sind die dazu notwendigen Objekt-Experimente unter Umständen garni
ht mögli
h, da das zu untersu
hende System ni
ht existiert. Dies bedeutet, dass in irgend ei-ner Weise plausibel gema
ht werden muss, dass Modell- und System-Experiment zu glei
hen oderzumindest ähnli
hen Folgerungen führen. Dieser Abs
hnitt bes
häftigt si
h damit, wel
he Anforde-rungen an Modellexperimente gestellt werden müssen, wie Modelle so verändert werden können,dass sie die benötigten Resultate liefern und wel
he mathematis
hen Methoden existieren, umVerhaltensunters
hiede zwis
hen Modell und Realsystem zu bewerten.Experimente werden unter bestimmten Bedingungen dur
hgeführt, d.h. die kontrollierbarenGröÿen C werden auf bestimmte Werte eingestellt und die unkontrollierbaren Gröÿen U nehmenbestimmte Werte an. Wir spre
hen in diesem Zusammenhang von einer Experimentsituation odereiner Situation. Wenn das Modell und das reale System in einer Situation beoba
htet werden soführen sie zu glei
he Folgerungen, wenn die beoba
hteten Resultate identis
h sind. Ist eine sol-
hen Identität der Resultate zu erwarten oder überhaupt errei
hbar? Es gibt zwei Gründe, diedagegen spre
hen. Zum einen sind das reale System und das Modell ni
ht identis
h, das Modellbes
hreibt nur eine Abbildung des Systems unter einem vorgegebenen Analyseziel. Zum anderenzeigen Modell und System in den meisten Fällen sto
hastis
hes Verhalten, so dass au
h eine mehr-malige Beoba
htung des Systems oder des Modells unter glei
hen Bedingungen, beim Modell abermit variierender Saat des Zufallszahlengenerators, unters
hiedli
he Ergebnisse beoba
htet werden.Damit ist die zentrale Frage, wel
he Verhaltensunters
hiede tolerierbar sind.Grundlagen des Verglei
hs von System und ModellUm System und Modell zu verglei
hen ist eine vernünftige De�nition von Realitätstreue oder Gül-tigkeit (engl. validity) notwendig. Sei dazu VR ein Verhaltensmaÿ für das Realsystem und VS dasVerhalten für das simulierte Modell. D(VR, VS) ist das benötigte Maÿ für die auftretenden Verhal-tensunters
hiede. Realitätstreue soll bejaht werden, falls D(VR, VS) unter einem problemabhängigund zielabhängig festzulegendem Grenzwert liegt. Dieser Grenzwert ist idealerweise so zu wählen,dass unvermeidli
h existierende Verhaltensunters
hiede, die die zu tre�ende Ents
heidung ni
htbeein�ussen, toleriert werden.Bevor wir ein Maÿ für Verhaltensunters
hiede festlegen, sollen die Ursa
hen für Verhaltensun-ters
hiede betra
htet werden. Zwis
hen Modell und System gibt es strukturelle Unters
hiede, daes si
h bei dem Einen um ein Computerprogramm und beim Anderen am einen Auss
hnitt aus derrealen Umwelt handelt. Der Prozess der Modellierung führt zu beabsi
htigten Abstraktionen undAggregierungen der Realität. Dazu kommen unbeabsi
htigte Ungenauigkeiten und sogar Fehler.Eine weitere Quelle für Abwei
hungen sind die Parameterwerte, die oftmals dur
h Zufallsvaria-blen angegli
hen, ni
ht aber exakt wiedergegeben werden. S
hlieÿli
h sind no
h die sto
hastis
henS
hwankungen des Verhaltens zu bea
hten, die s
hon bei einem System/Modell zu variierendenBeoba
htungen führen.Das Vorgehen bei der Modellbildung soll no
h einmal rekapituliert werden. Wie in Abbildung
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Abbildung 2.61: Transformationss
hritte im Rahmen der Modellbildung.2.61 gezeigt, erfolgt die Modellbildung in mehreren S
hritten. Ausgehend von einem s
hle
ht struk-turiertem Realsystem und einer in den meisten Fällen vage de�nierten Problemstellung soll wohlde�niertes Computerprogramm entstehen. Dieser Übergang erfolgt in mehreren S
hritten, bei je-dem dieser S
hritte kann es zu Fehlern, Irrtümern oder Verzerrungen kommen, die dazu führen,dass Realsystem und Modell bzgl. der zu messenden Resultatgröÿen abwei
hen. Wenn man si
h diein Abbildung 2.61 gezeigten S
hritte genauer ans
haut, so werden beim Übergang vom realen Sy-stem zum konzeptuellen Modell die Systemgrenzen und die relevanten Systemelemente festgelegt.Bleiben dabei wi
htige Aspekte unberü
ksi
htigt, so wird das Simulationsmodell keine Aussagenüber das System erlauben. Beim Übergang vom konzeptuellen Modell zum logis
hen Modell werdendie relevanten Zusammenhänge zwis
hen Systembestandteilen festgelegt und die Umweltein�üsseauf das System de�niert. Au
h in diesem S
hritt existiert eine Vielzahl von Mögli
hkeiten, relevan-te Zusammenhänge ungenau oder fals
h darzustellen oder wegzulassen. Der na
hfolgende S
hrittdes Übergangs vom logis
hen Modell zu Computerprogramm wird heute dur
h eine Vielzahl vonMethoden und Werkzeugen unterstützt, birgt aber trotzdem eine Reihe von Fehlermögli
hkeiten.So ist selbst bei einer vollständigen formalen Spezi�kation der Na
hweis, dass das resultierendeProgramm die Spezi�kation implementiert alles andere als trivial und dur
haus Gegenstand ak-tueller Fors
hungsarbeiten. Aus den Resultaten des Simulationsprogramms müssen ans
hlieÿendRü
ks
hlüsse auf das Systemverhalten gezogen werden und es müssen mögli
he Änderungen amSystem hergeleitet werden. Au
h an dieser Stelle können vielfältige Fehler auftreten, indem Resul-tate fals
h interpretiert werden und zu fals
hen S
hlussfolgerungen genutzt werden.Die Terminologie im Kontext des Verglei
hs und der Anpassung von System- und Modellver-halten ist oft uneinheitli
h. Wir wollen die folgende Begri�sbildung verwenden.
• Veri�kation: Unter Veri�kation soll die Bestätigung aller Modell-Eingabegröÿen und Modell-Annahmen inklusive struktureller Annahmen, der Programmveri�kation und der Bestätigungder Eingabegröÿen und Parameter verstanden werden. Teilweise, wie bei der Programmve-ri�kation, können dazu formale Methoden eingesetzt werden, die zu beweisbaren Resultatenführen. Bei der Bestätigung von Eingabegröÿen und Parametern handelt es si
h formal umein Problem der Statistik, so dass keine Beweise sondern nur Wahrs
heinli
hkeitsaussagenmögli
h sind. Au
h für die Nutzung sto
hastis
her Methoden zum Na
hweis der Gültig-keit von Annahmen soll der Begri� Veri�kation verwendet werden, au
h wenn dies in derLiteratur ni
ht unumstritten ist.
• Validierung: Der Begri� Validierung soll für die Bestätigung der Modellresultate verwendetwerden. Es ist na
hzuweisen oder besser plausibel zu ma
hen, dass die Resultate des Modellsni
ht zu stark von den Resultaten des Systems abwei
hen.
• Kalibrierung: Ziel der Kalibrierung ist die Reduktion der Verhaltensunters
hiedeD(VR, VS).Falls diese Unters
hiede als zu groÿ bewertet werden, umfasst die Kalibrierung Ansätze zurAnpassung des Modells an das System. Dies ges
hieht dur
h gezielte Änderungen am Modell.Au
h wenn davon ausgegangen wird, dass groÿe Mühe auf eine gute Wahl der Eingabegröÿengelegt wurde, steigt zwar die Ho�nung auf ein gültiges Modell, es gibt keine Garantie für ein
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hritt ist nahe liegender Weise der Verglei
h von System und Modellfür eine Situation, falls dies mögli
h ist. Stimmen die ermittelten Ergebnisse überein, so könntebei einer positivistis
hen Si
htweise davon ausgegangen werden, dass das realisierte Modell dasSystem genügend genau abbildet. Dies bedeutet andererseits, dass man dur
h gezielte Änderungendas Modell so anpassen muss, dass Modellresultate und verfügbare Resultate aus dem Systemübereinstimmen. Ein sol
hes Vorgehen nutzt die Kalibrierung, ohne Veri�kation und Validierungeinzusetzen und ist potenziell sehr gefährli
h. Man muss si
h vor Augen führen, dass Modellegenutzt werden, um Aussagen über Systeme in sol
hen Situationen zu ma
hen, in denen das Systemni
ht analysiert werden kann oder soll. Die Situationen zu denen das Systemverhalten bekamt ist,sind eigentli
h uninteressant. Identis
he oder ähnli
he Resultate über bekannte Situationen sindnatürli
h kein Beweis für ähnli
he Resultate in unbekannten Situationen.Der Ansatz der Kalibrierung ohne Validierung wird leider oft in der induktiven Modellierungverwendet. So wird ein mathematis
hes Modell an Daten aus der Vergangenheit angepasst unddamit die Zukunft vorhergesagt. Dies führt oft zu abstrusen Aussagen, insbesondere wenn übereinen kurzen Zeitraum in der Vergangenheit exponentielles Wa
hstum beoba
htet wurde. Beispielefür sol
he Modelle sind insbesondere aber ni
ht nur in der Ökonomie zu �nden. Man erinnere si
hdazu an man
he Prognosen über die Entwi
klung des Aktienmarktes zu Zeiten des Internet-Booms.Es soll in den na
hfolgenden Abs
hnitten ein fundiertes Vorgehen bes
hrieben werden, wel
hesKalibrierung mit Validierung und Veri�kation vereint und so zu belastbaren Aussagen kommt.Auf Grund der Problemstellung wird si
h aber zeigen, dass die Qualität eines Modells nur sehreinges
hränkt beweisbar ist und deshalb in den meisten Fällen nur plausibel gema
ht werden kann.Grundsätzli
h gibt es einen Kosten-Nutzen E�ekt. Man kann dur
h zusätzli
hen Aufwand diePlausibilität eines Modell und das Vertrauen in ein Modell steigern, muss dazu aber zusätzli
henAufwand in Kauf nehmen. Da dieser Prozess grundsätzli
h ni
ht endet, muss ein Kompromisszwis
hen Aufwand und Qualität der Abbildung gefunden werden. Wo dieser Kompromiss liegthängt vom vertretbaren Aufwand und natürli
h von der Zielstellung der Modellierung ab. Es stelltsi
h dabei primär die Frage, wel
he Folgen fals
he Ents
heidungen auf Grund der Modellresultatein der Praxis haben.Veri�kation in der Modellbildung von SimulationsmodellenFür die Veri�kation werden oft formale und automatisierbare Te
hniken eingesetzt. Man unter-s
hiedet zwis
hen simulationsspezi�s
hen und allgemeinen S
hritten. Die allgemeinen S
hritte um-fassen primär Ansätze der Programmveri�kation, wie sie bei jedem gröÿeren Software-Projekt not-wendig sind. Ein wi
htiger Aspekt ist die Veri�kation des Simulationsprogramms am logis
hen oderkonzeptuellen Modell. Dies ist eine Frage der Programmveri�kation, die wir hier ni
ht behandelnwollen, da sie Inhalt anderer Vorlesungen ist. Weitere Aspekte der Veri�kation des Simulations-programms sind
• eine strukturierte Programmierung mit dem Test/Debugging von Modulen und Subprogram-men,
• eine Code-review dur
h andere Mitarbeiter,
• die Verwendung von (semi-)automatis
hen Spezi�kationste
hniken und
• ein inkrementeller Entwurf und Test.Alle diese Punkte gehören zu einem strukturiertem Vorgehen im Software Engineering und sindni
ht Inhalt dieser Vorlesung.Es gibt darüber hinaus ein Reihe simulationsspezi�s
her Ansätze zur Veri�kation von Simu-lationsprogrammen. Der Simulator sollte unter unters
hiedli
hen aber realistis
hen Umgebungs-parametern (Situationen) getestet werden. Mögli
he Umgebungsparameter ergeben si
h aus derBeoba
htung der Realität und der Zielstellung der Simulationsexperimente. Ein wi
htiger Aspektist das Erstellen und Analysieren von Tra
es. Die meisten Simulatoren bieten die Mögli
hkeit
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es zu erzeugen. Diese können auf unters
hiedli
he Weise analysiert und visuali-siert werden. Eine Mögli
hkeit der Visualisierung ist die Animation im Modell. Wenn das Modellgraphis
h spezi�ziert wurde, so können in der Graphik die Abläufe angezeigt und vom Benutzerbewertet werden. Auf diese Weise lässt si
h man
hmal Fehlverhalten erkennen. Glei
hzeitig stellenTra
es eine Verbindung zwis
hen Simulation und Realität dar. Im Prinzip können Tra
es au
h inder Realität gemessen werden und dann mit Tra
es der Simulation vergli
hen werden oder sogarals Eingabe der Simulation verwendet werden (tra
e-getriebene Simulation). Mit Hilfe von Beob-a
htungen und au
h formalen Testverfahren lassen si
h so simulierte und reale Abläufe verglei
hen.Die Bewertung des Simulationsverhaltens wird ebenfalls einfa
her, wenn man bestimmte Abläu-fe vorgibt oder Modelle vereinfa
ht, indem z.B. die Zufallszahlen dur
h deterministis
he Gröÿenersetzt werden.Neben diesen Untersu
hungen am Modell, reduziert die Verwendung von etablierten und zuver-lässigen Simulationswerkzeugen die Fehlermögli
hkeiten. Für viele Simulationswerkzeuge existierenbereits vorde�nierte Modelle von Standardsystemen, die als Teilmodelle komplexer Modell genutztwerden können. Da diese Modelle oft s
hon vielfa
h verwendet und getestet wurden, sind sie weni-ger fehlerbehaftet als neu ges
hriebene Modelle. Beispiele für sol
he Standardmodelle �ndet manim Berei
h der Re
hnernetzsimulation, wo für viele Simulatoren bereits Simulationsmodelle für dieübli
hen Protokolle existieren. Als Beispiel sei auf die frei verfügbaren Simulatoren ns-2 [1℄ undOMNet++ [2℄ verwiesen. Ähnli
he Standardmodell gibt es au
h in anderen Berei
hen.Als letzter Punkt im Kontext der Veri�kation des Simulationsmodells soll kurz die Veri�ka-tion von Eingabegröÿen mit statistis
hen Testverfahren erwähnt werden. Das dazu notwendigeVorgehen wurde in Abs
hnitt 2.4 detailliert vorgestellt.Die meisten der vorgestellten Ansätze zur Veri�kation führen ni
ht zu Beweisen. Deshalb mussder Begri� Veri�kation, der man
hmal auf den Beweis von Eigens
haften bes
hränkt wird, weitergefasst werden, indem vom Beweis zum Na
hweis übergegangen wird.Allgemeine Überlegungen zur ValidierungEin Simulationsmodell soll nützli
h sein, d.h. mit sinnvoller Genauigkeit Aussagen über das mo-dellierte System erlauben. Eine wi
htige Überlegung ist, dass der Begri� Validität eines Modellsni
ht absolut de�nierbar ist. Validierung ist immer Modell-individuell. Je na
h Anforderung undZielsetzung der Modellierung ist Validität sehr unters
hiedli
h festzulegen. So sind an ein Mo-dell, mit dem si
herheitskritis
he Aspekte eines te
hnis
hen Systems untersu
ht werden deutli
hhöhere Ansprü
he zu stellen als an ein Modell, das die Kon�guration eines Re
hnernetzes unterKapazitätsplanungsgesi
htspunkten bewerten soll. Da das Modell für die Systemanalyse verwendetwird oder ni
ht verwendbar ist, muss eine binäre Ents
heidung im Validierungsprozess getro�enwerden. Trotzdem ist Validierung graduell, Modelle sind mehr oder weniger valide und es ist zuents
heiden, ab wel
her Grenze das Modell akzeptiert wird. Da Validität ni
ht beweisbar ist, ist sieoft das Ergebnis eines Verhandlungsprozesses vers
hiedener Partner. So sind in umfangrei
herenSimulationsprojekten neben den eigentli
hen Modelliern au
h die Entwerfer und Bertreiber desmodellierten Systems und das Management involviert. Zwis
hen allen beteiligten Personen mussEinvernehmen hergestellt werden, dass das Modell hinrei
hend genaue Aussagen über das Systemerlaubt. Dies setzt voraus, dass Validierung als projektbegleitender Prozess betrieben wird.Man unters
heidet die folgenden Ansätze der Validierung.
• Die funktionsbezogene Validierung untersu
ht die Plausibiltät des Systems. Es werden dabeioft qualitative Aussagen vergli
hen und untersu
ht, wie si
h das Modell in Extremsituationenund für einfa
h na
hvollziehbare Abläufe verhält.
• Die theoriebezogene Validierung verglei
ht die Übereinstimmung des Simulationsmodells miteinem analytis
hen Modell. In der Regel wird das analytis
he Modell das System nur füreinges
hränkte Situationen na
hbilden. Es erlaubt aber für diese Situationen einen einfa
henResultatverglei
h und kann au
h eingesetzt werden, wenn das System ni
ht existiert unddeshalb au
h keine Daten über das Systemverhalten erhoben werden können.
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• Die ergebnisbezogene Validierung verglei
ht die Ergebnisse des Simulationsmodells mit denendes realen Systems und stellt fest, wel
hes Abwei
hungen tolerierbar sind.Im Folgenden wird primär die ergebnisbezogene Kalibrierung und Validierung untersu
ht. DieKalibrierung und Validierung setzt dann voraus, dass Daten über das Realsystem vorhanden sindoder erhoben werden können, damit VR bestimmt werden kann. Man unters
heidet den Fall, beidem Daten im Realsystem erhoben werden können und den Fall, bei dem das Realsystem ni
htexistiert und Daten anderweitig bes
ha�t werden müssen.Falls das Realsystem verfügbar ist und Daten erhoben werden können oder auf erhobene Datenzurü
kgegri�en werden kann, so treten immer no
h eine Reihe von Problemen auf. Ähnli
h wie beider Modellierung von Eingabedaten können die gemessenen Daten gestört sein, es können Datenin fals
her Form vorliegen et
. Da die Probleme ähnli
h zur Modellierung von Eingangsdaten sind,kann auf die in Abs
hnitt 2.4 vorgestellten Methoden zurü
kgegri�en werden. Falls das zu model-lierende System ni
ht existiert, so müssen Daten aus ähnli
hen Systemen, S
hätzungen oder sogaraus anderen Modellen verwendet werden. Die dabei auftretenden Probleme unters
heiden si
h ni
htwesentli
h von den Problemen bei der Datenerhebung im realen Systeme. Die verfügbaren Datensind aber oftmals ungenauer und damit weniger repräsentativ für das zu modellierende System.Damit sind natürli
h au
h die Mögli
hkeiten der Validierung und Kalibrierung einges
hränkt.S
hritte zur Kalibrierung von ModellenZiel der Kalibrierung ist die Identi�kation und Beseitigung von Verhaltensunters
hieden zwis
henrealem System und Modell. Zur Beseitigung von Verhaltensunters
hieden muss das Modell ange-passt d.h. geändert werden. Es gibt zwei Klassen mögli
her Änderungen.
• Strukturänderungen modi�zieren die Struktur des Modells, indem der Programm-Code ge-ändert wird und neue Aspekte hinzugenommen oder vorhandene Abläufe modi�ziert werden.
• Parameteränderungen modi�zieren Werte der einzelnen Modellparameter. Dazu sind keineÄnderungen an der Struktur des Simulationsprogramms notwendig.Parameteränderungen sind natürli
h in den meisten Fällen viel einfa
her auszuführen als Struk-turänderungen. Bei der Modellierung komplexer Systeme erfordert die Kalibrierung aber in fastallen Fällen au
h Strukturänderungen. Bevor Änderungen am Modell dur
hgeführt werden kön-nen, müssen erst die Ursa
hen für Verhaltensunters
hiede abgeleitet werden. Strukturelle Un-genauigkeiten und Fehler sind primär aus dem Verglei
h qualitativen Verhaltens etwa in Formvon Tra
es oder Animationen ableitbar. Parameter Ungenauigkeiten können dur
h den Verglei
hquantitativer Gröÿen erkannt werden. In beiden Fällen ist es oft hilfrei
h den Berei
h, in demProbleme auftreten, mögli
hst frühzeitig einzugrenzen. Dazu sind detaillierte Informationen überdas Verhalten notwendig. So gibt die Beoba
htung der Abwei
hung der Antwortzeit eines komple-xen Systems/Modells wenig Aufs
hluss über die Gründe der Abwei
hung. Wenn aber festgestelltwird, dass die Verweilzeiten an bestimmten Komponenten stark abwei
hen, so sind notwendigeÄnderungen viel einfa
her zu identi�zieren.Bei sto
hastis
hen Modellen, wie wir sie fast auss
hlieÿli
h betra
hten, ergeben si
h zwei spezi-�s
he Testprobleme. Bei Strukturänderungen entstehen mehrere Modelle S1, . . . SK und es ist aufBasis der zugehörigen Werte D(VR, VSk

) zu ents
heiden, ob ein Modell besser als ein anderes ist.Da die zugehörigen D's Zufallsvariablen sind, ist festzustellen, ob die Unters
hiede zwis
hen denKon�gurationen/Modellen das normale S
hwankungsmaÿ übers
hreiten, d.h. ob die Unters
hiedesigni�kant sind.Bei Parameteränderungen steht das Tuning von Parametern im Mittelpunkt. Wenn S(p) dasModell mit Parametervektor p ist, so wird popt = argminp D(VR, VS8(p)) gesu
ht. Dies bes
hreibtein typis
hes sto
hastis
hes Optimierungsproblem.Methodis
h gesehen ist Kalibrieren eines sto
hastis
hen Simulators damit identis
h zum Expe-rimentieren mit einem sto
hastis
hen Simulator. Für ein gegebenes Realsystem R mit Verhalten
VR wird mit Hilfe von Experimenten ein Modell S mit Verhalten VS gesu
ht, so dass D(VR, VS)
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Abbildung 2.62: Situation na
h der Kalibrierung.
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K

E

GültigkeitsbereichAbbildung 2.63: Kalibriersituation mit Gültigkeitsberei
h.kleiner als eine vorgegebene S
hranke ist. Um zu S zu gelangen wird ein vorhandenes Modell dur
hAusprobieren struktureller Ändeungen und das Tuning von Parametern verbessert. Methoden desExperimentierens, die wir hier ni
ht detailliert behandeln werden, sind hilfrei
h für das Findeneiner guten Lösung. Für die detaillierte Methodik sei auf die Literatur verwiesen [11, Kap. 12℄[14℄.Angenommen wir hätten unser primäres Ziel errei
ht und ein Modell E gefunden, so dass
D(VR, VE) < Dertr für die vorde�nierte obere S
hranke der akzeptablen Verhaltensunters
hiede
Dertr gilt. Ist damit au
h das Ziel errei
ht, dass Folgerungen aus Objektexperimenten identis
hsind zu Folgerungen aus Modell-Experimenten? Dies ist zumindest fragli
h, wie aus folgendenÜberlegungen deutli
h wird. Wir haben über Änderungen am Modell Simulator-Verhalten undModell-Verhalten angepasst, für einen Zustand der Umwelt und einen Zustand des Systems, alsofür eine Situation. Ziel der Simulation sind aber Aussagen über andere Situationen, für die dasSystemverhalten unbekannt ist. Das prinzipielle Problem wird in Abbildung 2.62 verdeutli
ht. DerSituationenraum wird in der Abbildung zweidimensional dargestellt und für einen Punkt K indiesem Situationenraum wurde die Nähe des Modellverhaltens na
hgewiesen. Als Ersatz für dasSystem soll das Modell aber an einem Punkt E eingesetzt werden. Ist der Unters
hied zwis
henModell- und Systemverhalten an der Stelle E genauso oder zumindest ähnli
h wie an der Stelle
K? Dies ist zumindest fragli
h. Anzunehmen ist eher, dass es einen Berei
h G gibt in dem in dem
D(Vr , VS) < Dertr gilt und einen Berei
h ¬G in dem D(VR, VS) ≥ Dertr gilt.Die Frage reduziert si
h damit zu der Frage, ob E innerhalb oder auÿerhalb von G liegt. DieseFrage ist prinzipiell nur beantwortbar, wenn vom Verhalten für gewisse Situationen auf Verhaltenin anderen Situationen ges
hlossen werden kann. Dies würde glei
hzeitig ermögli
hen Aussagenüber Systemverhalten ohne Experimente am Realsystem zu erlangen. Bei praktis
h allen realenSystemen ist dies aus prinzipiellen Gründen unmögli
h. Statt eines Beweises für die Gültigkeit einesModells kann nur eine gewisse Zuversi
ht in die Gültigkeit errei
ht werden. Dies ist natürli
h eindeutli
h s
hwä
heres Resultat, aber letztendli
h ein Problem jedes vorauss
hauenden Modellierens.
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Abbildung 2.64: Das Problem der Überanpassung dur
h zusätzli
he Kalibrierung.
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Abbildung 2.65: Kombinierte Kalibrierung und Validierung.Trotzdem kann aus der Gültigkeit für eine Situation K dur
haus etwas mehr an Informationgewonnen werden. So ist anzunehmen, dass Situationen nahe bei K eher zu G gehören als Situatio-nen, die si
h deutli
h unters
hieden, da wir oft stetiges Verhalten in den Parametern beoba
hten.Dieses Phänomen ist in Abbildung 2.63 dargestellt. Es muss aber in der Praxis ni
ht so sein, dassder Gültigkeitsberei
h si
h als ein zusammenhängender Berei
h darstellt.Das bisherige Vorgehen ging davon aus, dass ein Modell S gefunden wird, wel
hes Verhal-tensabwei
hungen liefert, die unterhalb eines tolerierbaren Wertes liegen. Man könnte nun weiterden begonnen Weg vorans
hreiten und S dur
h zusätzli
he Modi�kationen so verbessern, dass
D(VR, VS) weiter reduziert wird, um so zu einem besseren Modell zu gelangen. In der Praxis zeigtsi
h allerdings oft, dass dieses Vorgehen ni
ht zu einer Vergröÿerung von G führt. Im Gegenteil,man beoba
htet bei diesem Vorgehen oft das Problem der Überanpassung. Verhaltensunters
hiedewerden für die Kalibriersituation reduziert, steigen aber glei
hzeitig für andere Situationen. Ge-rade bei sehr detaillierten Modellen mit vielen Parametern lässt si
h im Prinzip jedes Verhaltenanpassen, dies sagt aber ni
hts über die Validität des Modells über einen gröÿeren Berei
h aus.Die Gefahr der Überanpassung kann dadur
h reduziert werden, dass ni
ht nur an einer Stelle, son-dern an mehreren Stellen kalibriert wird. Dies setzt natürli
h voraus, dass entspre
hende Datenvorhanden sind.Denno
h bleibt zu zeigen, dass keine Überanpassung erfolgte. Das Vertrauen in das Modellkann nur erhöht werden, wenn die Gültigkeit für Situationen na
hgewiesen wird, die ni
ht bereitszur Kalibrierung verwendet wurden. Diese Überprüfung bezei
hnet man als Validierung. Es wirdüberprüft, ob die Verhaltensunters
hiede für Validiersituationen so ähnli
h ist, wie für Kalibriersi-tuationen. Im Gegensatz zu einer Kalibriersituation wird das Ergebnis einer Validiersituation nur
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ht aber zur Modellanpassung genutzt. Abbildung 2.65 skizziert das Vorgehen. Dieverfügbaren Daten über das Systemverhalten werden unterteilt. Ein Teil wird zur Kalibrierungund der Rest zur Validierung verwendet.Trotzdem bleibt ungewiss, ob eine unbekannte Experimentsituation E innerhalb oder auÿerhalbdes Gültigkeitsberei
hs G liegt. Dies kann nur retrospektivis
h na
hgewiesen werden, ist dannaber für Vorhersagen uninteressant. Trotzdem erhöht die Validierung, au
h die retrospektivis
hValidierung, das Vertrauen in ein Modell. Es bleibt aber immer fragli
h, ob Experimentsituationen
E, die weit weg von Kalibrier- und Valdiersituationen liegen dur
h das Modell genügend genaubes
hrieben werden. Gerade diese Situationen sind aber beim vorauss
hauenden Modellieren vonbesonderem Interesse.Messung von Verhaltensunters
hiedenDie Messung von Verhaltensunters
hieden ist wesentli
h bei der Kalibrierung zur Reduktion derVerhaltensunters
hiede und bei der Validierung zur Bewertung der Verhaltensunters
hiede. Kali-brierung und Validierung sollen das Vertrauen in das Modell erhöhen. Deshalb ist ein mathematis
hfundierter Verglei
h der Verhalten notwendig. Es stellen si
h die folgenden Fragen:1. Mit dem Verhalten wel
hen Systems soll das Verhalten des Simulators vergli
hen werden?2. Wel
he Verhaltens-Aspekte sollen für den Verglei
h gewählt werden?3. Wel
he Verglei
hs-Methoden und -Te
hniken sollen eingesetzt werden?Frage 1 zielt darauf, das erwüns
hte Simulatorverhalten festzulegen. Ideal ist die Beoba
htungdes realen Objekt-Systems. Dies setzt voraus, dass das System in den gewüns
hten Situationenund bzgl. der gewüns
hten Gröÿen beoba
htbar ist oder Beoba
htungen bereits existieren. Fallskeine vorhandenen Aufzei
hnungen genutzt werden können, muss das System in den gewüns
htenSituationen betreiben werden und das gewüns
hte Verhalten gemessen werden. In diesem Kontextist die tra
e-getriebene Simulation zur Veri�kation des Modells aber au
h zur Validierung desVerhaltens hilfrei
h. Ein Tra
e wird im realen System gemessen und der Simulator mit den Tra
e-Daten betrieben. Das beoba
htete Simulatorverhalten kann dann qualitativ bzgl. der auftretendenAbläufe und quantitativ bzgl. der ermittelten Resultate mit dem Realsystem vergli
hen werden.Die Einbringung von Tra
e-Daten in den Simulationsabläufen ist in vielen Simulatoren prinzipiellmögli
h, kann aber sehr aufwändig sein, da die verfügbaren Daten normalerweise erst interpretiertund ge�ltert und ans
hlieÿend an geeigneter Stelle in die Simulation eingebunden werden müssen.Dies erfordert meistens zusätzli
hen Programmieraufwand im Simulator und passende Filter zurFilterung relevanter Information aus einem Tra
e.Falls Daten über das Real-System ni
ht vorhanden sind und au
h ni
ht erhoben werden können,so kann versu
ht werden auf Daten aus ähnli
hen Systemen zurü
kzugreifen. Dieses Vorgehenerfordert eine gewisse Sorgfalt, da si
herzustellen ist, dass das ähnli
he System si
h au
h ähnli
hbzgl. relevanter Gröÿen verhält.Wenn keine Systemdaten erhältli
h sind, so kann auf Daten aus anderen Modellen zurü
kgegrif-fen werden. Es wurde bereits erwähnt, dass für Marginalsituationen dur
haus analytis
he Modellezum Verglei
h benutzt werden können. Ansonsten können Daten aus anderen Simulationsmodellendieses oder ähnli
her Systeme verwendet werden. Es ist aber o�ensi
htli
h, dass die Gefahr vonunzurei
henden oder fals
hen Daten wä
hst und damit VR nur sehr ungenau bestimmbar ist.Alternative Methoden der Gewinnung von Daten über reale Systeme basieren auf der Nutzungvon Expertenwissen. Es geht im Wesentli
hen darum, ob ein Experte das Verhalten des Simulatorsvom Verhalten des (potenziellen) Realsystems unters
hieden kann. Dieser Ansatz ist in der Praxisaber s
hwer umsetzbar und wird kaum eingesetzt.Frage 2 bes
häftigt si
h mit der Festsetzung des zu verglei
henden Verhaltens. Da es das Zielist, das System auf Basis mehrerer ausgewählter Leistungskriterien zu bewerten, sollte diese au
hzum Verglei
h herangezogen werden. Bei mehreren Maÿen treten dabei oft Zielkon�ikte auf, d.h.die Verbesserung des Simulatorverhaltens bzgl. eines Maÿes führt zur Vers
hle
hterung bzgl. eines
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2 3Abbildung 2.66: Verglei
h von Box-Plots für drei Kon�gurationen.anderen Maÿes. Das gewählte Vorgehen muss deshalb ähnli
h zum Vorgehen bei einer multikri-teriellen Optimierung sein. Entweder werden die Verhaltensunters
hiede in den einzelnen Maÿenauf einen skalaren Wert abgebildet oder das Ergebnis von D(VR, VS) ist ein Vektor mit einemElement pro Leistungsmaÿ. Au
h Dertr wird dann als Vektor de�niert und D(VR, VS) < Dertrmuss komponentenweise gelten. Wir gehen im folgenden allerdings davon aus, dass Verhalten si
hdur
h eine skalare Gröÿe bes
hrieben lässt. Die verwendeten Verfahren lassen si
h zwar prinzipi-ell auf mehrdimensionale Probleme erweitern, dies ist aber meist alles andere als trivial, da immehrdimensionalen Fall die beoba
hteten Gröÿen meistens stark korreliert sind.Die Beantwortung der 3. Frage hängt davon ab, womit das Simulatorverhalten vergli
hen wird.Beim Verglei
h mit einem analytis
hen Modell wird ein Sti
hprobe mit einer analytis
hen Vertei-lung vergli
hen und es ist zu ents
heiden, ob die Sti
hprobe hinrei
hend ähnli
h oder unähnli
hist. Dieses Problem trat aber bereits bei der Modellierung von Eingabedaten mit theoretis
henVerteilungen in Abs
hnitt 2.4 auf. Wie dort bes
hrieben können der χ2- oder K.-S.-Test zumVerglei
h verwendet werden. Beim Verglei
h des Simulatorverhalten mit dem Verhalten des Real-systems oder eines anderen Simulators sind zwei Sti
hproben zu verglei
hen. Die dazu notwendigenMethoden werden nun vorgestellt.Verglei
h von Sti
hprobenDas Verhalten sei dur
h Zufallsvariablen VR und VS bes
hrieben. Die Zufallsvariable kann z.B. dieVerweilzeit eines Kunden an einem Banks
halter oder die mittlere Pu�erbelegung eines Routersin einem Re
hnernetz bes
hreiben. Es liegen zwei Sti
hproben vR = (vR1
, . . . , , vRn

) und vS =
(vS1

, . . . , vSm
) vor,die Realisierungen von VR und VS bes
hreiben. Zu ents
heiden ist, ob beideSti
hproben hinrei
hend ähnli
h sind. Man unters
hiedet Bewertungsverfahren in

• subjektive Verfahren, die auf dem Verglei
h graphis
her Repräsentationen der Sti
hprobenbasieren und dur
h einen Mens
hen bewertet werden
• objektive Methoden, die auf statistis
hen Test- oder Bewertungsverfahren basieren und einResultat aus den Sti
hproben ableiten.Beim subjektiven Vorgehen, wel
hes au
h als Inspektionsansatz bezei
hnet wird, werden die Werteder Sti
hproben visualisiert . Wie wir bereits kennen gelernt haben, gibt es unters
hiedli
he Visua-lisierungsmögli
hkeiten. So kann die Di
htefunktion dur
h ein Histogramm dargestellt werden, dieVerteilungsfunktion kann dargestellt werden, Q-Q- oder P-P-Plots können benutzt werden oderBox-Plots (siehe Abbildung 2.66) vergli
hen werden. Einige graphis
he Darstellungen haben freiParameter, deren Festlegung zu unters
hiedli
hen Repräsentationen führen kann. Des weiterenmuss ents
hieden werden, ob die ganze Sti
hprobe repräsentiert wird oder ob Ausreiÿer erst elimi-niert werden. Die abs
hlieÿende Ents
heidung, ob die Sti
hproben ähnli
h oder unähnli
h sind hat
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h, von mehreren Personen unabhängiggetro�en werden.Trotz der subjektiven Ein�üsse ist die Inspektionsmethode ein wi
htiges Ents
heidungskri-terium, da die gesamte Verteilung betra
htet werden kann. Sie sollte allerdings mit objektivenVerfahren ergänzt oder komplettiert werden.Verglei
h von Kon�denzintervallenEs gibt zwei unters
hiedli
he objektive Ansätze, den Verglei
h von Kon�denzintervallen und sta-tistis
he Testverfahren. Der Verglei
h von Kon�denzintervallen wird hier detailliert bes
hrieben,während auf Testverfahren nur kurz am Ende des Abs
hnitts eingegangen wird. Zum Verglei
h derKon�denzintervalle setzen wir voraus, dass die Beoba
htungen in beiden Sti
hproben unabhängigidentis
h verteilt sind. Auf Basis von Kon�denzintervallen sollen die Mittelwerte beider Sti
hpro-ben vergli
hen werden. Es wird ein Kon�denzintervall für die Di�erenz der Sti
hprobenmittelwertebestimmt. Enthält dieses die 0 ni
ht, so können die Mittelwerte als unters
hiedli
h angesehen wer-den. Glei
hzeitig gibt die Lage und Breite des Kon�denzintervalls Auskunft über die Unters
hiedeund es kann ents
hieden werden, ob diese tolerabel sind. Wir betra
hten zwei Verfahren
• ungepaarte Sti
hproben (Wel
h-Verfahren [11, Kap. 10.2.2℄),
• gepaarte Sti
hproben (paired t-Kon�denzintervalle [11, Kap. 10.2.1℄).Für das Wel
h-Verfahren müssen die Werte zwis
hen den beiden Sti
hproben unabhängig sein. Eswerden aber keine Annahmen bzgl. der Varianz gema
ht. Die S
hätzer für Mittelwert und Varianzder beiden Sti
hproben werden wie übli
h de�niert.

µ̃R = 1
n

n∑

i=1

VRi
S̃2

R = 1
n−1

(
n∑

i=1

(vRi
− µ̃R)

2)

µ̃S = 1
m

m∑

i=1

VSi
S̃2

S = 1
m−1

(
m∑

i=1

(vSi
− µ̃S)

2

)Uns interessiert die Di�erenz µRS = µR −µS . Wenn wir ein Kon�denzintervalle für µRS ermittelthaben, so kann ents
hieden werden, ob die Sti
hproben als ähnli
h oder unähnli
h klassi�ziertwerden. Falls m = n ist, so kann die Sti
hprobe der Di�erenz vRS = (vRS1
, . . . , vRSn

) mit vRSi
=

vRi
− vSi

gebildet werden. Aus dieser Sti
hprobe kann der Mittelwert µ̂RS und die Varianz Ŝ2
RSges
hätzt werden., so dass

µ̂RS ± tn−1,1−α/2 ·

√
Ŝ2

RS

nein Kon�denzintervall für den Mittelwert ist. Dieses Kon�denzintervall ist formal aber nur korrekt,wenn
• beide Sti
hproben glei
he Beoba
htungszahlen beinhalten n = m und
• die Varianzen von VR und VS identis
h sind.Glei
he Beoba
htungszahlen sind zwar immer zu errei
hen, indem Werte aus einer Sti
hprobeweggelassen werden. Oft ist es aber so, dass für das Realsystem Sti
hproben fester Länge vorliegenund die Erhebung zusätzli
her Daten aufwändig ist, während für der Simulation sehr einfa
hzusätzli
he Daten generiert werden können. Die Bes
hränkung auf Sti
hproben glei
her Längeführt dann zu einem Informationsverlust. Die Forderung na
h identis
her Varianz ist natürli
hni
ht realistis
h. Es zeigt si
h allerdings, dass bei glei
her Sti
hprobenlänge und ni
ht zu starkdi�erierenden Varianzen das bere
hnete Kon�denzintervall eine re
ht gute Abde
kung hat.
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her Sti
hprobenumfänge und unglei
her Varianzen ist dieVarianz des S
hätzers für µRSni
ht exakt bestimmbar die folgende Approximation von Wel
h[17℄ hat si
h allerdings in vielen Experimenten als sehr gut erwiesen.
µ̂RS = µ̂R − µ̂S , Ŝ2

RS =
Ŝ2

R

n +
Ŝ2

S

m , f̂ =
(Ŝ2

RS)2

1
n+1

·
„

Ŝ2
R
n

«2

+ 1
m−1

·
„

Ŝ2
s

m

«2Damit wird das folgende Kon�denzintervall bere
hnet.
µ̂RS ± tf̂ ,1−α/2 · ŜRSDa f̂ in der Regel keine ganze Zahl sein wird, kann der Wert gerundet werden oder der Wert wirdinterpoliert als

tf̂ ,1−α/2 =
(
f̂ −

⌊
f̂
⌋)

· t⌊f̂⌋,1−α/2 +
(⌈

f̂
⌉
− f̂

)
· t⌈f̂⌉,1−α/2Das folgende Beispiel stammt aus [11, Kap. 10.2℄.

i vRi
vSi

vRi
− vSi

1 126.97 118.21 8.76
2 124.31 120.22 4.09
3 126.68 122.45 4.23
4 122.66 122.68 0.02
5 127.23 119.40 7.83Die Werte für VR sind in der Sti
hprobe gröÿer als die von VS . Die Frage ist, ob dieserUnters
hied signi�kant ist. Die folgenden S
hätzwerte resultieren aus den Daten. µ̂R = 125.57,

µ̂S = 120.59, Ŝ2
R = 4.00 und Ŝ2

S = 3.76, sowie µ̂RS = 4.98, Ŝ2
RS = 1.55 und f̂ = 7.99. Diesliefert ein Kon�denzintervall von [2.67, 7.29] zum Signi�kanzniveau α = 0.1 und von [0.81, 9.15]zum Signi�kanzniveau α = 0.01. In beiden Fällen ist 0 ni
ht im Kon�denzintervall enthalten, sodass der Erwartungswert der beoba
hteten Gröÿe im Realsystem als gröÿer angenommen werdenkann. Inwieweit der beoba
htete Unters
hied ausrei
ht, um das Modell als ni
ht ausrei
hend valideanzusehen hängt von den Anforderungen an das Ergebnis ab. Weiterhin muss man si
h vor Augenführen, dass eine S
hätzung auf Basis von 5 Werten eher unzuverlässig ist, da die Annahmen deszentralen Grenzwertsatzes bei so kleinen Beoba
htungszahlen ni
ht gelten müssen.Der zweite betra
htete Ansatz zur Kon�denzintervallbere
hnung basiert auf so genannten ge-paarten Sti
hproben. Als zusätzli
h Voraussetzung wird n=m benötigt. Es werden aber keine An-nahmen bzgl. identis
her Varianz von VRund VS oder Unabhängigkeit zwis
hen den Sti
hprobenvorausgesetzt. Aus diesem Grund eignet si
h der Ansatz au
h für dir tra
e-getriebene Simulation,wenn vR Beoba
htungen aus einem Tra
e bes
hreibt und vS Resultate einer Simulation beinhal-tet, bei der einige Parameter des Tra
es mit verwendet wurden, so dass die Werte der Sti
hprobenpositiv korreliert sind. µ̂RS wird wie in der vorherigen Methoden bere
hnet und für die Varianzwird die folgende Formel benutzt.̂

S2
RS =

n∑

i=1

((vRi
− vSi

) − µ̂RS)2

n · (n − 1)Damit kann das folgende Kon�denzintervall bere
hnet werden.
µ̂RS ± tn−1,1−α/2 · ŜRSAus dem vorherigen Beispiel resultiert ŜRS = 1.56 und Kon�denzintervalle [1.66, 8.30] zumSignifkanzniveau α = 0.1 und [−2.20, 12.16] zum Signi�kanzniveau α = 0.01. Im letzteren Fall istdie 0 im Kon�denzintervall enthalten.



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 129Wenn beide vorgestellten Ansätze anwendbar sind, so ist ni
ht klar, wel
he Methode s
hmalereKon�denzintervalle liefert. Es sollte deshalb immer na
h Datenlage über die Anwendung ents
hie-den werden.Neben dem Verglei
h von Kon�denzintervallen für Mittelwerts
hätzern besteht no
h die Mög-li
hkeit Testverfahren anzuwenden. Im Gegensatz zu Kon�denzintervallen quanti�zieren Test denAbstand der Sti
hproben aber ni
ht. Da Realsystem und Simulator fast nie vollständig identis
heVerhalten haben, neigen Testverfahren dazu bei gröÿeren Sti
hprobenumfängen Glei
hheit derSti
hproben abzulehnen. Insofern ist der Verglei
h der Kon�denzintervalle in den meisten Fällenvorzuziehen.




