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Kapitel 2

Modellierung und Analyse diskreter
Systeme

Als zentrale Modellklasse werden in der Vorlesung diskrete Systeme betrachtet. Also solche Syste-
me, die zu diskreten Zeitpunkten ihren Zustand dndern. In den meisten Féllen wird das Verhalten
der Systeme teilweise durch Zufallsvariablen beschrieben. Dies bedeutet, dass Zufallsvariablen fest-
legen, wie viel Zeit zwischen zwei Ereignissen vergeht und welche Entscheidung aus einer Menge
von moglichen Entscheidungen getroffen wird. Diese Modelle werden per Simulation analysiert.
Dabei wird das dynamische Verhalten nachgebildet und beobachtet. Dazu muss der Modellzu-
stand im Programm dargestellt werden, die auftretenden Ereignisse miissen zeitgerecht ausgefiihrt
werden und das Modell muss beobachtet werden, um auf diese Weise zu Resultaten zu gelangen.
Als Alternative zur Simulation steht fiir eine eingeschrinkte Modellklasse diskreter Systeme die
analytische Berechnung zur Verfiigung. Eine kurze Einfiihrung in die analytische Berechnung von
Leistungsgrofien wird in Kapitel 3 gegeben.

Es gibt zahlreiche Lehrbiicher zum Thema diskrete Simulation mit recht unterschiedlichen
Schwerpunktsetzungen. Allerdings existiert momentan kein aktuelles deutschsprachiges Buch, wel-
ches die hier behandelte Thematik abdeckt. Das Kapitel beruht auf einzelnen Kapitel der englisch-
sprachigen Lehrbiicher [11] und [5]. Beide Biicher liefern eine recht vollstdndige Darstellung der
Thematik, die durch einige spezifische Informationen iiber spezielle Werkzeuge und Methoden er-
ganzt wird. Ein weiteres Lehrbuch iiber diskrete Simulation, welches Simulation auf Basis des in
den Ubungen verwendeten Tools Arena einfiihrt ist [9]. Ebenfalls zu empfehlen ist ein Blick in die
auf der Winter Simulation Conference présentierten Arbeiten [3]. Neben aktuellen Forschungsar-
beiten sind dort auch zahlreiche Tutorien zur Einfiihrung verfiighar.

Das folgende Kapitel gibt eine Einfithrung in das Gebiet der diskreten Simulation. Die da-
bei verwendeten Methoden sind der Informatik, der Statistik und den Anwendungswissenschaf-
ten zuzuordnen. Die ersten beiden Abschnitte beschéftigen sich mit den programmtechnischen
Voraussetzungen zur Realisierung von Simulatoren und sind damit der Informatik zuzuordnen.
Die dann folgenden Abschnitte 2.3 bis 2.5 betrachten die Einbeziehung von Zufall in Simulati-
onsmodelle. Dazu sind Methoden aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik notwendig.
Daran anschlieRend wird ein kurzer Uberblick {iber Simulationssoftware gegeben und es werden
die Grenzen der Simulation aufgezeigt. Die dabei betrachteten Methoden sind der Informatik und
dem jeweiligen Anwendungsgebiet zuzurechnen. Der letzte Abschnitt des Kapitels stellt Ansétze
zur Modellvalidierung vor. Die dabei verwendete Methodik stammt aus der Informatik und der
Statistik.

2.1 Konzepte ereignisdiskreter Simulation

Wir wollen in diesem Abschnitt damit beginnen den grundsétzlichen Ablauf diskreter Simulation
kennen zu lernen. Diese Grundlagen sind in [5, Kap. 3] und [11, Kap. 2.1, 2.2] sowie in vielen
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anderen Lehrbiichern iiber Simulation zu finden.

Wie bereits herausgearbeitet, soll mittels Simulation der dynamische Ablauf in einem rea-
len System nachgebildet werden. Da ereignisdiskrete Systeme untersucht werden, &ndert sich der
Zustand jeweils zu Ereigniszeitpunkten. Dies bedeutet, dass

e der Systemzustand bekannt sein muss und

e der Zeitpunkt und die Auswirkungen der nichsten Zustandséinderung ebenfalls bekannt sein
miissen.

Statische Struktur eines Simulators

Der Zustand des Simulators ist durch die Werte der Variablen im Programm gegeben. Die néchste
Zustandsidnderung erfolgt durch ein Programmsegment, auf das der Programmzeiger zeigt. Damit
wird der Zustand des Realsystems im Simulator durch eine entsprechende Datenstruktur repré-
sentiert, die fiir relevante Zustandsmerkmale Variablen enthilt. Man spricht von der statischen
Struktur des Modells. Die Abbildung vom realen System erfolgt nach dem in der Informatik {ib-
lichen Vorgehen. Das reale System wird zuerst in einem Gedankenmodell strukturiert. Dadurch
entstehen Objekte mit Attributen, die jeweils in Zustandsvariablen erfasst werden. Die Struktur
des Gedankenmodells dient zur Strukturierung der Zustandsvariablen in entsprechenden Daten-
strukturen. Das Ergebnis dieses Prozesses ist dann eine minimale Simulator-Datenstruktur.

Dynamische Struktur eines Simulators

Zustandsdnderungen im Simulator erfolgen bei Wertednderungen der Zustandsvariablen. Dies be-
deutet, dass neue Werte zugewiesen werden miissen, was nur innerhalb des Simulationsprogramms
durch dir Ausfithrung von Simulator-Code geschehen kann. Damit muss zu jedem Ereigniszeit-
punkt ein Stiick Simulator-Code abgearbeitet werden und in diesem Code-Segment miissen die
Auswirkungen des Ereignisses auf den Systemzustand realisiert sein. Um das Vorgehen zu struk-
turieren werden im Simulator Ereignistypen festgelegt. Ein Ereignistyp ist durch eine Menge von
Zustandsdnderungen, d.h. Wertzuweisungen an Variablen charakterisiert. Zu jedem Ereignistyp
gibt es eine Ereignisroutine, die die Zustandséinderungen durch den zugehorigen Ereignistyp im
Programm umsetzt.

Um die Simulation durchzufiihren fehlt damit nur noch ein Mechanismus zur zeitgerechten
Ausfithrung der Ereignisse. Dieser Aspekt soll nun etwas genauer beschrieben werden. Wenn man
den Zeitablauf im Modell betrachtet, so fillt auf, dass die Abarbeitung von Ereignisroutinen Zeit
benotigt, da Code ausgefithrt wird. Aus Sicht des Modells sind Ereignisse dagegen atomar und
finden in Nullzeit zu einem Zeitpunkt statt. Andererseits vergeht im Modell und damit auch in
der modellierten Realitédt Zeit zwischen zwei Ereignissen. Wenn zum Zeit ¢ ein Ereignis und zum
Zeitpunkt t 4+ A das néchste Ereignis ausgefiihrt wird, so vergeht die Zeit A. Im Simulator wird in
diesem Fall das erste Ereignis ausgefithrt und nach Abarbeitung der zugehdrigen Ereignisroutine
die Ereignisroutine fiir das néchste Ereignis aufgerufen. Dies bedeutet, dass unabhéngig von der
Grofe von A praktische keine Zeit zwischen den Ereignissen vergeht. Wir werden uns diesem
Phé&nomen der unterschiedlichen Zeiten in Simulationsmodellen spéiter noch etwas genauer widmen.

Ein einfaches Beispiel

An Hand eines einfachen Beispiels soll zuerst der grundsédtzlich Ablauf einer Simulation ndher
erldutert werden. Wir betrachten als Beispiel einen Schalter an dem Bedienungen stattfinden. Es
existiert genau ein Bediener, der zu einem Zeitpunkt genau einen Kunden bedienen kann. Solan-
ge Kunden vorhanden sind, bedient der Bediener sie ohne Unterbrechung. Kunden betreten das
System (d.h. kommen am Schalter an) und verlangen nach Bedienung. Falls der Schalter belegt
ist, so warten die Kunden in einem Warteraum. Wir nehmen an, dass der Warteraum eine poten-
ziell unendliche Kapazitéat hat und das Kunden nach der Strategie first come first served (FCFS)
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Abbildung 2.1: Station in einem Warteschlangennetz.

bedient werden. Nach Beendigung der Bedienung verlassen die Kunde das System. Die Ankunfts-
zeiten und die Bedienzeiten der Kunden seien bekannt. Sie konnen entweder aus Messungen an
einem realen System oder aus einer stochastischen Verteilung resultieren. Dieser Punkt soll uns
erst einmal nicht interessieren, da fiir den Ablauf der Simulation nur wichtig ist, dass die Werte
bekannt sind.

Das beschriebene System stellt eine Station aus einem Warteschlangennetz dar. Warteschlan-
gennetze sind eine weite verbreite Modellklasse zur Modellierung diskreter Systeme. Abbildung 2.1
zeigt die graphische Darstellung unseres Beispiels. Die Darstellung ist so oder dhnlich an vielen
Stellen zu finden (siehe auch Abb. 1.11 oder 1.12).

Beginnen wir mit der statischen Struktur des Modells. Es gibt natiirlich unterschiedliche Mog-
lichkeiten den Systemzustand zu beschreiben. Je nachdem, welche Details relevant sind, muss eine
mehr oder weniger komplexe Datenstruktur erzeugt werden. Wir wollen hier ein Minimalmodell
betrachten, um die Abldufe zu verdeutlichen. Deshalb benutzen wir nur die beiden folgenden
Variablen zur Modellbeschreibung:

e Die Anzahl der Kunden @ im Warteraum (als integer-Variable kodiert) und

e den Zustand des Bedieners B (der als Boolsche-Variable kodiert ist, 0 = frei, 1 = belegt).

Zusétzlich zu den beiden genannten Variablen gibt es eine Variable ¢, die in jeder Simulation
vorhanden ist und die aktuelle Modellzeit beinhaltet. Wir nehmen an, dass die Simulation zum
Zeitpunkt ¢t = 0 beginnt, der Zustand (d.h. die Werte von @ und B) zu diesem Zeitpunkt bekannt
ist und die Simulation bis zum Zeitpunkt 7" dauert. Q(¢) und B(t) beschreiben den Zustand zum
Zeitpunkt ¢. Der initiale Zustand sei Q(0) = 0 und B(0) = 0.

Die dynamische Struktur des Modells ist durch zwei Ereignisse charakterisiert, ndmlich die
Ankunft eines Kunden und das Bedienende eines Kunden.

e Bei der Ankunft eines Kunden:
Wird B auf 1 gesetst, falls der Wert 0 ist. Damit startet implizit die Bedienung. Falls B
bereits 1 ist, wird @ auf Q) + 1 gesetzt.

e Bei einem Bedienende:
Wird B auf 0 gesetzt, falls @ = 0 (d.h. kein Kunde wartet), ansonsten wird @ auf @ — 1
gesetzt, womit implizit eine neue Bedienung startet.

Es sollte beachtet werden, dass dies nur eine Mdéglichkeit ist, Ereignisse zu definieren. Zusétzlich
zu den Ereignisroutinen muss noch dafiir gesorgt werden, dass Ereignisse zeitgerecht ausgefiihrt
werden. Die zugehorigen Mechanismen werden etwas spéter eingefithrt. Weiterhin muss die Si-
mulation das Modellverhalten beobachtbar machen, damit Aussagen iiber das Systemverhalten
moglich sind. Dies geschieht in der Regel dadurch, dass Resultatgrofien zur Auswertung definiert
werden. Beispiele fiir Resultatgrofen sind

e P, die Anzahl der Kunden, die ihre Bedienung im Intervall [0, 7] beendet haben

e Q= fOT Q(t)dt/T, die mittlere Population in der Warteschlange,

® Qmax = Maxo<;<7 Q(t), die maximale Population in der Warteschlange,

e B= fOT B(t)dt/T, die mittlere Auslastung des Bedieners,
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| Kunde | Ankunftszeit | Zwischenankunftszeit | Bedienzeit |

1 0.4 0.4 2.0
2 1.6 1.2 0.7
3 2.1 0.5 0.2
4 3.8 1.7 1.1
b) 4.0 0.2 3.7
6 5.6 1.6 1.5
7 5.8 0.2 0.4
8 7.2 14 1.1

Tabelle 2.1: Ereigniszeiten fiir die Simulation im Zeitintervall [0, 10].

Zeitachse
e3 e6 e8 el0 Simulations
el e2 ed e5 e7 e9 ell el2 el3 ende
| | | | "
0 2 4 6 8 10
Ankunft: T T 1 TT TT 1
Al A2 A3 Ad AS A6 A7 A8
Bedienende: 1 11 T T
B1 B2 B3 B4 BS5
LY_A_YJ]J \_Y_)\ J
Y
Bedienung Kd.1 Kd.3 Kd.5

Kd.2 Kd .4

Abbildung 2.2: Ablauf der Beispielsimulation.

oV = 25:1 D, /P die mittlere Verweilzeit von Kunden, wobei D,, die Verweilzeit des p-ten
Kunden ist und

e TH = D/T, der Kundendurchsatz.

Diese Resultatgroffen miissen wahrend der Simulation berechnet werden. Immer dann, wenn sich
der Zustand &ndert, also zu Ereigniszeitpunkten, miissen die Variablen zur Resultatberechnung
modifiziert werden. Bei der nachfolgenden detaillierten Beschreibung des Simulationsablaufs wird
die Resultatberechnung exemplarisch fiir einige Grofen vorgestellt.

Tabelle 2.1 beinhaltet die Ankunfts- und Bedienzeiten fiir einen Beispielablauf im Intervall
[0, 10]. Ankunftszeiten sind jeweils absolute Zeiten, wihrend Zwischenankunftszeiten und Bedien-
zeiten Dauern beschreiben. Fiir einen beliebigen Kunden 7 gilt offensichtlich

e Bedienende i — Bedienanfang ¢ + Bedienzeit ¢

e Bedienanfang i — max(Ankunftszeit ¢, Bedienende i — 1), wobei Bedienende 0 — 0 gilt.

Die beschriebenen Ereignisse miissen in der Simulation zeitgerecht ausgefiihrt werden. Ein zeit-
gerechter Ablauf erfordert, dass zu den angegebenen Ereigniszeitpunkten die zugehorige Ereig-
nisroutine ausgefiihrt wird. Abbildung 2.2 zeigt den Ablauf der Beispielsimulation. Es wird nach
Ankunft und Bedienende unterschieden. Auf der Zeitachse sieht man das Springen der Simulation
von Ereigniszeitpunkt zu Ereigniszeitpunkt. Die unterste Zeile fasst jeweils die zur Bedienung eines
Kunden gehorenden Ereignisse zusammen.
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Abbildung 2.3: Verlauf von Q(t) fiir das Beispielmodell.

Zur Resultatauswertung muss die Simulation beobachtet werden. Dies soll an zwei Beispie-
len erldutert werden, nimlich der mittleren Population in der Warteschlange und der mittleren
Verweilzeit der Kunden. Zur Berechnung der mittleren Population muss fOT Q(t)dt/T ausgewertet
werden. Da wir es mit einer ereignisdiskreten Simulation zu tun haben, bleibt Q(t) zwischen den
Ereigniszeitpunkten konstant (der Zustand des Systems &ndert sich nicht) und springt u.U. zu
Ereigniszeitpunkten auf einen anderen Wert. Abbildung 2.3 zeigt den Verlauf von Q(t) fiir unser
Beispiel. Der erste Kunde kommt nicht in den Warteraum, da er direkt bedient wird, der zweite
und dritte Kunde miissen dagegen warten usw. Zur Berechnung der mittleren Population muss
der Flacheninhalt der grauen Fliache durch die Linge des Beobachtungsintervalls dividiert werden.
Zur Bestimmung des Integrals muss damit nur der Flicheninhalt seit der letzten Zustandsidnde-
rung in einer Variablen kumuliert werden. Sei Qt diese Variable, die mit 0 initialisiert wird. Bei
Ankunft des dritten Kunden wird der Fliacheninhalt des Rechtecks beginnend mit der Ankunft
des zweiten Kunden berechnet und zu @Qt addiert. In unserem Fall betrdgt der Abstand zwischen
der Ankunft des zweiten und des dritten Kunden 0.5 und die Hohe des Rechtecks ist 1, damit
wird 0.5 zu Qt addiert. Beim Bedienende des ersten Kunden dndert sich Q(t) wieder, so dass der
zwischenzeitliche Flacheninhalt zu Qt addiert werden muss. Die Breite des neuen Rechtecks ist 0.3
(= 2.4 — 2.1) und die Hohe betréigt 2, so dass 0.6 zu Qt addiert wird. Zur Ermittlung der mitt-
leren Population muss am Ende der Simulation nur noch @t durch T' = 10 dividiert werden. Die
Ermittlung der mittleren Verweilzeit der Kunden funktioniert anders, da es sich um ein anderes
Maf handelt. Abbildung 2.4 zeigt die Messungen der Verweilzeiten. Insgesamt 5 Kunden durchlau-
fen das System und fiir jeden Kunden wird eine Verweilzeit gemessen. Der Mittelwert ergibt sich
aus der Summe der Kundenverweilzeiten dividiert durch die Anzahl der Kunden, die das System
durchlaufen haben. Die Verweilzeit eines Kunden ist ein kundenspezifisches Mafs, grundsétzlich
miisste fiir jeden Kunden die Ankunftszeit gespeichert werden und beim Verlassen des Systems
miisste von der aktuellen Zeit die Ankunftszeit abgezogen werden, um so an die Verweilzeit zu
gelangen. Dies erfordert offensichtlich eine deutlich komplexere Datenstruktur und kann nicht in
einer einzelnen Variable gespeichert werden. Allgemein muss also eine Liste von Ankunftszeiten
gespeichert werden und jeder Kunde muss eine Identitdt bekommen, damit beim Verlassen des
Systems auf seine Ankunftszeit zugegriffen werden kann. Da die Anzahl der Kunden im System
vorab nicht bekannt ist, muss eine dynamische Datenstrukturen verwendet werden. In unserem
einfachen Modell kdnnen wir uns zu Nutze machen, dass Kunden in der Reihenfolge das System
verlassen, in der sie es betreten haben. Dadurch reicht es aus, die Liste der Ankunftszeiten zu spei-
chern und wenn ein Kunde das System verlédsst, jeweils die erste noch nicht benutzte Ankunftszeit
von der aktuellen Zeit abzuziehen, um so die Verweilzeit zu ermitteln.

Dynamischer Ablauf von Simulatoren

Die Simulation lduft dadurch ab, dass die Ereignisse nacheinander abgearbeitet werden. In unserem
Beispiel sind alle Ereigniszeiten als Liste vorgegeben. Das zugehorige Vorgehen bezeichnet man
auch als trace-getriebene Simulation. Alternativ werden die Zeiten wihrend der Simulation aus
vorgegebenen Verteilungen generiert. Damit sind die Zeiten nicht vorab bekannt, sondern werden
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Abbildung 2.4: Kundenverweilzeiten im Beispielmodell.

zur Laufzeit des Simulators erzeugt. Dies kann nur in den Ereignisroutinen erfolgen, da nur an
dieser Stelle wihrend der Simulation Programmcode abgearbeitet wird. Die Ereignisroutinen haben
damit die folgenden Aufgaben:

1. Modifikation des Systemzustands,
2. Speicherung der Resultatwerte und

3. Einplanung zukiinftiger Ereignisse.

Der gesamte Ablauf einer Simulation wird durch die so genannte Simulationshauptroutine gesteu-
ert. In Abbildung 2.5 wird dieser Ablauf dargestellt. Der zentrale Punkt ist die Ausfithrung der
Ereignisroutinen in der Simulationsschleife. In den Ereignisroutinen werden die drei angegebenen
Aufgaben erledigt. Vor Beginn der Simulationsschleife miissen die Variablen initialisiert werden
und nach Beendigung die Resultatgroffen ausgewertet werden. Neben der Beschreibung der Er-
eignisroutinen sind die drei in der Abbildung angegebenen Aspekte von Bedeutung, ndmlich die
Verwaltung zukiinftiger Ereignisse in einer addquaten Datenstruktur, die Generierung von Zu-
fallszahlen und die statistische Auswertung der Simulation. Wir werden uns den beiden letzten
Punkten in spdteren Abschnitten widmen.

Ereignisverwaltung und Ereignisspeicherung

Ereignisse sind charakterisiert durch ihre Eintrittszeit ¢; und einen Ereignistyp ¢p;. Da sie kon-
sekutiv nach Eintrittszeit abgearbeitet werden, miissen sie nach Eintrittszeit geordnet in einer
Liste gespeichert werden. Bei Erzeugung eines neuen Ereignisses muss dieses an die entsprechende
Stelle in der Liste eingeordnet werden. Auslesen des néchsten Elements bedeutet, dass das er-
ste Element der Liste ausgelesen wird. Zusétzlich muss es noch die Mdoglichkeit geben Ereignisse
zu 16schen. Dies kommt in dem einfachen Beispiel nicht vor, ist aber bei komplexeren Modellen
iiblich. Als einfaches Beispiel kann man einen Schalter mit zwei Kundenklassen unterschiedlicher
Prioritét betrachten. Ein Kunde héherer Prioritédt unterbricht die Bedienung eines Kunden niedri-
gerer Prioritdt. Wenn nun das Ereignis Bedienende fiir den Kunden niedriger Prioritét eingeplant
wurde und ein Ereignis Ankunft Kunde mit hoher Prioritét eintritt, so wird in der Ereignisroutine
fiir die Ankunft das Bedienende des Kunden héherer Prioritit geplant und das bereits geplante
Bedienende des Kunden niedriger Prioritdt geldscht. Die Situation mit prioritisierten Kunden mag
fiir Bedienschalter wie Supermarktkassen oder dhnliche Systeme kiinstlich erscheinen, ist aber ein
iibliches Verhalten, wenn man den Schalter als CPU und die Kunden als Jobs interpretiert. In
diesem Fall unterbricht ein Betriebssystem-Job einen Benutzer-Job.
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Abbildung 2.5: Ablauf der Simulationshauptroutine.
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Abbildung 2.6: Beispiel fiir eine Ereignisliste (es gilt ¢; < t;41).

Die Datenstruktur zur Verwaltung der Ereignisse bezeichnet man als Ereignisliste. Der Inhalt
der Ereignisliste umfasst die bisher geplante Modellzukunft. Die aktuelle Zeit der Simulation er-
gibt sich aus der Zeit des nichsten Ereignisses. In der in Abbildung 2.6 gezeigten Situation wire
dies ¢;. In diesem Fall konnen neue Ereignisse nur zu Zeitpunkten ¢ > t; eingefiigt werden. Die
Simulation kann nur in die Zukunft planen und nicht in der Vergangenheit etwas verdndern. Dies
entspricht unserem realen Zeitablauf. Nicht definiert ist die Reihenfolge von Ereignissen, die zu
gleicher Zeit eintreten (d.h. ¢; = t;). Prinzipiell ist damit eine beliebige Reihenfolge méglich. Es
gibt Beispiele, bei denen eine Reihenfolge gleichzeitiger Ereignisse vom Modell vorgegeben wird.
Z.B. wenn ein Ereignis ein anderes Ereignis zur gleichen Zeit initiiert, so wird das initiierte Ereig-
nis immer spater ausgefiihrt werden. Im allgemeinen Fall existieren solche Abhingigkeiten nicht
und gleichzeitige Ereignisse konnen in beliebiger Reihenfolge angeordnet werden. Die Anordnung
kann aber das spitere Modellverhalten verdndern. Das Modellverhalten ist fiir gleichzeitige Ereig-
nisse nicht eindeutig spezifiziert und ist damit indeterministisch. Dieser Indeterminismus ist vom
Indeterminismus durch die bewusste Einfiihrung von Stochastik zu unterscheiden. In praktischen
Implementierungen wird oftmals eine feste Strategie der Einordnung gleichzeitiger Ereignisse ge-
wihlt (z.B. zuerst eingeordnet - zuerst in der Ereignisliste, zuerst eingeordnet - zuletzt in der
Ereignisliste).

Dynamischer Ablauf der Beispielsimulation

Wir wollen zu unserem Beispielmodell zuriickkehren und das konkrete Modell und einen exempla-
rischen Ablauf beschreiben. Die folgenden Zustandsvariablen werden benutzt:

e () Anzahl Kunden in der Warteschlange,

e B Status des Bedieners.
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Abbildung 2.7: Ereignisroutine fiir die Kundenankunft.

Weiterhin werden die folgenden Variablen zur Resultataufzeichnung und -auswertung bendotigt.

e Qt der kumulierte Wert der Auftragszahl in der Warteschlange,

e [t der kumulierte Wert der Verweilzeiten,

tiast der Zeitpunkt der letzten Anderung von @,
e ai Nummer des letzten Auftrags, der angekommen ist,
e bi Nummer des letzten Auftrags, der das System verlassen hat,

e At[i] Ankunftszeit des i-ten Auftrags.

Die Werte werden jeweils mit 0 initialisiert.

Dariiber hinaus dient ¢ zur Darstellung der aktuellen Simulationszeit, diese entspricht der ak-
tuellen Ereigniszeit. Die Ereignisroutine fiir eine Kundenankunft wird in Abbildung 2.7 gezeigt.
Die Beschreibung wird als Flussdiagramm mit der iiblichen Semantik gegeben. Die Ereignisroutine
umfasst die drei genannten Aufgaben: Planen der Modellzukunft, Modifizieren des Systemzustan-
des und Auswerten der Resultate. Die jeweiligen Komponenten sind im Flussdiagramm markiert.
Das Planen der Modellzukunft besteht einfach darin, dass ein zugehériges Ereignis in die Ereignis-
liste eingehiingt wird. Die anderen beiden Schritte bestehen aus den Modifikationen der Variablen.
In &hnlicher Form lésst sich die Ereignisroutine fiir das Bedienende formulieren (sieche Abbildung
2.8). Als letzte Ereignisroutine wird eine Routine fiir das Ereignis Simulationsende benétigt. Diese
Routine wird in Abbildung 2.9 gezeigt. In der Ereignisroutine werden die Ergebnisse, ndmlich
die mittlere Population im Warteraum und die mittlere Verweilzeit der Kunden, ausgegeben. Die
Simulation ermittelt die Mittelwerte fiir Population und Verweilzeit im Intervall [0,T] fiir eine
vorgegebene Sequenz von Ankunfts- und Bedienzeiten. Im allgemeinen Fall wiirden die Ankunfts-
und/oder Bedienzeiten aus einer stochastischen Verteilung generiert und ein Durchlauf liefert ei-
ne mogliche Realisierung. Um in diesem Fall Aussagen iiber das Modellverhalten zu treffen (d.h.
alle moglichen Realisierungen des Zufalls) ist eine statistische Auswertung notwendig, auf die in
Abschnitt 2.5 eingegangen wird. In unserem Beispiel wird die Simulation nach einer vorgegebenen
Zeit, abgebrochen. Es wird also fiir einen festen Zeithorizont eine Simulation durchgefiihrt. Es gibt
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Abbildung 2.8: Ereignisroutine fiir das Bedienende.

Abbildung 2.9: Ereignisroutine fiir das Simulationsende.
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andere Abbruchbedingungen. So kann abgebrochen werden, wenn ein bestimmtes Ereignis eintritt.
Dies wird dadurch realisiert, dass bei Eintreten des Ereignisses ein neues Ereignis Simulationsende
zum aktuellen Zeitpunkt eingefiigt wird. Weiterhin wird oftmals nach Laufzeit oder Genauigkeit
der Ergebnisse abgebrochen. Im ersteren Fall wird das Ereignis Simulationsende dann eingefiigt,
wenn die vorgegebene CPU-Zeit durch das Simulationsprogramm verbraucht wurde, im zweiten
Fall muss die statistische Auswertung mit der Simulation interagieren.

Wir betrachten nun exemplarisch den Ablauf der Simulation fiir die in Tabelle 2.1 gezeigten
Zeiten. Zusétzlich wird das Simulationsende fiir den Zeitpunkt 10 und eine weitere Ankunft fiir
den Zeitpunkt 10.2 geplant. Die Ereignisse werden als A Ankunft, B Bedienende und E Simu-
lationsende kodiert. Der Ablauf der Simulation wird hier sehr detailliert beschrieben, da er die
zentralen Elemente enthélt, die in jeder Simulation vorkommen und fiir das Verstédndnis diskreter
Simulation essentiell sind.

In Abbildung 2.10 werden die Initialisierung der Simulation und die ersten drei Ereignisse
dargestellt. Zu Beginn der Simulation werden alle Zustandsvariablen und die Resultatvariablen
initialisiert. Im Beispiel werden sdmtliche Werte mit 0.0 initialisiert. Die Simulationszeit startet
bei 0 und die Ereignisliste enthilt die erste Ankunft, die fiir den Zeitpunkt 0.4 eingeplant wurde
und das Simulationsende, das gleich zu Beginn fiir den Zeitpunkt 10 eingeplant wurde. In der
Simulationshautproutine wird nun das erste Ereignis aus der Ereignisliste geholt, wodurch die
Zeit t auf den Ereigniszeitpunkt 0.4 gesetzt wird. Das erste Ereignis ist eine Ankunft, die durch
Ausfithrung der entsprechenden Ereignisroutine im Modell realisiert wird. Der zweite Block in
Abbildung 2.10 zeigt den Modellzustand nach Abarbeitung der Ereignisroutine. Zum Zeitpunkt
0.4 findet der atomare Zustandswechsel in Nullzeit statt. Der Bediener ist anschliefend belegt
(B = 1), die erste Ankunft bekommt die Nummer 1 (ai = 1) und die Ankunftszeit ist (At =
(0.4)). Die restlichen Variablen werden nicht verdndert, da die Warteschlange weiterhin leer ist
und bisher auch noch kein Kunde das System verlassen hat. In der Ereignisliste wird durch die
Ankunft des ersten Kunden das Bedienende des Kunden und die Ankunft des zweiten Kunden
eingeplant. Im néchsten Schritt erfolgt die Ankunft des zweiten Kunden. Da der erste Kunde
noch in Bedienung ist, muss der zweite Kunde warten. Dies wird dadurch realisiert, dass Q) auf
1 gesetzt wird. Weiterhin muss t;,; auf 1.6 gesetzt werden, da sich der Zustand des Warteraums
zum Zeitpunkt 1.6 gedindert hat. Ansonsten sind die Anderungen analog zu den Anderungen
bei Ankunft des ersten Kunden. Das néchste Ereignis ist die dritte Ankunft, die ebenfalls die
entsprechenden Anderungen an den Modellvariablen durchfiihrt. Bei der dritten Ankunft éndert
sich der Zustand des Warteraums. Zur spateren Auswertung des Integrals {iber die Population im
Warteraum muss deshalb der bisher akkumulierte Wert gespeichert werden. Dieser Wert lautet
(21-1.6)-1=0.5.

Abbildung 2.11 zeigt die nichsten vier Schritte der Simulation. Das néchste Ereignis ist das
Bedienende des ersten Kunden zum Zeitpunkt ¢ = 2.4. Der Bediener bleibt danach belegt, da
noch zwei weitere Kunden im Warteraum warten und die Bedienung des néchsten Kunden direkt
beginnt. Dadurch reduziert sich die Zahl der Kunden im Warteraum auf () = 1. Zur Berechnung
der mittleren Fiillung des Warteraums wird (2.4 —2.1) -2 = 0.6 zu Qt addiert. Da der erste Kunde
das System verldsst wird bt = 1 gesetzt, die Verweilzeit des Kunden ergibt sich aus der aktuellen
Zeit minus der Ankunftszeit des Kunden, als ¢t — At(bt) = 2.4 — 0.4 = 2.0. Dieser Wert wird zu Ft
addiert. Diese Art der Berechnung der Verweilzeit funktioniert nur, weil Kunden in der Reihenfolge
das System verlassen, in der sie es betreten haben. Im allgemeinen Fall miisste der Kunde sich
seine Ankunftszeit merken. Dies bedeutet, dass fiir jeden Kunden eine Variable vorhanden sein
muss. Dies wird meist dadurch realisiert, dass Kunden Inkarnationen spezieller Datentypen sind.
Dieser Aspekt wird spéter detailliert behandelt. Durch das Bedienende des ersten Kunden wird das
Bedienende des zweiten Kunden planbar und fiir den Zeitpunkt 3.1 in der Ereignisliste vorgemerkt.
Nach dem ersten Bedienende folgen zwei weitere Bedienenden, die &hnlich behandelt werden. Nach
dem Bedienende des dritten Kunden ist das System leer, d.h. @ = B = 0. Die néichste Ankunft
ist aber fiir den Zeitpunkt 3.8 eingeplant. Die Ankunft des vierten Kunden setzt den Wert von B
wieder auf 1 und plant die fiinfte Ankunft ein. Der Wert Q¢ dndert sich durch die fiinfte Ankunft
nicht, da @ im Intervall vor der Ankunft 0 war.
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Abbildung 2.10: Erster Teil des Beispielsimulationslaufs.
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Abbildung 2.11: Zweiter Teil des Beispielsimulationslaufs.
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Abbildung 2.12: Dritter Teil der Beispielsimulation.
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Abbildung 2.13: Letzter Teil der Beispielsimulation.

Die néchsten vier Ereignisse sind in Abbildung 2.12 dargestellt. Das Vorgehen entspricht dem
der vorherigen Ereignisse.

Abbildung 2.13 zeigt schliefslich die letzten Schritte der Simulation. Zuerst erfolgt die achte
Ankunft, die gleichzeitig eine neunte Ankunft fiir den Zeitpunkt 10.2 einplant. Dieser Zeitpunkt
liegt nach dem Ereignis Simulationsende. Dies ist aber nicht vorab feststellbar, deshalb wird das
Ereignis einsortiert. Zum Zeitpunkt 10 wird das Ereignis Simulationsende ausgefiihrt. Dieses Er-
eignis sorgt dafiir, das die Simulation beendet wird und die Auswertung erfolgt. Zur Auswertung
wird F't, die Summe der Verweilzeiten aller Kunden, die das System durchlaufen haben, durch
die Anzahl der Kunden, die das System verlassen haben, dividiert. Kunden, die noch im System
sind, zdhlen nicht mit. Zur Berechnung der mittleren Warteraumbelegung wird Qt, die kumulier-
te Kundenzahl im Warteraum (also die in Abbildung 2.3 gezeigte Flache) durch die Lénge der
Simulation dividiert. In diesem Fall zihlen Kunden mit, die sich zu Simulationsende noch im War-
teraum befinden. Zum Abbruch der Simulation werden die zugehorigen Daten freigegeben, weitere
Ereignisse in der Ereignisliste werden also gel6scht und nicht mehr ausgefiihrt.

Das einfache Beispiel enthélt in seiner jetzigen Codierung redundante Information, die aber
zum Versténdnis hilfreich ist. So gilt Q = max(0,bi — ai — 1) und B = 6(bi > ai), wobei 6(b) =1
falls b true ist und 0 sonst. Weiterhin féllt auf, dass die Ereignisliste maximal 3 Elemente enthilt,
da immer genau eine Ankunft und ein Bedienende voraus geplant wird. Dazu kommt noch das
Simulationsende. Auferdem werden keine Ereignisse aus der Ereignisliste geloscht. Im Beispiel
kénnte die Ereignisliste damit sehr einfach realisiert werden. Fiir komplexere Modelle kann eine
Maximalzahl von Elementen in der Ereignisliste nicht garantiert werden und Funktionen zum
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Loschen von Ereignissen werden bendétigt. Die Variable At speichert alle bisherigen Ankunftszeiten,
die Lange wichst mit steigender Simulationszeit und Ankunftszahl. Man kann sich iiberlegen, dass
eigentlich nur die Ankunftszeiten fiir die Kunden bi, . . ., ai benotigt werden, da die iibrigen Kunden
das System bereits verlassen haben. Trotzdem ist schon fiir das einfache Beispiel die Zahl der Werte,
die gespeichert werden miissen nicht vorab bekannt. Damit muss eine dynamische Datenstruktur
zur Speicherung der Ankunftszeiten verwendet werden.

Das Vorgehen, das fiir das einfache Beispiel beschrieben wurde, 14sst sich prinzipiell auch auf
komplexere Modelle {ibertragen. Insbesondere ist der Zeitablauf in allen ereignisdiskreten Syste-
men so wie im Beispiel beschrieben. Unterschiede ergeben sich aber bei den Datenstrukturen, die
zur Zustandsdarstellung benotigt werden. Insbesondere reicht es oft nicht aus, Kunden implizit
durch eine integer-Variable zu kodieren. Kunden haben oft Eigenschaften, die z.B. Bedienzeiten
beeinflussen und fiir jeden Kunden gespeichert werden miissen. Damit muss fiir jeden ankommen-
den Kunden eine neue Variable instantiiert werden. Die Population im Modell ist eine Menge
von Kunden, im Simulationsprogramm dargestellt durch eine Liste von Variablen vom Typ Kun-
den. Verlisst ein Kunde das System, so werden seine Daten nicht mehr bendtigt und der belegte
Speicherplatz sollte wieder freigegeben werden, da ansonsten die Simulation mit steigender Simu-
lationszeit immer mehr Speicher bendtigt. Die dynamische Belegung und Freigabe ist ein zentraler
Aspekt der Realisierung von Simulationsprogrammen.

Zeitablauf in der Simulation

Betrachten wir noch einmal den Zeitablauf als zentralen Aspekt der Simulation dynamischer Sy-
steme. Die Zeit lduft diskontinuierlich in Spriingen ab. Der Zustand des Modells ist nur zu Ereig-
niszeitpunkten direkt nach Abarbeitung der Ereignisroutine definiert. Ereignisse sind atomar und
verbrauchen damit keine Zeit und kénnen auch nur vollsténdig ausgefiihrt werden. Es gibt also
keinen Zustand wihrend des Auftretens eines Ereignisses. Gleichzeitig ist der Zustand zwischen
Ereigniszeitpunkt nicht vollstdndig definiert. So ist z.B. zwischen zwei Ereignissen der Wert einiger
Variablen nicht korrekt gesetzt. Als Beispiel sei auf den Wert von @t in dem einfachen Beispielm-
odell verwiesen, der nur zu Ereigniszeitpunkten angepasst wird. Wenn also der Modellzustand zu
einem Zeitpunkt ermittelt werden soll, so ist fiir diesen Zeitpunkt ein Ereignis vorzumerken. Dies
kann auch ein spezielles Beobachtungsereignis sein, das dann allerdings in der zugehorigen Ereig-
nisroutine die Variablenwerte anpassen muss. Es ist ferner zu beachten, dass mehrere Ereignisse
zu einem Zeitpunkt stattfinden kdnnen, so dass ein Modell zu einem Zeitpunkt mehrere Zusténde
haben kann.

Den Ablauf eines Simulators iiber ein Zeitintervall [0, T] bezeichnet man als Trajektorie. Fiir
ein Modell mit vorgegebenen Ereigniszeiten ist die Trajektorie dann eindeutig definiert, wenn kei-
ne gleichzeitigen Ereignisse vorkommen. Bei gleichzeitigen Ereignissen, die nicht kausal abhingig
sind, gibt es mehrere Trajektorien. In stochastischen Simulatoren, bei den Zeiten oder Entschei-
dungen durch Zufallsvariablen definiert sind, kénnen meist unendliche viele Trajektorien auftreten.
Entsprechend erfordert die Auswertung stochastischer Simulationen Aussagen iiber alle méglichen
Trajektorien auf Basis der Beobachtung einiger Trajektorien. Diese Beobachtungslage erlaubt na-
tiirlich nur statistische Aussagen.

Zentraler Aspekt jeder Simulation sind die unterschiedlichen Zeitbegriffe der Simulation. Wir
unterscheiden die folgenden Zeitbegriffe.

e Die Objektzeit ist die Zeit, in der das reale System, zumindest hypothetisch, ablauft.

e Die Modell- oder Simulationszeit wird im Simulationsprogramm manipuliert indem Ereig-
nisse abgearbeitet werden und damit ¢ gesetzt wird. Die Modellzeit imitiert die Objektzeit
und ist damit bis auf Translation (z.B. durch Skalierung, Start bei 0 etc.) identisch zur
Objektzeit.

e Das Simulationsprogramm l&uft in Realzeit ab. Diese Zeit ist fiir die Analyse natiirlich be-
langlos.
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Abbildung 2.14: Zusammenhang zwischen CPU-Zeit und Modellzeit.

e Zur Ausfilhrung benotigt das Simulationsprogramme Awusfiihrungszeit oder CPU-Zeit. Die
CPU-Zeit ist neben dem Speicherbedarf der zentrale Teil des Ressourcenbedarfs. Simulati-
onsprogramme zur Abbildung realer Systeme sind oft notorische Langldufer. In den meisten
Fillen ist auf heutigen Rechnern der CPU-Zeitbedarf ein groferes Problem als der Speicher-
bedarf.

Abbildung 2.14 stellt noch einmal den Zusammenhang zwischen CPU-Zeit und Modellzeit dar.
Immer dann, wenn Modellzeit verstreicht, verstreicht keine CPU-Zeit und umgekehrt. Dies liegt
daran, dass endliche Modellzeitintervalle zwischen Ereignissen in verschwindender CPU-Zeit {iber-
sprungen werden und verschwindende Modellzeitintervalle zu Ereigniszeitpunkten endliche CPU-
Zeit bendtigen, da Ereignisroutinen abgearbeitet werden. Damit ist der CPU-Zeitbedarf eines Si-
mulators von der Anzahl der Ereignisse und der Komplexitit der Ereignisroutinen und nicht allein
von der Modellzeit abhingig. Die Modellzeit ist in den meisten Fillen festgelegt, da eine gewisse
Anzahl Beobachtungen notwendig ist oder das System fiir ein vorgegebenes Zeitintervall analysiert
werden soll. Eine Erh6hung der Effizienz von Simulatoren muss damit an der Ereigniszahl und an
der Komplexitit der einzelnen Ereignisse ansetzen. Dies bedeutet, dass am Abstraktionsniveau
der Modellierung und damit meist urséchlich am Abstraktionsniveau des mentalen Modells ange-
setzt werden muss. Ein hoheres Abstraktionsniveau fiihrt zu weniger Ereignissen und zu weniger
komplexen Ereignissen. Die Kunst der Modellbildung, die die Laufzeit des resultierenden Simula-
tors makgeblich beeinflusst, ist die Erstellung eines mdglichst abstrakten Modells, das alle fiir die
Ergebnisermittlung wesentlichen Systemaspekte abbildet.

2.2 Spezifikation von Simulatoren

Nachdem im letzten Abschnitt das grundsitzliche Vorgehen der ereignisdiskreten Simulation ein-
gefiihrt wurde, soll in diesem Abschnitt die Umsetzung der vorgestellten Konzepte in ein Si-
mulationsprogramm behandelt werden. Das vorgestellte Prinzip der ereignisdiskreten Simulation
ist strukturiert und verstindlich, die konkrete Umsetzung in ein Simulationsprogramm erfordert
aber Abstraktion und ist damit komplex. Grundsétzlich ist zu beantworten, welche sprachlichen
Konstrukte notwendig sind, um Simulatoren zu implementieren. Wir betrachten hier eine pro-
grammiersprachliche Realisierung und orientieren uns an gingigen Programmiersprachen. Spéter,
in Abschnitt 2.6, werden andere Arten der Spezifikation, wie graphische oder meniibasierte Techni-
ken, vorgestellt und spezielle Simulationssprachen eingefiihrt. Die abstrakteren graphischen Spezi-
fikationsansétze dienen in den meisten Fillen als Eingabeschnittstelle fiir eine Simulationssprache.
D.h. die graphische Spezifikation wird automatisch in ein Simulationsprogramm in einer géngi-
ge Programmiersprache oder speziellen Simulationssprache transformiert und dieses Programm
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wird dann fiir die Zielarchitektur tibersetzt. Aus diesem Grund macht es Sinn, die Realisierung
von Simulationsprogrammen in Programmiersprachen und die Syntax und Semantik notwendiger
Konstrukte einzufiihren. Dariiber hinaus soll kurz erldutert werden, welche Voraussetzungen eine
Programmiersprache erfiillen muss, um die Konstrukte zu realisieren.

Anforderungen an Programmiersprachen

Die folgenden Anforderungen an Programmiersprachen durch spezielle, simulationsspezifische Kon-
strukte wurden herausgearbeitet:

1. Hohere rekursive Datenstrukturen zur Speicherung von homogenen aber auch inhomogenen
Variablen oder Objekte. Dazu notwendig sind Funktionen zum

(a) Einfligen nach Schliissel, am Anfang oder am Ende,
(b) Herauslesen am Anfang, am Ende oder nach Schliissel,

(c) Loschen nach Schliissel.

2. Die Verfiigbarkeit eines Kalenders zuki{inftiger Ereignisse geordnet nach Eintretenszeit. Funk-
tionen zum Einfligen von Elementen (nach Schliissel), zum Herauslesen des ersten Elements
und zum Ld&schen eines Elements nach Schliissel werden benétigt. Dies ist im Prinzip ein
Spezialfall von 1, der aber hier gesondert behandelt wird, da die effiziente Realisierung der
Zugriffe auf die Ereignisliste von zentraler Bedeutung fiir die Effizienz der Simulationspro-
gramme ist.

3. Die Verfiigharkeit von Methoden zur dynamischen Belegung und Freigabe von Speicherplatz,
um damit Variablen und Objekte zur Laufzeit zu erzeugen und zu zerstoren. Diese Anfor-
derung ist zentral, da in komplexen Simulationsprogrammen eine Vielzahl von Objekten
generiert und nur temporir bendtigt wird.

4. Schlieflich miissen Methoden zur Generierung von Zufallszahlen vorhanden sein und stati-
stische Methoden zur Simulationsauswertung unterstiitzt werden.

Im Licht der genannten Anforderungen betrachten wir géngige Programmiersprachen wie C, C++
und Java. Auch heute noch werden viele Simulationsprogramme in diesen Sprachen oder auch in
Fortran realisiert (siehe auch [11, Kap. 1]), auch wenn dies aus Sicht des Software-Entwurfs nicht
befriedigend ist.

Hohere Datenstrukturen, wie sie fiir die Simulation bendtigt werden, sind heute in praktisch
allen modernen Programmiersprachen vorhanden. Sie werden z.B. als structure, record oder class
bezeichnet. Als Beispiel soll die Definition einer Datenstruktur zur Beschreibung eines Kunden
mit den Attributen Name (als Zeichenkette kodiert), Ankunftszeit (als reelle Zahl kodiert) und
Prioritat (als ganze Zahl kodiert) dienen.

In C: In Java:
typedef struct { class Kunde {
char *name ; char[] name ;
float azeit ; float azeit ;
int prio ; int prio ;
// Methodendefinitonen
} Kunde ; }

Die wesentlichen Unterschiede der beiden Ansétze liegen darin, dass fiir Java, als objektorientierte
Sprache, die Methoden zur Datenmanipulation und -ausgabe direkt mit der Datenstruktur spezi-
fiziert werden. In C miissen Datenmanipulation und -ausgabe durch Funktionen realisiert werden,
die unabhéngig von der Datenstruktur spezifiziert werden. Weitere Unterschiede ergeben sich bei
der Freispeicherverwaltung.
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Ebenso bieten die meisten modernen Programmiersprachen die Funktionalitét zur dynamischen
Speicherverwaltung. Dazu sind Funktionen zur Allokation eines Speicherbereichs zur Laufzeit not-
wendig. Dies geschieht in der Regel durch Aufruf einer entsprechenden Funktion oder des Kon-
struktors eines Objekts. Damit der allokierte Speicher, wenn er nicht mehr benétigt wird, wieder
benutzt werden kann, muss er freigegeben werden. Dies geschieht entweder explizit durch Aufruf
einer Funktion zur Freigabe oder implizit per garbage collection. Letzteres bedeutet, dass von Zeit,
zu Zeit oder bei Speichermangel automatisch eine Funktion aufgerufen wird, die {iberpriift, auf
welche allokierten Speicherbereiche keine Referenzen mehr existieren. Diese Uberpriifung kann re-
lativ aufwindig sein, verhindert aber, dass Speicher zu friih freigegeben wird. Grundsétzlich ist die
dynamische Speicherbelegung eine der fehleranfélligsten Teile eines Programms. So kann Speicher
nicht oder nicht in ausreichender Grofie allokiert worden sein, der allokierte Bereich kann nicht
korrekt initialisiert worden sein, die Speicherfreigabe kann zu frith oder gar nicht erfolgen. Diese
Probleme sind nur sehr eingeschrinkt statisch durch einen Compiler iiberpriifbar und fiihren oft
zu Fehlern, die zur Laufzeit nur schwer lokalisierbar sind, da sie unter Umstédnden nicht lokale
Effekte haben. Deshalb ist eine weitgehende Benutzerunterstiitzung notwendig, wie sie z.B. bei
der Entwicklung moderner objekt-orientierter Programmiersprachen als grundlegende Anforde-
rung diente. Gleichzeitig muss die Speicherverwaltung aber auch effizient realisiert sein, da sie die
Effizienz des Simulationsprogramms stark beeinflusst.

Als einfaches Beispiel sollen die verfiigharen Funktionen bzw. Methoden zur Freispeicherver-
waltung in C und Java kurz vorgestellt werden. Wir beginnen mit der Sprache C, die ein sehr
niedriges Abstraktionsniveau besitzt. In C gibt es unter anderem die folgenden Funktionen zur
Speicherallokation und -freigabe:
void *malloc (size_t size) ; // Allokiert size Bytes, ohne Initialisierung
void *calloc (size_t nelem, size_t elsize) ;

// Allokiert nelem * elsize Bytes und initialisiert diese mit 0
void *realloc (void *prt, size_t size) ;

// Der Speicherplatz, auf den prt zeigt, wird auf Linge size verldngert /verkiirzt
void free (void *prt) ; // Speicherfreigabe des Bereichs, auf den prt zeigt

Die Zuweisung des allokierten Speichers an eine Variable erfolgt durch Umformung in den ge-
wiinschten Typ, also
Kunde *meine_kunden = (Kunde *) calloc(10, sizeof (Kunde)) ;
allokiert Speicherplatz fiir 10 Kunden. Der Zugriff auf den i-ten Kunden erfolgt durch meine_kunden[i].
Die Freigabe erfolgt durch free(meine_kunden). C erlaubt eine sehr flexible Handhabung der
Speicherverwaltung, da die Sprache nicht streng getypt ist und Adressarithmetik mdglich ist.
Gleichzeitig bedeutet dies aber auch, dass die Konstrukte extrem fehleranfillig sind und Fehler
sehr schwer zu lokalisieren sind.

In Java erfolgt die Allokation durch Aufruf von new, wodurch implizit ein Konstruktor der
Klasse aufgerufen wird. Es kann mehrere Konstruktoren geben, die durch unterschiedliche Para-
meterlisten unterschieden werden. Die folgenden Beispiele zeigen zwei mogliche Konstruktoren fiir
den Kunden.

Kunde { Kunde (int my_prio, float my_azeit, char[] my_name) {
prio =1 ; prio = my_prio ;
azeit = 0.0 ; azeit = my_azeit ;
name = ‘‘Mustermann’ ; name = my_name ;
} // ein Konstruktor } // ein anderer Konstruktor

Konstruktoren haben jeweils den Namen der zugehérigen Klasse. C++ kann als objektorientierte
Sprache dhnlich wie Java verwendet werden.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Freispeicherverwaltung in C (und auch in C++)
sehr effizient und flexibel, aber auch extrem fehleranfallig ist. Die Freispeicherverwaltung in Java
ist deutlich weniger effizient, insbesondere das garbage collection ist aufwindig, und auch weniger
flexibel. Durch die vorgenommenen Einschrinkungen werden viele Fehlermdglichkeiten zwar nicht
beseitigt, aber doch deutlich eingeschrinkt. Beispiele sind der Zugriff auf nicht allokierten Speicher
oder Speicherlecks.
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Abbildung 2.15: Ereignisliste als Array realisiert.
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Abbildung 2.16: Ausfiigen eines Elements aus dem Array.

Da in der Simulation meistens sehr viele tempordre Objekte benotigt werden, muss auf eine
effiziente Realisierung geachtet werden. Gleichzeitig sollte die Allokation und Freigabe von Spei-
cherplatz nicht manuell erfolgen, sondern automatisch durch das System vorgenommen werden.
Es sollten also Simulationssprachen oder Werkzeuge benutzt werden, die eine entsprechende Un-
terstiitzung bieten.

Datenstrukturen fiir die Ereignisliste

Als zentrale Datenstruktur der Simulation soll die Ereignisliste ndher betrachtet und verschiedene
Realisierungsalternativen verglichen werden. Die einfachste Form ist die Realisierung als Array
fester Lange. Zwei Variablen dienen dazu das erste und das letzte Element der Ereignisliste zu
referenzieren. Sei m die Linge des Arrays und n die Anzahl der Elemente in der Ereignisliste.
Abbildung 2.15 zeigt die Struktur dieser Realisierung und das Anfiigen von Elementen am Ende.
Das Auslesen des ersten oder letzten Elements ist unproblematisch, da nur ein Zugriff erfolgt und
ein Variablenwert veréindert wird. Der Aufwand fiir das Aus- oder Einfiigen des ersten oder letzten
Elements liegt damit in O(1). Problematischer ist das Aus- oder Einfiigen eines Elements in der Li-
ste. Durch bindres Suchen kann das gesuchte Element bzw. die Stelle an der das Element eingefiigt
wird in O(lg n) gefunden werden. Anschliefend miissen allerdings im Mittel n/2 Elemente verscho-
ben werden (siehe Abbildung 2.16). Damit betrégt der Aufwand fiir das Ein- und Ausfiigen O(n).



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 43

Einfache Verkettung

Doppelte Verkettung

Abbildung 2.17: Ereignisliste als Listenstruktur.
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Abbildung 2.18: Ereignisliste als Heap kodiert.

Da man davon ausgehen kann, dass in einer Simulation ungefihr gleich viele Operationen neue
Elemente einfiigen und das erste Element auslesen und relativ wenige Operationen Elemente aus
der Liste ausfiigen, werden im Mittel die Hilfte der Operationen mit Aufwand O(1) durchgefiihrt
und der Rest in O(n). Ein weiterer Nachteil der Array-Variante besteht darin, dass nicht mehr
als m Elemente in der Ereignisliste sein diirfen. Da die Anzahl der Elemente in der Ereignisliste
aber bei den meisten Simulationsprogrammen a priori unbekannt ist, muss ein relativ grofser Wert
fiir m gewé&hlt werden und falls n >m auftritt, muss entweder das Programm mit Laufzeitfehler
abgebrochen werden oder das Array zur Laufzeit vergrofsert werden.

Als natiirliche Alternative zur einem Array fester Lange bietet sich eine Listenstruktur zur
Speicherung der Ereignisliste an. Diese kann als einfach oder doppelt verkettete Liste realisiert
werden (siehe Abbildung 2.17). Dabei besteht insbesondere die Moglichkeit auch inhomogene Ele-
mente zu speichern, auch wenn dies fiir die Ereignisliste nicht notwendig ist, da Ereignisse in der
Regel durch einen einfachen Typ referenziert werden. Die Listen werden durch einen Zeiger auf
das erste und das letzte Element komplettiert. Der Aufwand fiir das Auslesen des ersten Elements
ist wieder in O(1). Das Einfiigen oder Loschen eines Elements erfordert dagegen einen Aufwand
in O(n), da nun zwar die eigentliche Einfiige- oder Loschoperation in O(1) durchgefiihrt wird, das
Suchen aber einen linearen Durchlauf durch die Liste notwendig macht. Entscheidender Vorteil
der Listenrealisierung ist der Speicherplatzbedarf von O(n), so dass die Linge der Ereignisliste
nur durch den physikalisch verfiigbaren Speicherplatz beschrankt ist.

In der Informatik gibt es neben der linearen Liste weitere Datenstrukturen, die ein effizienteres
Suchen ermoéglichen. Ein Beispiel sind die so genannten Heaps. Ein Heap kann als Bindrbaum
dargestellt werden, dessen Wurzel das minimale Element beinhaltet und in dem kein Vorginger
kleiner als sein Nachfolger ist. Ublicherweise werden Heaps in Arrays gespeichert, was wir hier aber
nicht ndher betrachten wollen. Die unterste Ebene eines Heaps wird von links gefiillt. Abbildung
2.18 zeigt ein Beispiel fiir einen Heap, bei dem fiir die Elemente nur die Werte von ¢ und nicht die
Ereignistypen angegeben sind. Auf einem Heap sind die bendtigten Operationen wie im Folgenden
beschrieben zu realisieren.

e Entfernen der Wurzel: Der Wurzelknoten wird entfernt und der letzte Knoten der unteren
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Abbildung 2.19: Ereignisliste als Kalender-Warteschlange.

Ebene wird als neue Wurzel eingesetzt. Anschlieffend wird die Wurzel so lange mit dem
kleinsten Nachfolger vertauscht, bis kein kleinerer Nachfolger mehr existiert.

e Finfiigen eines Elements: Das neue Element wird als letztes Element der untersten Ebene
eingehéngt und anschlieftfend solange mit seinem Vorgénger vertauscht, bis dieser kleiner ist.

Die beiden Operationen kdnnen in einem ausgeglichenen Heap mit logarithmischen Aufwand aus-
gefithrt werden. Das Ld&schen eines beliebigen Schliissels erfordert dagegen einen linearen Such-
aufwand. Es zeigt sich, dass fiir viele Verteilungen der Ereigniszeiten der Heap mit groffer Wahr-
scheinlichkeit fast ausgeglichen bleibt, so dass aufwéndige Operationen zum Ausgleichen nur selten
notwendig wiren.

Als letzte Datenstruktur fiir die Ereignisliste soll kurz die Kalender-Warteschlange vorgestellt
werden, die sich speziell als Datenstruktur fiir Ereignislisten eignet. Die Idee entspricht der ei-
nes Kalenders, der in Intervalle fester Grofe eingeteilt ist. Ein Beispiel ist in Abbildung 2.19 zu
sehen. Es liegt also eine Anzahl von Zellen fester Breite vor. Im Beispiel ist die Zeit des néich-
sten Ereignisses 12.2. Da die Zellenbreite 1 ist, befinden sich alle Ereignisse mit Zeitstempeln
aus dem Intervall [12,13) in der aktuellen Zelle. Ereignisse aus dem Intervall [13,14) sind in der
nachfolgenden Zelle usw. Da im Beispiel 6 Zellen vorhanden sind, umfasst die letzte Zelle das
Intervall [17,18). Tritt nun ein Ereignis mit einem neuen Zeitstempel auf, der grofer gleich 18 ist,
so wird der Kalender zyklisch benutzt. Man kann dies damit vergleichen, dass in einen Kalender
des aktuellen Jahres Ereignisse, die in einem der néichsten Jahre eintreten, fiir den entsprechen-
den Tag vorgemerkt werden. Formal sei T},,x die rechte Grenze der letzten Zelle, T;,;, die linke
Grenze der aktuellen Zelle und A die Zellenbreite, dann wird ¢ (> tjetst > Tinin) in die Zelle
[((t = Trmin) mod (Traw — Timin)/A] eingeordnet, wobei die Zellen konsekutiv beginnend mit der
aktuellen Zelle nummeriert werden. Innerhalb einer Zelle sind die Elemente linear geordnet. Wenn
alle Elemente des aktuellen Intervalls aus einer Zelle ausgelesen wurden, wird solange zur nichsten
Zelle iibergegangen, bis das kleinste Element in der Zelle einen Zeitstempel im aktuellen Intervall
hat. Beim Ubergang werden die Grenzen der letzten Zelle jeweils um A vergréfert. Im Beispiel
wiirden also die Elemente 12.2 und 12.9 ausgelesen, dann wiirde zur nachsten Zelle gewechselt und
dabei die Grenzen der alten Zelle auf 18 und 19 gesetzt. In der néchsten Zelle befindet sich nur das
Element 19.3, das nicht zum aktuellen Intervall gehort. Deshalb werden die Grenzen auf 19 und
20 gesetzt und in der néchsten Zelle nachgeschaut. Dort befindet sich das Element 14.1, welches
als néchstes Ereignis abgearbeitet wird.

Es ist einsichtig, dass die Effizienz der Zugriffsoperationen von der Menge der Elemente in
einer Zelle und der Anzahl der Zellen ohne Elemente im aktuellen Intervall abhédngt. Da diese von
der Struktur der Ereigniszeiten abhingen, werden die Parameter der Datenstruktur dynamisch
angepasst. Die Anzahl Zellen wird dynamisch angepasst, indem die Zahl verdoppelt wird, wenn die
Anzahl der Elemente in der Datenstruktur doppelt so grofs wie die Zahl der Zellen ist und sie wird
halbiert, wenn die Anzahl der Elemente halb so grof wie die Anzahl der Zellen ist. Der Aufwand
der Verdopplung oder Halbierung ist linear in der Anzahl Elemente in der Datenstruktur. Die
Zellenbreite A sollte so gewahlt werden, dass ungefihr 75% aller Einfiigeoperationen im aktuellen
Jahr stattfinden und damit keinen Uberlauf erzeugen. Die Zellenbreite wird dann angepasst, wenn
die Zellenzahl modifiziert wird.
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Die gesamte Datenstruktur und die zugehorigen Operationen sind relativ komplex, so dass eine
Aufwandsanalyse schwierig ist. Insbesondere macht natiirlich eine worst case Analyse wenig Sinn.
Zahlreiche Experimente zeigen aber, dass sich unter realistischen Bedingungen linearer Aufwand
fiir das Auslesen des nichsten Elements und das Einfiigen beliebiger Elemente erreichen lésst.

Gleichwohl zeigen empirische Studien auch, dass die Vorteile komplexerer Datenstrukturen
erst bei relativ grofsen Ereigniszahlen in der Ereignisliste zum Tragen kommen. Fiir viele, selbst
komplexe Simulationsprogramme ist deshalb eine lineare Liste ausreichend.

Operationen zur Realisierung von Simulationsprogrammen

Zur Formulierung der folgenden Simulationsabldufe soll eine Pseudoprogrammiersprache benutzt
werden, die sich an gingige Programmiersprachen anlehnt, diesen aber nicht entspricht. Fiir diese
Programmiersprache definieren wir jetzt einige Basisfunktionen zur Simulation, die dhnlich in
vielen realen Simulationssprachen existieren. Die Funktion

atime = ziehe_zz (Verteilung, Parameter) ;

generiert ein Zufallszahl aus einer gegebenen Verteilung mit bekannten Parametern. Die konkrete
Realisierung der Funktion wird in Abschnitt 2.3 beschrieben. Weiterhin realisiert

plane (Ereignistyp, Ereigniszeit) ;

das Einh&ngen eines Ereignisses vom Typ Ereignistyp fiir den Zeitpunkt Ereigniszeit in die
Ereignisliste. Dabei spielt es keine Rolle, wie die Ereignisliste realisiert ist. Die Funktion
ereignis = erstes_ereignis() ;

liefert das néchste Ereignis aus der Ereignisliste und

zeit = t ;

liefert die Zeit des nichsten Ereignisses.

Struktur von Simulatoren

Mit den vorgestellten Konstrukten kdnnen ereignisdiskrete Simulatoren auf dem bisher verwende-
ten Niveau realisiert werden. Es miissen dazu

e die Datenstrukturen zur Abbildung der statischen Struktur aufgebaut werden und

e die Ereignisroutinen fiir alle Ereignisse definiert werden.

Den zugehorigen Ansatz bezeichnet man als event scheduling. Das Vorgehen beschreibt Modell-
verhalten auf einem sehr niedrigen Abstraktionsniveau, da

e simtliche Ereignisse und deren (globalen) Auswirkungen erkannt und kodiert werden miissen
und damit

e flache aber stark vernetzte und damit uniibersichtliche Modelle entstehen.

Dies bedingt, dass event scheduling fiir komplexe Probleme sehr aufwindig und damit fehleranfal-
lig ist. Insbesondere entspricht die unstrukturierte Darstellung weder den Prinzipien des modernen
Softwareentwurfs noch der iiblicherweise verwendeten Methodik zum Entwurf komplexer techni-
scher Systeme. In beiden Fillen wird versucht, durch die Einfiihrung von Struktur die Komplexitét
beherrschbar zu machen. Damit stellt sich natiirlich die Frage, ob dies nicht auch in der Simulation
moglich ist.

Da die Basis der Modellierung das mentale oder semi-formale Modell ist, mit dem die Model-
lierung beginnt, miissen einfachere Simulationsmodelle ndher am mentalen Modell sein. In unserer
Vorstellung sind komplexe Zusammenhéinge strukturiert, sonst wéren sie nicht versténdlich oder
iiberschaubar. Die Strukturierung wird dadurch unterstiitzt, dass in praktisch allen realen Syste-
men Ereignisse im Wesentlichen lokale Auswirkungen haben, die nur einzelne Zustandsvariablen
betreffen. Damit besteht die Kunst einer iibersichtlicheren Modellierung darin, Ereignisse mit
dhnlichen lokalen Auswirkungen geeignet zusammenzufassen. Eine solche Zusammenfassung ist
natiirlich abhéngig vom zu untersuchenden System und der Zielstellung der Modellierung, kann
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Abbildung 2.20: Unterschiedliche Sichtweisen der Zeitsteuerung.

aber durch geeignete Strukturierungsmechanismen unterstiitzt werden. In der Literatur existie-
ren zahlreiche Strukturierungsmethoden aber relativ wenig Systematik. Wir betrachten die drei
folgenden Ansitze, die recht weit verbreitet sind:

e event scheduling
e activity scanning

e process interaction

Die drei Ansétze entsprechen drei Sichten auf ein System und definieren den zugehorigen konzep-
tuellen Rahmen der Zeitsteuerung mit steigender Abstraktion. Die Ansétze sollen an einfachen
Beispielen eingefiihrt werden. Dazu betrachten wir zuerst die Abldufe an dem einfachen Schal-
ter. Abbildung 2.20 zeigt einen Ausschnitt aus dem Modellverhalten. Oberhalb der Zeitachse sind
die einzelnen Ereignisse eingetragen und der Ablauf in der bisher verwendeten event scheduling-
Sichtweise beschrieben. Eine abstraktere Darstellung wird dadurch erreicht, dass zusammengehori-
ge Ereignisse zu Aktivitdten zusammengefasst werden. Ein typische Sichtweise wére die Definition
der Aktivitdten Bedienung und Ankunft. Durch die Ankunftsaktivitit trifft jeweils ein neuer Kun-
de ein und die Zeit zwischen dem Eintreffen von Kunden ist gerade die Zwischenankunftszeit.
Die Aktivitit Bedienung beschreibt den Ablauf vom Beginn der Bedienung bis zu deren Ende.
Wie man in Abbildung 2.20 sehen kann, laufen die Aktivitdten Ankunft und Bedienung parallel
ab. Eine hohere Abstraktionsstufe erreicht man, wenn man die Ereignisse handelnder Individuen
zusammenfasst. Im Beispiel sollen Kunden gewéhlt werden. Wir betrachten also das Leben eines
Kunden im Modell. Dieses ist charakterisiert durch drei Ereignisse, ndmlich seine Ankunft, sei-
nen Bedienbeginn und sein Bedienende. Man kann schon bei diesem einfachen Beispiel deutliche
Unterschiede zwischen den Strukturierungsansitzen erkennen. So gibt es beim event scheduling
eine endliche Menge von Ereignissen, beim activity scanning eine endliche Menge von Aktivitdten,
wihrend beim process interaction potenziell unendlich viele Kunden gleichzeitig im System sein
konnen. Auch wenn sich im Beispiel die Definition von Aktivitdten und Prozessen sehr natiirlich
ergab, ist diese keineswegs eindeutig. In einem komplexen Modell gibt es eine Vielzahl von M&g-
lichkeiten Aktivitdten oder Prozesse zu definieren. Je nach Auswahl wird das resultierende Modell
iibersichtlicher oder komplexer. Letztendlich ist die Strukturierung vom mentalen Modell abhingig
und damit auch ein Stiick weit subjektiv. Trotzdem gibt es Regeln, wie strukturiert werden sollte.

Bevor die einzelnen Modellierungsansétze an einem etwas komplexeren Modell erldutert wer-
den, sollen die zentralen Begriffe festgelegt werden:

e Ein FEreignis ist die Verdnderung der Zustandsvariablen zu bestimmten Zeitpunkten.
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Abbildung 2.21: Bespielmodell mit zwei Stationen.

e Eine Aktivitit ist eine Menge von Operationen wihrend eines Zeitintervalls.

e Ein Prozess ist eine Folge von Aktivitdten eines Objekts {iber eine Zeitspanne.

Ein zentraler Freiheitsgrad gerade bei der prozessorientierten Modellierung ist die Festlegung ak-
tiver und passiver Elemente. Man kann dies schon am einfachen Schalterbeispiel erlautern. In der
bisherigen Sichtweise waren Kunden aktiv und Bediener passiv. Kunden bewegen sich zwischen
Bedienern und belegen diese fiir ihre Bedienzeit. Man kann auch eine andere Sichtweise haben und
Bediener als aktiv und Kunden als passiv interpretieren. Dann iibernimmt und iibergibt ein Bedie-
ner einen Kunden und bedient diesen fiir eine Zeit. Als dritte Moglichkeit kénnen sowohl Kunden
als auch Bediener aktiv sein. In diesem Fall miissen sich beide auf eine Bedienung und deren Dauer
einigen. Die am Beispiel beschriebenen Moglichkeiten bestehen in allen warteschlangenorientierten
Modellen. Man bezeichnet sie als kunden- (bzw. material-) und ressourcen-orientierte Sichtweise.
Je nach Wahl der aktiven Elemente lassen sich manche Verhaltensweisen besser modellieren und
andere unter Umsténden nur mit Schwierigkeiten oder gar nicht modellieren. Gleiches gilt fiir die
Maoglichkeiten der Systembeobachtung und Auswertung. Wir werden spéter noch einmal zu den
Vor- und Nachteilen der beiden bzw. drei Ansétze zuriickkommen.

Die eingefiihrten Konzepte der Modellbeschreibung sollen nun an einem etwas komplexeren,
aber immer noch sehr elementaren Beispiel detailliert beschrieben werden. Das Beispiel (siehe
Abbildung 2.21) besteht aus 2 Stationen, die als Maschinen interpretiert werden kénnen. Werk-
stiicke oder Auftriige (dies waren im vorherigen Beispiel die Kunden) betreten das Modell indem
sie den Warteraum der ersten Maschine betreten. Nachdem sie an der ersten Maschine bearbeitet
wurden, gehen sie zu Maschine 2 iiber, werden dort bearbeitet und verlassen danach das System.
Die Auftrége werden an den Maschinen nach FCFS bearbeitet und die Puffer besitzen eine poten-
ziell unendliche Kapazitit. Der Zeitabstand T; zwischen zwei Ankiinften ist eine Zufallsvariable
mit unabhéngiger Verteilung. Die Bearbeitungszeiten an den Maschinen T4 und T'p seien eben-
falls Zufallsvariablen mit unabhéngigen Verteilungen. Das einfache Modell kann zur Ermittlung
unterschiedlicher Ergebnisse simuliert werden. Als Beispiele seien hier genannt:

e Durchlaufzeit von Auftragen (kundenorientiert)
e Anzahl Auftrige im Warteraum (ressourcenorientiert)

e Auslastung der Maschinen (kostenorientiert)

Modellierung nach dem event scheduling-Ansatz

Die statische Struktur ist charakterisiert durch zwei Maschinen A und B, die als permanent existie-
rende Objekte vorhanden sind. Der Zustand der Maschinen ist frei oder belegt. Die Warterdume
vor jeder Maschine werden als FIFO-Warteschlangen (First In First Out) realisiert. Die War-
teschlangen miissen Auftrige aufnehmen. Wir wollen keine detaillierte Definition eines Auftrags
geben, man kann aber annehmen, dass Auftrige durch eine entsprechende Datenstruktur beschrie-
ben sind. Im Gegensatz zum einfachen Schalterbeispiel reicht es nicht mehr aus, nur die Anzahl
Auftrige im System zu z#dhlen, sondern fiir jeden Auftrag wird ein neues Auftragsobjekt erzeugt.
Auftrige sind damit tempordre Objekte, von denen sich potenziell unendlich viele im Modell
befinden kénnen.
Die Dynamik des Modells wird durch die folgenden Ereignisse realisiert:

1. Ankunft an Maschine A (a4)
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Abbildung 2.22: Ereignsroutine fiir die Auftragsankunft an Maschine A und B.

2. Ankunft an Maschine B (ap)

3. Bearbeitungsbeginn an Maschine A (b4)
4. Bearbeitungsbeginn an Maschine B (bp)
5. Bearbeitungsende an Maschine A (e,)

6. Bearbeitungsende an Maschine B (ep)

Fiir die einzelnen Ereignisse werden die Ereignisroutinen wieder mit Hilfe von Flussdiagrammen
spezifiziert. In den Diagrammen werden die folgenden Abkiirzungen verwendet. t7 beschreibt die
aktuelle Simulationszeit, — > WS4 und WS 4— > beschreiben das Ein- und Ausfiigen von Auf-
tragen in die/aus der Warteschlange vor Maschine A (analog fiir Maschine B) und zz(T") generiert
eine Zufallszahl geméf T' (T beschreibt die Verteilungsfunktion). Abbildung 2.22 zeigt die Ereig-
nisroutinen fiir die Auftragsankiinfte an den beiden Maschinen. Es wird jeweils zuerst getestet,
ob die Maschine frei ist. Falls die Maschine frei ist, so kann direkt ein Ereignis Bedienbeginn fiir
die aktuelle Zeit geplant werden. Bei belegter Maschine wird der ankommende Auftrag in die je-
weilige Warteschlange einsortiert. In der Ankunftsroutine fiir Maschine A muss anschlieftend noch
die néchste Ankunft fiir den Zeitpunkt ti + zz(T7) geplant werden. Eine solche Planung ist fiir
Maschine B nicht notwendig, da dort Ankiinfte durch das Bedienende an Maschine A initiiert
werden.

Die restlichen Ereignisroutinen sind in Abbildung 2.23 dargestellt. Beim Bedienbeginn wird
jeweils der Zustand der Maschine auf belegt gesetzt und anschlieffend das Ende der Bedienung
geplant. Beim Bedienende wird der Zustand der Maschine auf frei gesetzt und dann getestet, ob
die Warteschlange noch weitere Auftrige beinhaltet. Falls dies der Fall ist, so wird der néchste
Auftrag aus der Warteschlange geholt und sein Bedienbeginn fiir den aktuellen Zeitpunkt geplant.
Bei Maschine A muss zusétzlich noch die Ankunft des Auftrags, der gerade seine Bedienung be-
endet hat, an Maschine B fiir den aktuellen Zeitpunkt geplant werden. Es ist dabei zu beachten,
dass der Ansatz so nu rfunktioniert, wenn ausgeschlossen werdne kann, dass Bedienende und An-
kunft gleichzeitig stattfinden kénnen, da ansonsten zwei gleichzeitige Bedienungen initiiert werden
koénnten (Ablauf nachvollziehen!).
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Abbildung 2.23: Restliche Ereignisroutinen fiir das Beispielmodell.

Offensichtlich beschreibt die vorgenommene Strukturierung der Ereignisse nur eine mogliche
Realisierung. Es wire genauso gut moglich, die Ereignisse Bedienbeginn an Maschine A und B
mit in den Ereignissen Ankunft und Bedienende zu kodieren, wie es fiir den einfachen Schalter
gemacht wurde.

Zum Start der Simulation miissen die Variablen initialisiert werden. Naheliegend ist es ti :=
0 zu wéhlen, die Warteschlangen leer zu initialisieren und die Maschinen auf frei zu setzen.
Wenn zu Beginn die erste Ankunft an Maschine A fiir den Zeitpunkt zz(7Tj) eingeplant wird,
dann l&uft die Simulation von da an weiter. Zur Beendigung der Simulation kann entweder ein
Ereignis Simulationsende zu Beginn fiir einen vorgegebenen Zeitpunkt in die Ereignisliste per
plane(Simulationsend, Tgnqe) eingehidngt werden oder die Simulation kann durch andere Bedin-
gungen abgebrochen werden. Z.B. konnte nach einer bestimmten Anzahl Bedienungen abgebrochen
werden. In diesem Fall miisste in der Ereignisroutine fiir das Bedienende an Maschine B nachge-
halten werden, wie viele Auftrige bereits ihre Bedienung beendet haben und falls die gewiinschte
Anzahl erreicht wurde, muss fiir den aktuellen Zeitpunkt ein Ereignis Simulationsende eingeplant
werden.

Damit die Simulation nicht spurlos ablauft, miissen Daten aufgezeichnet und am Ende ausge-
wertet werden. Wie bereits erwéhnt, ist dies Teil der Aufgaben der Ereignisroutinen. Dieser Teil
wurde aus Ubersichtlichkeitsgriinden in den Beispielroutinen weggelassen. Es soll kurz das Kon-
zept zur Ergebnisermittlung skizziert werden. Man unterscheidet dabei zwischen auftrags- und
stationsspezifischen Mafen. Auftragsspezifische Mafe wie Verweilzeiten oder Wartezeiten miissen
in der Auftragsdatenstruktur gespeichert werden. Dazu sind entsprechende Variablen vorzusehen.
Dies soll kurz am Beispiel der Wartezeiten erlautert werden. Die Wartezeit jedes Auftrags soll fiir
jeden Auftrag und beide Maschinen ermittelt werden. Dazu sind zwei reelle Variablen ¢ in und
t wait notwendig, die fiir jeden Auftrag mit 0 initialisiert werden. Bei Ankunft des Auftrags (d.h.
in der zugehdrigen Ereignisroutine) wird die Ankunftszeit ¢ in auf die aktuelle Zeit ti gesetzt. Bei
Bedienbeginn wird zu ¢t _wait die Differenz ti—t _in (d.h. die Wartezeit) addiert. Bei Bedienbeginn
an Maschine B muss anschlieffend noch der Wert von ¢t _wait zur Auswertung gespeichert werden.
Dies geschieht durch Aufruf der entsprechenden Funktion oder Methode. Wie die einzelnen Werte
gespeichert werden hangt vom Ziel der Auswertung ab (z.B. nur Mittelwertermittlung, Ermittlung
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Abbildung 2.24: Aktivitidtsroutinen fiir Auftragsankiinfte.

von Quantilen etc.). Bei stationsspezifischen Mafsen kann man davon ausgehen, dass die Station
fiir einen spezifischen Zeitraum in einem Zustand ist (z.B. frei-belegt, mit z Auftrigen). Der Zu-
standswert und der Zeitraum miissen gespeichert werden. Fiir eine Mittelwertbestimmung kann
der bereits fiir den einfachen Schalter beschriebene Ansatz verwendet werden.

Modellierung nach dem activity scanning-Ansatz

Das néchst hohere Abstraktionsniveau ist der activity scanning-Ansatz. Es wird von einer Menge
von Aktivitdten ausgegangen, die im Gegensatz zu Ereignissen wissen, wann sie beginnen oder
enden konnen. Aktivitdten entscheiden also lokal, ob sie eintreten oder nicht. In der Simulati-
on werden nach jeder Zustandsinderung, d.h. nach Ausfithrung einer Aktivitit, alle Aktivitdten
angestofen und jede entscheidet lokal fiir sich, ob sie eintreten kann oder nicht. Die Implementie-
rungsidee besteht in einer Menge lokaler Aktivitatsuhren. Bei Aktivierung testet eine Aktivitit, ob
die eigene Uhr abgelaufen ist. Im Unterschied zum event scheduling, bei dem alle Folgeereignisse
von einem Ereignis generiert werden miissen, werden beim activity scanning nur die unmittelba-
ren Folgen des Ereignisses beschrieben, da Folgeereignisse selbst testen, ob sie ausgefiihrt werden
miissen.

Bei der Realisierung stehen die Uhren einer Aktivitdt auf der lokalen Aktivitdtszeit und die
jeweils néchste lokale Aktivitdtszeit tritt ein. Wie beim event scheduling ist bei identischen Ak-
tivititszeiten keine Reihenfolge vorgegeben und das Modellverhalten hdngt von der Reihenfolge
ab, in der Aktivititen angestofien werden. Der Vorteil des activity scanning ist eine kompaktere
Beschreibung und damit ein héheres Abstraktionsniveau. Gleichzeitig ergibt sich auch ein Nach-
teil, ndmlich oft eine mangelnde Effizienz. In Modellen mit vielen Aktivitdten werden Aktivitdten
oft angestofien, obwohl sie nicht ausfithrbar sind. Im Programm bedeutet dies in der Regel je-
weils einen Funktions- und Methodenaufruf, der Zeit benétigt, auch wenn der eigentliche Test auf
Ausfiihrbarkeit sehr effizient realisiert ist.

Wir betrachten nun das einfache Beispiel im activity scanning Ansatz. U,y wird zur Bezeich-
nung der Uhr fiir Aktivitdtsroutine xy verwendet. Die lokale Uhr wird in der zugehdrigen Aktivi-
titsroutine gesetzt und gelesen. Ein globaler Prozess springt jeweils zur nichsten Uhrzeit. Ahnlich
zu den Ereignissen wird das Modellverhalten durch 6 Aktivitdten und die zugehorigen Aktivitdts-
routinen beschrieben. Auch in den Aktivitdtsroutinen wird die Aufzeichnung von Resultaten nicht
betrachtet. Diese funktioniert genauso wie im event scheduling-Ansatz. Abbildung 2.24 zeigt die
Aktivitdtsroutinen fiir die Auftragsankunft an Maschine A und B. Die einzige Bedingung fiir das
Eintreten ist, dass die lokale Uhr auf der aktuellen Zeit steht. Ansonsten sind die Aktivitatsrouti-
nen recht dhnlich zu den Ereignisroutinen, was an den relativ einfachen Ereignisstrukturen liegt,
die im Wesentlichen nur lokale Anderungen hervorrufen.
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Abbildung 2.25: Restliche Aktivitédtsroutinen fiir das Beispiel.
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Abbildung 2.25 zeigt die restlichen Aktivitdtsroutinen. Bei den Aktivitdtsroutinen fiir den
Bedienbeginn wurde auf die explizite Angabe der lokalen Uhren verzichtet, da das Abpriifen, ob
die Maschine frei ist und die Warteschlange nicht leer ist ausreicht. Die Synchronisation zwischen
den Aktivitiaten findet zum Teil dadurch statt, dass eine Aktivitit die Uhr einer anderen Aktivitét
setzt.

Da das Problem des vielfachen Aufrufs von Aktivitdtsroutinen gerade bei komplexeren Mo-
dellen auftaucht, ist man bestrebt den Ansatz effizienter zu realisieren. Eine solche effizientere
Realisierung ist der folgende 3 Phasen-Ansatz, der zwischen B- und C-Aktivitdten unterscheidet.
B-Aktivitédten sind solche, deren Vorbedingungen immer erfiillt sind, bei denen also nur die lokale
Uhrzeit eine Rolle spielt. Im Beispiel wiren dies Auftragsankunft und Bedienende. B-Aktivitdten
werden in einer Liste nach Eintretenszeit geordnet gespeichert. Die restlichen Aktivitdten werden
als C-Aktivitdten bezeichnet. Die Simulation lduft dann wie folgt ab:

1. Zeitfortschreibung

2. Ausfithrung der B-Aktivitéten, deren Uhren auf der aktuellen Zeit stehen (dazu muss maxi-
mal ein Test durchgefiihrt werden, bei dem keine Aktivitdt ausgefiihrt wird).

3. Test und evtl. Ausfithrung der C-Aktivititen.

Durch diese Unterscheidung werden B-Aktivitdten praktisch zu Ereignissen und die Unterschie-
de zwischen event scheduling und activity scanning verschwimmen. Im Gegensatz zum event
scheduling-Ansatz, der von mehreren Simulationssprachen unterstiitzt wird, gibt es kaum Spra-
chen, die activity scanning unterstiitzen. Trotzdem beschreibt der Ansatz einen wichtigen Abstrak-
tionsschritt.

Modellierung nach dem process interaction-Ansatz

Die bisher vorgestellte Abstraktionsebene ist fiir viele Anwendungen zu niedrig und entspricht auch
nicht dem in der Informatik heute iiblichen Abstraktionsniveau. Es gibt dort und in vielen anderen
Ingenieursdisziplinen den Trend zum Denken und Strukturieren in Prozessen. Dieser Ansatz wird in
der Simulation seit langem verwendet, was auch daran deutlich wird, dass die Simulationssprache
Simula67 als erste objektorientierte Sprache mit einem Koroutinenkonzepz vor fast 40 Jahren
entwickelt wurde.

Das Strukturieren in Prozessen soll nun am Beispiel entwickelt werden. Man hat dabei zwei
grundsitzliche Moglichkeiten Prozesse zu definieren. Die erste Moglichkeit ist die Sichtweise der
Auftrige als Prozesse. Das Leben eines Auftrages im Modell ist gekennzeichnet durch die folgenden
6 Ereignisse.

Jeder Auftrag

e trifft an Maschine A ein und stellt sich an,
e kommt dran,

e ist fertig und geht weg,

trifft an Maschine B ein und stellt sich an,

e kommt dran,

ist fertig und geht weg.

Damit iiberhaupt Auftrige in das System gelangen, miissen diese generiert werden. Dies kann
einmal durch die Auftrige selbst geschehen oder durch einen separaten Prozess. Hier soll die
zweite Moglichkeit betrachtet werden, auch wenn spéter meistens die erste Moglichkeit verwendet
werden wird. Die Prozess Umwelt zur Auftragsgenerierung ist durch die folgende Sequenz realisiert

e schickt einen Auftrag in das System,
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e schickt spéter einen weiteren Auftrag in das System,

Die Strukturierung in Auftrége ist offensichtlich nur eine Mdéglichkeit der Strukturierung, ndmlich
genau die, die dem bisherigen Ansatz entspricht, der auch beim event scheduling oder activity
scanning eingesetzt wurde. Alternativ kénnen Maschinen und nicht Auftrige als Prozesse angese-
hen werden. Auch in diesem Fall wird neben den beiden Prozessen fiir die Maschinen ein Prozess
Umwelt bendtigt, der die Maschinen mit Auftrigen versorgt. Der Ablauf eines Prozesses zur Mo-
dellierung einer Maschine ist durch die folgende Sequenz beschrieben. Die Maschine

e beginnt mit einer Bedienung,
e beendet diese spiter,
e beginnt die néchste Bedienung,

Jeder der Schritte der Maschinen und der Umwelt kann als Ereignis angesehen werden und sowohl
Maschine als auch Umwelt kénnen eine potenziell unendliche Anzahl von Ereignissen ausfiihren.
Im Gegensatz zur Strukturierung nach Auftragsprozessen, in dem eine potenziell unendliche Zahl
von Prozessen generiert und prinzipiell auch gleichzeitig im System sein kann, bendtigt der zweite
Ansatz nur 3 Prozesse. Auftrage sind tempordre Prozesse, da sie wihrend der Simulation generiert
werden und das System auch wieder verlassen. Umwelt und Maschinen sind permanente Prozesse,
die zu Anfang generiert werden und wihrend der gesamten Simulationszeit im System sind.

Nach dieser kurzen informellen Einfithrung soll der Ansatz weiter formalisiert werden. Ziel ist
es, “Objekt-Leben” als Strukturierungsmittel zu nutzen, womit die Einzelereignisse Unterstukturen
werden. Damit ist ein dynamisches System beschrieben durch eine Menge dynamischer Objekte
(Prozesse), die sich entsprechend festgelegter Vorschriften (Prozessmuster) verhalten. Es liegt also
ein System paralleler Prozesse vor. Dieser Ansatz liegt der Sichtweise der Informatik sehr nahe, da
diese sich an verschiedenen Stellen mit parallelen Prozessen beschiftigt und diese als Strukturie-
rungsmittel einsetzt. Die Sichtweise kann aber auch auf natiirliche Weise auf viele andere Gebiete
iibertragen werden.

Prozesse laufen unabhéngig, miissen aber von Zeit zu Zeit interagieren. Im Beispiel tritt ei-
ne solche Interaktion beim “Bearbeitetwerden” im Auftrags-Prozess und beim “Bearbeiten” im
Maschinen-Prozess auf. Also Prozesse miissen sich synchronisieren, d.h. gewisse Aktionen gleich-
zeitig ausfiihren oder nacheinander ausfithren. Um ein prozessorientiertes Modell zu beschreiben
miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein.

1. Prozessmuster miissen notiert werden.
2. Prozesse bestimmter Muster miissen gestartet werden.
3. Prozesse miissen interagieren kdnnen.
Ein Prozess lduft nach folgendem Muster ab
e Operation(en) ausfithren
e Warten (d.h. nichts tun, Zeit verstreichen lassen)
e Operation(en) ausfithren
o ...
Fiir das Beispiel Auftrag existiert folgende Teilsequenz

e Stell dich an
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e Warte bis du dran bist (1)

e Warte bis Bedienzeit abgelaufen (2)

(1) und (2) beschreiben mogliche Wartebedingungen und sie beschreiben abstrakt gesehen sogar
alle moglichen Wartebedingungen:

(1) Es wird auf eine Bedingung gewartet. Der Prozess kann erst fortfahren, wenn diese Bedingung
erfiillt ist.

(2) Es wird bis zu einem Zeitpunkt gewartet. Der Prozess kann fortfahren, wenn die Simulations-
zeit bis zum Ende der Wartezeit fortgeschritten ist.

Um diese beiden Wartebedingungen auszudriicken definieren wir die beiden folgenden Befehle fiir
unsere Pseudoprogrammiersprache.

e wait until (Boolsche-Bedingung)

— Formuliert Bedingung (1).
— Der Prozess wird inaktiv und bleibt so lange inaktiv, bis die Bedingung erfiillt ist.

— Die Bedingung wird durch Zustandsdnderungen erfiillt. Damit kann sie nur durch Er-
eignisse in anderen Prozessen erfiillt werden.

e pause_for (t)

— Formuliert Bedingung (2).
— Der Prozess wird fiir die Dauer ¢ inaktiv.

— Nach Ablauf der Zeit wird er von selbst wieder aktiv.

In beiden Féllen fahrt der Prozess, nachdem er wieder aktiv wird, dort fort wo er gewartet hat,
also nach der wait_until- oder pause for-Anweisung.

Mit den beiden Anweisungen kénnen die Prozesse spezifiziert werden. Wie bisher werden da-
zu Flussdiagramme verwendet. Abbildung 2.26 zeigt das Prozessmuster fiir einen Auftrag. Jeder
Auftrag durchlduft beide Maschinen und fasst alle dazu notwendigen Ereignisse zusammen. Die
Maschinen werden in diesem Ansatz durch zwei Boolsche-Variablen A und B und durch zwei
Warteschlangen WS4 und WSp realisiert. Wenn ein Auftrag an einer belegten Maschine ein-
trifft, so ordnet er sich selbst in die Warteschlange ein und wartet anschlieffend bis er der erste
in der Warteschlange ist (1. WS) und die Maschine frei ist. Diese Bedingung kann nur erfiillt
werden, wenn alle Auftrage vor ihm ihre Bedienung abgeschlossen haben und die Maschine nach
Bedienende auf frei gesetzt haben. Das Vorriicken in der Warteschlange geschieht automatisch,
was mit einer entsprechenden Datenstruktur (z.B. Liste) einfach realisiert werden kann. Um eine
Bedienung auszufiihren belegt ein Prozess die Maschine, pausiert fiir seine Bedienzeit und gibt
anschlieffend die Maschine wieder frei. Wie schon in den vorherigen Beispielen wurden die Opera-
tionen zur Simulationsbeobachtung weggelassen. Genauso wie in den anderen Beispielen muss die
Systembeobachtung als Teil des Prozessmusters notiert werden.

Abbildung 2.27 zeigt den Prozess Umwelt, der eine sehr einfache Struktur hat. Im Gegensatz
zu den Auftragsprozessen gibt es im Umweltprozess kein Ende, sondern nur einen Start, da der
Prozess permanent 1duft. Zum Starten der Simulation wird ein Umwelt Prozess generiert, der dann
die Auftragsprozesse generiert, die sich mit Hilfe der Boolschen-Variablen und der Warteschlangen
an den Maschinen synchronisieren.

Nach der Darstellung des Beispiels als prozessorientiertes Modell mit aktiven Auftragen, soll
nun als Alternative die prozessorientierte Sichtweise mit aktiven Maschinen vorgestellt werden.
Die Abbildungen 2.28 und 2.29 zeigen die drei benétigten Prozesse zur Modellierung der Um-
welt und der beiden Maschinen. Alle Prozesse laufen in dieser Darstellung permanent. Auftrige
werden durch den Umweltprozess erzeugt und in den Puffer der ersten Maschine abgelegt. Falls
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nein

Abbildung 2.26: Prozessmuster eines Auftrags.

Abbildung 2.27: Umweltprozess fiir die auftragsorientierte Modellierung.
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Abbildung 2.28: Umweltprozess und Prozess fiir Maschine A in der maschinenorientierten Sicht.

Abbildung 2.29: Prozess fiir Maschine B.
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die erste Maschine frei ist, wird sie durch den Umweltprozess bei Ankunft eines Kunden dadurch
aktiviert, dass sie belegt wird. Dadurch wird die wait until Bedingung der Maschine erfiillt und
die Bedienung beginnt. Falls ein Auftrag bedient wurde und noch andere in der Warteschlange
vorhanden sind, so beginnt sofort die néichste Bedienung. Die erste Maschine iibergibt Auftrige
der zweiten Maschine und aktiviert diese, falls n6tig. Durch die Erzeugung der drei Prozesse 1duft
die Simulation an, da der Umwelt-Prozess die Auftrige nacheinander generiert. Auftrage tauchen
in dieser Modellierung nur implizit auf, kénnten aber durchaus als komplexere Datenstruktur zur
Speicherung von Parametern dargestellt werden. Die Warteschlangen vor den Maschinen miissen
nur die entsprechenden Datenstrukturen aufnehmen konnen. Wie schon in den vorangegangenen
Beschreibungen wurden die Teile zur Resultatauswertung in den Beschreibungen weggelassen.

Bewertung der material- und maschinenorientierter Sicht

Grundsétzlich kénnen Modelle material- oder maschinenorientiert spezifiziert werden, die Art der
Beschreibung hat aber Auswirkungen auf die Ausdrucksmdglichkeiten. In einer maschinenorien-
tierten Sicht konnen die folgenden Aspekte auf sehr natiirliche Weise beschrieben werden.

e Unterschiedliche Scheduling-Strategien, bei denen die Maschine Auftrige nach ihren Eigen-
schaften auswéhlt. So konnte der Auftrag mit der geringsten Bearbeitungszeit im zuerst
gewéhlt werden. Diese Strategie nennt shortest job first (SJF). Auftrage konnten in Klassen
eingeteilt werden und jede Klasse eine bestimmte Prioritdt bekommen, wobei Auftrige ho-
herer Prioritdt vor Auftrigen niedriger Prioritdt bedient werden. Die Implementierung der
Scheduling-Strategie im Auftragsprozess wiirde sehr komplex, da sich alle auf eine Maschine
wartenden Auftrige synchronisieren miissten.

e Maschineorientierte Leistungsmafie sind im Maschinenprozess ebenfalls auf natiirlich Weise
auswertbar. Beispiele fiir solche Leistungsgrofen sind die Auslastung der Maschine oder die
mittlere Population im Puffer.

e In der Realitét fallen Maschinen aus oder bringen auf Grund von temporéiren Fehlern kurz-
zeitig eine geringere Leistung. Auch dieses Verhalten ist im Maschinenprozess einfach be-
schreibbar, kann aber nur sehr aufwindig und unnatiirlich im Auftragsprozess beschrieben
werden.

Fiir andere Ablédufe ist die materialorientierte Sichtweise die natiirliche Beschreibungsform.

e Wenn Auftrige mehrere Maschinen gleichzeitig belegen, so kann dies im Auftrag einfach spe-
zifiziert werden, wiirde aber auf Maschinenebene eine komplexe Synchronisation erfordern.

e Materialorientierte Leistungsmafse wie Durchlaufzeit sind auf Ebene der Maschine kaum
analysierbar, kénnen aber im Auftragsprozess einfach akkumuliert werden.

e Wenn Material synchronisiert wird, so kann dies auf Maschinenebene nur in einfachen F&l-
len beschrieben werden. Komplexere Synchronisationen erfordern Prozesse fiir die einzelnen
Materialien.

Es zeigt sich deutlich, dass je nach Modellstruktur die eine oder die andere Sichtweise vorzuziehen
ist. In vielen komplexen Modellen treten Strukturen auf, die beides, eine material- und eine ma-
schinenorientierte Sichtweise erfordern. Prinzipiell ist eine solche Beschreibung mdoglich und wird
auch von Simulationswerkzeugen unterstiitzt. Es muss nur darauf geachtet werden, dass die Be-
schreibung konsistent bleibt. So kann die Bedienzeit vom zu Bedienenden und auch vom Bediener
festgelegt. Es ist aber nicht moéglich, dass beide jeweils eine eigene Bedienzeit festlegen, da der
Bediener genau so lange belegt sein muss, wie der zu Bedienende bedient wird.
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Abbildung 2.30: Prozesszustandsdiagramm der prozessorientierten Simulation.

Realisierung des process interaction-Ansatzes

Der generelle Ablauf prozessorientierter Simulationen und deren Realisierung soll nun néher er-
lautert werden. Die einzelnen Prozesse konnen in vier verschiedenen Zusténden sein, wie in Abbil-
dung 2.30 gezeigt wird. Prozesse wechseln zwischen aktiv und einer der beiden Wartebedingungen
wait until oder pause for. Schlieflich terminiert ein Prozess und kann danach nicht wieder ak-
tiv werden. In einem Simulationsmodell kénnen mehrere Prozesse gleichzeitig im Zustand aktiv
sein. Da wir davon ausgehen, dass unsere Simulation auf einem Einzelprozessor ablduft, kann
von den aktiven Prozessen nur einer zu einer Zeit wirklich bearbeitet werden. Die zeitgerechte
Ausfiihrung zeitgleich aktiver Prozesse ist ein zentraler Aspekt der prozessorientierten Simulati-
on. Bevor dieser Punkt n&her untersucht wird soll die Frage beantwortet werden, wie Prozesse
in einer Programmiersprache realisiert werden. Nahe liegend wére eine Beschreibung als Proze-
duren und Funktionen, wie sie in allen Programmiersprachen vorhanden sind. Prozessmuster und
-abldufe lassen sich in Prozeduren grundsitzlich beschreiben. Wenn man allerdings etwas néher
dariiber nachdenkt, so wird schnell deutlich, dass Prozeduren nicht ausreichen. Das Problem wird
in Abbildung 2.31 verdeutlicht. Eine Prozedur wiirde beim Eintreten einer Wartebedingung ver-
lassen und beim néchsten Aufruf, d.h. beim néchsten Wechsel in den Zustand aktiv, wieder von
vorn beginnen. Dies ist offensichtlich nicht das gewiinschte Verhalten, sondern bei der nichsten
Aktivierung soll nach der Wartebedingung weitergemacht werden. Dieses Verhalten wird durch
Koroutinen oder Threads beschrieben, die in manchen Programmiersprachen vorhanden sind. So
besitzt Simula67 ein Koroutinenkonzept und Java ein Thread-Konzept. C oder C++ hat standard-
méakig kein solches Konzept, es gibt allerdings Zusatzbibliotheken zur Realisierung von Threads
und/oder Koroutinen.

Kommen wir nun zur Ausfiihrung gleichzeitiger Ereignisse zuriick. Beim event scheduling-
Ansatz wurde davon ausgegangen, dass gleichzeitige Ereignisse in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt
werden konnen. Dies ist im process interaction-Ansatz nicht moglich, wie das folgende Beispiel
zeigt. Wir betrachten dazu wieder einen Schalter und einen Kunden. Der Schalter besitzt eine
Warteschlange WS fiir Kunden, eine Boolsche Variable belegt und eine Referenz Kd auf einen
Kunden, der gerade bedient wird. Der Kunde besitzt eine Boolsche Variable dran, eine Referenz
Sc auf den Schalter und eine Referenz Current auf sich selbst. Schalter und Kundenprozess sind
wie folgt realisiert.
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Start — Start
Riicksprung Riicksprung
Wartebedingung Wartebedingung
Y— Terminierung

A . .
— Terminierung

Abbildung 2.31: Verhalten von Prozeduren und Koroutinen.

Schalter Kunde
Repeat
wait until(WS nicht leer) ;  (S1) dran :— false ; (K1)
Repeat Current->Sc.Ws ; (K2)
Kd := WS first ; (S2) wait until (dran) ; (K3)
belegt := true ; (S3) pause_for (Bedienzeit) ; (K4)
wait_until (not belegt) ; (S4) Sc.belegt := false ; (K5)
Until WS leer ; (S5)  Sc.WS-> ; (K6)

Until (Simulationsende) ;

Die folgende Festlegung der Semantik wiirde dem bisherigen Vorgehen im event scheduling-
Ansatz entsprechen.

e Die Reihenfolge der Ereignisse eines Prozesses muss beachtet werden.

e Zeitgleiche Ereignisse in unterschiedlichen Prozessen kdnnen beliebig angeordnet werden.

Ein moglicher Ablauf, der mit der Ankunft des ersten Kunden startet wéire der folgende:
K1, K2, S1, S2, S3, S4, K3, K4, K5, S5, S2, S3, S4, K6

Nach Abarbeitung dieser Schritte hitte der Kunde das System verlassen, wére also terminiert.
Der Schalter hitte eine Referenz auf den Kunden, der das System gerade verlassen hat und wiirde
nun warten, dass der Kunde seine Bedienung beendet. Wenn nun nachfolgende Kunden eintreffen,
wiirden sie sich selbst in die Warteschlange einordnen und warten, dass der Schalter ihren Bedien-
beginn initiiert. Dies wiirde aber nicht passieren, da der Schalter auf das Bedienende des Kunden
wartet, der bereits weggegangen ist. Offensichtlich liegt eine klassische Deadlock-Situation vor.

Was ist bei dem Ablauf falsch gelaufen? Der Grund liegt darin, dass die Atomizitdt der Er-
eignisse nicht beachtet wurde. Wie im event scheduling festgelegt wurde, miissen Ereignisse ganz
oder gar nicht ausgefiihrt werden. Nun existieren im process interaction keine Ereignisse im ur-
spriinglichen Sinne. Trotzdem sind unter Umstinden mehrere Zuweisungen notwendig, um den
Systemzustand zu &ndern. Der Zustand ist undefiniert oder nicht vollstindig definiert, solange
nicht alle notwendigen Zuweisungen ausgefiihrt wurden. Im obigen Ablauf hatte der Kunde K6
noch nicht ausgefiihrt und der Zustand war nicht definiert, als der Schalter S2 ausfiihrte.

Um solche Probleme zu vermeiden, werden in allen prozessorientierten Programmiersprachen
die folgenden Vereinbarungen getroffen:

e Ein Prozess lauft solange, bis er eine hemmende Bedingung erreicht oder terminiert.

e Die Auswahl des nichsten Prozesses aus einer Menge aktiver Prozesse bleibt willkiirlich und
kann das Verhalten des Modells und damit die Semantik beeinflussen.

Kommen wir nun zur Realisierung der beiden Wartebedingungen:
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e pause_for (t)

— Der Prozess pausiert fiir t Zeiteinheiten und wird danach wieder aktiv.
— Das Ereignis der Aktivierung kann damit fiir den Zeitpunkt ¢i + ¢ eingeplant werden.

— Die Realisierung erfolgt {iber eine Ereignisliste, die alle Prozesse enthélt, die pausieren.
e wait until (b)

— Bedingung b kann {iber beliebige Zustandsvariablen formuliert werden.
— Damit kann jede Wertzuweisung jedes wait _until eines Wartenden &ndern.

— Damit muss nach jedem Anhalten eines Prozesses jede Wartebedingung {iberpriift wer-
den.

— Dies ist extrem aufwindig und fiihrt zu ineffizienten Simulatoren.

Aus Effizienzgriinden ist wait _until in allgemeiner Form in kaum einer Simulationssprache oder
einem Simulationswerkzeug realisiert. Trotzdem wird neben dem reinen Warten fiir einen Zeitraum,
ein Warten auf Bedingungen bendtigt, da sonst keine wirkliche Synchronisation zwischen Prozessen
moglich ist. Es gibt zwei unterschiedliche Moglichkeiten das ineffiziente wait until zu ersetzen.

Man kann ndher zur Implementierung gehen und damit weiter weg vom mentalen Modell. In

diesem Fall werden zwei Anweisungen passivate und activate eingefiihrt. Der Aufruf von passi-
vate sorgt davor, dass der aufrufende Prozess anhilt und damit praktisch in den Zustand von
wait__until gerdt. Typischerweise wird erst die Bedingung b getestet und falls diese nicht gilt, wird
der Prozess passivate aufrufen.
if not b then passivate ;
Im Gegensatz zu wait__until wird der Prozess nicht automatisch aufgeweckt, wenn b gilt. Sondern
das Aufwecken muss explizit durch den Aufruf von activate(P) fiir einen wartenden Prozess P er-
folgen. Der Aufruf kann natiirlich nur durch einen anderen Prozess erfolgen, idealerweise durch den
Prozess, der b erfiillt hat. Diese Art der Beschreibung sorgt fiir effiziente Simulatoren, bedingt aber
auch, dass der Simulator-Code ldnger und komplexer wird. So muss der aufweckende Prozess eine
Referenz auf den aufzuweckenden Prozess besitzen und der eigentlich Vorteil der prozessorientier-
ten Simulation, ndmlich die weitgehende Unabhéngigkeit und lokale Beschreibung von Prozessen
wird teilweise eingeschrinkt. Trotzdem sind activate und passivate in vielen Simulationssprachen,
z.B. in Simula67 verfiighar.

Die zweite Moglichkeit orientiert sich mehr am mentalen Modell und ist damit weiter weg
von der Implementierung. Das Warten auf Bedingungen wird dahingehend eingeschrinkt, dass b
nicht mehr eine beliebige Bedingung sein darf, sondern nur auf bestimmte Bedingungen gewartet
werden kann. Dieser Ansatz ist insbesondere fiir Szenario-Sprachen von Interesse. So ist in War-
teschlangennetzen das Warten auf Bediener {iblich. Falls es nur eine endliche Anzahl mdoglicher
Bedingungen gibt, auf die gewartet werden kann, so wird fiir jede Bedingung eine Warteschlange
gebildet, in die Prozesse, die auf die zugehorige Bedingung warten, eingeordnet werden. Wird nun
eine Bedingung erfiillt, so braucht nur in der zugehorigen Warteschlange nach Prozessen zur Ak-
tivierung gesucht werden. Dieses Konzept ist effizient und stellt keine zusdtzlichen Anforderungen
an den Modellierer. Es ist allerdings eine Einschrinkung gegeniiber dem allgemeinen wait _until.

2.3 Generierung und Bewertung von Zufallszahlen

In der diskreten Simulation spielt die Stochastik eine grofe Rolle. Es gibt nur wenige Modelle, in
denen keine Stochastik auftritt. Man kann sicherlich lange und intensiv dariiber diskutieren, ob
Zufall oder Stochastik Teil unserer Umwelt ist oder ob es nur ein kiinstliches Phinomen ist, das
vom Menschen aus Unkenntnis eingefiihrt wurde. Diese Diskussion soll hier aber nicht gefiihrt wer-
den, fiir Interessierte sei auf die beiden populdrwissenschaftlichen Biicher [7, 10] zum Weiterlesen
verwiesen.
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Unabhéngig davon, ob Zufall als gegeben vorausgesetzt wird oder als ein Instrument angesehen
wird um reales Verhalten in einem Modell kompakt zu beschreiben, ist unsere Wahrnehmung
der Realitéit in den meisten Fillen nicht deterministisch. So treten Ausfille technischer Gerite
zufillig auf und auch die Reparatur erfordert eine nicht exakt bestimmbare Zeit. Ankiinfte von
Fahrzeugen an einer Ampel oder von Kunden in einem Supermarkt sind ebenfalls zuféllig. Auch
viele Vorgénge in der Natur, wie etwa die Einschlagstellen von Blitzen oder der Zerfall von Atomen
treten zufillig auf. Gleichzeitig kann Zufall auch benutzt werden, um komplexe deterministische
Vorgénge kompakter zu beschreiben.

Im Modell wird Zufall benutzt, um Komplexitit zu vermeiden oder wenn Details und Zu-
sammenhinge nicht bekannt sind, so dass eine deterministische Beschreibung nicht mdéglich ist.
Grundlage von Zufallsprozessen sind Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Bevor nun die
Realisierung von Zufallsprozessen im Rechner beschrieben wird, sollen in einer sehr kurzen Ein-
fithrung auf die bendtigten Grundlagen eingegangen werden (siehe auch [5, Kap. 5.1 und [11, Kap.
4.2]).

Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Das mathematische Modell zur Behandlung zufilliger Ereignisse liefert die Wahrscheinlichkeits-
rechnung.

Ein Zufallsexperiment ist ein Prozess, dessen Ausgang wir nicht mit Gewissheit vorhersagen
koénnen. Die Menge aller méglichen einander ausschliefenden Ausgénge bezeichnen wir mit S, die
Menge der Elementarereignisse. Eine Menge FE ist eine Ereignismenge, falls gilt

e e Fund Se FE
e AcE=S\AcFE
e A, € F (iez)?UieIAiEEund NiczA; € E

Ein weiterer zentraler Begriff ist das Wahrscheinlichkeitsmafl. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P[A]
bildet A € E auf reelle Zahlen ab, so dass

e 0 < P[A]<1,P[S]=1und P[0] =0
o falls ANB =( = P[AUB| = P[A] + P[B]

Typische Beispiele fiir Zufallsexperimente sind das Werfen einer Miinze und eines Wiirfels. Um
den Zusammenhang zwischen verschiedenen Ereignissen herzustellen, kann man bedingte Wahr-
scheinlichkeiten betrachten. Man schreibt {iblicherweise A|B mit der Interpretation A unter der
Bedingung B. Es gilt

P[A|B] = %

Sei S = A; UAyU...U Ak und alle Ay seinen disjunkt, dann gilt (Satz von der Totalen Wahr-
scheinlichkeit)

(2.1)

P(B) =Y P[B|Ay] - P[A]
k=1

Von grofier Bedeutung ist auch der Satz von Bayes, der eine Beziehung zwischen A|B und B|A
herstellt. A
P[A|B] = P|B|A] - ==
(AI1B] = PLBIA) -

Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine reellwertige Variable, deren Wert durch den Ausgang ei-
nes Zufallsexperiment bestimmt ist. Eine Zufallsvariable bildet also die Ausginge eines Zufalls-
experiments auf reelle Zahlen ab. Zufallsvariablen werden im Folgenden mit Grofbuchstaben
X,Y, Z, .. bezeichnet, wihrend Kleinbuchstaben z,y, z, ... den konkreten Wert einer Zufallsvaria-
blen bezeichnen. Man unterscheidet zwischen diskreten und kontinuierlichen Zufallsvariablen. Eine
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Abbildung 2.32: Verteilungsfunktion einer diskreten und einer kontinuierlichen Zufallsvariablen.

diskrete Zufallsvariable nimmt Werte aus einer endlichen oder abzdhlbaren Menge an. Typische
Beispiele sind der Miinzwurf (Werte 0, 1), das Wiirfel (Werte 1, ..., 6) oder die Anzahl eingehender
Telefonanrufe an einer Vermittlungsstelle innerhalb einer Stunde (da keine obere Schranke a priori
bekannt ist, werden theoretisch Werte aus N betrachtet). Kontinuierliche Zufallsvariablen kénnen
Werte aus einer iiberabzahlbaren Menge annehmen. Beispiele sind die Zwischenankunftszeiten von
Kunden an einem Schalter, die Bedienzeiten der Kunden oder die Regenmenge, die an einem Tag
fallt. Wenn man davon ausgeht, dass diese Werte beliebig genau messbar wiren, so konnen in
diesen Fillen beliebige nicht negative Werte angenommen werden.

Zufallsvariablen kénnen durch verschiedene Mafzahlen charakterisiert werden. Von zentraler
Bedeutung ist die Verteilungsfunktion (Vikt) F(z) = P[X < z] fiir —co < z < oo. Die Vertei-
lungsfunktion charakterisiert die Zufallsvariable vollsténdig und es gilt

o 0L F(;v) <1
o 11 < x9= F(x1) < F(x2)
o lim, , o F(z) =0 und lim,_, F(z) =1

Oft kann die Zufallsvariable auch nur Werte aus einem Intervall annehmen. In diesem Fall ist
F(z) = 0, falls x kleiner als der kleinste Wert ist, der angenommen werden kann und F(x) = 1,
falls = grofer als der grofkte Wert ist, der angenommen werden kann. Abbildung 2.32 zeigt zwei
Beispiele fiir den Verlauf der Verteilungsfunktion. Fiir diskrete Zufallsvariablen ist F(z) immer
eine Treppenfunktion. Fiir kontinuierliche Zufallsvariablen kann die Verteilungsfunktion ebenfalls
Sprungstellen aufweisen.

Diskrete ZV X mit Wertebereich Wx
Sei p(z) = P[X = z| die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert = annimmt. Es gilt
e p(x) =0 fiir z ¢ Wx
e 0<p(x)<l1firezeWx
. ZzeWX p(z)=1.0
® Y ewyna<y P(@) = F(y)

Neben der Verteilungsfunktion dienen die Momente zur Charakterisierung von Zufallsvariablen.
Das ite Moment einer diskreten Zufallsvariablen ist definiert als

By = 3 pla)-of
zeWx

Von besonderer Bedeutung ist das erste Moment E(X) = E(X1), der Erwartungswert. Der Erwar-
tungswert gibt die Summe der mit ihren Wahrscheinlichkeiten gewichteten Werte an. Beim einem
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fairen Wiirfel wire der Erwartungswert 3.5. Das zweite Moment beschreibt die mégliche Variation
der Werte der Zufallsvariablen. Als Mafzahl ist die Varianz 0?(X) = E(X?) — E(X)? > 0 und
die Standardabweichung o(X) von Bedeutung. Eine grofere Varianz/Standardabweichung deutet
auf eine grofere Variabilitdt der Werte einer Zufallsvariablen hin. Wird die Varianz um den Er-
wartungswert bereinigt, so erhdlt man den Variationskoeffizienten VK (X) = o(X)/E(X). Eine
Mafzahl fiir die Abhéngigkeit von zwei Zufallsvariablen X und Y ist die Kovarianz

CX,2Y)=E(X-FEX))-Y-EY))=EX-Y)—EX)-E®Y) (2.2)

die auch kleiner 0 sein kann. Die letzte Umformung lésst sich unter Anwendung der folgenden
Rechenregeln fiir Erwartungswerte herleiten.

e E(c-X)=c-E(X) fiur eine Konstante c,
° E(Z ci-Xi) = Z ¢; - B(X;) fiir Konstanten c;und Zufallsvariablen X;
i=1 i=1

Die letzte Gleichung gilt sogar, wenn die Zufallsvariablen X; abhingig sind. Dagegen gilt E(X -
Y)=E(X)-E(Y) nur falls C(X,Y) = 0, also z.B. bei unabhingigen Zufallsvariablen.

Es werden nun einige typische diskrete Verteilungen vorgestellt. Die Bernoulli-Verteilung mit
Parameter p € [0, 1] beschreibt bindre Entscheidungen. Mit Wahrscheinlichkeit p tritt ein Ereignis
ein, mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) tritt es nicht ein. Damit gilt

D falls x=1 0 falls z < 0 _
plr)=49 1—p fallsx=0 F(z)=< 1—p fals0<z<1 E2((XX))—_]9 (1-p)
0 sonst 1 sonst ? P N

Die geometrische-Verteilung hat ebenfalls einen Parameter p € (0, 1] und beschreibt die Anzahl der
erfolglosen Versuche bis zu einem Erfolg, wenn der Erfolg in jedem Versuch mit Wahrscheinlichkeit
p eintritt. Es gilt

[ p-(1—p)* fallsze{0,1,2,...} [ 1-(1=p)EH fallsz >0
p(z) = { 0 sonst Fa) = 0 sonst

sowie E(X) = (1-p)/pund 0%(X) = (1—p)/p*. Die geometrische Verteilung hat einige interessante
Eigenschaften. Insbesondere besitzt die geometrische Verteilung als einzige diskrete Verteilung die
so genannte Geddchtnislosigkeitseigenschaft. Dies bedeutet in diesem Fall, dass unabhingig vom
Wert von z, die Wahrscheinlichkeit im n&chsten Versuch einen Erfolg zu haben immer gleich
bleibt. Die Gedéachtnislosigkeiteigenschft ist insbesondere wichtig zur Herleitung von analytischen
Losungsansétzen.

Der Poisson-Prozess wird zur Modellierung realer Abldufe breit eingesetzt. Er beschreibt die
Anzahl auftretender Ereignisse, wenn ein einzelnes Ereignis mit konstanter Rate A (> 0) auftritt.
Fiir ein Intervall der Linge 1 ist dann p(z) die Wahrscheinlichkeit, dass genau x Ereignisse im
Intervall auftreten. Es gilt

lz] \;
AZ
e ™. E o falls > 0 E(X)=
i=0

87>\- £
{ w!A falls € {0,1,2,...} Flz) =
0 sonst

0 sonst

Werden allgemeine Intervalle der Linge t betrachtet, so muss in den obigen Formeln A durch
At ersetzt werden. Ein Poisson Prozess modelliert reales Verhalten immer dann gut, wenn in der
Realitdt Situationen betrachtet werden, bei denen Ereignisse aus vielen unabhingigen Quellen
stammen konnen, die jede fiir sich mit geringer Rate Ereignisse generieren. Ein typisches Beispiel
ist eine Vermittlungsstelle fiir Telefonanrufe. Viele potenzielle Anrufer kénnen unabhéngig von-
einander Anrufe generieren und der einzelne Anrufer generiert selten einen Anruf. Es zeigt sich
allerdings, dass das Modell des Poisson Prozesses zwar die Realitdt mit menschlichen Anrufern
gut wiedergibt, durch zusétzliche Dienste, die inzwischen iiber das Telefon abgewickelt werden,
treten aber andere Ankunftsmuster auf, die sich mit Poisson-Prozessen nicht mehr genau genug
modellieren lassen.
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Abbildung 2.33: Poisson Prozess mit Parameter A = 1 (linke Seite) und A = 2 (rechte Seite).
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Abbildung 2.34: Dichtefunktion und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung.

Kontinuierliche ZV X mit Wertebereich Wx

Im Gegensatz zum diskreten Fall kann die Zufallsvariable nun {iberabzihlbar viele Werte anneh-
men. Dies bedeutet, dass fiir die Wahrscheinlichkeit p(z) = 0 fiir alle x € Wx gelten kann und
trotzdem eine Verteilung vorliegt. Deshalb wird statt der Wahrscheinlichkeit die Dichtefunktion
(Dikt) f(x) fir kontinuierliche Zufallsvariablen betrachtet. Fiir eine Dichtefunktion muss gelten
o f(z)=0fiir z ¢ Wx
e 0< f(x) fir x € Wx

* Joew, f(@)dz =10

® JrewxAz<y f(x)dx = F(y)

o f; f(x)dz = F(z) — F(y) = Plz € [y, z]] falls y < z
o B(X%) = szWx 2t f(x)dx

Es sollen nun einige wichtige kontinuierliche Verteilungen vorgestellt werden. Die Exponentialver-
teilung mit Parameter A\ > 0 ist durch die folgenden Funktionen/Mafizahlen charakterisiert.

A-e ™ falls >0 l—e ™ fallsz >0 EQ(X) - 12/A
flz) = 0 sonst Fe) = 0 sonst o =1/X
VK(X)=1

Die Dichte- und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung wird in Abbildung 2.34 fiir A =
1 und A = 3 dargestellt. Exponentialverteilungen treten immer dann auf, wenn viele unabhéngige
Quellen fiir ein Ereignis existieren und jede Quelle selten ein Ereignis generiert. Ein typisches
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Abbildung 2.35: Struktur der Erlang- und Hyperexponential-Verteilung.
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Abbildung 2.36: Dichtefunktion und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung mit Parametern 1
und 5.

Beispiel sind die Zwischenankunftszeiten von Telefonanrufen an einer Vermittlungsstelle. Die Zeit
zwischen dem Auftreten von Ereignissen in einem Poisson-Prozess ist exponentiell verteilt. Dariiber
hinaus ist die Exponentialverteilung die einzige kontinuierliche Verteilung, die gedichtnislos ist.
Eine Zufallsvariable X ist ged&chtnislos, wenn

PX >t+s|X >t]=P[X > 5]
fiir alle s,t > 0 gilt. Fiir die Exponentialverteilung ergibt sich

PIX >s+tX >t] =e M0t /g7
=e N =P[X > ]

Die Gedichtnislosigkeit erweist sich als wichtig fiir analytische Berechnungen, da die Zeit seit dem
letzten Ereignis nicht in die Zustandsbeschreibung mit einbezogen werden muss und trotzdem die
Verteilung der Eintrittszeit des néchsten Ereignisses ermittelt werden kann.

Durch das Verbinden von mehreren exponentiellen Phase lassen sich komplexere Verteilungen
erzeugen. Zwei typische Beispiele werden in Abbildung 2.35 gezeigt und sollen kurz beschrieben
werden. Bei der Erlang-k-Verteilung werden k exponentielle Phasen mit identischem Parameter
A durchlaufen. Die Gesamtzeit ergibt sich also aus der Summe der einzelnen Zeiten. Es gilt fiir
Erlang-k-verteilte Zufallsvariablen E(X) = k/\, 0?(X) = k/)? und VK (X)1/vk. Damit ist die
Erlang-Verteilung weniger variabel als die Exponentialverteilung. Durch die Hinzunahme weiterer
Phasen sinkt die Variabilitit. Bei der Hyperexponentialverteilung wird alternativ eine von zwei
Phasen ausgewahlt. Die Verteilung hat 3 Parameter, ndmlich p, die Wahrscheinlichkeit Phase 1 zu
wihlen, sowie A1 und Ag, die Raten der exponentiellen Phasen. Es gilt E(X) =p/A1 + (1 —p)/ A2
und 02(X) = p(2—p)/A2+ (1 —p)?/A3 —2p(1 —p)/(A1X2). Man kann nun einfach zeigen, dass fiir
die Hyperexponentialverteilung VK (X) > 1 immer gilt. Die Hyperexponentialverteilung ist also
mindestens so variabel wie die Exponentialverteilung. Man kann sogar zeigen, dass jeder beliebige
Variationskoeffizient grofser gleich 1 mit einer Hyperexponentialverteilung bei entsprechender Pa-
rametrisierung erreichbar ist. Hyperexponentialverteilungen kdnnen auch fiir mehr als zwei Phasen
definiert werden.

Die Gleichverteilung (sieche Abbildung 2.36) hat zwei Parameter a,b (¢ < b) und ist durch
einen festen Wert der Dichtefunktion auf dem endlichen Intervall [a,b] gekennzeichnet. Sie ist
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Abbildung 2.37: Dichtefunktion der Normalverteilung.

charakterisiert durch

0 falls x < a E(X)=(a+b)/2
— <zx<
f(z) = { (Z;fa fallsta sz<b Flz)y=¢ #2 fallsa<z<b o?(X) = (b—a)?/12
sons 1 sonst VK(X)~1.73

Gleichverteilungen sind von zentraler Bedeutung in der Simulation, da die [0, 1]-Gleichverteilung
als Grundlage der Generierung von Zufallszahlen benutzt wird, wie im Laufe dieses Abschnitts
gezeigt wird.

Die Normalverteilung hat zwei Parameter p und o, die ihren Mittelwert und ihre Standardab-
weichung beschreiben. Die Dichtefunktion der Normalverteilung lautet

1
B oV22r .

und wird in Abbildung 2.37 gezeigt. Der Wert von p kann benutzt werden, um die Dichtefunktion
zu verschieben, wihrend o fiir die Form (bzw. Breite) der Dichtefunktion verantwortlich ist. Fiir die
Verteilungsfunktion der Normalverteilung existiert keine geschlossene Form. Fiir normalverteilte
Zufallsvariablen X mit Parametern y und o schreibt man oft X ~ N(u, o). Die Dichtefunktion
der Normalverteilung ist symmetrisch um den Punkt g und erreicht ihr Maximum in p. Es gilt
f(z) > 0 fir alle z und limg oo f(z) = limy_,_o f(x) = 0. Falls X ~ N(0,1), dann ist ¥ =
w+o-X ~ N(u,0) und es gilt

6_%(12“)2

f(=)

PlY <y|=Plp+o-X <y|=P[X < (y—p)/o]

Diese Wahrscheinlichkeit kann aus den Werten der N(0, 1)-Verteilung ermittelt werden. Die kri-
tischen Werte der N(0,1)—Verteilung, d.h. die Werte z mit P[X < z] = a fir X ~ N(0,1) und
a = 0.9,0.95,0.99, sind in Wahrscheinlichkeitstafeln in den meisten Statistikbiichern zu finden
und konnen auch numerisch berechnet werden. Die N(0, 1)-Verteilung bezeichnet man auch als
Standardnormalverteilung. Der Normalverteilung kommt in der Statistik und damit auch in der
Simulation eine zentrale Bedeutung zu. Dies liegt insbesondere im zentralen Grenzwertsatz begriin-
det, der im Prinzip aussagt, dass die Summe unabhéngiger identisch verteilter Zufallszahlen unter
relativ allgemeinen Bedingungen gegen eine Normalverteilung konvergiert. Damit kann man im
Prinzip durch mehrfaches Beobachten erreichen, dass der beobachtete Wert (fast) normalverteilt
ist. Auf dieser Basis lassen sich statistische Aussagen machen, wie wir spater sehen werden.

Schéitzer fiir Verteilungsparameter

In der Statistik werden unbekannte Grofien auf Grund von Beobachtungen geschétzt. Gleiches
gilt fiir die Simulation. Wenn Parameter in einem Simulationsmodell gesetzt werden sollen, so
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werden sie auf Grund von Schitzungen festgelegt. Wenn in einem Simulator Zufallsvariablen zur
Beschreibung von Parametern benutzt werden, so sind auch die Ausgaben Zufallsvariablen und
Aussagen iiber das Verhalten des simulierten Modells konnen nur auf Basis von Schitzungen
erfolgen.

Definition 3 Sei X eine Zufallsvariable mit unbekannter Verteilung. Eine Menge von Beobach-
tungen x1, ...,x, nennt man eine Stichprobe.

Wir gehen in der Regel davon aus, dass die einzelnen Beobachtungen einer Stichprobe unab-
héngig sind, wenn dies nicht anders gesagt wird. Oftmals sollen Aussagen iiber einen Parameter ©
der Verteilung von X auf Basis einer Stichprobe z1,...,z, gewonnen werden. Typische Beispiele
fiir © wiren der Erwartungswert, die Varianz oder P[X < z].

Definition 4 Ein Schitzer © fiir einen Parameter © der Verteilung einer Zufallsvariablen X
auf Basis einer Stichprobe x1,xs,. .., x, ist eine Funktion g(x1,...,2,) — ©. g nennt man die
Schatzfunktion.

Fiir Schiitzer gibt es eine Reihe von Eigenschaften, von denen einige vorgestellt werden. © heifit

e erwartungstreu, wenn E(©) = O,
e asymptotisch erwartungstreu, wenn lim,, E(C:)) =0,

e konsistent, wenn lim,, ., P[|© — ©| > €] = 0 fiir jedes € > 0.

Man ist natiirlich bestrebt erwartungstreue und konsistente Schitzer zu verwenden. Die Schitzung
des Parametern wird uns im Laufe dieses und der folgenden Abschnitte noch mehrfach beschéfti-
gen, insbesondere werden wir unterschiedliche Schitzer kennen lernen.

Grundlagen der Generierung von Zufallszahlen

Nach der kurzen Einfiihrung in die bendtigten Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik wird nun die Generierung von Zufallszahlen behandelt. Dies ist ein zentraler Aspekt jeder
stochastischen Simulation. Zufallszahlen dienen dazu, stochastisches Verhalten in den eigentlich
deterministischen Programmablauf zu bringen. Die Qualitit der Simulationsergebnisse héngt ganz
entscheidend von der Qualitdt der verwendeten Zufallszahlen ab. Die Beantwortung der Frage
“Was sind gute Zufallszahlen?” ist damit essentiell, leider ist die Antwort aber nicht einfach und
es wird sich im Lauf dieses Abschnitts zeigen, dass wir keine Methoden haben, die fiir erzeugte
Zufallszahlen zweifelsfrei die Giite festlegen. Die Erzeugung von Zufallszahlen wird in den meisten
Simulationsbiichern ausfiihrlich beschrieben, z.B. [11, Kap. 7,8] oder [5, Kap. 7,8].

Ziel ist es, Realisierungen einer Zufallsvariablen X zu generieren. Es wird also eine Methode
z2z(X) — x gesucht, so dass fiir so erzeugte 1, zsa, ... gilt

e P[X; <y| = P[X<y] fiir alle y (damit gilt auch E(X}) = E(X") fiir alle 4,5 > 0) und
e X und X; fiir beliebige ¢, j (i # j) seien unabhéngig.

wobei X; die Zufallsvariable ist, aus der z; resultiert. Die Generierung von Realisierungen einer
Zufallsvariablen X nennt man das Ziehen von Zufallszahlen (ZZ). Das Ziehen von Zufallszahlen
erfolgt in drei Schritten:

1. Erzeugung von gleichverteilten ganzzahligen Zufallszahlen im Intervall [0, m).
2. Transformation in (approximativ) [0, 1)-verteilten Zufallszahlen.

3. Transformation der Zufallszahlen in die gewiinschte Verteilung.
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Zwei grundsitzlich unterschiedliche Ansétze zur Generierung von Zufallszahlen existieren, die Ge-
nerierung von echten Zufallszahlen und die Nutzung von Pseudozufallszahlen. Echte Zufallszahlen
resultieren aus der Beobachtung zufilliger Prozesse. So kann das Werfen einer Miinze oder das
Wiirfel dazu benutzt werden, Zufallszahlen zu erzeugen. Wenn man davon ausgeht, dass die Miin-
ze oder der Wiirfel fair sind, d.h. unabhéngig und identisch verteilte Resultate liefern, so kann
man auf diese Weise Zufallszahlen erzeugen. Mit n Miinzwiirfen kann man zum Beispiel n Bits
bestimmen und damit ganzzahlige Zufallszahlen aus dem Intervall [0,2"] erzeugen. Da ein Simu-
lationsprogramm keine Miinzen oder Wiirfel werfen kann, bote sich in der Simulation eher die
Beobachtung von zufilligen physikalischen Prozessen an. Beispiele fiir solche Prozesse sind der
radioaktive Zerfall oder das weiffe Rauschen. Der Nachteil echter Zufallszahlen ist ihre fehlen-
de Reproduzierbarkeit. Es liegt natiirlich in der Natur des Zufalls, dass wir das Verhalten eben
nicht reproduzieren konnen. Fiir den Ablauf von Simulationsprogrammen hat dies aber einige
entscheidende Nachteile. So luft ein Programm, das echte Zufallszahlen nutzt, bei jedem Start
unterschiedlich ab. Dies bedeutet, dass Debugging praktisch unmdglich ist. Die Erfahrungen aus
dem Softwareentwurf zeigen, dass grofere Programme ohne Debugging nicht realisierbar sind. Ein
weiterer Nachteil fehlender Reproduzierbarkeit ist, dass Modelle nicht unter identischen Bedin-
gungen (d.h. identischen Realisierungen des Zufalls) verglichen werden kénnen.

Die Forderung nach Reproduzierbarkeit fiihrt zu so genannten Pseudozufallszahlen. Wie der
Name schon andeutet, handelt es sich dabei nicht um wirkliche Zufallszahlen, sondern um Zahlen,
die nach einem Algorithmus erzeugt wurden. Fiir jemanden, der den Algorithmus kennt, sind die
erzeugten Zahlen damit in keiner Weise zufillig, sondern rein deterministisch. Entscheidend ist,
dass die erzeugten Zahlen ohne Kenntnis des Generierungsalgorithmus nicht von wahren Zufalls-
zahlen zu unterscheiden sind. Die einfachste Form der Erzeugung von Pseudozufallszahlen ist das
auslesen aus einer Tabelle. Eine solche Tabelle kénnte man zum Beispiel dadurch fiillen, dass zufél-
lig Prozesse beobachtet werden. Die Tabellenldsung wurde in der Vergangenheit oft angewendet,
so erstellte ein Herr Tippett im Jahr 1927 eine Tabelle mit 41600 gleichverteilten Zahlen aus den
Daten der Finanzverwaltung. Heute werden Tabellen nicht mehr benutzt, da sehr viele Zufallszah-
len fiir Simulationen benétigt werden und die notwendigen Tabellen einen immensen Speicherplatz
erfordern wiirden und auch das Auslesen der Zahlen zu viel Zeit verbrauchen wiirde.

Algorithmen zur Erzeugung von Zufallszahlen

Die Alternative zur Tabellenlosung ist ein Generierungsalgorithmus der Form z; = ¢(s;) und
Si+1 = f(s;). Der Algorithmus hat einen internen Zustand s; aus dem durch eine Funktion ¢ eine
Zufallszahl erzeugt wird und durch eine Funktion f wird der néichste Zustand generiert. Heutige
Generatoren setzen s; = z; und benétigen damit nur noch die Funktion f. Durch Setzen eines
festen Startwertes xp wird immer wieder die selbe Sequenz von Zufallszahlen generiert. Damit
ist die Reproduzierbarkeit offensichtlich gegeben. Durch die Wahl unterschiedlicher Startwerte
kénnen unterschiedliche Sequenzen von Zufallszahlen erzeugt werden. Offensichtlich erzeugt jeder
solche Generierungsalgorithmus nur eine endliche Sequenz von Zufallszahlen, das z; = x; dazu
filhren muss, dass ;1 = x4 fiir alle & > 0. Bei endlicher Zahlenlénge muss damit zwangslau-
fig irgendwann eine identische Zahl erreicht werden. Damit ein Generierungsalgorithmus “gute”
Zufallszahlen erzeugt und in Simulationsmodellen einsetzbar ist, werden einige Anforderungen an
ihn gestellt.

e Die generierten Zufallszahlen miissen gleichverteilt sein.

e Die generierten Zufallszahlen miissen unabhéngig sein. Dies bedeutet, dass die Kenntnis der
ersten n Zufallszahlen keinerlei Information {iber die n + 1te Zufallszahl liefert. Dies gilt
natiirlich nur, wenn der Generierungsalgorithmus unbekannt ist.

e Die Sequenzlinge bis zur Wiederholung einer Zahl muss lang sein.
e Die Erzeugung muss effizient sein.

e Der Algorithmus muss portabel sein.
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Es gibt zahlreiche unterschiedliche Generierungsalgorithmen. Wir betrachten hier kurz den er-
sten Algorithmus der zur Erzeugung von Pseudozufallszahlen publiziert wurde und stellen dann
anschlieffend die am weitesten verbreitete Klasse von Generatoren vor, die in fast allen Simulati-
onswerkzeugen zu finden sind.

Der erste Algorithmus ist die bekannte “Midsquare Method” von von Neumann und Metropolis
1940 publiziert wurde. Ausgehend von einer achtstelligen Dezimalzahl Z; werden die mittleren vier
Ziffern genommen. Vor diese vier Ziffern wird eine Dezimalpunkt gesetzt und es entsteht eine Zahl
aus dem Intervall [0,1). Z; wird dadurch erzeugt, dass die mittleren vier Ziffern von Zy quadriert
werden, wodurch wieder eine Zahl mit bis zu acht Ziffern entsteht. Bei weniger als acht Ziffern
wird von links mit Nullen aufgefiillt. Anschliefend wird mit Z; wie mit Z; verfahren. Ein Beispiel
fiir eine Sequenz von Zufallszahlen wire

Zy = 43718244 — 0.7182
Z; = 51581124 — 0.5811
Zy = 33767721 — 0.7677
Z3 = 58936329 — 0.9363
Zy = 87665769 — 0.6657
Z5 = 44315649 — 0.3156

Auf den ersten Blick sehen die erzeugten die Zahlen recht zufillig aus. Trotzdem ist die Methode
nicht gut, d.h. sie erzeugt keine wirkliche Sequenz von Pseudozufallszahlen, die die oben genannten
Bedingungen erfiillen (iiberlegen warum!).

Die heute meistens verwendeten Generierungsalgorithmen basieren auf einer Arbeit von Lehmer
(1951) und werden als lineare Kongruenzgeneratoren (LCGs) bezeichnet. Lineare Kongruenzgene-
ratoren sind durch die Funktion

T
x; = Zaj-xi,j—l—c ( mod m)
j=1

mit xg, x1,...,Tr—1,01, ..., 0, Cc € N gekennzeichnet. Man verwendet heute meistens die reduzierte
Version
x; = (a-zi—1 +c)( mod m)

Falls ¢ = 0, so spricht man von einem multiplikativen Generator ansonsten von einem gemischten
Generator. Den initialen Wert xy bezeichnet man auch als die Saat des Generators. Jeder LCG
weist die folgenden Eigenschaften auf

e Falls ¢ > 0 so gilt ; € [0,m) und fiir ¢ = 0 gilt z; € (0,m)
® T, =Tj; = Titk = Tj+k fiir alle kK > 0

Mit x = minj;_j|(z; = x;) bezeichnet man die Periode des Generators. Das folgende Beispiel
wurde aus [15] entnommen. Die Generierungsvorschrift lautet

xiy1 = (5-2;)( mod 17)

Die folgende Tabelle zeigt die Sequenz der generierten Zufallszahlen ausgehend von zy = 5.

i 0 1 2 3 4 b) 6 7 8 9 |10 |11 (12 |13 |14 | 15| 16

dr; |25 40| 30|65 | 70| 10|50 |80 |60 |45 |55|20 |15 |75 |35| 5 |25
Tiy1 | 8 6 (13|14 2 (10|16 |12 | 9 |11 | 4 3 15| 7 1 ) 8

Wie man sieht. erreicht der Generator die maximal mégliche Periode, alle Zahlen von 1 bis
16 werden erzeugt. In Simulationssystemen verwendete Generatoren haben natiirlich eine deutlich
grofere Periode. Die folgenden Generatoren werden bzw. wurden in unterschiedlichen Systemen
verwendet.
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Name m a c
Unix 232 1103515245 12345
RANDU 231 65539 0
Simula/Univac 231 513 0
SIMPL-I (IBM) 231 1 48271 0
SIMSCRIPT I1.5 | 23! —1 630360016 0
L’Ecuyer 263 _ 25 | 4645906587823291368 0

Die ersten drei Generatoren wurden zwar breit eingesetzt, haben sich inzwischen allerdings
als schlechte Generatoren herausgestellt. Insbesondere der RANDU wurde in der Vergangenheit
in vielen Simulationswerkzeugen verwendet. Es fillt auf, dass die “schlechten” Generatoren alle
als Modul eine Zweierpotenz haben. Damit stellen sich natiirlich zwei Fragen. Warum wihlte
man eine Zweierpotenz als Modul? Warum sind dann die Generatoren schlecht? Bevor die Fragen
beantwortet werden, muss erst einmal festgelegt werden, was unter einem guten Generator zu
verstehen ist. Ein guter Generator sollte die folgenden drei Bedingungen erfiillen.

1. Er sollte eine grofe Periode haben.
2. Er sollte eine effiziente Berechnung der Zufallszahlen erlauben.

3. Er sollte statistische Test bestehen.

Wiéhrend die ersten beiden Bedingungen den Bedingungen fiir gute Zufallszahlen entsprechen,
unterscheidet sich die dritte Bedingung von den auf Seite 68 geforderten Eigenschaften fiir gute
Zufallszahlen. Dies liegt darin begriindet, dass man fiir einen Generator nicht formal zeigen kann,
dass zwei generierte Zufallszahlen x;, x; unabhingig sind und jeweils aus einer Gleichverteilung
gezogen wurden. Man kann nur anhand von statistischen Test iiberpriifen, ob diese Annahmen
plausibel sind. Entsprechende Testverfahren werden spéter vorgestellt.

Die erste Bedingung fiir einen guten Generator fordert eine grofe Periode, damit viele unter-
schiedliche Zufallszahlen erzeugt werden kénnen. Dies bedeutet, dass m mdglichst grofs sein sollte,
also im Bereich der maximal darstellbaren ganzen Zahl. Weiterhin sollten in der Periode mdoglichst
m bzw. m — 1 unterschiedliche Werte erzeugt werden. Man kann Bedingungen an die Parameter
a, ¢ und m stellen, damit die volle Periodenldnge erreicht wird. Fiir einen gemischten Generator
miissen die Folgenden drei Bedingungen gelten [11, S. 408].

1. ggT'(m,c) = 1 man sagt auch, dass m und ¢ relativ prim sind
2. a mod p; =1 fiir alle Primfaktoren p; von m
3. a mod 4 =1 falls 4 ein Faktor von m ist

Die Bedingungen sind leicht zu priifen, so dass ein gemischter Generator mit voller Periodenlénge
konstruiert werden kann. Offensichtlich sind die Bedingungen nicht fiir multiplikative Generatoren
anwendbar, da erste Bedingung fiir ¢ = 0 nicht erfiillbar ist. Fiir multiplikative Generatoren gelten
die beiden folgenden Resultate [5, S. 260].

e Falls m = 2° | dann ist der maximale Wert fiir k = m/4 = 2b=2. Dieser Wert wird erreicht
fiir ungerade Saaten xyp und a = 3+ 8k oder a =5+ 8k fir £k =0,1,...

e Falls m eine Primzahl ist, dann x = m — 1 erreicht, falls die kleinste ganze Zahl k, fiir die
a® — 1 durch m ganzzahlig dividiert werden kann, gleich m — 1 ist (a ist Primitivwurzel von
m).

Die zweite Klasse von Generatoren bezeichnet man auch als prime modulus multiplicative LCGs
(PMMLCGS). Sie sind natiirlich besonders interessant, da sie im Gegensatz zu gemischten Gene-
ratoren keine Additionsoperation benétigen. Allerdings ist die Bedingung deutlich komplexer als
die einfachen Bedingungen fiir gemischte Generatoren. Es ist tatséchlich so, dass PMMLCGs oft
durch Ausprobieren und Priifen erzeugt werden.
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Die vorgestellten Generatoren hatten zumeist eine Periode im Bereich von 232 ~ 4.2 - 10° der
Wortlidnge der {iblichen Prozessoren zum Zeitpunkt ihrer Entwicklung. Heute ist die iibliche Wort-
lange zwar 64, aber es gibt erst sehr wenige Generatoren, die diese Wortlénge nutzen. Es bleibt
natiirlich die Frage, ob 232 nicht ausreicht. Uber lange Jahre hiitte man diese Frage sicherlich
mit ja beantwortet. Wenn man sich aber die Geschwindigkeit heutiger Prozessoren vor Augen
fiihrt, so benétigt ein PC mit 3 GHz Prozessor ca. 10 bis 15 Minuten um 232 Zufallszahlen zu
erzeugen. Simulatoren realistischer Systeme, wie etwa die Simulationen grofler Rechnernetze oder
Fertigungssysteme, laufen aber mehrere Stunden oder Tage. Auch wenn in der Simulation neben
der Zufallszahlenerzeugung noch viele andere Aufgaben Zeit verbrauchen, ist es leicht nachvoll-
ziehbar, dass in einer langen Simulation der Zyklus der Zufallszahlen mehrfach durchlaufen wird.
Dies widerspricht natiirlich unserem Gefiihl von Zufall. Deshalb besteht ein grofies Interesse daran
gute Generatoren mit grofierer Periode zu entwickeln. Dies kann einmal dadurch geschehen, dass
ganz neue Generatoren mit m ~ 254 oder noch groker entwickelt werden. Es kénnen aber auch
bekannt Generatoren kombiniert werden [13]. Wir betrachten & Generatoren mit Periode m; fiir
den jten Generator. Sei z; ; der ite Wert des jten Generators, dann ist

x; = Z(—l)jflxm ( mod my;—1)

j=1
[0, m; — 2]-gleichverteilt und die maximal erreichbare Periode lautet

k
H(mj -1
j=1
2k—1

Fiir die Wahl der eingesetzten Generatoren sei auf die Originalliteratur verwiesen. Durch die Kom-
bination von Generatoren wurden Generatoren mit Periode 2!°! und grofer erzeugt. Diese Peri-
odenlénge kann mit heutigen Rechnern auch bei parallelen Simulationsldufen nicht ausgeschopft
werden.

Die zweite Anforderung an Zufallszahlengeneratoren ist eine effiziente Generierung. Im Ge-
gensatz zur Addition und Multiplikation ist Division sehr aufwindig. Deshalb sollte ein effizien-
ter Generator moglichst keine oder wenige Divisionen benstigen. Falls m = 2° ist, so kann auf
Divisionen verzichtet werden, da die modulo Operation durch das Weglassen von Stellen, d.h.
shiften auf Bitebene, realisiert werden kann. So entspricht 10111011 mod 25 = 00111011 und
in Dezimaldarstellung 187 mod 64 = 59. Leider zeigt sich aber, dass durch die modulo-Bildung
mit einer Zweierpotenz Zyklen in den niederwertigen Bits auftreten. Dies kann am Beispiel von
241 = (bz;—1) mod 16 erlautert werden. Ausgehend von 2y = 1 ergibt sich die folgende Sequenz
von Zahlen, die als Dezimal und als Bindrzahlen dargestellt werden.

i 0 1 2 3 4 b) 6 7
Zi 1 6 15 12 13 2 11 8
bo 1 0 1 0 1 0 1 0

bibo 01 10 11 00 01 10 11 00
bab1bo | 001 | 110 | 111 | 100 | 101 | 010 | 011 | 000

Wihrend die Dezimaldarstellung recht zufillig aussieht, erkennt man in der Bindrdarstellung
eine sehr regelmifige Struktur, die offensichtlich alles andere als zufillig zu sein scheint. Aus
diesem Grund weisen Zufallszahlen, die mit einem Generator mit m = 2°¢ erzeugt wurden, auch
schlechte statistische Figenschaften auf.

Als Alternative bietet es sich an m = 2° — 1 zu wihlen. Es ist noch zu zeigen, dass z = (a - z)(
mod 2° — 1) effizient, d.h. ohne Division berechnet werden kann. Sei dazu y = (a - z)( mod 2°).
Dies ist offensichtlich durch einfaches Abschneiden der {iberzdhligen Bits berechenbar. Nun muss
noch z auf Basis von y berechnet werden. Dies erfordert die folgende einfache Berechnung.

Z_{y—i—k falls y +k < 2¢ — 1

y+k—(2¢—1) sonst
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mit k = |a-2/2¢|. Man kann die Formel leicht herleiten, wenn man sich iiberlegt, dass bei Be-
rechnung mod 2¢ statt mod 2¢ — 1 bei jedem Uberlauf iiber 2¢ genau eins zu wenig berechnet
wird. Die Summation ergibt genau k. Wenn durch die Addition von k ein weiterer Uberlauf erzeugt
wird, so muss 2¢ — 1 abgezogen werden. Man benotigt also zusétzliche Additionen, kann aber die
Division vermeiden. Das Verfahren wird auch als simulierte Division bezeichnet und ldsst sich auch
fiir Modulen der Form 2¢ — g verallgemeinern.

Bevor der dritte Aspekt, namlich das Bestehen von statistischen Tests betrachtet wird, werden
die erzeugten Zufallszahlen auf das Intervall [0,1) bzw. (0,1) normiert. Dies geschieht dadurch,
dass durch m dividiert wird. Wenn die Zufallszahlen vorher gleichverteilte ganze Zahlen im In-
tervall [0,m) bzw. (0,m) waren, so kann man die resultierenden Werte als approximativ [0, 1)
bzw. (0,1) gleichverteilt ansehen. Wir betrachten im Folgenden den Fall [0, 1), wenn die 0 ausge-
schlossen ist, kann vollkommen analog vorgegangen werden. Streng genommen liegt natiirlich keine
Gleichverteilung vor, da nur endliche viele Werte erzeugt werden. Falls m aber die selbe Linge
wie die Mantissendarstellung hat, so liegen die erzeugten Werte optimal dicht und es werden all
darstellbaren Zahlen erreicht. Damit kann die erzeugten Zufallszahlen als gleichverteilt ansehen,
dhnlich wie double-Werte eine Approximation der reellen Zahlen sind.

Statistische Testverfahren fiir Zufallszahlen

Auf Basis der gleichverteilten Zufallszahlen konnen Testverfahren angewendet werden, um schlech-
te von guten Generatoren zu unterschieden. Gute Zufallszahlen miissen zwei Bedingungen erfiillen.

e Sie miissen gleichverteilt im Intervall [0,1) sein.

e Sie miissen unabhéngig sein.

Da Zufallszahlen betrachtet werden, miissen zufillige Schwankungen in die Beobachtungen mit
einbezogen werden und es ist nicht mdglich Beweise zu fithren. Stattdessen werden Testverfahren
benutzt werden. Bevor konkrete Testverfahren vorgestellt werden, soll kurz allgemein auf Testver-
fahren in der Statistik eingegangen werden. Bei einem Test wird eine Hypothese Hy aufgestellt.
Im hier vorliegenden Fall konnte dies eine der beiden folgenden Alternativen sein.

Die mit Generator G erzeugten Zufallszahlen sind unabhéngig, identisch [0, 1)-gleichverteilt
oder

die mit Generator G erzeugten Zufallszahlen sind nicht unabhéngig, identisch [0, 1)-gleichverteilt.

Hy heiftt Nullhypothese und entsprechend heiftt Hy = —Hy Alternativhypothese. Testverfahren
dienen dazu herauszufinden, ob Hj gilt. Dies geschieht in der Regel auf Basis von Stichproben.
Auf Grund der statistischen Schwankungen von Stichproben, kénnen falsche Folgerungen gezogen
werden. Tests sind keine Beweise! Man unterschiedet folgende Fehler.

e (Statistische) Fehler der 1. Art (o Fehler): H; wird angenommen, obwohl Hy gilt. D.h. die
Nullhypothese wird falschlicherweise verworfen.

e (Statistische) Fehler der 2. Art (5 Fehler): Hy wird angenommen, obwohl H; gilt. D.h. die
Nullhypothese wird filschlicherweise angenommen.

Impliziert ein bestimmter Test mit Wahrscheinlichkeit < « Fehler der 1. Art, so heifst er “Test
zum (Signifikanz-)Niveau «”, unabhéngig vom Fehler 2. Art. Natiirlich sind aber Fehler 1. und 2.
Art nicht unabhéngig. Der triviale Test, der Hy immer annimmt macht keinen Fehler der ersten
Art, wihrend der Test, der Hy immer ablehnt, keinen Fehler der 2. Art macht. Beide Ansétze sind
offensichtlich nicht sehr hilfreich. Die Bewertung von Testergebnissen beruht im Wesentlichen auf
Tests zum Niveau a.

Beim Testen auf Basis einer Stichprobe wird die Stichprobe mit einer Teststatistik S(Y1,...,Y,)
bewertet, wobei Y; die Zufallsvariable ist, die den ¢ten Wert in der Stichprobe beschreibt. Je grofer
der Wert von S(y1,...,y,) fir eine konkrete Stichprobe y1,...,y, ist, desto unwahrscheinlicher
ist Hyp und damit steigt implizit die Wahrscheinlichkeit von H;. Zur Anwendung sind die folgende
Schritte notwendig;:
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Abbildung 2.38: Prinzip des Vorgehens beim Testen.

e Bestimme die Verteilung S(.) unter der Voraussetzung, dass Hy gilt.

e Ermittle die kritischen Werte ¢, (oder ¢;—,) ab denen Hy zum Niveau a verworfen wird.

Eine Skizze des Prinzips ist in Abbildung 2.38 zu sehen. Der Wert von ¢, wird so bestimmt,
dass P[S(Y1,...,Y,) > co|Ho] = a. Bei bekannter Verteilung von S(.) ist die Bestimmung kein
Problem. Ubliche Werte fiir a sind 0.05 (signifikant) und 0.01 (hochsignifikant). Grundsétzlich kann
ein Testverfahren einige schlechte Generatoren identifizieren, indem sie den Test nicht passieren.
Es ist aber nicht mdglich, die generelle Giite eines Generators nachzuweisen.

Der bisher beschriebene Testansatz basiert auf Stichproben und wird als empirischer Test
bezeichnet. Alternativ gibt es einige theoretische Testverfahren, die auf Basis der Struktur und
Parameter eines Generators Aussagen machen. Theoretische Testverfahren sind oft komplex und
mathematisch anspruchsvoll, machen aber in der Regel Aussagen iiber alle generierten Zufalls-
zahlen, wihrend empirische Testverfahren nur die verwendet Stichprobe nutzen und damit fiir
unterschiedliche Stichproben auch zu unterschiedlichen Resultaten kommen kdnnen.

Wir stellen im Folgenden erst einige empirische Testverfahren und anschlieffend theoretische
Testverfahren vor. Fiir den Test, dass eine Gleichverteilung vorliegt kdnnen der Chi-Quadrat-Test
und der Kolmogorov-Smirnov-Test verwendet werden, die in allgemeinerer Form als Anpassungs-
tests in Abschnitt 2.4 vorgestellt werden.

Ein erstes Testverfahren zum Test der Runs-Test, der in verschiedenen Varianten existiert.
Wir betrachten hier die einfachste Variante, die jeweils Paare von Zufallszahlen in Klassen einteilt
(siehe auch [5, S. 270]). Ein Paar x;, x;41 gehort zur Klasse +, wenn x; < x;41, ansonsten gehort
es zur Klasse —. Fiir eine Stichprobe entsteht eine Sequenz von + und — Zeichen. Ein Run
ist eine maximale Subsequenz identischer Zeichen. Sei n die Groéfe der Stichprobe und R, die
Zufallsvariable, die die Anzahl der Runs beschreibt. Fiir grofe n (laut Literatur reicht i.d.R. schon
n > 20) ist R,, approximativ normalverteilt mit

-1 160 —29

E(Ry) 90

und o*(R,)

Damit ist Z = (R, — (2n —1)/3)/4/(16n —29)/90 ~ N(0, 1). Auf Basis der kritischen Werte der
Normalverteilung (sieche Abbildung 2.39) kann dann die Hypothese der Unabhéngigkeit angenom-
men oder verworfen werden. Sei r die Anzahl der Runs bei in einer Stichprobe der Grofse n und
z=(r—(2n—-1)/3)//(16n — 29)/90, dann wird die Hypothese angenommen, wenn der Wert von
z im mittleren, nicht schraffierten Bereich liegt. Werte im schraffierten Bereich fiihren zur Ableh-
nung. Die kritischen Wert der Normalverteilung werden auch mit —z, /5 und 2,/5 bezeichnet. Also
die Hypothese wird angenommen falls —z,/5 < 2 < 2,/ und wird ansonsten abgelehnt.
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Abbildung 2.39: Kritische Werte der Normalverteilung und ihr Einsatz in Testverfahren.

Der schon bekannte Generator x;41 = (5 - z;)( mod 17) mit zy = 5 erzeugt die folgende
Stichprobe der Linge 16:

8§ 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1 5
+ + + o+ + + +

Dies ergibt 10 Runs. Laut Theorie gilt R(R16) = (2-16 — 1)/3 = 10.333. Damit liegt eine gute
Ubereinstimmung vor. Fiir o = 0.05 wiirde die Hypothese Hy (— Zufallszahlen sind unabhiingig)
fiir r € [8,13] akzeptiert. In der vorgestellten Form macht der Runs-Test keine Aussagen dariiber,
ob die Werte [0, 1)-gleichverteilt sind, sondern testet nur die Unabhéngigkeit.

Ein weiteres Verfahren zum Test auf Unabhéngigkeit ist der Test auf Autokorrelation. Seien
X1,..., X, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert F(X) und Varianz 02(X). Der
Autokorrelationskoeffizient der Ordnung s ist definiert als

™ B(Xers — B(X))(X: — E(X))
p(s) = ; " _OX, Xiys) G
2X) Gy

> B~ B

Es gilt —1 < p(s) < 1 und fiir unabhéngige X; und X, ist p(s) = 0. Die Umkehrung der letzten
Aussage muss allerdings nicht gelten. Beim Test auf Autokorrelation wird iberpriift inwieweit
p(s) = 0 angenommen werden kann. Wenn statt der Zufallsvariablen eine konkrete Stichprobe
eingesetzt, so bendtigt man eine Schitzfunktion fiir den Wert von p(s). Fiir [0, 1)-verteilte Zufalls-
variablen X; gilt E(X) = 1/2 und 0%(X) = Cy = 1/12. Da Cs = E(X;X;1s) — E(X;)E(Xi1s)
(siehe (2.2)), gilt auch

Cs EXXis)—EX)E(Xs) FE(XXiys)—1/4

pls) = & = ) = 1712 = 12E(X;Xi1s) — 3
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Abbildung 2.40: Darstellung von ZZs Tupeln und Tripeln fiir den RANDU-Generator.

Ein Schitzer fiir p(s) lautet dann

h
~ 12
P(S) = h—_HkZ_OXl-i-ks 'X1+(k+1)s -3

mit h = [(n—1)/s] — 1. p(s) ist im Gegensatz zu p(s) eine Zufallsvariable, deren konkrete
Realisierung von der Stichprobe abhingt. Wie in [5, S. 279] beschrieben ist p(s) fiir unabhén-
gig identisch [0, 1)-verteilte X; normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung
(V13h +7)/(h 4+ 1). Damit kann fiir eine konkrete Stichprobe x1,...,x, der Wert

12 <&

pe) = g
h+1ée

Tltks * Tip(k+1)s — 3
berechnet werden und z = p(s) - (h + 1)/(v/13h + 7) gegen die kritischen Werte einer N(0,1)-
Verteilung getestet werden.

Theoretische Testverfahren machen Aussagen iiber alle erzeugten Zufallszahlen. Wenn der Ge-
nerator alle Zahlen aus dem Intervall [0, m) erzeugt, also volle Periode hat, dann ist der Mittelwert
der erzeugten Zufallszahlen 1/2 — 1/(2m) und die Varianz 1/12 — 1/(12m?). Beide Werte liegen
fiir grofse m sehr nahe an den “wahren” Werten.

Der wichtigste theoretische Tests leiten die Struktur der generierten Zufallszahlen im hoher
dimensionalen Raum her. Sei 1,25, ... die Sequenz der erzeugten Zufallszahlen. Uberlappende
d-Tupel (z1,...,24), (%2, ..., Zd+1), ... definieren jeweils Punkte im d-dimensionalen Hyperraum.
Fiir LCGs fallen die Punkte auf relativ wenige Ebenen im Hyperraum der Dimension d — 1. Im
zweidimensionalen liegen die Punkte alle auf einem Gitter. Auferhalb dieses Gitters sind keine
Punkte erreichbar. Die Qualitit eines Generators hiingt nun von der Anzahl der Hyperebenen ab,
auf denen Punkte liegen konnen. Tests wie der Spektraltest oder Gittertest dienen zur Bewertung
der Struktur in verschiedenen Dimensionen. Fiir niedrige Dimensionen kann man eine graphische
Darstellung wihlen. Héhere Dimensionen erfordern Transformationen.

Abbildung 2.40 zeigt fiir den Generator RANDU (z;41 = 65539 z;)( mod 231)) die generier-
ten Tupel (linke Seite der Abbildung) und die durch die Transformation 9z; — 62,11 + x; 42 ins
zweidimensional transformierte dreidimensionale Darstellung (rechte Seite der Abbildung). Wih-
rend die zweidimensionale Darstellung recht zuféllig aussieht, kann man an der transformierten
dreidimensionalen Darstellung erkennen, dass die Werte auf sehr wenigen Hyperebenen im Drei-
dimensionalen liegen und der Generator schlechte statistische Eigenschaften hat.

Zusammenfassend kann man zum Testen von Zufallszahlengeneratoren die folgenden Aussagen
machen:

e Es existiert eine Vielzahl unterschiedlicher Test und es ist unklar, welche Tests die besten
Ergebnisse liefern.

e Tests konnen keine beweisbar guten Zufallszahlengeneratoren liefern, sondern nur schlechte
aussondern.
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Abbildung 2.41: Skizze der inversen Transformation.

e Einige Generatoren wurden aufwiindig getestet und haben sich bei allen Tests als “gut” bzgl.
des Tests herausgestellt. Generatoren dieser Art sollten mdglichst verwendet werden.

e Durch die Nutzung unterschiedlicher Generatoren in Simulationsldufen kénnen Verzerrungen
durch einzelne Generatoren entdeckt werden. Zur Umsetzung des Ansatzes muss das verwen-
dete Simulationswerkzeug mehrere Generatoren beinhalten oder neue Generatoren miissen
leicht integrierbar sein.

Transformation von [0, 1)-verteilten Zufallszahlen

In den bisherigen Schritten wurden [0, 1)-gleichverteilte Zufallszahlen erzeugt und bzgl. ihrer Giite
bewertet. Fiir eine Simulation werden aber Zufallszahlen aus Verteilungsfunktion FX (z) bendtigt.
Durch eine Transformation der Zufallszahlen u; aus der [0, 1)-Gleichverteilung in Zufallszahlen x;
aus der gewiinschten Verteilung F X (z) werden die gewiinschten Zufallszahlen erzeugt. Unter-
schiedliche Transformationsmethoden werden zum Abschluss dieses Abschnitts vorgestellt. In der
Regel liefern die Transformationen exakte Resultate, so dass gute [0, 1)-gleichverteilte Zufallszahlen
fiir gute Zufallszahlen aus einer beliebigen Verteilung sorgen.
Zur Erinnerung sei noch einmal erwihnt, dass fiir unsere [0, 1)-gleichverteilten Zufallszahlen
gilt
0 fallsu<0
FUu)=< v falls0<u<1 fU(u):{
1 sonst

1 falls0<u<1
0 sonst

Fiir die erste Transformationsmethode nehmen wir an, dass die Verteilungsfunktion F X (z) kon-
tinuierlich ist, sowie fiir 3 < 2 mit 0 < F(z1) < F(x2) < 1 auch F(z1) < F(z2) gilt. Ist dies
der Fall, so existiert die Umkehrfunktion F~! von F. Das folgende, als Inverse Transformation
bezeichnete Vorgehen ist naheliegend.

1. Generiere u aus eine [0, 1)-Gleichverteilung
2. Transformiere z = F~1(u)

Das Vorgehen wird noch einmal in Abbildung verdeutlicht. Formal gilt P[X < z] = P[F~!(u) <
z] = Plu < F(x)] = F(x).

Die inverse Transformation soll am Beispiel der Exponentialverteilung kurz vorgestellt werden.
Fiir die Exponentialverteilung F(z) = 0 falls z < 0 und F(x) = 1 — e fiir z > 0. Sei u aus einer
(0, 1)-Gleichverteilung gezogen, dann werden die folgenden Schritte durchgefiihrt.

l—eM=y= eM=1—u=
“Ar=In(l—-u) = :vzw



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 7

F(x)

p(x ;)

|
|
|
|
1 | |

X Xy X3

Abbildung 2.42: Inverse Transformation fiir eine diskrete Verteilung.

Da 1 — u genauso wie u (0, 1)-gleichverteilt ist, kann 1 — u durch u ersetzt werden. Damit ergibt
sich die folgende Transformation zur Erzeugung exponentiell verteilter Zufallszahlen.

1. Generiere u aus einer (0, 1)-Gleichverteilung
2. Transformiere = In(u)/(—\)

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob das Vorgehen auf alle kontinuierlichen Verteilungen anwendbar
ist. Dies gilt leider nicht, da F'~!(z) in geschlossener Form verfiigbar sein muss, um die Transforma-
tion durchzufiihren. Dies ist nicht bei allen Verteilungen der Fall. Es gibt allerdings fiir zahlreiche
kontinuierliche Verteilungen inverse Transformationen (siehe [11, Kap. 8.3]). Bevor wir zu anderen
Ansitzen zur Generierung Zufallszahlen aus kontinuierlichen Verteilungen kommen, soll erst die
inverse Transformation fiir diskrete Verteilungen kurz vorgestellt werden.

Offensichtlich funktioniert das Vorgehen fiir kontinuierliche Verteilungen im diskreten Fall
nicht, da F(z) eine Treppenfunktion ist, fiir die keine Umkehrfunktion gebildet werden kann. Man
kann allerdings im diskreten Fall eine sehr dhnliche Vorgehensweise anwenden, wie in Abbildung
2.42 gezeigt wird. Fiir diskrete Verteilungen gilt offensichtlich Fi(z) = P[X <] =} _ p(z:).
Damit ergibt sich folgendes Vorgehen der inversen Transformation bei diskreten Zufallsvariablen.

1. Generiere u aus eine [0, 1)-Gleichverteilung

2. Finde eine ganze Zahl I, so dass ), _;p(z;) < u < >, ;p(x;) und liefern x; als Wert
zuriick. -

Fiir diskrete Verteilungen mit vielen Werten kann das Suchen nach dem geeigneten I aufwindig
sein, insbesondere wenn linear gesucht wird und am Anfang viele Punkte mit kleinen Wahrschein-
lichkeiten liegen. Deshalb sollte in diesen Fiéllen die Intervalle absteigen nach den Wahrschein-
lichkeiten p(z;) geordnet werden. Das Vorgehen ist auch fiir diskrete Verteilungen mit unendlich
vielen Werten, wie dem Poisson Prozess, geeignet.

Die inverse Transformation sollte immer dann eingesetzt werden, wenn die Umkehrfunktion in
geschlossener Form vorliegt und leicht ausgewertet werden kann. Falls F~!(z) nicht in geschlos-
sener Form vorliegt, so kann prinzipiell der Wert numerisch berechnet werden. Dies ist aber fiir
manche Verteilungsfunktionen recht aufwéndig und unter Umstdnden auch numerisch instabil. Aus
diesem Grund sollen noch einige andere Mo6glichkeiten der Transformation vorgestellt werden.

Falls sich eine Zufallsvariable X als Summe von Zufallsvariablen Y; (¢ = 1,...,I) mit Vertei-
lungsfunktionen F;(y) darstellen ldsst und fiir die einzelnen F;(y) Generierungsmethoden vorhan-
den sind, so konnen mit dem folgenden Algorithmus Realisierung von X generiert werden.

z =0;
fori=1to I do
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ziehe 77 y aus F;(y);
r=x+Yy;

end for

return(z) ;

Das Verfahren bezeichnet man als Konvolutionsmethode. Ein Beispiel fiir eine Verteilung, die
sich mit der Konvolutionsmethode behandeln lasst, ist die Erlang-k-Verteilung (siehe Abbildung
2.35). In diesem Fall sind alle F;(y) identisch, es muss aber natiirlich in jedem Schleifendurchlauf
eine neue Zufallszahl gezogen werden.

Falls sich eine Zufallsvariable X als konvexe Linearkombination von Zufallsvariablen Y; (i =
1,...,I) mit Gewichten p; und Verteilungsfunktionen F;(y) darstellen ldsst und fiir die einzelnen
F;(y) Generierungsmethoden vorhanden sind, so kénnen mit dem folgenden Algorithmus Realisie-
rung von X = Zle p; - Y; generiert werden.

generiere ¢ gemaf Verteilung p; ;
ziehe ZZ x aus F;(x) ;
return(z) ;

Das Verfahren bezeichnet man als Kompositionsverfahren. Es kann zum Beispiel zur Generie-
rung hyperexponentiell-verteilter Zufallsvariablen (siehe Abbildung 2.35) eingesetzt werden.

Die bisher vorgestellten Methoden generieren Zufallszahlen direkt. Dies bedeutet, dass zur
Generierung einer Zufallszahl der gewiinschten Verteilung eine vorgegebene Anzahl von [0,1)-
verteilten Zufallszahlen generiert werden muss. Bei der nun vorgestellten Verwerfungsmethode ist
dies nicht der Fall. Es sollen Realisierungen einer Zufallsvariablen X mit bekannter Dichtefunktion
fx(x) gezogen werden. Weiterhin existiere eine Zufallsvariable Y mit Dichtefunktion fy (z) fiir die
ein Generierungsverfahren bekannt ist und ein Parameter «, so dass « - fy (z) > fx () fir alle
ist. Da fx(z) und fy(z) Dichtefunktionen sind, gilt [~ fx(z)dz = [7_ fy(z)dz = 1, so dass
a > 1 sein muss, wenn fx () und fy () nicht identisch sind. Wenn die Voraussetzungen erfiillt,
sind kann folgender Generierungsalgorithmus eingesetzt werden.

repeat

ziehe 77 y gemaf fy (z) ;

ziehe ZZ x aus einer [0, a - fy (x))-Gleichverteilung
until < fx(y) ;
return(y) ;

Das Ziehen einer Zufallszahl aus einer [a,b)-Gleichverteilung (a < b) wird einfach dadurch
realisiert, dass eine [0, 1)-verteilten Zufallszahl v mittels a + u - (b — a) transformiert wird.

Wir wollen uns kurz den Beweis anschauen, warum mit dem Algorithmus wirklich Zufalls-
zahlen der gesuchten Verteilung generiert werden. Dazu muss gezeigt werden, dass P[X < z] =
ffoo fx(y)dy fir jedes z gilt. Da die beiden Zufallszahlen y und z unabhéngig voneinander sind,
gilt P[X < z] = P[Y < z|A] wobei A die Bedingung ausdriickt, dass y akzeptiert wird. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit kann wie folgt dargestellt werden (siehe Seite 61)

P[ANY < z]

] (2.3)

PlY < z]A] =

Fiir die Wahrscheinlichkeit P[A] gilt

P[A|Y=y]=P[u§ fx() ]: Ix()

a-fy(y)] o fr(y)

wobei u eine [0, 1)-gleichverteilte Zufallszahl ist und damit gilt

_ [T Ix() 1
Pl = [ D iy~
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Alternative stiickweise lineare Approximation
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Abbildung 2.43: Anwendung der Verwerfungsmethode am Beispiel einer (2, 4)-Verteilung.

Fiir den Term im Zdhler von (2.3) gilt

P[ANY <z waOPAmY<$|Y:y]'fy(y)dy
{mo%P A|Y—y] Sy (y)dy
Damit gilt auch
P[X <a] = P[Y <a4] = P[A;[Z]é 2] _ f Sxly / o

Die Anwendung der Verwerfungsmethode soll nun kurz am Beispiel einer 3(2,4)-Verteilung mit
f(x) =20-z-(1—2)3 falls 0 < 2 < 1 und 0 sonst vorgefiihrt werden. Die Dichtefunktion ist durch
ein Rechteck der Hohe 2.11 beschrénkt, wie in Abbildung 2.43 gezeigt. Damit ergibt sich folgender
Generierungsalgorithmus

repeat
ziehe y aus einer [0, 1)-Gleichverteilung ;
ziehe x aus einer [0, 2.11)-Gleichverteilung ;
until # < 20-y- (1 —y)?;

Die Effizienz der Verwerfungsmethode hingt von den zwei folgenden Punkten ab.

1. Der Effizienz der Generierung von Zufallszahlen mit Dichtefunktion fy ()

2. Der Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallszahl akzeptiert wird

Die Wahrscheinlichkeit in Punkt 2 lautet 1 — [* (o - fy(z) — fx(2))dz/a und entspricht der
Differenz der Funktionen fx(z) und « - fy (z). Durch eine bessere Anpassung der dominierenden
Funktion « - fy(z) an fx(x) kann die Wahrscheinlichkeit der Verwerfung reduziert werden. Wird
dazu eine komplexere Funktion fy(z) verwendet, so steigt dabei in der Regel der Aufwand in
Schritt 1.

Fiir das Beispiel der §(2, 4)-Verteilung konute statt eines Rechtecks auch ein stiickweise lineare
Approximation der Dichtefunktion verwendet werden, wie auch in Abbildung 2.43 angedeutet.
Dadurch l&sst sich die Verwerfungswahrscheinlichkeit deutlich reduzieren, die Generierung von y
erfordert aber mehr Aufwand.
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Die Generierung von normalverteilten-Zufallszahlen ist von grofier praktischer Bedeutung, kann
mit den bisher vorgestellten Methoden aber nicht effizient durchgefiihrt werden. Die Umkehrfunk-
tion F~1(x) der Verteilungsfunktion existiert nicht in geschlossener Form, da fiir die Verteilungs-
funktion nicht einmal eine geschlossene Darstellung existiert. Auch die Verwerfungsmethode ist
nicht effizient anwendbar, da keine Dichtefunktion bekannt ist, aus der effizient Zufallszahlen
generiert werden konnen und die gleichzeitig geniigend nahe an der Dichtefunktion der Normal-
verteilung liegt. Es gibt aber mehrere Methoden um normalverteilte Zufallszahlen zu generieren.
Zwei dieser Methoden sollen kurz vorgestellt werden.

Es sei noch einmal angemerkt, dass es ausreicht N (0, 1)-verteilte Zufallszahlen zu generieren,
da fir X ~ N(0,1) die Zufallsvariable Y = p + o - X aus einer N(u,o)-Verteilung stammt.
Die erste Generierungsmethode basiert auf dem zentralen Grenzwertsatz. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz konvergiert die Summe unabhiingig identisch verteilter Zufallszahlen gegen eine
Normalverteilung. Diese Konvergenz ist besonders schnell fiir gleichverteilte Zufallszahlen. Ein
einfacher Ansatz besteht nun darin, einfach n [0, 1)-verteilte Zufallszahlen zu addieren, davon n/2
(den Erwartungswert) abzuziehen und durch /n/12 (die Standardabweichung) zu dividieren. Das
Ergebnis konvergiert fiir wachsendes n gegen eine N (0, 1)-Verteilung. Also eine N (0, 1)-verteilte
Zufallszahl x wird nach der folgenden Formel erzeugt.

R
i=1 2
n/12

wobei w; aus eine [0, 1)-Verteilung gezogen werden. Oft wird n = 12 gewihlt, was ausreichend
ist, um eine relativ gute Approximation der Normalverteilung zu erreichen. Offensicht kénnen in
diesem Fall keine Werte grofser 6 oder kleiner —6 erzeugt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine N (0, 1)-Verteilung einen Wert auferhalb des Intervalls [—6, 6] annimmt liegt aber bei ungefahr
5.7-107 und ist damit fiir die meisten Anwendungen zu vernachléssigen. Der Nachteil dieser Art
der Generierung von normalverteilten Zufallszahlen ist, dass fiir eine Zufallszahl aus N(0,1) 12
Zufallszahlen aus der [0, 1)-Gleichverteilung erzeugt werden miissen. Dies ist natiirlich aufwéndig.

Eine andere Methode zur Generierung von N (0, 1)-verteilten Zufallszahlen geht auf Box und
Muller (1958) zuriick (siehe auch [11, S. 465]). Seien u; und us zwei (0, 1)-gleichverteilte Zufalls-
zahlen, dann sind

Tr =

x1=cos(2-m-uy) /=2 -In(uz) und o =sin(2-7-uy) /=2 In(usg)

zwei unabhéngig identisch N (0, 1)-verteilte Zufallszahlen. Man bendtigt damit zwei gleichverteilte
Zufallsvariablen, um zwei normalverteilte Zufallszahlen zu erzeugen. Man kann allerdings zeigen,
dass die Unabhéngigkeit von x; und z2 nicht gegeben ist, wenn u; und ug zwei konsekutive Werte
aus einem LCG sind. Es sollten also entweder unabhéngige Strome eines LCGs zu Generierung
von u; und uy verwendet werden oder eine andere Methode zur Generierung. Unabhéngige Strome
entstehen dadurch, dass mit unterschiedlichen Saaten :cél) und a:(()2) begonnen wird und u;, us aus
unterschiedlichen Sequenzen gezogen werden. Die Saaten sollten dabei so gewidhlt werden, dass
die resultierenden Sequenzen sich moglichst spédt iberlappen. In den meisten Generatoren sind
Mechanismen vorgesehen, um adéquate Saaten zu generieren, wie wir spiter noch sehen werden.

Bisher haben wir die Generierung von unabhéngigen Zufallszahlen betrachtet und in den mei-
sten Simulationsmodellen werden auch unabhéngige Zufallszahlen eingesetzt. Viele zufillige Pro-
zesse in der Realitdt sind aber nicht unabhingig. So weist die Grofe und das Gewicht eines
Menschen sicherlich eine Korrelation auf, genauso wie die Temperatur und die Regenmenge oder
die Zahl Ein-/Ausgabeoperationen und der CPU-Zeitbedarf eines Jobs auf einem Rechner. Die
Annahme von unabhéngigen Zufallsvariablen in der Simulation, fiir Prozesse, die in der Realitit
korreliert sind, kann zu starken Verfilschungen fithren. So sind zum Beispiel Zwischenankunfts-
zeiten von Nachrichten an einem Router in einem Rechnernetz stark positiv korreliert. Wird im
Simulationsmodell des Routers diese Korrelation nicht beachtete und die Pufferbelegung analy-
siert, so liefert das Modell eine deutlich geringer Wahrscheinlichkeit eines Pufferiiberlaufs als in
der Realitdt beobachtet werden kann und fithrt damit zu einer Unterdimensionierung des Routers.
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Wir wollen die Generierung abhangiger Zufallsvariablen nur sehr kurz betrachten. Es soll aller-
dings darauf hingewiesen werden, dass vor der Generierung zwei andere Probleme auftreten. Zum
einen muss die Abhéngigkeit geschitzt werden, was nicht einfach ist und gerade bei starken Ab-
héngigkeiten sehr viele Beobachtungen erfordert. Zum anderen muss die resultierende Verteilung
kompakt dargestellt werden, was in vielen Fallen ebenfalls problematisch ist.

Formal liegt ein Zufallsvektor X = (X7, ..., X4) mit Verteilungsfunktion Fx, . x,(%1,...,%q)
vor. Wenn sich die Verteilungsfunktion als Menge von d bedingten Verteilung der Form F;(z;|z1, ..., zi—1)
darstellen ldsst, so ist ist die Generierung relativ einfach. Es muss fiir jedes F;(x;|x1,...,2;—1) ein
geeigneter Generator gefunden werden und anschliefsend kann 7 geméf Fy(z) generiert werden,
anschliefend xo gem&f Fy(z|z1) usw. Bis schlieflich alle z; vorhanden ist und der resultierende
Vektor zuriick gegeben wird.

Als einfaches Beispiel soll die Generierung von Zufallszahlen aus einer bivariaten Normalvertei-
lung betrachtet werden. X; und X5 seien zwei korrelierte normalverteilte Zufallsvariablen mit Er-
wartungswerten p;, Standardabweichungen o; und Korrelationskoeffizient p = C (X1, X3)/(01-02).
Dann kénnen mit dem folgenden Algorithmus Realisierungen generiert werden.

1. Erzeuge z; und z3 als unabhéngige N (0, 1)-verteilte Zufallszahlen.

2.m=m+to1-2

3. =pr+02-(p-21++/(1—=p?)-2)

z1 und x2 sind dann Realisierungen aus einer bivariaten Normalverteilung. Der beschriebene An-
satz kann auf multivariate Normalverteilungen erweitert werden.

In der Praxis werden oft stochastische Prozesse zur Modellierung korrelierter Vorgénge einge-
setzt. Die Behandlung dieser Thematik geht allerdings iiber den Stoff der Vorlesungen hinaus.

2.4 Modellierung von Eingabedaten

Nachdem wir die Methoden zur Beschreibung und Realisierung von Zufallszahlen in Simulations-
modellen kennen gelernt haben, stellt sich natiirlich die Frage, wie man an die Verteilungen zur
Beschreibung der Parameter eines Simulationsmodells kommt. Dieser Frage wird in diesem Ab-
schnitt nachgegangen. Es hat sich herausgestellt, dass viele reale Vorgéinge durch Zufallsvariablen
oder stochastische Prozesse in einem Modell addquat abgebildet werden kdnnen. Gleichzeitig sollte
klar geworden sein, dass eine geniigend genaue Modellierung realer Abldufe notwendig ist, um eine
ausreichende Abbildungsgiite des Modells zu erreichen.

Es gibt zwei wesentliche Quellen zur Datengewinnung. Die erste Quelle ist das a priori Wissen,
welches vorhanden ist. So kénnen unter Umsténden Resultate aus vorherigen oder &hnlichen Mo-
dellierungen wiederverwendet werden oder es kann auf die vorhandene Erfahrung oder die Theorie
zuriickgegriffen werden. So ist aus der Theorie bekannt, dass gewisse Prozesse sich mit bestimmten
Verteilungen gut modellieren lassen. Beispiele sind Weibull-Verteilungen fiir das Ausfallverhalten
von Komponenten, Normalverteilungen fiir viele Grofen aus einer grofen Grundgesamtheit. Man
muss allerdings darauf achten, ob die Bedingungen, die bisher galten, auch fiir die neue Model-
lierung gelten. Ein Beispiel wire der Ankunftsprozess von Verbindungswiinschen an einer Ver-
mittlungsstelle. In der Vergangenheit konnte dieser Prozess sehr gut durch einen Poisson-Prozess
beschrieben werden. Durch die Einfiihrung der automatischen Wahlwiederholung und die Verwen-
dung der Telefonleitungen fiir vielschichtige Dienste, dnderte sich der Ankunftsprozess, so dass die
Modellierung als Poisson-Prozess nicht langer addquat ist.

Die zweite Quelle bei der Modellierung sind natiirlich Daten aus Messungen, also Stichproben
der zu modellierenden Groéfsen. Im Idealfall werden die Messungen genau an dem System vorge-
nommen, welches durch das Modell abgebildet wird. Oftmals sollen aber gerade Systeme modelliert
werden, die so nicht in der Realitét vorhanden sind. Deshalb miissen Daten an dhnlichen Systemen
oder mit Hilfe vorhandener und als gut befundener Modelle gewonnen werden. Wenn feststeht wo
und wie Daten erhoben werden sollen, miissen die folgenden Schritte durchgefiihrt werden, um zu
einer Représentation im Modell zu gelangen:
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1. Die Daten miissen erhoben und zur Auswertung aufbereitet werden.

2. Es ist eine Entscheidung zu féllen, wie die gemessenen Daten im Modell dargestellt werden.
Dazu existieren die folgenden Moglichkeiten:

(a) Es wird eine Konstante zur Darstellung im Modell verwendet, der zugehdrige Parameter
ist damit deterministisch.

(b) Man benutzt eine diskrete empirische Verteilung zur Reprasentation der Daten im Mo-
dell.

(c) Man benutzt eine kontinuierliche empirische Verteilung zur Reprisentation der Daten
im Modell.

(d) Man benutzt eine stochastische Verteilung zur Reprasentation der Daten im Modell.
Falls 2.d gewdhlt wurde, miissen noch folgende Schritte ausgefiihrt werden.

3. Auswahl des zu verwendenden Verteilungstyps.
4. Schatzung der Verteilungsparameter aus der Stichprobe.

5. Uberpriifung der Passgiite der gewihlten Verteilung durch einen Anpassungstest.

Die einzelnen Schritte sollen nun etwas néher beschrieben werden.

Methoden zur Datenerhebung

Die Sammlung und Messung von Daten ist ein aufwindiges und oft frustrierendes Unterfangen,
dessen Zeitbedarf bei den meisten Modellierungsprojekten deutlich unterschitzt wird. Da die er-
hobenen Daten aber die Grundlage fiir die weiteren Schritte sind, konnen Nachléssigkeiten an
dieser Stelle schnell dazu fiihren, dass die Realitdt nur sehr ungenau im Modell abgebildet wird.
Insgesamt gilt das GIGO-Prinzip (Garbage in Garbage out), aus schlechten Daten kénnen keine
verniinftigen Modelle entstehen.

Die zentrale Frage lautet, was sind gute Daten oder was ist eine gute Stichprobe. Dies l&sst
sich nicht allgemein beantworten und héngt sehr stark von der Anwendung ab. Insgesamt ist das
Ziel, auf Basis einer endlichen Stichprobe das iibliche Verhalten zu beschreiben. Die Stichprobe
muss also reprisentativ sein. Da viele Abldufe stark schwanken, ist vorab zu definieren, fiir welche
Situationen das Verhalten reprisentativ sein soll. Wird zum Beispiel das Verkehrsautkommen auf
einer Strafe untersucht, so kann man starke Unterschiede beim Verkehrsaufkommen in Abh#n-
gigkeit von der Uhrzeit und dem Wochentag beobachten. Je nach Ziel der Modellierung miissen
Daten immer an bestimmten Tagen zu festgelegten Uhrzeiten erhoben werden, wenn zum Beispiel
die Phase hohen Verkehrsaufkommens analysiert werden soll, oder es muss kontinuierlich gemessen
werden, wenn der gesamte Ablauf nachgebildet wird. Auch an dieser Stelle ist also die Festlegung
des Ziels der Modellierung von zentraler Bedeutung.

Bei der Datenerhebung konnen eine Reihe von Problemen auftreten. Dies gilt insbesondere,
wenn auf Basis vorhandener Daten modelliert werden soll. Gerade bei Simulationsprojekten, die
von externen Dienstleistern durchgefiihrt werden, was in der Praxis oft der Fall ist, muss dieser
Weg gegangen werden, da eine unbeschrinkte Datenerhebung nicht moglich oder nicht gewiinscht
ist. So wird und darf ein Telekommunikationsunternehmen keine detaillierte Erhebung der Ver-
bindungsdaten erlauben. Dem stehen Datenschutz- und Wettbewerbsgriinde entgegen.

Bei vorhandenen Daten kann es vorkommen, dass zu wenige Daten vorliegen. Der Stichproben-
umfang ist zu gering oder die Daten sind nur als summarische Statistiken vorhanden. Im Extremfall
liefern die Daten nur qualitative Informationen, aus denen sich keine quantitativen Groéfsen ableiten
lassen. Es gibt durchaus auch die Situation, dass zu viele Daten vorhandenen sind. Dies ist gerade
dann der Fall, wenn automatische Messungen ablaufen oder Traces geschrieben werden. Beispiele
findet man in der Informatik im Rechnernetzbereich, wo die Messung des Verkehrsaufkommens
zu immensen Datenmengen fiihrt, aber auch in den Naturwissenschaften insbesondere der Physik
existieren zahlreiche Experimente, bei denen das Datenaufkommen selbst mit heutigen Rechnern
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kaum analysierbar und speicherbar ist. Das Problem bei zu grofen Datenmengen liegt darin, we-
sentliche Informationen zu extrahieren, was unter Umsténden einen sehr hohen Aufwand erfordert
oder mit verfiigharen Techniken nicht in vertretbarer Zeit moglich ist. Ein weiteres Problem ist die
Verfiigharkeit falscher Daten. So miissen Daten zu der zu modellierenden Situation passen. Gerade
bei Systemen, die sich in der Planungsphase befinden, muss auf Daten zuriickgegriffen werden, die
aus anderen Systemen stammen und deshalb oft nicht zur eigentlichen Zielstellung passen.

Die folgenden Hinweise dienen dazu die Datenerhebung zu unterstiitzen, kdnnen aber auch
verwendet werden, um die Qualitidt vorhandener Daten zu bewerten.

1. Vor der eigentlichen Datenerhebung sollten einige Vorlaufe stattfinden, um das Erhebungsin-
tervall, die Auflésung der Messung und den Stichprobenumfang festzulegen. So ist bei stark
schwankenden oder korrelierten Daten ein groferer Stichprobenumfang notwendig als bei
unabhingigen und wenig variierenden Daten.

2. Falls mdogliche sollten die Daten wahrend der Erhebung analysiert werden, um so relevante
von irrelevanten Informationen zu unterschieden.

3. Wenn mehrere Stichproben kombiniert werden, so ist sicherzustellen, dass die Stichproben
homogen sind, d.h. aus identischen Verteilungen stammen. Dies kann mit entsprechenden
Testverfahren iiberpriift werden.

4. Es ist darauf zu achten, inwieweit Daten zensiert (censored data) sind. Man spricht dann
von zensierten Daten, wenn auf Grund der Datenerhebung/Messumgebung gewisse Effekte
nicht beobachtbar sind. Ein Beispiel ist die Beobachtung der Ausfallzeit von Komponenten in
einem Intervall [0, 7). In diesem Fall konnen offensichtlich keine Ausfallzeiten grofer T beob-
achtet werden. Eine andere Art der Zensierung tritt auf, wenn nur zu diskreten Zeitpunkten
gemessen wird und dadurch Werte aufgerundet werden.

5. Die erhobenen Daten sollten auf Korreliertheit bzw. Unkorreliertheit untersucht werden. Die
dazu vorhandenen Methoden werden spéter vorgestellt.

6. Bei der Messung sollte zwischen Eingabe- und Ausgabedaten unterschieden werden. Zur Mo-
dellparametrisierung werden Eingabedaten benétigt, wihrend Ausgabedaten zur Validierung
eingesetzt werden. In einem Warteschlangennetz ist zum Beispiel die Zwischenankunftszeit
eine Eingabegrofie, wihrend die Verzogerungszeit eine Ausgabegrofse ist.

Reprisentation und Bewertung von Daten

Nachdem Daten vorhanden sind, ist zu entscheiden, wie diese im Modell reprisentiert werden.
Im wesentlichen geht es darum, die Struktur und die Abhéngigkeiten der Daten zu erkennen. Da-
zu existieren zwei Ansétze, ndmlich Mafizahlen und graphische Darstellungen. Mafizahlen sind im
Wesentlichen Schitzung von Momenten, Quantilen oder Korrelationskoeffizienten. Die zugehorigen
Schétzer werden spéter beschrieben. An dieser Stelle sollen graphische Darstellungen vorgestellt
werden. Sie dazu (x1,...,x,) eine Stichprobe und (y1, ..., yn) sei die nach Gréke geordnete Stich-
probe (d.h. y; < y;41). Eine graphische Darstellung gibt einen visuellen Eindruck der Stichprobe
und muss vom Modellierer bewertet werden. Damit hat die Bewertung graphischer Darstellungen
auch immer einen subjektiven Aspekt.

Die naheliegenste Form der Visualisierung sind Histogramme als Approximation der Dichte-
funktion. Ein Histogramm wird dadurch erstellt, dass der Datenbereich, unter Umstdnden nach
Elimination von Ausreiffern, in gleich grofte Abschnitte/Zellen unterteilt wird. Die Daten werden
dann den Zellen zugeordnet. Anschlieffend wird das Histogramm graphisch dargestellt, wobei die
Hohe einer Zelle proportional zur Anzahl der Werte in der Zelle ist. Als freier Parameter der
Histogrammdarstellung bleibt die Intervallbreite. Leider hingt der visuelle Eindruck manchmal
von der Intervallbreite ab. Deshalb sollten immer mehrere Intervallbreiten zur Bewertung de Da-
ten ausprobiert werden. Ist die Intervallbreite zu grofs, so werden viele Effekte heraus gemittelt,
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Abbildung 2.44: Beispiel eines Histogramms.
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Abbildung 2.45: Beispiel fiir einen Box-Plot.

wahrend eine zu kleine Intervallbreite, mit nur wenigen Werten pro Zelle, zu starken statistischen
Schwankungen fiihrt.

Eine Alternative zum Histogramm ist die graphische Darstellung von Mafszahlen. Insbesondere
Schétzer fiir die Quantile der Verteilung eignen sich zur Visualisierung. Die Mafszahlen werden
mit Hilfe der geordneten Stichprobe (y1,...,y,) definiert.Die folgenden Quantialschitzer sind von
besonderer Bedeutung;:

e Median y; mit i = (n 4+ 1)/2

e Quartile y; und y,— ;41 mit j = ([i] +1)/2
e Octile yi, und yp—py1 mit k= (|j] +1)/2
e Extremwerte y; und y,

Dabei wird ypmyo0.5 fiir m € N als 0.5 + (Y, + Ymt1) definiert.

Die genannten Mafzahlen kdnnen graphisch in einem sogenannten Box-Plot dargestellt wer-
den, wie in Abbildung 2.45 gezeigt. Mit Hilfe von Box-Plots kénnen wichtige Eigenschaften von
Stichproben und Verteilungen visualisiert werden. So kann das Verhiltnis des Median zu den Ex-
tremwerten oder dir Symmetrie der Verteilung abgelesen werden. Insbesondere sind Box-Plots
unabhéngig von frei zu wihlenden Parametern.

Zur Darstellung der Abhéngigkeiten zwischen Daten eignen sich Plots von Datentupeln, wie in
Abbildung 2.46 gezeigt. Dabei werden aufeinander folgende Werte jeweils als ein Punkt im zweidi-
mensionalen Raum dargestellt. Wahrend in der linken Abbildung keine Abhéngigkeiten erkennbar
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Abbildung 2.46: Beispiele fiir Tupel konsekutiver Werte aus einer Stichprobe.
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Abbildung 2.47: Diskrete und kontinuierliche empirische Verteilung.

sind, zeigt die rechte Abbildung eine deutlich positive Korrelation. Man kann die Darstellung auch
benutzen, um Daten iiber eine Distanz k (> 1) in Beziehung zu setzen.

Nachdem die vorliegenden Daten analysiert wurden, sind sie im Simulationsmodell geeignet
zu reprisentieren. Falls keine oder nur sehr geringe Schwankungen in den Daten beobachtet wer-
den, so kénnen sie durch eine Konstante im Modell beschrieben werden. Ansonsten gibt es drei
unterschiedliche Mdoglichkeiten:

e Reprisentation durch eine theoretische Verteilung aus der Menge der verfiigbaren Verteilun-
gen. Die Verfiigbarkeit von Verteilungen richtet sich u.a. nach der Menge der Verteilungen,
die in der verwendeten Simulationssoftware verfiigbar sind.

e Reprisentation der Daten durch eine diskrete empirische Verteilung.
e Reprisentation der Daten durch eine kontinuierliche empirische Verteilung.

Bevor wir die Auswahl-Anpassung theoretischer Verteilungen einfithren und die Vor- und Nach-
teile theoretischer /empirischer Verteilungen diskutieren, soll kurz auf empirische Verteilungen zur
Datenreprésentation eingegangen werden.

Empirische Verteilungen zur Datenreprésentation

Die Idee der empirischen Verteilung besteht darin, die Daten moglichst direkt als Représentanten
im Modell zu verwenden und damit kein mathematisches Modell zur Datenbeschreibung zu gene-
rieren. Auf extreme Weise wird dies bei der Trace-getriebenen Simulation durchgefiihrt, bei der
genau die Abldufe aus der Realitéit kopiert werden. Dies bedeutet, dass die verfiigbare Datenmen-
ge die maximale Lénge des Simulationslaufs bestimmt und stochastische Einfliisse nur bzgl. der
nicht durch die Trace-Daten beschriebenen Teile integriert werden kénnen. Empirische Verteilun-
gen benutzen dagegen die Daten zur Generierung von Zufallszahlen. Damit konnen beliebig lange
Simulationsldufe durchgefiihrt werden und durch unterschiedliche Saaten des Zufallszahlengenera-
tors werden auch unterschiedliche Sequenzen von Zufallszahlen aus den Daten erzeugt. Die beiden
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grundsétzlichen Varianten empirischer Verteilungen, ndmlich die diskrete und die kontinuierliche
Version, werden in Abbildung 2.47 dargestellt.

Bei der diskreten empirischen Verteilung werden die Daten als direkte Représentanten gewéhlt.
Wenn n Werte in der Stichprobe vorliegen, so wird mit Wahrscheinlichkeit 1/n einer der Werte
ausgewdhlt und als Zufallszahl verwendet. Die zugehdrige Verteilungsfunktion ist durch eine ho-
mogene Treppenfunktion mit Sprungstellen der Hohe 1/n gekennzeichnet. Das Ziehen einer neuen
Zufallszahl erfolgt jeweils gedédchtnislos. Alle Charakteristika der verwendeten Verteilung (z.B.
Momente, Quantile etc.) entsprechen damit genau den Charakteristika der Stichprobe.

Die kontinuierliche empirische Verteilung benutzt die ermittelten Daten als Stiitzstellen zur
Konstruktion einer Verteilungsfunktion. Die einfachste Form ist eine lineare Interpolation. Man
unterscheidet zwischen einer Interpolation zwischen den gemessenen Daten und einer zusétzlichen
Extrapolation am Ende und/oder am Anfang. Im ersten Fall wird zwischen den Werten y;_; und y;
wird eine Gerade mit den Endpunkten (y;_1,(i—1)/(n—1)) und (y;,i/(n—1)) gezogen. Im zweiten
Fall wird n — 1 im Nenner durch n oder n+ 1 ersetzt. Ausgehend vom kleinsten und/oder grofiten
Wert kann dann extrapoliert werden, wobei der Endpunkt der Extrapolation zusétzlich festzulegen
ist. Wenn man zum Beispiel Zeiten betrachtet, so ist bekannt, dass die generierten Zufallszahlen
nur nicht negativ sein kénnen. Damit bietet es sich an, zwischen 0 und y; eine weitere Gerade
zu ziehen (siehe rechte Seite von Abbildung 2.47). Kontinuierliche empirische Verteilungen weisen
in der Regel andere Charakteristika als die Stichprobe auf. Zufallszahlen aus kontinuierlichen
empirischen Verteilungen werden in zwei Schritten gezogen. Im ersten Schritt wird eine diskrete
Zufallszahl [1,n—1] (bzw. [1, n] oder [1, n+1], falls extrapoliert wurde) gezogen. Diese bestimmt das
Intervall. Anschliefend wird der Wert durch Ziehen einer gleichverteilten Zufallszahl aus [y;—1,y;)
erzeugt.

Vergleich empirischer und theoretischer Verteilungen

Ob empirische oder theoretische Verteilungen in der Simulation verwendet werden sollen wird in
der Literatur kontrovers diskutiert und héngt letztendlich primédr von der Problemstellung und
Datenlage ab. Die folgenden Argumente sprechen fiir die Verwendung empirischer Verteilungen
bzw. gegen die Verwendung theoretischer Verteilungen:

e Die Anpassung theoretischer Verteilungen ist immer mit Informationsverlust verbunden. Die
Stichprobe beinhaltet die gesamte gemessene Information.

e Die Wahl einer Verteilungsfamilie zur Reprisentation der Daten mit einer theoretischen
Verteilung ist unklar.

e Die Schitzung der Verteilungsparameter ist in vielen Fillen nicht robust, so dass kleinere
Schwankungen in den Daten zu deutlichen Unterschieden bei den Parametern fiihren.

e Es gibt theoretische Verteilungen, fiir die keine effizienten Methode zur Generierung von
Zufallszahlen existiert.

Fiir die Verwendung von theoretischen Verteilungen und damit gegen die Verwendung von empi-
rischen Verteilungen spricht:

e Empirische Verteilungen héngen stark von der Stichprobe ab. Unterschiedliche Stichproben
eines Systems konnen zu unterschiedlichen Verteilungen und damit auch zu deutlichen Un-
terschieden im Modellverhalten fithren. Insbesondere Ausreifser in den Messungen koénnen
das Verhalten stark beeinflussen.

e Empirische Verteilungen erlauben die Realisierung von Zufallszahlen in der gemessenen
Bandbreite, die Extrapolation von Werten ist schwierig und kann zu Verfélschungen fiih-
ren.
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e Die Darstellung theoretischer Verteilungen ist in den meisten Féllen deutlich kompakter.
Fiir empirische Verteilungen miissen vollstindige Stichproben gespeichert werden. Kleine
Stichprobenumfiinge stellen das Verhalten nicht genau genug dar, wihrend grofe Stichpro-
benumfinge den Speicherbedarf erhthen.

e Die Generierung aus theoretischen Verteilungen ist dann effizienter, wenn die empirische
Verteilung sehr viele Stiitzstellen aufweist.

e Es gibt oftmals theoretisch und empirisch fundierte Griinde, fiir bestimmte Abldufe einen
ganz bestimmten Verteilungstyp zu wéhlen.

e Die Verwendung theoretischer Verteilungen erlaubt unter Umsténden die Anwendung alter-
nativer Analyseansiitze, wihrend empirische Verteilungen nur in Kombination mit Simulati-
on einsetzbar sind.

In der Praxis werden in grofen Modellen meistens theoretische Verteilungen eingesetzt, da die
Verwendung empirischer Verteilungen zu aufwindig bzgl. Datenerhebung und Darstellung der
Verteilungen im Simulationsprogramm ist.

Anpassung theoretischer Verteilungen

Die Anpassung theoretischer Verteilungen erfolgt in den folgenden drei Schritten, die nachfolgend
néher erldutert werden.

1. Bestimmung des Verteilungstyps.
2. Schitzung der Parameter.

3. Bestimmung der Anpassungsgiite.
Zur Wahl des Verteilungstyps kann man folgende Szenarien unterscheiden.

a) Der Verteilungstyp ist aus der Theorie bekannt, die Parameter werden aus einer Stichprobe
geschétzt.

b) Der Verteilungstyp und die Parameter werden aus einer Stichprobe geschétzt.

c) Es gibt keine theoretischen Erkenntnisse und auch keine Stichprobe.

In den Fallen a) und b) werden jeweils die Schritte 2. und 3. ausgefiihrt. Fall b) erfordert
zusitzlich Schritt 1. Fall ¢) ist eher unangenehm, da kaum verwertbare Information vorhanden ist.
Dieser Fall soll kurz am Ende der Beschreibung der Anpassung von theoretischen Verteilungen
behandelt werden.

Begonnen wird mit der Bestimmung des Verteilungstyps. Im Fall a) l4sst sich dieser aus der
Theorie ableiten. Die Theorie beruht natiirlich auf empirischen Erkenntnissen, die man im Laufe
der Zeit gewonnen hat. So kénnen gewisse Ablaufe in der Realitdt mit bestimmten Verteilungen
in Verbindung gebracht werden. Einige Beispiele dazu:

e Falls eine Zufallsvariable aus einer grofferen Anzahl unabhéngiger zufélliger Ereignisse resul-
tiert, so konnte sie normalverteilt sein (siehe zentraler Grenzwertsatz).

e Eine Zufallsvariable, die das Minimum einer grofferen Anzahl zufalliger Ereignisse ist, konnte
Weibull-verteilt sein.

e Eine Zufallsvariable, die zeitlich aufeinander folgende Ereignisse beschreibt, die einzeln mit
konstanter Rate auftreten, kbnnte exponentiell-verteilt sein.

e Eine Zufallsvariable, die das Produkt einer grofferen Anzahl zufilliger Einfliisse ist, konnte
log-normal-verteilt sein.
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Abbildung 2.48: Histogramm und Dichtefunktionen zur Bewertung der Anpassung.

e Die Ausfallzeiten technischer Systeme kénnen oft durch Mischungen aus Weibull-Verteilungen
reprasentiert werden.

e Die Zugriffsdauern auf Web-Server kénnen oftmals durch Pareto-Verteilungen représentiert
werden.

Theoretische Erkenntnisse erlauben die Identifikation von Verteilungstypen, sollten aber in jedem
konkreten Fall hinterfragt und getestet werden.

Im Fall b) muss der Verteilungstyp aus der Stichprobe geschétzt werden. Auch hier ist Vorab-
information {iber die Struktur und Herkunft der Daten oft sinnvoll, um die Klasse der mdglichen
Verteilungen einzugrenzen. Weitere Eingrenzungen kdnnen dadurch erfolgen, dass Verteilungscha-
rakteristika aus der Stichprobe geschitzt werden (mehr zu Schitzungen spéter). So lassen sich
Mittelwert und Varianz das Verhiltnis von Median zu Erwartungswert oder h6here Momente aus
der Stichprobe schétzen und fiir theoretischer Verteilungen berechnen. Durch Vergleich der Werte
aus der Stichprobe mit den fiir eine bestimmte Verteilung erreichbaren Werte, lassen sich einzel-
ne Verteilungen ausschliefen. So ist zum Beispiel der Variationskoeffizient VK (Y) = o(Y)/E(Y)
einer exponential-verteilten Zufallsvariablen Y immer 1. Falls die Schéitzung aus der Stichprobe
einen von 1 verschiedenen Wert ergibt, so kann die Exponentialverteilung zur Reprasentation der
Daten ausgeschlossen werden. Auf diese Weise ldsst sich die Menge der mdéglichen Verteilungen in
der Regel reduzieren, es ist aber meistens keine Festlegung auf einen Verteilungstyp moglich.

Dichtefunktionen lassen sich am besten durch visuellen Vergleich der Histogrammdarstellung
der Stichprobe mit dem Verlauf der Dichtefunktion vergleichen. In einem ersten Schritt wird auf
Grund von Erfahrung und Wissen dem Histogramm ein Verteilungstyp zugeordnet. Der konkrete
Vergleich zwischen Histogramm und Dichtefunktion ist allerdings erst nach der Parameterschit-
zung moglich. Ausgehend von der Wahl eines Verteilungstyps werden die Parameter geschitzt
und dadurch der “beste” Reprisentant aus der Familie von Verteilungen ermittelt. Die zugehorige
Dichtefunktion kann anschliefend in Kombination mit dem Histogramm dargestellt werden (sie-
he Abbildung 2.48). Heute wird der Anpassungsprozess durch Software unterstiitzt. Die Software
fithrt natiirlich keinen visuellen Vergleich durch, sondern schitzt die Parameter fiir alle Verteilun-
gen aus einer Liste von Verteilungen und berechnet anschlieffend Mafszahlen, die die Qualitit der
Anpassung widerspiegeln (siehe auch Bewertung der Anpassung in Schritt 3.). Die Verteilung mit
der besten Anpassung wird anschliefsend ausgew#hlt.

Auch wenn das Vorgehen automatisierbar ist, so ist das Ergebnis keineswegs eindeutig, sondern
von der Histogrammdarstellung abhéngig. Diese beinhaltet aber eine Reihe von Freiheitsgraden,
durch die die Histogrammdarstellung und damit auch die Verteilungsanpassung beeinflusst wird.
Die beiden folgenden Entscheidungen miissen getroffen werden.

e Die Anzahl und Breite der Zellen ist festzulegen.
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— Ld.R. sollten Zellen gleicher Breite gewéhlt werden, ansonsten muss die Hohe angepasst
werden.

— Die Zahl der Zellen ist so zu wihlen, dass

% die Form der Dichte erkennbar wird und

* jede Zelle geniigend Werte (> 10) enthilt. Bei weniger Werten dndert sich das
Aussehen des Histogramms zu schnell, wenn die Stichprobe nur leicht variiert.

e Der iiberdeckte Bereich ist zu definieren. Dies bedeutet, dass

— der Start der ersten Zelle und das Ende der letzten Zelle festgelegt werden miissen und

— entschieden werden muss, welche Werte als Ausreiffer vernachléssigt werden.

Es ist anzuraten, die Anpassung fiir mehrere Histogrammparameter durchzufiihren, um bewerten
zu konnen, inwieweit die erzeugte Verteilung von den Histogrammparametern abhéngt.

Schitzung der Verteilungsparameter

Der nun folgende Schritt ist die Parameterschitzung. Jede Verteilungsfamilie weist Parameter auf.
Bei der Exponentialverteilung ist dies die Rate A, bei der Normalverteilung der Mittelwert p und
die Standardabweichung o, bei der Dreiecksverteilung, die linke Grenze a, die rechte Grenze b
und der Modalwert c. Ziel der Parameterschitzung ist es, die Parameter so zu wahlen, dass die
Stichprobe durch die Verteilung mdglichst gut représentiert wird. Zur formalen Darstellung sei © =
(©1,...,0,) der Parametervektor und x = (x1,...,Xn) die Stichprobe. Unter Verwendung dieser
beiden Vektoren sei f(x, ©) eine allgemeine Darstellung der Dichtefunktion mit Parametervektor ©
fiir Stichprobe x. © ist so zu wihlen, dass Verteilung und Stichprobe mdéglichst gut korrespondieren.
Es gibt mehrere Methoden zur Parameterschéitzung aus der Stichprobe. Wir betrachten hier die
Momentenmethode und die Mazimum-Likelihood-Methode.

Momentenmethode:

Bei der Momentenmethode werden die Parameter der Verteilung als Funktion der Momente dar-
gestellt. Dies ist fiir die meisten Verteilungen méglich. Sei (y1,...,y,) dir konkrete Stichprobe,
jeder Wert y; ist die Realisierung einer Zufallsvariablen Y;, alle Y; seien unabhéngig und identisch
verteilt. Wir definieren Y als einen Schitzer fiir E(Y*) und Y als den konkreten Schétzwert. Der
folgende Schitzer ist erwartungstreu

n

F=oS W) md V=S ()

=1 =1
ist der resultierende Schiitzwert. S2 und S2 bezeichnen den Schiitzer und Schitzwert fiir die Va-
rianz. Ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz lautet

" 2

g2:nilz(yj_f/l>

j=1

Es soll nun eine Darstellung ©; = ¢;(E(X1),..., E(X?)) gefunden werden, so dass Parame-
ter ©; als Funktion ¢;(.) der ersten p Momente dargestellt wird. Ein Momentschiitzer ©; ent-
steht dadurch, dass die Momente durch die Schétzer fiir die Momente ersetzt werden, also éj =
(bj(f/l,...,f/p). Wir betrachten als einfache Beispiele die Exponential- und die Normalvertei-
lung. Fiir den Parameter A\ der Exponentialverteilung gilt A = (E(Y))~!. Damit ergibt sich
der Schiitzer X = 1/Y' = n/ (Z?:l Y}) Fiir die Normalverteilung gilt © = E(Y!) und o =

V(E(YT)2 = E(Y2), mit dem resultierenden Schiitzer g = Y! und o = S.
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Abbildung 2.49: Prinzip der ML-Methode.

Die aus der Momentenmethode resultierenden Schitzer sind meistens asymptotisch erwartungs-
treu und konsistent. Trotzdem sind es oft keine guten Schitzer, da nur die Momente, nicht aber
die Form der Verteilungs-/Dichtefunktion beriicksichtigt werden. Deshalb sind, wenn vorhanden,
die im Folgenden vorgestellten maximum-likelihood-Schétzer in der Regel vorzuziehen.

Maximum-likelihood-Schéitzer

Die Basis der maximum-likelihood-Schéitzung ist die Suche nach der plausibelsten Losung. Dies soll
zuerst an einem einfachen Beispiel erlautert werden. Wir betrachten dazu eine diskrete Verteilung
mit Parameter 6, so dass pg(x) der Wahrscheinlichkeit von z bei Parameter 6 entspricht. Wir
nehmen nun an, dass die Stichprobe (y1,...,yn) festliegt und der Parameter 6 variabel ist. Die
Likelihoodfunktion ist dann definiert als

L) =po(y1) - p(yn)

Ziele der maximum-likelihood (ML)-Methode ist es, Parameter 6 so zu wéhlen, dass L(#) maximal
wird. Also maxy(L(6)). Der Punkt der maximalen Beobachtungswahrscheinlichkeit wird gesucht.
Das Vorgehen kann auch fiir den Fall von Parametervektoren © benutzt werden. In diesem Fall
ist ein mehrdimensionales Optimierungsproblem zu 16sen.

Das Prinzip der ML-Methode fiir den kontinuierlichen Fall wird in Abbildung 2.49 dargestellt.
Durch Variation von 8 verschiebt sich die Dichtefunktion, so dass der Wert der Likelihoodfunktion
sich &ndert. Im kontinuierlichen Fall ist der Ansatz allerdings weniger intuitiv, da die Wahrschein-
lichkeit in jedem Punkt 0 sein kann. Deshalb wird der Wert der Dichtefunktion fp(z) benutzt. Die
Likelihoodfunktion lautet dann

L(0) =[] fo(y))
j=1

Gesucht wird Opax mit L(0max) > L(0) fiir alle 6.
Das Vorgehen soll kurz am Beispiel der Exponentialverteilung erldutert werden. Es gilt

L) = [T A e = xS

Das Maximum dieses Produktes ist aufwéndig zu ermitteln, deshalb macht man sich zu Nutze,
dass eine Funktion und deren Logarithmus, sofern er definiert ist, die Extremwerte an den selben
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Abbildung 2.50: Histogramm der empirischen Verteilung und der theoretischen Verteilung.

Stellen haben. Da die Likelihoodfunktion nicht negativ ist, ist ihre Logarithmus definiert, wenn der
Wert gréfser 0 ist. Im speziellen Fall der Exponentialverteilung ist der Wert der Likelihoodfunktion
grofer 0 flir 0 < A < oco. Da dies der Bereich der relevanten Parameterwerte ist, gilt

1) = In(L(\) =n-InA— A- Zn:yj

Die Ableitung von [(A) lautet I'(\) = n/A — Z?:l y;. Die Nullstelle der Ableitung ist gerade der
ML-Schiitzer fiir X. Also A = n/ (Z?:l yj>. In diesem Fall stimmen Momenten- und ML-Schétzer

iiberein. Dies ist natiirlich nicht immer so. Fiir die Normalverteilung liefert die ML-Methode die

Schiitzer i =Y und 6 = 1/(n —1)/n- S? im Gegensatz zu & = S als Momentenschitzer.
Die ML-Methode kann auch fiir Parametervektoren © angewendet werden. Allgemein wird
dann

1(©) = In(L(©)) = Zln (fo(y;))

bzgl. des Parametervektors ©® maximiert. Oft hat das resultierende Optimierungsproblem keine
geschlossene Losung und muss deshalb mit einem Verfahren zur nichtlinearen Optimierung (siehe
auch Kapitel 7) gelost werden. Fiir viele bekannte Verteilungen sind ML-Schétzer fiir die Parameter
bekannt (siehe [11]).

ML-Schétzer haben in der Regel die folgenden Eigenschaften:

e Sie sind asymptotisch erwartungstreu.
e Sie sind konsistent.

e Sie sind asymptotisch normalverteilt. Dies bedeutet, dass mit den Methoden aus Abschnitt
2.5 Konfidenzintervalle fiir die Parameter bestimmbar sind und damit auch quantifiziert
werden kann, wie robust die Schitzung war.

e Sie sind in der Regel nicht schlechter bzw. besser als die Momentenschétzer.

Aus den genannten Griinden werden in den meisten Fillen ML-Schéitzer verwendet, falls solche
bekannt sind oder ermittelt werden kénnen.

Bestimmung der Anpassungsgiite

Nachdem eine theoretische Verteilung angepasst wurde, ist die Anpassung zu bewerten. Dieser
Schritt kann auch verwendet werden, um unterschiedliche Verteilungsanpassungen zu vergleichen.
Man unterscheidet zwischen heuristischen Prozeduren und statistischen Testverfahren.

Heuristische Prozeduren vergleichen die Struktur der theoretischen und der empirischen Verteilungs-
oder Dichtefunktion. Der Vergleich der Dichtefunktionen erfolgt wieder auf Basis von Histogram-
men. Sei dazu k die Anzahl der Intervalle und A; das ite Intervall. Wenn n; die Anzahl der Werte
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Abbildung 2.51: P-P-Plot und Q-Q-Plot.

der Stichprobe im iten Intervall ist, so ist h; = n;/n die relative Haufigkeit der Stichprobenwerte
im Intervall A;. Die Wahrscheinlichkeit einen Wert der theoretischen Verteilung im Intervall A; zu
finden lautet p; = [, fi(x)dz, wobei fi(x) die Dichtefunktion der theoretischen Verteilung ist.

Die Abstandmafe D = Ele |h; —pi| und D' = Zle (h; — p;)? beschreiben die Passgiite zwischen
empirischer und theoretischer Verteilung. Der Wert der Abstandsmafie hdngt von der Lage und
Groke der Histogrammzellen ab. Es ist auch nicht a priori klar, welcher Wert von D bzw. D’ eine
gute oder zumindest ausreichende Anpassung beschreibt. Auf Grund des Vergleichs der Werte
von D kann aber die Anpassungsgiite unterschiedlicher Verteilungen verglichen werden. Uber die
Qualitit der Anpassung sagt oftmals ein visueller Vergleich der Histogramme, wie in Abbildung
2.50 gezeigt, mehr aus als die Mafzahl.

Neben den Dichtefunktionen kénnen auch die Verteilungsfunktionen verglichen werden. Auf
Grund der Struktur von Verteilungsfunktionen ist der rein visuelle Vergleich von empirischer und
theoretischer Verteilungsfunktion nicht sehr hilfreich. Stattdessen haben sich @ — @-Plots und
P — P-Plots als alternative Darstellungsformen eingebiirgert. Sei Fy(z) die theoretische Vertei-
lungsfunktion und F,(z) die empirische Verteilungsfunktion. Fiir die Werte der empirischen Ver-
teilungsfunktion gilt F.(z) = maxy,<,(i/n). Beim Q — Q-Plot werden die Quantile der beiden
Verteilungsfunktionen zueinander in Beziehung gesetzt. Sei ¢; (0 < ¢; < 1) das jte dargestellte
Quantil, dann wird auf der x-Achse maxy, <4, (i/n) und auf der y-Achse F; '(g;) abgetragen (siche
die rechte Graphik in Abbildung ). Wenn F; und F. vollstindig korrespondieren und die Kurve
fiir alle Werte von ¢ dargestellt wird, so entsteht eine Strecke durch die Punkte (0,0) und (1,1).
Abweichungen zeigen die Unterschiede zwischen beiden Verteilungsfunktionen. Beim P — P-Plot
werden die Wahrscheinlichkeiten miteinander in Beziehung gesetzt. Fiir « wird F.(z) auf der x-
Achse abgetragen und Fi(z) auf der y-Achse. Bei vollstindiger Korrespondenz entsteht wieder eine
Strecke mit Steigung 1, Abweichungen davon zeigen Abweichungen der Verteilungsfunktionen an.
Wahrend @ — Q-Plots Unterschiede im hinteren Teil der Verteilungsfunktion (im tail) betonen,
zeigen P — P-Plots mehr die Unterschiede in der Mitte.

Anpassungstests

Die bisher vorgestellten Vergleichsverfahren geben kein Maf an, um zu entscheiden, wann die
theoretische Verteilung die empirischen Daten genau genug modelliert. Auf Grund stochastischer
Schwankungen ist zu erwarten, dass zwangsldufig Unterschiede zwischen Stichprobe und theoreti-
scher Verteilung existieren miissen. Eine Mdoglichkeit Hinweise zu bekommen, wann eine Modellie-
rung ausreichend genau ist, sind Anpassungstests. Wie bei allgemeinen Testverfahren (siehe auch
Seite 73ff) wird eine Hypothese Hy aufgestellt:
Hy: Die Stichprobe (y1,...,y») wurde aus der Verteilung F;(x) gezogen

Ein Anpassungstest liefert die Antwort, ob Hy verworfen oder angenommen werden soll. Wie
bei allen statistischen Testverfahren ist das Ergebnis mit Fehlern behaftet. Wie oft iiblich, wird der
Fehler der ersten Art vorgegeben. D.h. die Hypothese wird mit Wahrscheinlichkeit a abgelehnt,
obwohl die Stichprobe aus der Verteilung gezogen wurde. Uber den Fehler der zweiten Art werden
in der Regel keine Angaben gemacht.
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Abbildung 2.52: Skizze des Vorgehens beim Chi-Quadrat-Test.

Neben diesen grundsétzlichen Grenzen der Testverfahren beobachtet man bei Anpassungstests
noch ein zweites Phénomen. So wird fiir kleine Stichprobenumfinge Hy meistens angenommen,
da zu wenig Information fiir eine Ablehnung vorhanden ist. Fiir grofe Stichprobenumfinge wird
dagegen Hj in fast allen Féllen abgelehnt, da zwangsldufig Unterschiede zwischen empirischen Da-
ten und theoretischer Verteilung existieren. Man sollte sich diesen Schwéichen von Testverfahren
bewusst sein. Trotzdem bieten Testverfahren in Kombination mit den anderen vorgestellten Ver-
fahren zum Vergleich von empirischer und theoretischer Verteilung ein méchtiges Instrumentarium
zur Modellierung von Daten mittels theoretischer Verteilungen. Es sollen im Folgenden kurz die
zwei bekanntesten Anpassungtests vorgestellt werden.

Chi-Quadrat-Test

Der Chi-Quadrat-Test ist ein sehr altes Testverfahren, welches schon um 1900 entwickelt wurde. Er
basiert auf dem formalen Vergleich der Histogramme der empirischen und theoretischen Verteilung.
Seien by < by < ... < by die Intervallgrenzen, so dass A; = [b;—1,b;). Wie bereits weiter oben
definiert ist n; = [{y;ly; € A;}| die Anzahl der Element im Intervall A; und p; = fyeAi fe(x)dx
die Wahrscheinlichkeit der theoretischen Verteilung einen Wert im Intervall A; zu generieren. Als
Abstandsmafl zwischen empirischer und theoretischer Verteilung wird 2521 (n; — pj -n)2 /(n -
p;j) verwendet. Wie bereits erldutert, steigt die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe aus der
theoretischen Verteilung generiert wurde, wenn der Wert der Summe kleiner wird. Damit ein
Testverfahren definiert werden kann, muss allerdings eine Teststatistik vorhanden sein, d.h. es
muss bekannt sein, welche Verteilung der zu testende Wert hat, wenn Hj gilt.

Bevor eine solche Teststatistik definiert wird, wird kurz die X2—Verteilun%€eingefﬁhrt. Seien dazu
Y1,...,Y) unabhéngige N(0,1) verteilte Zufallsvariablen, dann ist Y =37 | Y; x2-verteilt mit k
Freiheitsgraden. Die x2-Verteilung ist eigentlich eine Familie von Verteilungen (jeder Freiheitsgrad
definiert eine Verteilung), die keine explizite funktionale Form hat. Die kritischen Werte liegen aber
in vertafelt Form vor und sind in den meisten Statistikbiichern zu finden. le_a bezeichnet den
Wert, der mit Wahrscheinlichkeit o von y2-Verteilung mit & Freiheitsgrade iiberschritten wird
(siehe auch Abbildung 2.52). Als Teststatistik des Chi-Quadrat-Tests wird

=3 (n; —n-p;)*
= P
verwendet. d ist die Realisierung einer Zufallsvariablen D. Falls Hj gilt, dann
e ist D asymptotisch x2-verteilt (d.h. fiir grofe n ist D approximativ y2-verteilt), wobei
— falls keine Verteilungsparameter aus der Stichprobe geschéitzt wurden, die y2-Verteilung
k Freiheitsgrade hat,

— wiahrend bei der Schéitzung von p Freiheitsgraden aus der Stichprobe, die Zahl der
Freiheitsgrade sich auf k — p — 1 reduziert.
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Abbildung 2.53: Skizze zum Vorgehen beim Kolmogorov-Smirnov-Test.

Damit ergibt sich folgendes Vorgehen:

e Festlegung der Intervalle,
e Berechnung von d,

e Vergleich des Wertes von d mit dem kritischen Wert zum gewahlten Signifikanzniveau,

— falls d kleiner als der kritische Wert ist, Hypothese annehmen,

— ansonsten Hypothese ablehnen.

Der Test beinhaltet als subjektive Komponente die Lage und Breite der Intervalle. Bei kontinuier-
lichen Verteilungen wird empfohlen, die Intervalle so zu wéhlen, dass p; fiir alle Intervalle identisch
ist. Dies bedeutet, dass die Intervallbreiten variieren. Weiterhin sollte p; so gewéhlt werden, dass
n-p; > 5. Bei diskreten Verteilungen sollten sich die Intervalle nach der Lage der diskreten Werte
richten. Fiir grofe Datenmengen wird als Intervallzahl ein Wert zwischen y/n und n/5 vorgeschla-
gen.

Kolmogorov-Smirnov-Test

Der Kolmogorov-Smirnov-Test vergleicht die theoretischer Verteilungfunktion F}(x) mit der em-
pirischen Verteilungsfunktion F.(x). Fe(z) = max,,<;(i/n) ist eine Treppenfunktion, als Teststa-
tistik wird der maximale Abstand zwischen Fi(x) und F.(z) verwendet. Also

D, = max(|F. (x) - Fy(z))

Falls notig, kann das Maximum durch das Supremum ersetzt werden. Da F;(z) eine monoton nicht
fallende Funktion ist und F,(z) eine Treppenfunktion ist, kann man sich leicht iiberlegen, dass
der maximale Abstand zwischen beiden Funktionen an einer Sprungstelle von Fi(x) angenommen
werden muss (siehe auch Abbildung 2.53). Der maximale Abstand kann deshalb wie folgt definiert
und ermittelt werden
D} = max (i/n — Fy(y;)) D,, = max (Fy(y;) — (i —1)/n} D, = max(D, ,D;)
1<i<n 1<i<n

Ein grofer Wert von D,, deutet auf eine schlechte Anpassung hin. Zur Anwendung des Tests
miissen zwei Fille unterschieden werden:

e Falls keine Verteilungsparameter aus der Stichprobe geschétzt wurden, so ist Hy zu verwer-
fen, falls (\/ﬁ—i— 0.12 + 0—\/151) - D,, > c¢1_,. Die Werte von c¢_, sind vertafelt und in den

meisten Statistikbiichern zu finden.
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e Falls die Verteilungsparameter aus der Stichprobe geschitzt wurden, so ist die Teststatistik
verfilscht und die vertafelten Werte sind zu optimistisch (d.h. Hy wiirde zu oft angenommen).
In diesem Fall existieren Teststatistiken nur fiir spezielle Verteilungen, wie die Normalver-
teilung, Exponentialverteilung oder Weibull-Verteilung.

Chi-Quadrat- und Kolmogorov-Smirnov-Test konnen beide auch fiir das Testen von Zufallszahlen
verwendet werden.

Datenmodellierung ohne Stichprobe und theoretische Information

Dies ist der Fall ¢, der bisher ausgespart wurde. In der Praxis tritt dieser Fall aber leider haufiger
bei der Planung von Systemen auf. Eine genaue Modellierung ist in einem solchen Fall natiir-
lich nicht mdglich, trotzdem konnen in der Regel zumindest eingeschrinkte Informationen iiber
die Daten gewonnen werden. So kann oftmal zwischen diskreten und kontinuierlichen Werten un-
terschieden werden und es kénnen minimale und maximale Werte festgelegt werden. Manchmal
kann auch ein Mittelwert geschitzt werden. In diesen Fallen, kdnnen die Daten dann durch eine
Gleicherverteilung, Dreiecksverteilung oder Beta-Verteilung im Modell représentiert werden.

Korrelierte Daten und stochastische Prozesse

Bisher wurde immer von unabhfngig, identisch verteilten Daten ausgegangen. Die meisten Me-
thoden der Statistik und auch die vorhandene Software zur Datenmodellierung (z.B. Arena Input
Analyzer, ExpertFit, etc.) ist auch auf diesen Fall beschrankt. In der Realitdt zeigt sich aber
oftmals, dass die Annahmen nicht gelten. So sind Daten

e korreliert bzgl. der Zeitintervalle

— Ankunftsprozesse in einem Rechnernetz, die Korrelation iiber mehrere Zeitskalen auf-
weisen,

— Fehler in einem technischen System, die durch gegenseitige Beeinflussung von Kompo-
nenten entstehen,

e korreliert bzgl. verschiedener Messgrofen

— Grofe und Gewicht von Menschen,

— CPU-Zeitbedarf und Speicherplatzbedarf von Jobs in einem Rechner,
e iiber einen lingeren Zeitraum nicht identisch verteilt sind

— Ankunftsprozess in einem Restaurant,

— Zugriffe auf einen Web-Server.

Wihrend der dritte Fall, ndmlich zeitlich variierende Prozesse, oft dadurch abgebildet werden
kann, dass fiir unterschiedliche Zeitrdume unterschiedliche Verteilungen angepasst werden, muss
die Korrelation von Daten direkt bei der Modellierung beriicksichtigt werden und hat damit Ein-
fluss auf die stochastischen Modelle. Es reicht nicht mehr aus, Verteilungen anzupassen, sondern es
miissen komplexere Modelle, wie Zufallsvektoren, Markovsche Ankunftsprozesse, nichtstationére
Poisson-Prozesse, autoregressive Modelle oder multivariate Normalverteilungen verwendet werden.
Wiéhrend die Generierung von Zufallszahlen aus diesen Verteilungen in der Regel mehr oder we-
niger problemlos realisiert werden kann, ist die Anpassung der Modelle auf Basis von Stichproben
ein komplexes und erst in Anséitzen geldstes Problem.

An dieser Stelle soll als ein einfaches Beispiel die Schitzung der Parameter einer bivariaten
Normalverteilung vorgestellt werden (siehe Seite 81). Seien (X1, ...,X1,) und (Xo1,...,Xop)
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die Stichproben der beiden Zufallsvariablen X; und X5. Wir nehmen an, dass aus den beiden
Stichproben ableitbar ist, dass die beiden Zufallsvariablen normalverteilt sind. Ferner seinen

- 1 & - 1 N2
Xj:E'Zin and S?ZmZ(XJ—X])
i=1 j

die Schéitzer fiir den Erwartungswert und die Varianz (j = 1,2). Der Schitzer fiir die Kovarianz
lautet

6(X17X2) = nil : . ((Xu—jﬁ) : (X2i_X2)) = nil ‘ (iXu X —n- X3 'X2>
i=1 i—1
und N 5(X17X2)
58-S,

ist der Schétzer fiir den Korrelationskoeffizienten. Mit diesen Parametern ist die bivariate Nor-
malverteilung vollstindig spezifiziert und es kdnnen Realisierungen mit den schon vorgestellten
Ansitzen zur Generierung erzeugt werden.

Im Prinzip konnen dhnliche Verfahren auch zur Schitzung von Korrelationen hoherer Ord-
nung eingesetzt werden. Allerdings sind die dabei auftretenden praktischen Probleme nicht zu
vernachléssigen, da die Schitzer oft wenig robust und selbst wieder korreliert sind.

2.5 Auswertung von Simulationslaufen

An dieser Stelle sei noch einmal an das Ziel einer Simulationsstudie erinnert. Es sollen Aussagen
iiber ein System S gewonnen werden, indem ein Modell analysiert wird. Wie herausgearbeitet
wurde, soll der Einfluss der kontrollierbaren Eingabegrofien C' und teilweise auch der unkontrol-
lierbaren Eingabegrofen U auf die Ausgabegrofien P ermittelt werden. Wir haben gesehen, dass
wir Zufallseinfliisse durch deterministische Algorithmen in das Modell integrieren kénnen und die
Realisierung des Zufalls damit nur von der Saat des Zufallszahlengenerators abhingt. Wenn wir
die Saat des Zufallszahlengenerators als Teil von U betrachten, so soll der Einfluss der Gréfen C'
iiber alle moglichen Saaten des Zufallszahlengenerators ermittelt werden.

Zuerst einmal soll das Vorgehen etwas eingeschrankt werden, indem wir annehmen, dass der
Wert eines Leistungsmafses Y ermittelt werden soll. Ohne dass an dieser Stelle schon festgelegt
wird, was Y genau ist bzw. wie es beobachtet wird, kdnnen wir davon ausgehen, dass in sto-
chastischen Modellen Y schwankende Verldufe zeigt, d.h. mehrfaches Beobachten wird zu un-
terschiedlichen Resultaten fithren. In der Simulation bedeutet dies, dass durch unterschiedliche
Saaten des Zufallszahlengenerators variierende Resultate entstehen. Auch in der Realitét kénnen
viele Beispiele fiir schwankende Verldufe von dynamischen Abldufen beobachtet werden. So ist
das Verkehrsaufkommen an einer Strafenkreuzung nicht deterministisch, die Ausfallzeiten von
technischen Komponenten variieren, das Wachstum von Pflanzen ist auch bei identischen Umge-
bungsbedingungen fiir eine Menge von Pflanzen nicht gleich. Um also Aussagen iiber Y zu treffen,
miissen im Prinzip Aussagen iiber alle moglichen Abldufe gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit
eines Ablaufs getroffen werden. Aus praktischer Sicht ist diese Anforderung in zweifacher Hin-
sicht problematisch. Die Zahl der m&glichen Ablaufe ist oft unendlich und die Wahrscheinlichkeit
des Auftretens eines bestimmten Ablauf ist in der Regel nicht bestimmbar. Die nahe liegende
Moglichkeit, alle moglichen Abldufe zu beobachten und die resultierenden Beobachtungen von Y
gewichtet aufzusummieren entfillt damit und es miissen Aussagen iiber alle Abldufe auf der Basis
einer endlichen Beobachtung getroffen werden. Solche Aussagen konnen nur mit gewisser, noch
ndher zu spezifizierender Wahrscheinlichkeit korrekt sein.

Zentral fiir die Auswertung von Simulationsldufen ist der Begriff des stochastischen Prozesses.

Definition 5 Ein stochastischer Prozess Y (t) ist eine Funktion iber dem Parameterraum T, de-
ren Resultate Zufallsvariablen sind.
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Abbildung 2.54: Typische Beobachtungsszenarien von Simulationsldufen.
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Abbildung 2.55: Beobachtung unterschiedlicher Trajektorien.

Der Parameterraum 7" wird in der Regel als Zeit interpretiert, wobei oft zwischen zeitdiskreten
Prozessen (T = N) und zeitkontinuierlichen Prozessen (T' = R>g) unterschieden wird. Fiir einen
stochastischen Prozess kann man fiir jedes ¢ € T die Momente, Dichtefunktion und Verteilungs-
funktion der Zufallsvariablen Y (¢) definieren. Eine Realisierung von Y'(¢) {iber T' bezeichnet man
als eine Trajektorie. Einige Beispiele fiir stochastische Prozesse wéren:

e Das Wiirfeln mit zwei unterscheidbaren Wiirfeln, so dass Y (¢)= Y(t-1) + Wert des 1. Wiirfels
- Wert des 2. Wiirfels, mit Y (0) = 0. Der Parameterraum ist diskret und Y (¢) kann diskrete
Werte im Intervall [—5¢, 5¢] annehmen.

e Die Kundenzahl an einem Bankschalter, so dass sich der Wert von Y (t) zu den Ankunfts-
und Abgangszeiten von Kunden #ndert. In diesem Fall ist der Parameterraum kontinuier-
lich. Wenn man davon ausgeht, dass in jedem Intervall potenziell eine beliebige Kundenzahl
ankommen kann und der Schalterraum unendlich viele Kunden aufnehmen kann, so kann
Y (t) Werte aus N annehmen.

Typische Beobachtungsszenarien der Simulation haben wir bereits vorher kennen gelernt. Abbil-
dung 2.2 zeigt die zwei generellen Beobachtungsszenarien, ndmlich die Beobachtung eines Zustands
iiber die Zeit, bei der der Zustand sich zu Ereigniszeitpunkten sprunghaft dndert und die Beob-
achtung des Schicksals diskreter, tempordrer Einheiten der Simulation, bei der jede Einheit einen
Wert annimmt,.

Grundlegendes Beobachtungsszenarium

Die Darstellung in Abbildung 2.54 gibt jeweils einen Ablauf wieder, bei stochastischen Simulatio-
nen verlduft aber jede Trajektorie etwas anders, so dass eher eine Beobachtungsszenarium wie in
Abbildung 2.55 gezeigt vorliegt. Bei wiederholten Beobachtungen werden unterschiedliche Ablaufe
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beobachtet. Zu jedem Zeitpunkt ¢ € T nimmt Y (¢) einen Wert gemif der Dichtefunktion der
zugehorigen Zufallsvariablen ein. Der Verlauf der Dichtefunktionen ist in der Abbildung quer zum
Ablauf der Trajektorien dargestellt. Wie wir spéter sehen werden, reicht selbst die Kenntnis der
Dichtefunktionen allein nicht aus, um Trajektorien zu charakterisieren, da in den meisten Féllen
die Werte einer Trajektorie korreliert sind. Z.B. die Kundenzahl an einem Schalter zum Zeitpunkt
t hingt stark von der Kundenzahl zum Zeitpunkt ¢ — A ab, wenn A relativ klein ist. Die daraus
resultierende Komplexitdt der Beobachtungslage fiihrt dazu, dass nicht der gesamte stochastische
Prozess, sondern nur einzelne Charakteristika per Simulation analysiert werden. Ein Beispiel wire
die Ermittlung von E(Y(¢)) fiir ein t € T.

Als Hilfsmittel fiir die Analyse kénnen Realisierungen von Y wéhrend der Simulation beob-
achtet werden. Wir nehmen an, dass insgesamt m Beobachtungen wihrend eines Simulationslaufs
durchgefiihrt werden und Y; die Zufallsvariable ist, die Beobachtung j beschreibt. Der Parameter
7 kann unterschiedliche Bedeutungen haben.

e Es konnen Kunden gezéhlt werden und Y;beschreibt die Verweilzeit des jten Kunden im
System.

e Man kann den Durchsatz eines Modells einer Fertigungsstrafe nach j Stunden als jte Beob-
achtung interpretieren.

e Die Zeit des Ausfalls der jten Komponente kann ebenfalls als jte Beobachtung dienen.

Der Wert von j ergibt sich damit aus der Simulationszeit oder dem Auftreten eines bestimmten
Zustands oder Ereignisses. Durch Variation der Saat des Zufallszahlengenerators kdnnen unter-
schiedliche Trajektorien erzeugt werden. Wir nehmen im Folgenden an, dass n unterschiedliche
Trajektorien beobachtet werden und bezeichnen mit y;; die Realisierung von Y; in der iten Beob-
achtung (Trajektorie). Die Beobachtungen kénnen in einer Matrix angeordnet werden, wobei Zeilen
Beobachtungen einer Trajektorie und Spalten Beobachtungen einer Zufallsvariablen beinhalten.

y117 ylj; ylm
Yit, -+ Yij, -+ Yim
Ynily, -+ Ynj, -+ Ynm

Spalte j beschreibt Beobachtungen Yj, die geméf Fy,(y) verteilt sind. Betrachten wir nun zwei
Beobachtungen y;;und yx; und deren Relation. Falls j = [ und ¢ # &, so beschreiben beide Werte
von Y;. Wenn die Sequenzen von Zufallszahlen, die zur Beobachtung von y;; und yy; fiihren sich
nicht iiberlappen, so sind die generierten Zufallszahlen als unabhéngig anzusehen und damit sind
auch y;;und yg; unabhéngige Beobachtungen von Yj. Falls j # [ und ¢ # k, so beschreiben y;; und
yr Beobachtungen Yjund Y;. Wie der Zusammenhang zwischen diesen Zufallsvariablen ist, muss
fiir ein spezielles Problem unterschieden werden, wie spiter gezeigt wird.

Als Beispiel soll ein so genanntes M/M/1-System dienen. Die Schreibweise bezeichnet eine
Station an der Kunden mit unabhingigen exponentiell verteilten Zwischenankunftszeiten eintref-
fen, in einem Warteraum potenziell unendlicher Kapazitit nach FCFS bis zur Bedienung warten
und anschliefend von einem einzelnen Bediener eine exponentiell verteilte Zeit bedient werden
(siehe auch 3.1). Sei A die Ankunftsrate (= mittlere Anzahl Auftrége, die pro Zeiteinheit eintref-
fen) und p die Bedienrate (— mittlere Anzahl Auftrige, die pro Zeiteinheit bedient werden, wenn
der Bediener permanent arbeitet). Seien A = 0.5 und p = 1 die konkreten Werte. Ferner sei Y;
die Kundenzahl im System nach j Zeiteinheiten und ng sei die Anzahl Kunden im System zum
Zeitpunkt 0. Abbildung 2.56 zeigt den Verlauf von E(Y'(t)) fiir unterschiedliche Werte von ng.
Es ist zu beachten, dass der Verlauf des Erwartungswerts dargestellt wird, also Aussagen iiber
alle Trajektorien gemacht werden und nicht eine konkrete Trajektorie. Eine einzelne Trajektorie
wiirde eine Treppenfunktion bilden. Es fillt auf, dass der Verlauf von Y (¢) von ng beeinflusst
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Abbildung 2.56: Verlauf von E(Y (¢)) fiir unterschiedliche Startwerte ng.

wird. Offensichtlich konvergiert in diesem Beispiel aber Y(¢) fiir ¢ — oo gegen einen festen Wert,
unabhéingig von ng.

Das kleine Beispiel macht zwei Problem deutlich, ndmlich die Abhéngigkeit der beobachte-
ten Grofe vom initialen Zustand des Modells und die Abhingigkeit von aufeinander folgenden
Beobachtungen.

Schitzung von E(Y)

In der Simulation soll Y mit Hilfe von Beobachtungen charakterisiert werden. In der Regel soll
E(Y) ermittelt werden, wobei durch entsprechende Interpretation des Erwartungswerts zahlreiche
Grofsen ermittelt werden konnen, wie spéter noch gezeigt wird. E(Y") soll geschétzt werden, deshalb
benutzen wir wieder als Schreibweise Y fiir den Schiitzer und Y fiir den konkreten Schiitzwert.
Um Aussagen iiber die Qualitiit des Schiitzer zu machen, werden Informationen {iber o2(Y'), die
Varianz der beobachteten Grofe bendtigt, die natiirlich ebenfalls nur geschitzt werden kann.
Wenn ausgehend von der bereits beschriebenen Beobachtungslage E(Y;) aus n Beobachtungen
ermittelt werden soll, so ist
. 1 —
Y= n Z Yij
i=1

die nahe liegende Methode zur Bestimmung des Schétzwertes. Man nennt Y] einen Punktschatzer
fiir E(Y;). Offensichtlich variiert der Wert von Y fiir unterschiedliche Saaten des Zufallszahlen-
generators fiir die einzelnen Beobachtungsliaufe. Um Aussagen iiber E(Y;) machen zu konnen,
miissen wir Aussagen iiber mogliche Werte von YJ machen und letztendlich beantworten, wie weit
Y;j von E(Y;) entfernt ist. Da Y; eine Realisierung von Y; ist und Yjeine Zufallsvariable ist, kénnen
Aussagen nur auf Grund der Verteilungscharakteristika gemacht werden.

Wir haben bereits gesehen, dass Yjein erwartungstreuer Schiitzer von E(Y;) ist womit E(Y;) =
E(Y;) gilt. Dies gilt sogar, wenn die einzelnen Beobachtungen nicht unabhéngig sind. Weiterhin
ist der Schiitzer konsistent und damit gilt lim, ., P[|Y; — E(Y;)| > ¢ = 0 fiir alle ¢ > 0. Die
Erwartungstreue und Konsistenz eines Schitzer macht keinerlei Aussagen iiber die Qualitit des
konkreten Schitzwertes nach n Beobachtungen. Ein erster Schritt, um zu solchen Aussagen zu
gelangen ist die Ermittlung der Varianz des Schitzers 17] Die Varianz ist ein Maf fiir die mégliche
Schwankung der Realisierungen YJ und gibt damit Hinweise iiber die Genauigkeit der Schitzung.
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Die folgende Formel zeigt die Herleitung der Varianz des Schitzer bei n Beobachtungen.

Q
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E G.Zyij_E(Yj)> =F (%-Z(Yij—E(Yj))> T (24

;%(2}%m~4mwﬂ 3> By - B(Y) - (Y — B(Y;)

i=1 i=1 k=1,k+i

Man sieht, dass in die Varianz die Abhéngigkeiten zwischen den Beobachtungen durch die Dop-
pelsummen einfliefen. Im Gegensatz zum Erwartungswert des Schitzers wird die Varianz durch
korrelierte Beobachtungen beeinflusst. Wenn angenommen wird, dass die beobachteten Werte y;;
(i =1,...n) unabhéngig und damit unkorreliert sind, so ist der Wert der Doppelsumme 0 und die
Berechnung der Varianz reduziert sich auf die folgende einfache Form.

() = 2 3B (Vi — B05)) = o5 -n-o?(¥;) =
i=1

Aus dieser Darstellung ldsst sich ablesen, dass die Schwankungsbreite des Schitzer
e mit der Schwankungsbreite der Beobachtungsgrofe steigt und

e mit der Anzahl Beobachtungen f#llt.

Damit kann fiir eine vorgegebene Beobachtungsgrofe die Schwankung der Schitzung dadurch
reduziert werden, dass die Zahl der Beobachtungen erhéht wird. Dies ist ein nachvollziehbares
Verhalten. Zur konkreten Bestimmung der Varianz des Schéitzer wird die unbekannte Varianz der
Beobachtungsgrofie bendtigt, die damit ebenfalls geschétzt werden muss. Ein erwartungstreuer

Schitzer fiir 02(Y;) lautet
- 1 n N2
§=——=> (v - 15) (2.5)

=1

Damit, ist S’f/n ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2 (SN/J) und 5'J2/n ist der konkrete Schitzwert. Die
Varianz des Schétzers allein macht noch keine konkrete Aussagen iiber die potenzielle Abweichung
eines Schitzwertes vom wahren Wert. Dazu sind weitere Verfahren und Annahmen notwendig.
Bevor die zugehorigen Methoden vorgestellt werden, soll auf die Berechnung der Schitzwerte fiir
Erwartungswert und Varianz eingegangen werden.

Praktische Berechnung der Schétzer

Beginnen wir mit der Berechnung von YJ Es ist unpraktisch erste alle Werte y;; zu speichern und
abschlieffend }A/jzu berechnen, da damit bei vielen Beobachtungen ein hoher Speicherplatzbedarf
einhergeht und Ergebnisse auch erst zum Ende der Simulation vorliegen. Besser ist die Verwendung
der Rekursion

O Tt U
¥i(k) = Yk - 1) + B
mit Y](O) =0und k =1,...,n. Die Berechnung ist fiir relativ grofse Werte von n numerisch stabil.

Falls n sehr grofs wird, so kann mehrstufig vorgegangen werden, indem nicht einzelne Werte vz,
sondern Mittelwerte aus mehreren Beobachtungen aufsummiert werden und damit die Zahl der zu
summierenden Werte reduziert wird.

Problematischer ist die Berechnung der Stichprobenvarianz. Die direkte Auswertung der Formel

fiir den Schétzer der Varianz .

Sﬂz:ni1z(y”_?j)2

1=
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Abbildung 2.57: Skizze zur Verteilung des Schitzers f/J
fiihrt dazu, dass die Varianz erst berechnet werden kann, wenn YJ vorliegt. Da dies erst der Fall

ist, wenn alle Werte ermittelt wurden, miissen alle y;; gespeichert werden. Alternativ kénnen die
Summen der y;; und yfj gespeichert werden und

=gt (S ()

=1

berechnet werden. Dieses Vorgehen erfordert zwar wenig Speicherplatz, ist aber fiir grofle n nume-
risch instabil. Trotzdem wird in den meisten Implementierungen mit dieser Variante gearbeitet.
Die Grofie von n wird dadurch beschriankt, dass nicht einzelne Werte sondern Mittelwerte aus
mehreren Beobachtungswerten in die Formel einfliefen, wie spiter noch gezeigt wird.

Interpretation und Bestimmung von Konfidenzintervallen

Auch nach Schitzung der Varianz bleibt noch die Frage, wie weit der ermittelte Schitzer YJ
vom wahren Wert E(Y;) entfernt ist. Da wir es mit Zufallsvariablen zu tun haben, kann der
wahre Abstand nur ermittelt werden, wenn E(Y;) bekannt ist, dann ist aber eine Bestimmung per
Simulation unndétig. Die korrekte Frage miisste eigentlich lauten:

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass f’Jum mehr als € von E(Y;) entfernt ist?

Also die Wahrscheinlichkeit o ist zu ermitteln, so dass P[|Y; — E(Y;)| > €] = a. Angenommen
die Dichtefunktion fy (y) sei bekannt, dann liegt eine wie in Abbildung 2.57 gezeigte Situation vor.

Um den wahren Wert E(Y;) wird ein Intervall der Breite 2¢ gezogen, so dass die Wahrscheinlichkeit,
dass der Wert von Y; innerhalb des Intervalls liegt 1 — o entspricht (d.h. fg((y?))j: Iy, (x)dx =

1 — «). Mit Wahrscheinlichkeit aliegt der Wert von f/J aufferhalb des definierten Intervalls. Bei
unbekannter Verteilung liefert die Kenntnis der Varianz des Schétzers oder eines Schitzwertes S’f
nur ein Indiz fiir die Breite des Intervalls, aber kein konkretes Intervall.

Diese Beobachtungslage legt zwei Interpretationen nahe:

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass Yjaus dem Intervall [E(Y;) — ¢, E(Y;) + €] heraus-
fallt?

2. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Intervall [E(Y;) — €, E(Y;) + €] den wahren
Wert E(Y;) nicht enthélt?

Die erste Fragestellung ist weniger relevant, da E(Y;) nicht bekannt ist. Hilfreicher ist der zweite
Fall, da dort Aussagen iiber E(Y;) ausgehend vom bekannten YJ getroffen werden. Damit kann
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man prinzipiell, d.h. falls die Verteilung §7J bekannt wére, Aussagen iiber ein Intervall treffen, in
dem E(Y;)mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit liegt.

Offensichtlich existiert eine Abhingigkeit zwischen a und e. Ausgehend von Abbildung 2.57
wird « kleiner, wenn e grofier und umgekehrt. Bisher wurde dabei so argumentiert, dass zu einem
€ ein passendes a gesucht wurde. Es wurde also die Breite des Intervalls vorgegeben und dann die
Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass der wahre Wert im Intervall liegt. In der Praxis ist allerdings
eine andere Fragestellung iiblicher. Es wird die Wahrscheinlichkeit o vorgegeben und dazu die
passende Intervallbreite € ermittelt. Die iibliche Fragestellung lautet:

Wenn man mit Wahrscheinlichkeit 1 — asicher sein will, dass E(Y;) nicht mehr als € von
Yjabweicht, welches €eist dann zu wihlen?

Man nennt Y] teein (1 —a)-100% Konfidenzintervall fiir E(Y;). [YJ —¢, Y] + ¢ ist ein
Intervallschitzer.

Offensichtlich sind Intervallschitzer ungleich wertvoller als Punktschétzer, da sie Wahrschein-
lichkeitsaussagen machen, wihrend Punktschéitzer keinerlei Angaben dariiber enthalten, wie groft
die Variabilitédt des Schétzer ist. Bisher haben wir nur Schéitzer fiir den Erwartungswert und die
Varianz von §7J kenne gelernt, ohne Kenntnis der Verteilung des Schitzers kann daraus kein Kon-
fidenzintervall gewonnen werden. Wir werden im Folgenden zwei Methoden zur Bestimmung von
Konfidenzintervallen vorstellen. Im ersten Fall werden Schranken berechnet, die fiir alle moglichen
Verteilungen gelten und im zweiten Fall wird eine bestimmte Verteilung vorausgesetzt, die unter
sehr allgemeinen Annahmen beobachtet werden kann.

Konfidenzintervalle nach Tschebyscheff

Die bekannte Ungleichung von Tschebyscheff lautet: Fiir eine Zufallsvariable X mit Erwartungs-
wert E(X) und Varianz o?(X) gilt fiir beliebiges ¢ > 0:

PlIX - B(X)| = d < 0*(X)/c?
Angewendet auf die Berechnung von Konfidenzintervallen wie beschrieben, wird ¢ durch € und
X durch Yjersetzt. Die Varianz von Y; lautet o2(Y;)/n, so dass

PY, - B(Y)| > d < 200

n-e2

Wir konnen dies an einem einfachen Beispiel, namlich der Berechnung des 90% Konfidenzintervalls
fiir Y vorfithren. Dann ist o = ¢2(Y;)/(n - €2) = 0.1. Bei einem Stichprobenumfang von 10 gilt
dann
o*(¥;)
10 - €2
Bei einem errechneten Punktschétzer f’] ist [Y] — €, Y] + €] in diesem Fall das gesuchte Konfidenz-
intervall.
Bei einer festen Varianz des beobachteten Wertes Y}, was vorausgesetzt werden kann, erfordert
eine Halbierung der Breite des Konfidenzintervalls eine Vervierfachung der Zahl der notwendigen
Beobachtungen, da

=01 & & =0*Y;) & e=0(Y;)

2y 2y
o (¥) —_— ) S m=4-n
n-e  m-(e/2)?
Dies impliziert auch, dass der Aufwand zur Ermittlung sehr genauer Simulationsresultate (d.h.
schmaler Konfidenzintervalle) sehr groff werden kann.

Die Konfidenzintervallbestimmung nach Tschebyscheff hat zwei wesentliche Nachteile:

1. Die Berechnung des Konfidenzintervalls verwendet die Varianz o%(Y;) der beobachteten Gro-
e. Dieser Wert ist aber in praktische allen relevanten Fillen unbekannt und muss durch den
geschitzten Wert 5’? ersetzt werden. Damit sind die Voraussetzungen von Tschebyscheff
verletzt und die ermittelten Schranken gelten nicht mehr.
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2. Tschebyscheff liefert sehr breite Konfidenzintervalle, da der Satz allgemein fiir beliebige Ver-
teilungen gilt und damit Extremfille einbezieht, die fiir die gegebene Beobachtungslage selten
oder nie auftreten.

Ublicherweise wird der “pessimistische Charakter” der Konfidenzintervalle nach Tschebyscheff ge-
nutzt, um die Verwendung 5’32 statt 0?(Y;) als Intervallschitzer zu rechtfertigen.

Wir betrachten als einfaches Beispiel das Werfen einer fairen Miinze und interpretieren Zahl—1,
Kopf=0. Dann gilt E(Y) = 0.5 und ¢%(Y) = 0.25. Es werden zwei Experimentserien mit jeweils 10
Wiirfen durchgefiihrt und einzeln und als konkatenierte Serie mit 20 Experimenten ausgewertet.
Im Einzelnen liegen folgende Ergebnisse vor.

1. Experimentserie 1: 0000101001 liefert ¥ = 0.3 und 52 = 0.23333. Daraus ergibt sich fiir
a = 0.1 das Konfidenzintervall [—0.183,0.783]. Aus der Kenntnis des Modells folgt, dass der
Wert nicht kleiner als 0 sein kann, so dass die untere Grenze durch 0 ersetzt werden kann.

2. Experimentserie 2: 0110111001 liefert Y = 0.6 und S2 = 0.26667. Fiir & = 0.1 erhélt man
das Konfidenzintervall [0.084,1.116]. Auch hier hilft die Kenntnis des Modells, so dass die
obere Grenze durch 1.0 ersetzt werden kann.

3. Durch Konkatenation der beiden Serien entsteht eine Serie der Lénge 20 mit Y = 0.45,
S? = 0.2605 und einem Konfidenzintervall [0.089,0.811] fiir a = 0.1.

Es sollen noch einmal die Aussagen eines Intervallschitzer vor Augen gefiihrt werden. Im obigen
Fall liegt der wahre Wert in 90% der Fille im ermittelten Intervall und liegt mit 10% Wahrschein-
lichkeit aufserhalb des Intervalls. Also bei 10 Experimenten der obigen Art, sollte im Mittel ein
Experiment ein Intervall liefern, das 0.5 nicht enthalt. Da Tschebyscheff aber sehr pessimistische
Schranken liefert, kann man in der Regel sagen, dass der wahre Wert mit mindestens Wahrschein-
lichkeit 1 — o im ermittelten Intervall liegt.

Konfidenzintervalle nach dem zentralen Grenzwertsatz

Um bessere, also schmalere Konfidenzintervalle zu gewinnen, muss Information iiber die Verteilung
des Schitzers 17] in die Konfidenzintervallbestimmung einbezogen werden. Offensichtlich hingt die
Verteilung §7J aber von der in der Regel unbekannten Verteilung von Y; ab. Die Frage bleibt damit,
ob Aussagen iiber die Verteilung von YJ ohne Einbeziehung der Verteilung von Y; gemacht werden
kénnen. Zur Hilfe kommt uns dabei der zentrale Grenzwertsatz.

Satz 1 Seien Y.,...Y, unabhdngig identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlichem Erwar-
tungswert E(Y) = p und endlicher Varianz o* und sei i = 1/n->" | Y; . Sei ferner eine
Zufallsvariable Z definiert als

p—p

NG

Dann approzimiert die Verteilung von Z, fir grofle n die N(0,1)-Verteilung beliebig genau (d.h.
lim, oo Fz, (2) = ®(2) wobei ®(z) die Verteilungsfunktion von N(0,1) ist).

Zn

Der zentrale Grenzwertsatz gilt auch, wenn o2 durch 52 ersetzt wird. Damit kénnen, falls n grof
genug ist, Konfidenzintervalle aus den “kritischen” Werten der Normalverteilung gewonnen werden.
Ausgehend von den vertafelten Werten von N(0,1) kann damit wie folgt ein Konfidenzintervall
fiir Y gewonnen werden.

Y —E®Y)
S/vn

Damit lautet das Konfidenzintervall

PZ|> =P > e :aéPH?—E(Y)’Ee-S’/\/ﬁ}:a

Y +z,-S/Vn
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Verteilung n=5 | n=10 | n=20 | n=40

Normal 0.910 | 0.902 | 0.898 | 0.900
Exponential | 0.854 | 0.878 | 0.870 | 0.890
Lognormal | 0.758 | 0.768 | 0.842 | 0.852
Hyperexp. | 0.584 | 0.586 | 0.682 | 0.774

Tabelle 2.2: Uberdeckung der mit der ¢-Verteilung ermittelten Konfidenzintervalle (aus [11, S.
257)).

wobei z, der Wert des «/2 Quantils von N(0,1) ist (sieche Abbildung 2.57).

Ubertragen auf unser Wiirfelbeispiel liefert die Normalverteilung ein Konfidenzintervall von
[0.262, 0.638] fiir die konkatenierte Sequenz. Dies ist eine deutliche Reduktion des Intervalls [0.089, 0.811],
das mittels Tschebyscheff berechnet wurde. Allgemein liefert die Normalverteilung deutlich schma-
lere Konfidenzintervalle als Tschebyscheff.

Es bleibt aber die Frage, wie groff n sein muss, damit die Annahme der Normalverteilung
fiir den Schétzer gerechtfertigt ist und damit die nach dem zentralen Grenzwertsatz ermittelten
Konfidenzintervalle den wahren Wert wirklich mit der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit enthalten.

Die notwendige Grofe von n hingt offensichtlich von der unbekannten Verteilung von Y ab.
Es ist deshalb wichtig, sich vor Augen zu fiithren, welche Auswirkungen eine irrtiimliche Nor-
malverteilungsannahme hat. Auch dies héngt natiirlich von der wahren Verteilung von Y ab. Im
ungiinstigen Fall, kann der wahre Wert E(Y") mit einer Wahrscheinlichkeit, die deutlich grofer als
« ist, auflerhalb des berechneten Konfidenzintervalls liegen. Man spricht dann davon, dass die Ab-
deckung des Konfidenzintervalls kleiner als « ist. Dies bedeutet, dass die Simulationsresultate eine
Prézision vortduschen, die nicht gerechtfertigt ist und auf dieser Basis unter Umstédnden falsche
Entscheidungen getroffen werden. Eine solche Situation sollte moglichst vermieden werden.

Leider sind nur sehr wenige Resultate iiber die Verteilung von Y bekannt, selbst unter der
unrealistischen Annahme, dass die Verteilung von Y bekannt ist. Eines der wenigen bekannten
Resultate betrachtet den Fall, dass Y selbst schon normalverteilt ist. In diesem Fall ist

Y — E(Y)
S/yn
t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden. Die kritischen Werte der ¢-Verteilung sind, &dhnlich wie die
Werte der Normalverteilung, vertafelt (siehe [5, Tabelle A.5]). Damit lautet das Konfidenzintervall

Yttt 11-a/2" % (2.6)
wobei t,_11 — a/2 das 1 — a/2 Quantil einer ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist. Fiir
n — oo konvergiert die ¢-Verteilung gegen eine Normalverteilung. Fiir kleine n sind die Quantile
der t-Verteilung allerdings grofer als die zugehorigen Quantile der Normalverteilung, so dass die
Konfidenzintervalle pessimistischer sind. Auf unser Beispiel angewendet liefert die ¢-Verteilung ein
Konfidenzintervall von [0.252,0.647] im Gegensatz zu [0.262, 0.638] mittels der Normalverteilung.
Auch wenn in der Praxis Y nicht unbedingt normalverteilt ist, werden oftmals Konfidenzinterval-
le mit Hilfe der ¢-Verteilung und nicht mit der Normalverteilung ermittelt, da die resultierenden
Konfidenzintervalle etwas pessimistischer sind, ohne gleich so breit wie bei Verwendung von Tsche-
byscheff zu sein.

Mangels theoretischer Resultate, kann eine Untersuchung der Abdeckung von Konfidenzinter-
vallen nur experimentell und damit empirisch erfolgen. Dazu werden Zufallszahlen aus einer be-
kannten Verteilung gezogen und es wird ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert ermittelt.
Dieses Experiment wird mehrfach wiederholt und der Anteil der Konfindenzintervalle bestimmt,
die den wahren Wert enthalten. Bei & Wiederholungen und Wahrscheinlichkeit o sollten ~ (1—«)-k
Experimente Konfidenzintervalle liefern, die den wahren Wert beinhalten. Tabelle 2.2 gibt die Re-
sultate einiger Experimente wieder. Es wurden jeweils £k = 500 Wiederholungen der Experimente
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durchgefiihrt und 90% Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert aus n = 5, 10, 20,40 Zufalls-
zahlen einer gegebenen Verteilung bestimmt. In der Tabelle wird der Anteil der Experimente
angegeben, bei denen der wahre Wert im Konfidenzintervall lag. Da es sich um Experimente han-
delt, ist nicht zu erwarten, dass genau 90% der Experimente Werte im Konfidenzintervall liefern
und 10% Werte auRerhalb liefern. Trotzdem sollte bei 500 Wiederholungen der ermittelte Wert in
diesem Bereich liegen. Wie die Experimente zeigen, ist die Uberdeckung fiir die Normalverteilung
sehr gut. Dies war zu erwarten, da genau eine ¢-Verteilung vorliegt. In den anderen Fallen scheinen
die Konfidenzintervalle zu optimistisch zu sein. So wird die Uberdeckung mit steigendem n zwar
besser, fiir die Verteilungen die sich deutlich von einer Normalverteilung unterscheiden, wie die
Lognormalverteilung und insbesondere die Hyperexponentialverteilung, ist die Uberdeckung aber
auch fiir n = 40 noch nicht zufriedenstellend und die Simulationsergebnisse wiirden eine nicht
gegebene Sicherheit vortduschen. In diesen Fillen sind also deutlich hohere Beobachtungszahlen
notwendig.

Bestimmung weiterer Gréfien neben E(Y)

Bisher wurde die Auswertung der Simulation auf die Schitzung von Erwartungswerten einge-
schrankt. Auch wenn Erwartungswerte von Gréfsen wie Verweilzeiten oder Pufferfiillungen erste
Aussagen iiber das Systemverhalten erlauben, sind sie oft nicht ausreichend fiir die Systemanaly-
se. So gibt eine mittlere Pufferfiillung von 10 keine Hinweise darauf, wie oft ein Puffer der Grofe
20 iiberlaufen wird. Eine mittlere Bearbeitungszeit von 0.1 Sekunden in einem System mit Real-
zeitanforderungen sagt nicht dariiber aus, wie viele Bearbeitungen langer als die Zeitschranke von
0.5 Sekunden dauern. Fiir solche und dhnliche Fragestellungen werden {iblicherweise Schitzungen
der folgenden Grofen bendtigt.

e Die Schitzung hoherer Momente E(Y*) fiir k = 2,3,4,...

e Die Schitzung von der Werten der Verteilungsfunktion an einer Stelley, also P[Y < y| =
F(y)-

e Die Schitzung von p-Quantilen (p € (0,1)), also des Wertes y,,, so dass P[Y < y,| = F(y,) =
P.

Die ersten beiden Fille lassen sich sehr einfach auf das bisherige Vorgehen abbilden. Dazu wird
eine neue Resultatvariable X definiert, deren Erwartungswert gerade die gesuchte Grofe ist. Fiir
die Schiitzung des kten Moments von Y; wire X = (YV;)*, X = (1/n) - > (Y;;)k wire der
Schiitzer und X = (1/n) - Z;—l:l(yij)k der konkrete Schitzwert. Fiir die Schitzung eines Wertes
der Verteilungsfunktion definieren wir eine bindre Zufallsvariable X mit

|1 fallsy <Y
X_{ 0 sonst

Dann ist E(X) = P[Y < y] und X kann wie iiblich ermittelt werden.

Auch wenn die einzelnen Grofen sich als Schétzer von Erwartungswerten darstellen lassen,
so ist ihre praktische Ermittlung oftmals problematisch. Gerade bei héheren Momenten und
grofen/kleinen Werten der Verteilungsfunktion, die von wenigen Werten iiber-/unterschritten
werden, sind oftmals sehr grofe Stichproben notwendig, um akzeptable Konfidenzintervalle zu
erreichen.

Komplexer ist die Ermittlung von Quantilen. Da der Wert von y, nicht vorab bekannt ist,
werden Quantile oftmals erst nach Ermittlung aller Werte der Stichprobe aus der geordneten
Stichprobe ermittelt. Dies hat natiirlich den Nachteil, dass alle Werte gespeichert werden miissen
und Schétzer erst nach Ablauf der Simulation zur Verfiigung stehen. In [16] wird eine Metho-
de vorgestellt, mit deren Hilfe Quantile auch wihrend der Simulation geschitzt werden kénnen.
Der zugehérige Algorithmus ist allerdings relativ komplex und wiirde den Rahmen der Vorlesung
sprengen.
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Klassifizierung von Simulationen bzgl. der Auswertung

Bisher haben wurde die Auswertung einer Resultatgréfe relativ abstrakt untersucht. Es soll nun
konkret unterschieden werden, welche Arten von Resultaten in einer Simulation ermittelt werden
konnen. Dazu betrachten wir zuerst einige Beispiele.

e In einer Fertigungsstrafie, die im Dreischichtbetrieb 7 Tage in der Woche lauft, soll der
Durchsatz ermittelt werden. Es kann davon ausgegangen werden, dass die Belastung des
Systems unabhéngig von der Zeit ist und auch die einzelnen Arbeitsschritte zeitunabhéngig
ausgefiihrt werden. Weiterhin kann man davon ausgehen, dass die Fertigungsstrafe tiber
einen langeren Zeitraum storungsfrei arbeitet.

e Die Kapazitit eines Kommunikationsnetzes soll geplant werden. Dazu wird die zu erwartende
Ankunftsrate von Nachrichten und die Belegungszeit in Hochlastphasen geschétzt und es
wird eine Leitungskapazitit gesucht, so dass eine vorgegebene Dienstqualitit eingehalten
wird. Zur Ermittlung dieser Kapazitdt wird das System fiir die zur Verfiigung stehenden
Kapazitaten analysiert.

e Eine optimale Belieferungsstrategie eines Einzelhdndlers mit Speiseeis soll ermittelt werden.
Die Belieferungsmenge muss natiirlich abhéngig vom Verbrauch sein. Der Verbrauch richtet
sich nach dem Wetter und der Temperatur, die wiederum von der Jahreszeit beeinflusst
werden.

e Die Zeit bis zum Ausfall eines Computersystems soll bestimmt werden. Dazu sind die Aus-
fallzeiten der einzelnen Komponenten und deren Interaktion bekannt.

e Die Kassenauslastung eines Supermarktes zwischen 9%° und 12°° Uhr ist zu ermitteln. Der
zu erwartende Kundenstrom richtet sich natiirlich nach der Uhrzeit. Weiterhin ist davon
auszugehen, dass der Supermarkt um 9°° Uhr &ffnet.

Die verschiedenen Aufgabenstellungen stellen unterschiedliche Anforderungen an die Auswertung
der Simulationsmodelle. In den ersten beiden Fillen wird ein System betrachtet, bei dem von
einer sehr langen Laufzeit ausgegangen wird, wihrend der sich das System gleich verhilt. Es ist zu
beachten, dass gleiches Verhalten nicht bedeutet, dass das Verhalten deterministisch ist. Es kann
sehr wohl stochastische Schwankungen geben, die beteiligten Zufallsvariablen und stochastischen
Prozesse in der Modellbeschreibung sind aber unabhingig von der Modellzeit. Das dritte Beispiel
beschreibt ebenfalls eine Situation, in der das System iiber einen langen Zeitraum untersucht wird
(mehrere Jahre). Im Gegensatz zu den ersten beiden Beispielen dndern sich aber die Zufallseinfliis-
se im Modell mit der Modellzeit (d.h. Jahreszeit). Das vierte Beispiel beschreibt einen Ablauf, der
mit dem Ausfall des Systems endet. Die Simulation terminiert also, wenn ein bestimmter System-
zustand erreicht wird. Auch im fiinften Beispiel haben wir es mit einer terminierenden Simulation
zu tun. Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel ist das Ende der Simulation aber nun durch die
Modellzeit 12°° vorgegeben. Im Gegensatz zu den ersten drei Beispielen, lduft das System nicht
langere Zeit, da der Supermarkt abends schliefst und am néchsten Morgen praktisch neu begonnen
wird.

Die Beispiele liefern eine Basis, auf der man Simulationsexperimente bzgl. ihrer Auswertung
unterscheiden kann. Zum einen betrachtet man terminierende Simulation. Die Simulation startet
zum Zeitpunkt ¢ = 0 und endet zu einem Zeitpunkt Tg. Tr kann entweder zu Beginn der Simulation
vorgegeben werden oder ergibt sich im Laufe der Simulation durch das Eintreten eines Zustandes
oder Ereignisses. Ziel ist die Ermittlung von Y (¢) zu einem Zeitpunkt ¢ = Tk oder in einem
Intervall [T, TE]1 mit 0 < Ty < Tg. Zum anderen werden nicht-terminierende Simulationen
betrachtet. Dieser Fall wird gleich etwas weiter unterteilt, da bei nicht-terminierenden Simulation
unterschiedliche Verhalten auftreten kénnen.

1Es kénnen natiirlich auch offenen oder halboffene Intervalle betrachtet werden.
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M/M/1-System Sys. mit Ausfillen
n | Abdeckung | Breiterel. zu Y(n) | n | Abdeckung | Breite rel. zu Y (n)
5 | 0.880+£0.024 0.67 5 | 0.708 £0.033 1.16
10 | 0.864 £0.025 0.44 10 | 0.750 £ 0.032 0.82
20 | 0.886 £0.023 0.30 20 | 0.800+£0.029 0.60
40 | 0.914 £ 0.021 0.21 40 | 0.840 £ 0.027 0.44

Tabelle 2.3: Beispiele fiir die Abdeckung der Konfidenzintervalle nach (2.7) fiir ein M/M/1-System
und ein System mit ausfallenden Komponenten [11, S. 508-509]

Terminierende Simulation

Wie bereits dargestellt wird bei der terminierenden Simulation das gesuchte Resultat entweder zum
Zeitpunkt T oder im Intervall [Ty, Tg| analysiert. Ziel ist die Schitzung von E(Y), mit Y = Y (Tg)
oder Y = fTTDE Y (t)dt. Zur Bestimmung des Schitzers Y werden Beobachtungen der Zufallsvariable
Y bendétigt. Im Gegensatz zur auf Seite 98 dargestellten Situation kann aus einem Simulationslauf
genau eine Beobachtung ermittelt werden. Die Beobachtungen aus n Simulationsldufen werden
deshalb als Y7,...,Y,, nummeriert. Jedes Y; ist eine Zufallsvariable mit einer Verteilung, die der
von Y entspricht. Der Simulationslauf wird n mal wiederholt, man spricht in diesem Fall von n
Replikationen. Wir erweitern die Notation etwas und benutzen Y (n), Y (n), 52(n) und $%(n) fiir
die entsprechenden Grofen nach n Replikationen. Ferner ist y; der Wert der iten Replikation. Das
Konfidenzintervall wird dann wie iiblich berechnet.

. S2(n
V() £ b1 1ae - | o

(2.7)
n

Die Abdeckung dieses Konfidenzintervalls hiangt ab, von der N&he der Verteilung von Y zu einer

Normalverteilung, der Gréfse von n und der Unabhéngigkeit der Y.

Die Unabhingigkeit der Y; hingt von der Unabhingigkeit der verwendeten Zufallszahlen ab.
Ausgehend von einer Saat s; wird Y; erzeugt. Da iiblicherweise LCGs (siche Abschnitt 2.3) zur
Generierung verwendet werden, entspricht s; einem Wert in der Sequenz der generierten Zufalls-
zahlen. Die ausgehend von s; und s; generierten Zufallszahlen kénnen als unabhéngig gelten, wenn
sich die Sequenzen nicht {iberlappen. Dies bedeutet, dass die mit s; startende Sequenz nicht s;
enthalten darf und umgekehrt. Um dies praktisch zu erreichen gibt es verschiedene Mdoglichkei-
ten. Viele Generatoren erlauben die Definition von Zufallszahlenstrémen, die an weit auseinander
liegenden Punkten im Zyklus beginnen. Es kann fiir jede Replikation ein neuer Strom definiert
werden, so dass sich die Zufallszahlen nicht {iberlappen, solange nicht mehr Zahlen erzeugt werden,
als der Abstand zwischen den Stromen betrdgt. Wenn man davon ausgeht, dass die Replikationen
nacheinander ausgefiihrt werden, was wir tun werden, so kann die Saat am Ende einer Replikation
(= der aktuelle Wert von z;im Generator) ausgelesen werden und als neue Saat fiir die néchste Re-
plikation verwendet werden. Eine Funktion zum Auslesen der Saat ist bei den meisten Zufallszah-
lengeneratoren vorhanden. Mit diesemn Vorgehen erreicht man Folgen unabhingiger Zufallszahlen
in den Replikationen, solange der Generator an sich eine Folge unabhingiger Zufallszahlen erzeugt
und insgesamt weniger als x Zufallszahlen erzeugt werden.

Auch wenn die verwendeten Zufallszahlen unabhéngig sind, bedeutet dies nicht zwangsldufig,
dass die Abdeckung der nach (2.7) bestimmten Konfidenzintervalle wirklich « ist, da die Berech-
nung von normalverteilten Beobachtungen ausgeht und sonst nur asymptotisch fiir n — oo gilt.
Auch hier kann die Abdeckung nur empirisch an Hand von Beispielen untersucht werden, bei
denen der exakte Wert bekannt ist. In diesem Fall werden dann n Experimente durchgefiihrt.
Wenn s dieser Experimente den wahren Wert enthalten, so ist p = s/n ein Schitzer fiir die Ab-
deckung des Konfidenzintervalls. Auch fiir diesen Schitzer kann man ein Konfidenzintervall zum
Signifikanzniveau o bestimmen, welches dann

p-(1—-p)

ﬁiza"
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lautet, wobei zo das o/ Quantil von N (0, 1) ist.

Die Ergebnisse von zwei Beispielen sind in Tabelle 2.3 zu finden. Das erste Beispiel ist ein
M/M/1-System mit Bedienrate 4 = 1 und Ankunftsrate A = 0.9. Ausgehend von einem leeren
System wird die mittlere Verweilzeit der ersten 25 Auftrége ermittelt. Der Mittelwert und das zu-
gehorige Konfidenzintervall wird fiir n = 5, 10, 20, 40 Replikationen bestimmt und das Experiment
500mal wiederholt, um die Abdeckung des 90% Konfidenzintervall zu schitzen. Die Abdeckung
wird mit dem zugehérigen o/ = 95% Konfidenzintervall geschitzt. Wie in der Tabelle deutlich
wird, ist die Abdeckung des Konfidenzintervalls in allen Fallen, also auch fiir kleine n, gut und die
Breite des Konfidenzintervalls nimmt mit steigendem n ab, wie es zu erwarten war.

In einem zweiten Beispiel wird ein System betrachtet, das aus drei Komponenten besteht. Jede
Komponente hat eine Weibull-verteilte Ausfallzeit. Das System arbeitet, wenn die erste und die
zweite oder die dritte Komponente arbeiten. Da die Weibull-Verteilung stark von einer Normalver-
teilung abweicht, ist zu erwarten, dass auch die Ausfallzeit insgesamt stark von der Normalvertei-
lung abweicht. Dariiber hinaus war im ersten Beispiel der Resultatwert aus den 25 Einzelresulta-
ten zusammengesetzt, wahrend nun der erste oder zweite Komponentenausfall zum Systemausfall
fiihrt. Wie man aus der Tabelle entnehmen kann, ist die Abdeckung der Konfidenzintervalle relativ
schlecht, in keinem Fall ist der wahre Wert 0.9 im Konfidenzintervall enthalten. In diesem Beispiel
ist also n deutlich grofer zu wihlen, um eine verniinftige Abdeckung zu bekommen.

Bisher wurde die Anzahl Replikationen und das Signifikanzniveau « vorgegeben und es ent-
stand ein Konfidenzintervall unbekannter Breite. Eigentlich soll aber ein Resultat mit vorgegebener
Genauigkeit €* und vorgegebenem Signifikanzniveau « ermittelt werden. Es soll also gelten

I —am PV —c<B(Y) <V +d=PV - B(Y)| <d <PV - BY)| <]

Sei n(e*) die Anzahl Replikationen, die notwendig ist, damit die halbe Breite des Konfidenzinter-
valls kleiner gleich €* ist.

$2(n)

n

<€

n(€’) =min n:t,_11_q/2

Der Wert von n(e*) lisst sich nicht vorab bestimmen. Deshalb wird das Konfidenzintervall wihrend
der Simulation bestimmt und mit dem gewiinschten Wert verglichen. Falls das Konfidenzintervall
die gewiinschte Breite hat, wird die Simulation abgebrochen.

In der Regel ist eine Genauigkeit 7 relativ zum zu ermittelnden Wert E(Y') zu bestimmen.

Also ty_1,1-a/2- S2(n)/n/E(Y) < 7 sollte gelten, falls E(Y) # 0. Fiir E(Y) gleich 0 oder nahe

bei 0 sollte mit absoluten Werten gearbeitet werden. Da E(Y’) unbekannt ist, wird es durch Y (n)
ersetzt und wir erhalten €* = 7 - Y (n). Wihrend der Simulation kann der Wert der notwendigen
Beobachtungen n(y) aus den Ergebnissen nach n (< n(vy)) Beobachtungen geschétzt werden. Es
gilt dann

&9 2,42
S2(n) <IPm) -y = n(y) ~ (tn—l,lA—a/Q) 5%(n)
n(v) (Y(n)-7)?

Ein weiterer Aspekt, der bisher nicht explizit behandelt wurde, ist die Bestimmung des initialen
Zustands zu Beginn der Simulation. Bei der terminierenden Simulation ist der initiale Zustand oft
vorgegeben. Ubliche Beispiele sind, dass alle Komponenten lauffihig sind, das System leer ist, etc.
Wenn der initiale Zustand nicht vorgegeben ist, so soll oft in einem typischen Zustand gestartet
werden. Ein solcher kann aus Messungen resultierende oder in einer Vorabsimulation vor dem
Start der eigentlichen Simulation erzeugt werden. Einige weitere Details werden bei der nicht-
terminierenden Simulation betrachtet.

o112 -

Nicht-terminierende Simulation

Im Gegensatz zur terminierenden Simulation mit einem endlichen Beobachtungszeitraum geht
es bei der nicht-terminierenden Simulation darum, ein System {iber einen potenziell unendlichen
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stationér ‘ zyklisch

wachsend chaotisch
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Abbildung 2.58: Mogliche Verldufe von Y (¢) fiir nicht-terminierende Simulationen.

Zeitraum zu beobachten und zu analysieren. In der Realitét 1auft natiirlich keine System und auch
kein Modell unendlich lange. Bei nicht terminierenden Simulationen wird aber davon ausgegangen,
dass das System lange genug lduft, um typisches Verhalten zu zeigen. Bei unendlicher/sehr langer
Laufzeit kann ein System/Modell unterschiedliche Verhaltensweisen zeigen. Abbildung 2.58 stellt
den Verlauf von E(Y (¢)) fiir vier verschiedene Systeme und jeweils drei unterschiedliche initiale
Zusténde sg dar. Der initiale Zustand wird auch als Startzustand bezeichnet. Es ist zu beachten,
dass hier tatséchlich der Verlauf von E(Y (t)) dargestellt wird, der so nicht beobachtet werden kann.
Eine einzelne Simulation wiirde stochastische Schwankungen aufweisen und liefse sich deshalb nicht
so eindeutig einordnen. Es lassen sich auf Basis der Beobachtung von E(Y (¢)) vier Ablaufmuster
unterscheiden.

Im ersten Fall, dem stationdren Verhalten, konvergiert E(Y (t)) gegen einen Wert fiir ¢ — oo
unabhéngig vom initialen Zustand. Im Allgemeinen gilt dann sogar lim; ., Y (¢) = Y fiir eine
Zufallsvariable Y, d.h. nicht nur der Erwartungswert, sondern die gesamte Verteilung konvergiert
unabhiingig vom Startzustand. Bei zyklischem Verhalten &ndert sich E(Y (t)), es existiert aber ein
A > 0, s0 dass E(Y(t)) = E(Y(t+ A)). Je nach Startzustand verschiebt sich der Verlauf. Bei
wachsendem Verhalten wichst Y'(¢) mit ¢ iiber alle Grenzen, d.h. lim;_ Y (t) = co. Der letzte
Fall ist das chaotische Verhalten, bei dem E(Y(¢)) in Abhéngigkeit von so ganz unterschiedliche
Verhaltensmuster aufweist. Kleine Anderungen im Startzustand koénnen zu groferen Anderungen
beim beobachteten Verhalten fiihren.

Wir werden uns nur mit den ersten beiden Abldufen beschiftigen, da die beiden letzten Ablaufe
vom Standpunkt der Systemanalyse nur durch terminierende Simulationen untersucht werden
kénnen. Primdr wird uns die stationdre Simulation interessieren, da diese sehr breit eingesetzt
wird, wenn Systeme lange laufen und einen eingeschwungenen Zustand erreichen, d.h. E(Y (t)) ist
konstant {iber einen grofen Teil des Beobachtungsintervalls [0, T7].

Stationidre Simulation

Sei E(Y (t)|sog) der Erwartungswert von Y zum Zeitpunkt ¢ unter der Bedingung, dass das Modell
zum Zeitpunkt 0 im Zustand sy war. Bei den im Folgenden behandelten Systemen wird davon
ausgegangen, dass das Modell den stationdren Zustand unabhingig vom Startzustand erreicht.
D.h. limy_,o0 E(Y (t)|s0) = E(Y) fiir alle s¢. Ziel der Simulation ist die Bestimmung von E(Y"). Da
die Anforderung als Grenzwert definiert ist, werden keine Aussagen iiber endliche Beobachtungs-
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intervalle gefordert. In den meisten Féllen wird deshalb gelten
E(Y (t)lso) # E(Y(t)]sg) und E(Y(t')]s0) # E(Y(¢)]s0)

fiir ¢ # ¢’ und s¢ # s. Um sinnvolle Ergebnisse per Simulation ermitteln zu kénnen, wird deshalb
weiterhin vorausgesetzt, dass ein Zeitpunkt ¢ existiert, so dass fiir alle ¢t > ¢,

E(Y(t)|so) = E(Y (t)|s) ~ E(Y)

fiir alle s, s(. Auch diese Anforderung ist natiirlich formal nicht nachweisbar und muss vorausge-
setzt und mittels Beobachtungen der Simulation validiert werden. In der Regel wird der Zeitpunkt
ts ab dem E(Y (t)|so) ~ E(Y) gilt von so abhdngig. Die Wahl von s¢ wird spéter untersucht und es
wird davon ausgegangen, dass sg fest vorgegeben ist. Zur Vereinfachung der Schreibweise benutzen
wir in diesem Fall E(Y (t) statt E(Y (¢)|so).

Der erste Schritt der Auswertung ist die Bestimmung von ¢,, so dass E(Y (t)) ~ E(Y). Da
vor dem Zeitpunkt ts offensichtlich E(Y (t)) # E(Y) gilt, sollte wie folgt bei der Simulation
vorgegangen werden:

e Starte den Simulator im Zustand sy zum Zeitpunkt ¢t =0 .
e Simuliere bis zum Zeitpunkt ¢, ohne Daten zu erheben.

e Starte die Beobachtung der Simulation zum Zeitpunkt ¢; und simuliere bis zum Simulati-
onsende.

Analog zum allgemeinen Fall, kénnen einer oder mehrere Simulationsldufe durchgefiihrt werden.
Bei einer Beobachtungslage wie auf Seite 98 wurden n Simulationsldufe durchgefiihrt und in jedem
Lauf m Beobachtungen getéatigt. Alle Beobachtungen wurden nach dem Zeitpunkt ¢4 erhoben. Zur
Wahl von t.gibt es zwei widerspriichliche Argumente:

e Das Sicherheitsargument impliziert, dass ts moglichst grofs gewahlt wird, damit man sicher
ist, dass E(Y (t)) = E(Y) fir t > t, wirklich gilt.

e Das Aufwandsargument impliziert, dass t; moglichst klein gewédhlt wird, damit mdglichst
viele Beobachtungen ermittelt werden kénnen.

Nahe liegender Weise ist ¢ natiirlich vom Modell abhéngig und sollte so klein wie moglich und
so grofs wie notig gewahlt werden. Das Intervall [0,¢,) bezeichnet man auch als transiente Phase
der Simulation. Es gibt zahlreiche Heuristiken und statistische Tests zur Ermittlung von ¢,. Kein
Ansatz kann als wirklich befriedigend angesehen werden, wie auch in der Literatur bestatigt wird.
Die meisten Simulationswerkzeuge beinhalten deshalb auch keine automatischen Methoden zur
Ermittlung von %, es wir vielmehr vorausgesetzt, dass t; vom Modellierer gesetzt wird. Dies ist
natiirlich kritisch und kann zu Verfilschungen der Simulationsresultate fiihren. Deshalb sollen
einige Methoden zur Ermittlung von ts; aus der Beobachtung der Simulation vorgestellt werden.

ts muss auf Grund der Beobachtung der zu messenden Leistungsgrofe ermittelt werden. Sei
(y1,-..,Yn) die zugehorige Stichprobe. Gesucht wird ein Index i, so dass die Werte y1,...,¥i—1
bei der Auswertung unberiicksichtigt bleiben, da sie vor t5 erhoben wurden. Die folgenden beiden
Regeln zur Bestimmung von ¢ wurden von Conway 1963 und 1978 publiziert.

e Sei y" = max(yk,...,yn) und y;, = min(y, . .., Ys), wihle i = miny(y;, < yr < yi").
e Sei y" = max(y1,...,yx) und y; = min(y1, ..., yx), wihle i = ming(y;, < yr < yi).

Der Vorteil der zweiten Variante ist, dass zur Laufzeit entschieden werden kann, ab wann Da-
ten erhoben werden, wihrend in der ersten Variante erst die gesamte Stichprobe vorliegen muss.
Abbildung 2.59 zeigt ein Beispiel fiir die Anwendung der Methode. Beide Regeln funktionieren al-
lerdings nicht, wenn sie direkt auf einzelne Messdaten angewendet werden. Die einzelnen Werte der
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Abbildung 2.60: Beispiel fiir die Anwendung der “crossing the mean” Regel.

Stichprobe miissen vielmehr Mittelwerte mehrerer Messungen sein, ansonsten wird die Lange der
transienten Phase gravierend unterschitzt. Die Zahl der Einzelwerte, aus denen Mittelwerte gebil-
det werden, hingt vom Verlauf der Beobachtungen ab, weshalb der Ansatz kaum automatisierbar
ist.

Etwas einfacher einzusetzen ist die so genannte “crossing the mean” Regel. Der Mittelwert der
ersten k Werte der Stichprobe ist gegeben durch

Vi =

> =

k
D Ui
j=1

Der Wert von i wird so gewihlt, dass Y} (k=1,...,i) von den Werten yj_1 und y; genau K mal
gekreuzt wird. Eine Kreuzung liegt dann vor, wenn y,_1 < Y, < yr oder yrp_1 > Y, > yi - K wird
in der Regel zwischen 3 und 5 gewédhlt. Abbildung 2.60 zeigt ein Beispiel fiir die Anwendung der
Regel.

Der letzte Ansatz benutzt die so genannte “batch means” Methode, die auch zur Ermittlung der
Konfidenzintervalle fiir Resultate stationédrer Simulationen eine grofie Rolle spielt. Die Stichprobe
wird dazu in Gruppen (batches) der Grofe i (i = 5,10, ...,n) unterteilt. Der Gruppenmittelwert
lautet dann

_ 1 2
Y() =~ Y. w
k=(j—1)-i+1

Wenn m Gruppen entstehen, so ergibt sich der Gesamtmittelwert aus

V(@) = 3Tl
k=1
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Mit wachsendem i (steigender batch-Grofe), schwindet der Einfluss der ersten Beobachtungen.
Falls die Sequenz Y3(i),..., Y, (i) keinen Trend mehr erkennen lisst, werden die ersten i Beob-
achtungen geléscht und das Resultat aus den verbleibenden Werten berechnet. Auf Seite 115 wird
ein Verfahren zur Auswertung stationdrer Simulation vorgestellt, dass diese Art der Bestimmung
von ¢ und damit ¢, einbezieht.

Weitere Ansétze und theoretische Resultate zur Ermittlung von ¢, kann man in [4] finden.

Dats von sg abhéingt, sollte sg natiirlich méglichst so gewihlt werden, dass t;mdglichst klein ist.
So wird es bei einem hoch ausgelasteten System linger dauern bis der stationire Zustand erreicht
wird, wenn mit leeren Puffern gestartet wird, als wenn die Puffer direkt gefiillt werden. Bei einem
System mit niedriger Auslastung ist es gerade umgekehrt. In der Literatur gibt es viele Heuristiken
zur Wahl des Startzustandes. Ublicherweise reicht es aus, einen einfach implementierbaren und
erreichbaren Zustand zu wihlen. Dies wird oft ein System mit leeren Puffern und funktionsfihigen
Maschinen sein.

Die Simulation wird durch das beschriebene Vorgehen in zwei Phasen unterteilt. In Phase
1, die das Intervall [0,ts) umfasst, werden keine Daten erhoben. In der zweiten Phase, die zum
Zeitpunkt ts beginnt und mit dem Ende der Simulation endet, werden Daten erhoben. Auf Grund
der Annahmen kann davon ausgegangen werden, dass alle in der zweiten Phase erhobenen Werte
aus der gleichen Verteilung stammen. Dies bedeutet natiirlich nicht, dass die Daten unabhéngig
sind. Zur Erinnerung sei noch einmal erw#hnt, dass zwei Zufallsvariablen X und Y unabhingig
sind, wenn P[X <z,Y <Y] = P[X <z]-P[Y <y] gilt. In diesem Fall ist die Kovarianz C(X,Y)
gleich 0. Wie in (2.4) gezeigt ergibt sich die Varianz des Schitzer ¥ zu

(7)== 3300, Yy) mit C(V,Yi) = 0*(Y:) (2.8)

i=1 j=1

Die Varianz des Schitzer geht direkt in die Breite der Konfidenzintervalle ein (siehe (2.6)). Die
bisherige Schiitzung $?2 (siehe (2.5)) beriicksichtigt nur die Terme in der obigen Formel bei denen
1 = j und fiihrt daher zu erheblichen Verfdlschungen, falls die restlichen Terme nicht fast 0 sind.
Wenn die Kovarianz positiv ist, wére die tatsédchliche Varianz grofser als der ermittelte Wert und die
so berechneten Konfidenzintervalle wéren zu optimistisch, d.h. die Abdeckung wére u.U. deutlich
kleiner als 1 —a. Dies bedeutet, dass die Simulation eine nicht gerechtfertigte Sicherheit vortauscht.

Da nicht terminierendes Verhalten untersucht wird, gibt es zwei Moglichkeiten der Datenerhe-
bung

1. n Simulationsldufe mit je m Beobachtungen und

2. ein Simulationslauf mit n - m Beobachtungen

In beiden Varianten werden gleich viele Beobachtungen erzeugt. In der ersten Version treten al-
lerdings n transiente Phasen auf, so dass n-mal Werte vor ¢, verworfen werden. Bei der zweiten
Variante werden nur einmal Werte verworfen. Damit liefert die zweite Variante mehr verwertbare
Beobachtungen bei gleichem Aufwand. Betrachten wir nun die Unabhéngigkeit der Beobachtun-
gen.

Im ersten Fall sind Yj; und Y}; unabhingig, wenn ¢ # k und die Saaten des Zufallszahlenge-
nerators entsprechend gewihlt werden. Damit ergibt sich ein nahe liegendes Vorgehen:

e Fiihre n Replikationen durch, wobei die Linge m so gewéhlt wird, dass y;,,, nach t5 erhoben
wird.

e Verwende y;m, (i =1,...,n) zur Berechnung von Y (n).

Der Wert von ts kann mit einem der vorgestellten Ansétze oder mit einer Kombination der An-
sitze ermittelt werden. Falls die batch means Methode verwendet wird, so kann v;,, durch den
Mittelwert der batches 2,...,m ersetzt werden. Das Verfahren l&sst sich sehr gut parallelisieren,
da die einzelnen Simulationsldufe unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden kénnen.
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Der Nachteil des Vorgehens, das auch als unabhéngige Replikationen bezeichnet wird, ist die
mehrfache Simulation der transienten Phase. Dieser Punkt spricht fiir die Anwendung der zweiten
Variante. Seien Y; und Y die Zufallsvariablen, die die jte und kte Beobachtung beschreiben
(1 <j,k,<n-m). Falls beide Beobachtungen nach ¢, erhoben wurden, so kénnen sie als identisch
verteilt angesehen werden. Die Unabhéngigkeit ist zumindest in manchen Fallen fragwiirdig, wie
man an den folgenden Beispielen sehen kann. Sei dazu j < k.

e Wenn Y, die Wartezeit des jten Kunden und Y}, die Wartezeit des kten Kunden ist, so haben
beide Kunden u.U. gleichzeitig gewartet, wenn die Differenz zwischen k£ und j nicht zu grofs
ist oder die Warteschlange sehr lang war. Offensichtlich sind beide Groéflen dann positiv
korreliert.

e Wenn Y; die Pufferbelegung zum Zeitpunkt j - A ist und k nicht viel groker als j ist, so
umfasst die Pufferbelegung Yj zum Zeitpunkt k- A zum Teil die selben Kunden. Auch in
diesem Beispiel sind die Zufallsvariablen positiv korreliert.

Die Beispiele zeigen, dass oft positive Korrelationen auftreten werden und, wie oben erldutert,
die Konfidenzintervalle zu schmal sein werden bzw. nicht die gewiinschte Abdeckung haben. Eine
Beriicksichtigung der Kovarianz oder besser Autokorrelation, da die Werte Realisierungen eines
Prozesses sind, erfordert zusétzliche Annahmen, die in der Praxis aber meistens erfiillt sind. So
geht man davon aus, dass der Prozess schwach stationér ist. Dies bedeutet, dass

o2(V;) = d*(Y) =c% und C(Y;,Y;) = Cp(Y,li.j|)

Die Varianz ist konstant und identisch fiir alle Werte und die Kovarianz hiangt vom Abstand der
Werte ab. Wir haben bis nicht definiert, was Abstand bedeutet. Den unterschiedlichen Interpreta-
tionen der Resultate entsprechend unterscheidet man zwischen individuenbezogenen Werten, wie
der Verweilzeit eines Kunden im System, und zeitbezogenen Werten, wie der Pufferfiillung zu den
Zeitpunkten ¢; und ¢;. Bei zeitbezogenen muss man in der Regel voraussetzen, dass der Abstand
[ti —t;] = |ty — | ist, falls | — j| = |k — ] ist. Auf dieser Basis kann man den Autokorrelations-
koeffizienten der Ordnung s definieren. Es gilt

p(s) = p(li — 41) = %Y;J') (2.9)

wobei p(0) = 1ist. Bei bekannten Autokorrelationskoeffizienten kann man die folgende Darstellung
der Varianz des Schitzers Y aus (2.8) und (2.9) herleiten.

n n

A(Y) =&)Y C,Y;)

Il
3
N
g
>
=

|
i
q'l\')
=

i=1 j=1

2027(3/)' 1+%Z Z p(|l_]|)

Wie bereits ausgefiihrt, kann man in den meisten Fillen davon ausgehen, dass p(s) > 0 gilt und
damit die Summe positiv ist und die Varianz des Schétzers vergrofert wird. Es ist natiirlich nicht
realistisch, p(s) und o2(Y) als bekannt vorauszusetzen. Deshalb miissten die Werte von p(s) auch
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aus der Stichprobe geschatzt werden. Dies ist zwar im Prinzip méglich, fiihrt aber in der Praxis zu
Problemen, da die bekannten Schétzer wenig robust sind und insbesondere gegenseitig abhingig
sind. Dies bedeutet, dass die Schitzungen fiir mehrere p(s) voneinander abhingigen, wenn also
der Wert von p(1) unterschitzt wird, so wir mit grofser Wahrscheinlichkeit auch der Wert von p(2)
unterschétzt, wenn die selben Daten verwendet werden. Man miisste also entweder fiir jedes s neue
Daten verwenden, was den Aufwand zu stark erhdhen wiirde oder es miissten weitere Annahmen
iiber die Struktur von p(s) gemacht werden. Letzteres ist die Basis der Spektralmethode und
auch der autoregressiven Modelle. Da beide Ansétze einige, zum Teil nicht einfach zu priifenden,
Voraussetzungen bendtigen und nicht blind anwendbar sind, werden sie hier nicht weiterverfolgt.

Wir wollen hier einen Ansatz betrachten, der mit relativ wenigen Voraussetzungen auskommt
und weitgehend automatisierbar ist. Wir nehmen dazu an, dass |p(s)|eine monoton fallende Funk-
tion mit lims_ p(s) = 0. Also bei steigendem Abstand gibt es eine fallende Abh&ngigkeit von
Beobachtungen. Dies Annahme ist plausibel, wie man an den folgenden Beispielen ablesen kann.

e Die Wartezeit des kten Kunden wird nicht von der Wartezeit des jten Kunden abhingen,
wenn j lange vor k im System war.

e Die Population zum Zeitpunkt k- A ist unabhéngig von der Population zum Zeitpunkt j- A,
wenn der Abstand |j - A — k- A| geniigend grof ist.

Wenn die Annahme stimmt, so gibt es einen Wert s., so dass p(s) = 0 fiir s > s.. Ein nahe
liegender Ansatz ist die batch means-Methode mit einer batch-Grofe, die grof genug ist, um
anzunehmen, dass die batch-Mittelwerte unkorreliert sind. Aus den batch-Mittelwerten kann dann
ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert berechnet werden, wobei die Ansitze fiir unabhingige
Daten angewendet werden.

Es wird nun ein Verfahren vorgestellt, um Konfidenzintervalle fiir E(Y") aus den Beobachtungen
eines einzelnen Simulationslaufs zu schitzen. Seien (y1, . .., ym) die beobachteten Werte. Die ersten
ioWerte werden verworfen, da sie zur transienten Phase gehdren. Der Wert von ¢y kann mit einer
der beschriebenen Methoden geschétzt werden. Die restlichen Daten werden in batches der Grofe
i1 unterteilt. Die Schitzung von 4 ist ebenfalls schwierig, da die Grofe so gewédhlt werden muss,
dass die Mittelwerte der batches unkorreliert sind. Fiir gegebene m, ig und 41 entstehen (m—ig) /i1
batches?. Batch k umfasst die Werte ig + (k—1)-i; +1bis ig + k - 41 und es gilt

1 k-iq
Yie(i1) = 0 Z Yj

j:i0+(1€—1)'i1 +1

Ausgehend von einer gegebenen Beobachtungszahl m kann man die Anzahl der batches K wéhlen.
Ein grokeres K sorgt dafiir, dass mehr batch-Mittelwerte zur endgiiltigen Auswertung vorliegen.
Bei einem kleineren K werden mehr Werte in einem batch zusammengefasst, dadurch sinkt die
Varianz der batch-Mittelwerte und die Verteilung der batch-Mittelwerte wird &hnlicher zu einer
Normalverteilung. Letztere Argumente iiberwiegen in der Regel, deshalb wird K meist zwischen
10 und 30 gewihlt.

Es bleibt damit noch die Frage, ob die batch Mittelwerte unkorelliert sind. Dies kann natiirlich
nur auf Basis der Stichprobenwerte untersucht werden. Ublicherweise wird dazu p(1) geschiitzt
und falls dabei p(1) = 0 gilt, wird Unabhingigkeit angenommen. Der Schitzwert fiir den Auto-
korrelationskoeffizienten der Ordnung 1 wird wie folgte berechnet

S ) ()
K (v v’

2Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass die Werte so gewihlt werden, dass der Wert ganzzahlig ist.
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Damit kann die folgende heuristische batch means-Methode zur Bestimmung der Konfidenzin-
tervalle fiir stationdre Grofen aus einem Simulationslauf.

1. Ermittle wihrend der Simulation den Wert von ig.
2. Wihle ein initiales m > 10 - ig

3. Unterteile die Daten in K (}00 < K < 400) batches und bestimme wéhrend des Simulati-
onslaufs deren Mittelwerte Y; (k=1,..., K)

4. Bestimme den Schitzwert p(1) fiir den Autokorrelationskoeffizienten der Ordnung 1.
5. Test Autokorrelation

(a) falls p(1) < 0.2 reduziere die Anzahl batches auf L (20 < L < 30) durch Zusammen-
fassen der bisherigen batch Mittelwerte und bestimme Konfidenzintervalle aus einer
t-Verteilung mit L — 1 Freiheitsgraden.

(b) ansonsten verdopple m und fahre bei 3. fort.

Der Ansatz lédsst sich relativ einfach implementieren. Insbesondere wird nur ein Array der Grofse
K zur Datenspeicherung bendétigt, wenn die Mittelwerte jeweils zur Laufzeit berechnet werden.

Schitzung mehrerer Leistungsmafie aus einem Simulationslauf

In den meisten Simulationsldufen wird mehr als ein Leistungsmafs ermittelt. Beispiel wéiren die
Ermittlung der Verweilzeit an mehreren Stationen oder die Bestimmung von Durchsétzen und
mittleren Pufferbelegungen. Wenn fiir alle Leistungsmalfse Konfidenzintervalle ermittelt wurden,
stellt sich die Frage, welche Aussage man iiber die Qualitit aller Resultate machen kann.

Wir nehmen an, dass k Leistungsmafe ermittelt werden sollen und «; die Signifikanzwahr-
scheinlichkeit des iten Leistungsmafses ist. Wenn die Schitzer fiir die einzelnen Leistungsmafse
unabhéngig sind, dann liegen mit Wahrscheinlichkeit

k
l-—a= H(l — ;)
i=1
alle Leistungsmafse innerhalb der ermittelten Konfidenzintervalle. Wenn alle «; identisch sind,
so kann man iiber die Wahrscheinlichkeiten einer Binomialverteilung Wahrscheinlichkeiten dafiir
ermitteln, dass [ von k Resultatwerte innerhalb ihrer Konfidenzintervalle liegen.

Die Annahme unabhingiger Schétzer fiir mehrere Leistungsmafe ist aber in den meisten Féllen
unrealistisch. So sind z.B. Verweilzeit und Warteschlangenlidnge an einer Station stark miteinander
korreliert, auch die Verweilzeit an aufeinander folgenden Warteschlangen ist oftmals korreliert.
Wenn korreliert Schétzer vorliegen, so gibt es sehr wenige Resultate. Das allgemeinste Ergebnis
ist die so genannte Bonferroni-Ungleichung, die eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit
liefert, dass alle Konfidenzintervalle den wahren Wert beinhalten.

k
l—a>1-> a
=1

Man sieht, dass fiir grofere k schnell der triviale Fall 1—a > 0 erreicht wird. Fiir kleinere Werte von
k, vorgegeben Breiten der Konfidenzintervalle €; und vorgegebene Signifikanzwahrscheinlichkeit o
kann das folgende heuristische Vorgehen angewendet werden.

e Bestimme wihrend der Simulation «;, so dass alle Konfidenzintervallbreiten < ¢; sind.
e Falls (1— Zle a;) <1 — a beende die Simulation, ansonsten fahre mit der Simulation fort.

Die wéhrend der Simulation ermittelten «; hingen von den vorgegebenen ¢; ab und unterscheiden
sich fiir die verschiedenen Leistungsmafie. Der Ansatz funktioniert praktisch nur fiir kleine Werte
von k, da der Aufwand auf Grund der konservativen Schitzung von 1 — « sonst sehr grofs wird.
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Schitzung stationiirer zyklischer Resultate

Das bisherige Vorgehen eignete sich fiir stationére Prozesse, bei denen der Erwartungswert gegen
einen festen Wert konvergiert. Wie in Abbildung 2.58 existiert auch stationér zyklisches Verhalten,
welches mittels nicht-terminierender Simulation analysierbar ist. In diesem Fall gibt es eine Zy-
kluszeit Ac, so dass Fy,(y) = Fy;, o, (y) bzw. Fy,(y) = Fy, . (y) (i €N, t € R>g ). In manchen
Fallen ist A¢ aus der Modellbeschreibung bekannt. So ist in allen Modellen in denen ein Zeitablauf
iiber Tage, Wochen etc. beschrieben wird, der Zeitablauf aus der Simulation bekannt. In anderen
Fillen muss Ag erst geschitzt werden. Dies kann dadurch geschehen, dass batches unterschied-
licher Grofse gebildet werden und die batch Mittelwerte auf Gleichheit getestet werden. Falls die
batch Grofe A¢ entspricht, so sind die batch Mittelwerte identisch.

Nachdem A¢ bekannt ist, konnen Werte F(Y;) bzw. E(Y;) mit 4,¢ € [0, A¢) geschitzt werden.
Dazu werden die Beobachtungen y;+x.A.bzw. i1k (B =0,1,2...) verwendet und die Methoden
der stationdren Analyse benutzt. Falls mehrere Werte aus einer Simulation zu ermitteln sind,
ergeben sich die schon angesprochenen Probleme der Ermittlung simultaner Konfidenzintervalle.

2.6 Simulationssoftware

Der Abschnitt iiber Simulationssoftware wird in dieser Version der Notizen nicht weiter ausgefiihrt,
da es sich im Wesentlichen um eine informelle Vorstellung unterschiedlicher Ansdtze handelt, die
am Besten in der Originalliteratur iiber die entsprechenden Softwaresysteme nachgelesen werden
kann. Fiir eine Ubersicht iiber Simulationssoftware sei auf die Folienkopien zur Vorlesung verwie-
sen. Weitere Ausfithrungen findet man auch in [5, Kap. 4] und [11, Kap. 3]

2.7 Moglichkeiten und Grenzen der Simulation

Wir haben Simulation als eine Methode kennen gelernt, um Experimente an realen Systemen durch
Experimente an einem Modell zu ersetzen. Es wurde deutlich, dass die Statistik eine zentrale Rolle
bei der Modellbildung und Modellauswertung spielt und dass dadurch viele Aspekte nicht beweis-
bar sondern nur testbar sind. Damit ist natiirlich die M6glichkeit von Modellierungsfehlern und
Fehlinterpretationen gegeben. Man sollte sich deshalb der Moglichkeiten und Grenzen der Simula-
tion bewusst sein, wenn man diese einsetzt. In diesem Abschnitt werden einige generelle Aspekte
untersucht, wihrend der folgende Abschnitt sich Methoden zur Bewertung der Realitdtsndhe von
Simulationsmodellen widmet.
Die Vorteile der Simulation als Instrument der Systemanalyse liegen klar auf der Hand.

e Viele reale Systeme konnen mit analytischen Modellen nicht genau genug beschrieben wer-
den, wihrend in einem Simulationsmodell die realen Abldufe sehr gut nachgebildet werden
konnen.

e Simulation bietet die Moglichkeit Systeme in ganz unterschiedlichen Umgebungen und unter
unterschiedlichen Bedingungen zu analysieren. Diese Bedingungen kénnen aus der realen
Umwelt stammen, kénnen aber auch vollkommen irreal sein.

e Modifikationen am System sind oft durch einfache Anderungen am Simulator modellierbar.

e Experimente konnen prinzipiell relativ einfach und kostengiinstig durchgefiihrt werden. Da
in der Simulation praktisch alle Faktoren beeinflussbar sind, lassen sich Experimente unter
quasi beliebigen Bedingungen durchfiihren.

e Simulation erlaubt es Systeme auch in sehr kurzen oder sehr langen Zeitintervallen zu beob-
achten, wenn der Simulator die Zeit entsprechend streckt oder staucht.

e Mit heutigen Rechnerkapazitéiten lassen sich viele und aufwindige Simulationsexperimente
mit den vorhandenen Ressourcen durchfiihren.
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Diese Vorteile der Simulation verdecken oft den Blick auf die leider auch vorhandenen Nachteile
des Vorgehens.

Die meisten Simulationsmodelle sind stochastisch, so dass Resultate nur geschétzt werden
konnen. Die dazu verwendeten Methoden basieren fast immer auf zwar plausiblen aber nicht
beweisbaren Annahmen, so dass fiir einzelne Modelle falsche Resultate ermittelt werden.

Simulationsmodelle haben einen hohen Datenbedarf, der bei vielen realen Experimenten
nicht befriedigt wird. So kann ein Modell nicht besser als der schwichste Punkt sein. In der
Simulation bedeutet dies oft, dass zwar detaillierte Modelle erstellt werden, die ben&tigten
Parameter aber nur auf Grund von sehr wenigen Beobachtungen geschétzt werden und in
manchen Fallen nur auf Grund von nicht validierten Annahmen gesetzt werden.

Simulationsmodelle sind aufwéndig und teuer in der Entwicklung,

— neben den {iblichen Problemen bei der Erstellung grofer Programme
— treten simulationsspezifische Probleme, wie die Datenmodellierung auf.
Simulationsmodelle liefern in manchen Fillen extreme Datenmengen, die oft nicht detailliert

genug analysiert werden, so dass Resultate oft iiberinterpretiert oder falsch interpretiert
werden.

Grundsétzlich lassen sich Fehlinterpretationen von Simulationsresultaten nicht ausschliefien. Es
gibt allerdings zahlreiche Fehler, die sich bei einem systematischen Vorgehen der Modellerstellung
und Modellauswertung vermieden lasen. Einige der iiblichen Fehler sind im Folgenden aufgezihlt.

Die Modellerstellung wird ohne konkrete Zielsetzung durchgefiihrt, oft verbunden mit einer
spateren Nutzung des Modells fiir unterschiedliche und heterogene Ziele.

Ein falscher Detaillierungsgrad des Modells wird gewihlt. Oft werden unnétige Details ab-
gebildet und relevante Aspekte vergessen.

eine Unterschétzung des Aufwandes fiir Datenerhebung und Validierung in Modellierungs-
projekten. Oft werden diese Schritte erst am Ende er Simulationsstudie angegangen und
dann aus Zeitmangel sehr kurz abgehandelt. So werden dann Mittelwerte statt Verteilungen
werden fiir Parameter eingesetzt und die Resultate werden nicht validiert. Zum Teil wird
nicht einmal eine Plausibilitdtsprifung durchgefiihrt.

Die Animation, die Teil vieler moderner Simulatoren ist, wird oft {iberbewertet. So zeigt eine
Animation zwar die Abliufe, sie ist aber keine Garantie fiir eine korrekte Modellierung.

Statistische Methoden werden oftmals nicht oder nur in sehr geringen Umfang eingesetzt.
Dadurch werden Eingabedaten falsch modelliert und Simulationsresultate nicht ausgewertet.
In vielen Fiallen werden Simulationsresultate nur bzgl. der ermittelten Mittelwerte interpre-
tiert, ohne dass die Qualitdt der Mittelwertschétzer untersucht wird.

Es wird keine Sensitivitdtsanalyse durchgefiihrt. D.h. es wird nicht untersucht, wie sich die
Ergebnisse bei Anderung einzelner Parameter dndern. Dieser Schritt ist aber immens wichtig,
um das Systemverhalten zu verstehen und um die Plausibiltét der ermittelten Resultate
nachzuweisen.

Der Giiltigkeitsbereich der Modelle wird oft nicht abgeschitzt. So mag ein Modell fiir den
Istzustand korrekte Ergebnisse liefern, es ist aber nicht klar, dass bei Anderungen der Sy-
stemparameter (z.B. der Ankunftsraten, Puffergréfen etc.) das Modell das System immer
noch genau genug abbildet.
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Man sieht, dass Simulationen und Simulationsergebnisse mit einer gewissen Vorsicht zu interpre-
tieren sind. Simulation ist nicht das Allheilmittel fiir alle Probleme der Systemanalyse, kann aber,
wenn sie richtig eingesetzt wird, wichtige Ergebnisse liefern. Eine zentrale Aussage ist, dass Si-
mulation dann eingesetzt werden sollte, wenn keine analytische Analysemethode verfiigbar ist.
Dies bedeutet, dass immer zuerst untersucht werden sollte, ob das Problem mit Hilfe analytischer
Ansétze 16sbar ist.

2.8 Validierung von Modellen

Zur Erinnerung sei noch einmal erwdhnt, dass Modelle erstellt werden, um Experimente an realen
System durch Experimente am Modell zu ersetzen. Auf Basis der Resultate des Modells sollen
Entscheidungen getroffen werden, die das System betreffen. Dies bedeutet, dass die Folgerungen
aus der Modellanalyse, im hier betrachten Fall aus dem Simulationsexperimenten, weitestgehend
den Folgerungen entsprechen sollen, die aus entsprechenden Objekt-Analysen des Systems gewon-
nen wiirden. In der Praxis sind die dazu notwendigen Objekt-Experimente unter Umsténden gar
nicht moglich, da das zu untersuchende System nicht existiert. Dies bedeutet, dass in irgend ei-
ner Weise plausibel gemacht werden muss, dass Modell- und System-Experiment zu gleichen oder
zumindest dhnlichen Folgerungen fiithren. Dieser Abschnitt beschéftigt sich damit, welche Anforde-
rungen an Modellexperimente gestellt werden miissen, wie Modelle so verdndert werden kdnnen,
dass sie die benétigten Resultate liefern und welche mathematischen Methoden existieren, um
Verhaltensunterschiede zwischen Modell und Realsystem zu bewerten.

Experimente werden unter bestimmten Bedingungen durchgefiihrt, d.h. die kontrollierbaren
Groken C' werden auf bestimmte Werte eingestellt und die unkontrollierbaren Grofen U nehmen
bestimmte Werte an. Wir sprechen in diesem Zusammenhang von einer Experimentsituation oder
einer Situation. Wenn das Modell und das reale System in einer Situation beobachtet werden so
fithren sie zu gleiche Folgerungen, wenn die beobachteten Resultate identisch sind. Ist eine sol-
chen Identitdt der Resultate zu erwarten oder iiberhaupt erreichbar? Es gibt zwei Griinde, die
dagegen sprechen. Zum einen sind das reale System und das Modell nicht identisch, das Modell
beschreibt nur eine Abbildung des Systems unter einem vorgegebenen Analyseziel. Zum anderen
zeigen Modell und System in den meisten Fillen stochastisches Verhalten, so dass auch eine mehr-
malige Beobachtung des Systems oder des Modells unter gleichen Bedingungen, beim Modell aber
mit variierender Saat des Zufallszahlengenerators, unterschiedliche Ergebnisse beobachtet werden.
Damit ist die zentrale Frage, welche Verhaltensunterschiede tolerierbar sind.

Grundlagen des Vergleichs von System und Modell

Um System und Modell zu vergleichen ist eine verniinftige Definition von Realitdtstreue oder Giil-
tigkeit (engl. validity) notwendig. Sei dazu Vg ein Verhaltensmaf fiir das Realsystem und Vg das
Verhalten fiir das simulierte Modell. D(Vg, Vi) ist das bendtigte Maf fiir die auftretenden Verhal-
tensunterschiede. Realitdtstreue soll bejaht werden, falls D(Vg, Vs) unter einem problemabhéngig
und zielabhingig festzulegendem Grenzwert liegt. Dieser Grenzwert ist idealerweise so zu wihlen,
dass unvermeidlich existierende Verhaltensunterschiede, die die zu treffende Entscheidung nicht
beeinflussen, toleriert werden.

Bevor wir ein Maf fiir Verhaltensunterschiede festlegen, sollen die Ursachen fiir Verhaltensun-
terschiede betrachtet werden. Zwischen Modell und System gibt es strukturelle Unterschiede, da
es sich bei dem Einen um ein Computerprogramm und beim Anderen am einen Ausschnitt aus der
realen Umwelt handelt. Der Prozess der Modellierung fiihrt zu beabsichtigten Abstraktionen und
Aggregierungen der Realitdt. Dazu kommen unbeabsichtigte Ungenauigkeiten und sogar Fehler.
Eine weitere Quelle fiir Abweichungen sind die Parameterwerte, die oftmals durch Zufallsvaria-
blen angeglichen, nicht aber exakt wiedergegeben werden. Schlieflich sind noch die stochastischen
Schwankungen des Verhaltens zu beachten, die schon bei einem System/Modell zu variierenden
Beobachtungen fiihren.

Das Vorgehen bei der Modellbildung soll noch einmal rekapituliert werden. Wie in Abbildung
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Abbildung 2.61: Transformationsschritte im Rahmen der Modellbildung.

2.61 gezeigt, erfolgt die Modellbildung in mehreren Schritten. Ausgehend von einem schlecht struk-
turiertem Realsystem und einer in den meisten Féllen vage definierten Problemstellung soll wohl
definiertes Computerprogramm entstehen. Dieser Ubergang erfolgt in mehreren Schritten, bei je-
dem dieser Schritte kann es zu Fehlern, Irrtiimern oder Verzerrungen kommen, die dazu fiihren,
dass Realsystem und Modell bzgl. der zu messenden Resultatgréfsen abweichen. Wenn man sich die
in Abbildung 2.61 gezeigten Schritte genauer anschaut, so werden beim Ubergang vom realen Sy-
stem zum konzeptuellen Modell die Systemgrenzen und die relevanten Systemelemente festgelegt.
Bleiben dabei wichtige Aspekte unberiicksichtigt, so wird das Simulationsmodell keine Aussagen
iiber das System erlauben. Beim Ubergang vom konzeptuellen Modell zum logischen Modell werden
die relevanten Zusammenhinge zwischen Systembestandteilen festgelegt und die Umwelteinfliisse
auf das System definiert. Auch in diesem Schritt existiert eine Vielzahl von Moglichkeiten, relevan-
te Zusammenhinge ungenau oder falsch darzustellen oder wegzulassen. Der nachfolgende Schritt
des Ubergangs vom logischen Modell zu Computerprogramm wird heute durch eine Vielzahl von
Methoden und Werkzeugen unterstiitzt, birgt aber trotzdem eine Reihe von Fehlermdglichkeiten.
So ist selbst bei einer vollstdndigen formalen Spezifikation der Nachweis, dass das resultierende
Programm die Spezifikation implementiert alles andere als trivial und durchaus Gegenstand ak-
tueller Forschungsarbeiten. Aus den Resultaten des Simulationsprogramms miissen anschliefsend
Riickschliisse auf das Systemverhalten gezogen werden und es miissen mogliche Anderungen am
System hergeleitet werden. Auch an dieser Stelle konnen vielfiltige Fehler auftreten, indem Resul-
tate falsch interpretiert werden und zu falschen Schlussfolgerungen genutzt werden.

Die Terminologie im Kontext des Vergleichs und der Anpassung von System- und Modellver-
halten ist oft uneinheitlich. Wir wollen die folgende Begriffsbildung verwenden.

e Verifikation: Unter Verifikation soll die Bestétigung aller Modell-Eingabegrofien und Modell-
Annahmen inklusive struktureller Annahmen, der Programmuverifikation und der Bestétigung
der Eingabegrofien und Parameter verstanden werden. Teilweise, wie bei der Programmve-
rifikation, kbnnen dazu formale Methoden eingesetzt werden, die zu beweisbaren Resultaten
fiihren. Bei der Bestétigung von Eingabegréfien und Parametern handelt es sich formal um
ein Problem der Statistik, so dass keine Beweise sondern nur Wahrscheinlichkeitsaussagen
moglich sind. Auch fiir die Nutzung stochastischer Methoden zum Nachweis der Giiltig-
keit von Annahmen soll der Begriff Verifikation verwendet werden, auch wenn dies in der
Literatur nicht unumstritten ist.

e Validierung: Der Begriff Validierung soll fiir die Bestétigung der Modellresultate verwendet
werden. Es ist nachzuweisen oder besser plausibel zu machen, dass die Resultate des Modells
nicht zu stark von den Resultaten des Systems abweichen.

e Kalibrierung: Ziel der Kalibrierung ist die Reduktion der Verhaltensunterschiede D(Vg, V).
Falls diese Unterschiede als zu groft bewertet werden, umfasst die Kalibrierung Ansétze zur
Anpassung des Modells an das System. Dies geschieht durch gezielte Anderungen am Modell.

Auch wenn davon ausgegangen wird, dass groffe Miihe auf eine gute Wahl der Eingabegréfsen
gelegt wurde, steigt zwar die Hoffnung auf ein giiltiges Modell, es gibt keine Garantie fiir ein
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giiltiges Modell. Ein erster Schritt ist nahe liegender Weise der Vergleich von System und Modell
fiir eine Situation, falls dies md&glich ist. Stimmen die ermittelten Ergebnisse iiberein, so konnte
bei einer positivistischen Sichtweise davon ausgegangen werden, dass das realisierte Modell das
System geniigend genau abbildet. Dies bedeutet andererseits, dass man durch gezielte Anderungen
das Modell so anpassen muss, dass Modellresultate und verfiigbare Resultate aus dem System
iibereinstimmen. Ein solches Vorgehen nutzt die Kalibrierung, ohne Verifikation und Validierung
einzusetzen und ist potenziell sehr gefdhrlich. Man muss sich vor Augen fithren, dass Modelle
genutzt werden, um Aussagen iiber Systeme in solchen Situationen zu machen, in denen das System
nicht analysiert werden kann oder soll. Die Situationen zu denen das Systemverhalten bekamt ist,
sind eigentlich uninteressant. Identische oder dhnliche Resultate iiber bekannte Situationen sind
natiirlich kein Beweis fiir dhnliche Resultate in unbekannten Situationen.

Der Ansatz der Kalibrierung ohne Validierung wird leider oft in der induktiven Modellierung
verwendet. So wird ein mathematisches Modell an Daten aus der Vergangenheit angepasst und
damit die Zukunft vorhergesagt. Dies fiihrt oft zu abstrusen Aussagen, insbesondere wenn iiber
einen kurzen Zeitraum in der Vergangenheit exponentielles Wachstum beobachtet wurde. Beispiele
fiir solche Modelle sind insbesondere aber nicht nur in der Okonomie zu finden. Man erinnere sich
dazu an manche Prognosen iiber die Entwicklung des Aktienmarktes zu Zeiten des Internet-Booms.

Es soll in den nachfolgenden Abschnitten ein fundiertes Vorgehen beschrieben werden, welches
Kalibrierung mit Validierung und Verifikation vereint und so zu belastbaren Aussagen kommt.
Auf Grund der Problemstellung wird sich aber zeigen, dass die Qualitét eines Modells nur sehr
eingeschriankt beweisbar ist und deshalb in den meisten Fillen nur plausibel gemacht werden kann.
Grundsétzlich gibt es einen Kosten-Nutzen Effekt. Man kann durch zusdtzlichen Aufwand die
Plausibilitdt eines Modell und das Vertrauen in ein Modell steigern, muss dazu aber zusétzlichen
Aufwand in Kauf nehmen. Da dieser Prozess grundsitzlich nicht endet, muss ein Kompromiss
zwischen Aufwand und Qualitét der Abbildung gefunden werden. Wo dieser Kompromiss liegt
héngt vom vertretbaren Aufwand und natiirlich von der Zielstellung der Modellierung ab. Es stellt
sich dabei primér die Frage, welche Folgen falsche Entscheidungen auf Grund der Modellresultate
in der Praxis haben.

Verifikation in der Modellbildung von Simulationsmodellen

Fiir die Verifikation werden oft formale und automatisierbare Techniken eingesetzt. Man unter-
schiedet zwischen simulationsspezifischen und allgemeinen Schritten. Die allgemeinen Schritte um-
fassen primdr Ansédtze der Programmverifikation, wie sie bei jedem gréfseren Software-Projekt not-
wendig sind. Ein wichtiger Aspekt ist die Verifikation des Simulationsprogramms am logischen oder
konzeptuellen Modell. Dies ist eine Frage der Programmpverifikation, die wir hier nicht behandeln
wollen, da sie Inhalt anderer Vorlesungen ist. Weitere Aspekte der Verifikation des Simulations-
programms sind

e cine strukturierte Programmierung mit dem Test/Debugging von Modulen und Subprogram-
men,

e cine Code-review durch andere Mitarbeiter,
e die Verwendung von (semi-)automatischen Spezifikationstechniken und

e cin inkrementeller Entwurf und Test.

Alle diese Punkte gehoren zu einem strukturiertem Vorgehen im Software Engineering und sind
nicht Inhalt dieser Vorlesung.

Es gibt dariiber hinaus ein Reihe simulationsspezifischer Ansétze zur Verifikation von Simu-
lationsprogrammen. Der Simulator sollte unter unterschiedlichen aber realistischen Umgebungs-
parametern (Situationen) getestet werden. Mogliche Umgebungsparameter ergeben sich aus der
Beobachtung der Realitdt und der Zielstellung der Simulationsexperimente. Ein wichtiger Aspekt
ist das Erstellen und Analysieren von Traces. Die meisten Simulatoren bieten die Moglichkeit
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detaillierte Traces zu erzeugen. Diese konnen auf unterschiedliche Weise analysiert und visuali-
siert werden. Eine Mdglichkeit der Visualisierung ist die Animation im Modell. Wenn das Modell
graphisch spezifiziert wurde, so koénnen in der Graphik die Abldufe angezeigt und vom Benutzer
bewertet werden. Auf diese Weise ldsst sich manchmal Fehlverhalten erkennen. Gleichzeitig stellen
Traces eine Verbindung zwischen Simulation und Realitéit dar. Im Prinzip kénnen Traces auch in
der Realitdt gemessen werden und dann mit Traces der Simulation verglichen werden oder sogar
als Eingabe der Simulation verwendet werden (trace-getriebene Simulation). Mit Hilfe von Beob-
achtungen und auch formalen Testverfahren lassen sich so simulierte und reale Abldufe vergleichen.
Die Bewertung des Simulationsverhaltens wird ebenfalls einfacher, wenn man bestimmte Abl&u-
fe vorgibt oder Modelle vereinfacht, indem z.B. die Zufallszahlen durch deterministische Gréfen
ersetzt werden.

Neben diesen Untersuchungen am Modell, reduziert die Verwendung von etablierten und zuver-
l&ssigen Simulationswerkzeugen die Fehlermdoglichkeiten. Fiir viele Simulationswerkzeuge existieren
bereits vordefinierte Modelle von Standardsystemen, die als Teilmodelle komplexer Modell genutzt
werden kénnen. Da diese Modelle oft schon vielfach verwendet und getestet wurden, sind sie weni-
ger fehlerbehaftet als neu geschriebene Modelle. Beispiele fiir solche Standardmodelle findet man
im Bereich der Rechnernetzsimulation, wo fiir viele Simulatoren bereits Simulationsmodelle fiir die
iiblichen Protokolle existieren. Als Beispiel sei auf die frei verfiigharen Simulatoren ns-2 [1] und
OMNet++ [2] verwiesen. Ahnliche Standardmodell gibt es auch in anderen Bereichen.

Als letzter Punkt im Kontext der Verifikation des Simulationsmodells soll kurz die Verifika-
tion von Eingabegrofen mit statistischen Testverfahren erwidhnt werden. Das dazu notwendige
Vorgehen wurde in Abschnitt 2.4 detailliert vorgestellt.

Die meisten der vorgestellten Ansétze zur Verifikation fiihren nicht zu Beweisen. Deshalb muss
der Begriff Verifikation, der manchmal auf den Beweis von Eigenschaften beschriankt wird, weiter
gefasst werden, indem vom Beweis zum Nachweis {ibergegangen wird.

Allgemeine Uberlegungen zur Validierung

Ein Simulationsmodell soll niitzlich sein, d.h. mit sinnvoller Genauigkeit Aussagen iiber das mo-
dellierte System erlauben. Eine wichtige Uberlegung ist, dass der Begriff Validitit eines Modells
nicht absolut definierbar ist. Validierung ist immer Modell-individuell. Je nach Anforderung und
Zielsetzung der Modellierung ist Validitdt sehr unterschiedlich festzulegen. So sind an ein Mo-
dell, mit dem sicherheitskritische Aspekte eines technischen Systems untersucht werden deutlich
héhere Anspriiche zu stellen als an ein Modell, das die Konfiguration eines Rechnernetzes unter
Kapazitatsplanungsgesichtspunkten bewerten soll. Da das Modell fiir die Systemanalyse verwendet
wird oder nicht verwendbar ist, muss eine bindre Entscheidung im Validierungsprozess getroffen
werden. Trotzdem ist Validierung graduell, Modelle sind mehr oder weniger valide und es ist zu
entscheiden, ab welcher Grenze das Modell akzeptiert wird. Da Validitat nicht beweisbar ist, ist sie
oft das Ergebnis eines Verhandlungsprozesses verschiedener Partner. So sind in umfangreicheren
Simulationsprojekten neben den eigentlichen Modelliern auch die Entwerfer und Bertreiber des
modellierten Systems und das Management involviert. Zwischen allen beteiligten Personen muss
Einvernehmen hergestellt werden, dass das Modell hinreichend genaue Aussagen iiber das System
erlaubt. Dies setzt voraus, dass Validierung als projektbegleitender Prozess betrieben wird.
Man unterscheidet die folgenden Anséitze der Validierung.

e Die funktionsbezogene Validierung untersucht die Plausibiltét des Systems. Es werden dabei
oft qualitative Aussagen verglichen und untersucht, wie sich das Modell in Extremsituationen
und fiir einfach nachvollziehbare Ablaufe verhalt.

e Die theoriebezogene Validierung vergleicht die Ubereinstimmung des Simulationsmodells mit
einem analytischen Modell. In der Regel wird das analytische Modell das System nur fiir
eingeschrinkte Situationen nachbilden. Es erlaubt aber fiir diese Situationen einen einfachen
Resultatvergleich und kann auch eingesetzt werden, wenn das System nicht existiert und
deshalb auch keine Daten {iber das Systemverhalten erhoben werden kdnnen.
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e Die ergebnisbezogene Validierung vergleicht die Ergebnisse des Simulationsmodells mit denen
des realen Systems und stellt fest, welches Abweichungen tolerierbar sind.

Im Folgenden wird primér die ergebnisbezogene Kalibrierung und Validierung untersucht. Die
Kalibrierung und Validierung setzt dann voraus, dass Daten iiber das Realsystem vorhanden sind
oder erhoben werden kénnen, damit Vi bestimmt werden kann. Man unterscheidet den Fall, bei
dem Daten im Realsystem erhoben werden kdnnen und den Fall, bei dem das Realsystem nicht
existiert und Daten anderweitig beschafft werden miissen.

Falls das Realsystem verfiigbar ist und Daten erhoben werden kdnnen oder auf erhobene Daten
zuriickgegriffen werden kann, so treten immer noch eine Reihe von Problemen auf. Ahnlich wie bei
der Modellierung von Eingabedaten konnen die gemessenen Daten gestort sein, es konnen Daten
in falscher Form vorliegen etc. Da die Probleme &hnlich zur Modellierung von Eingangsdaten sind,
kann auf die in Abschnitt 2.4 vorgestellten Methoden zuriickgegriffen werden. Falls das zu model-
lierende System nicht existiert, so miissen Daten aus dhnlichen Systemen, Schéitzungen oder sogar
aus anderen Modellen verwendet werden. Die dabei auftretenden Probleme unterscheiden sich nicht
wesentlich von den Problemen bei der Datenerhebung im realen Systeme. Die verfiigharen Daten
sind aber oftmals ungenauer und damit weniger reprisentativ fiir das zu modellierende System.
Damit sind natiirlich auch die Moglichkeiten der Validierung und Kalibrierung eingeschrénkt.

Schritte zur Kalibrierung von Modellen

Ziel der Kalibrierung ist die Identifikation und Beseitigung von Verhaltensunterschieden zwischen
realem System und Modell. Zur Beseitigung von Verhaltensunterschieden muss das Modell ange-
passt d.h. gedindert werden. Es gibt zwei Klassen moglicher Anderungen.

o Strukturinderungen modifizieren die Struktur des Modells, indem der Programm-Code ge-
dndert wird und neue Aspekte hinzugenommen oder vorhandene Abldufe modifiziert werden.

e Parameterdnderungen modifizieren Werte der einzelnen Modellparameter. Dazu sind keine
Anderungen an der Struktur des Simulationsprogramms notwendig.

Parameterdnderungen sind natiirlich in den meisten Féllen viel einfacher auszufiihren als Struk-
turdnderungen. Bei der Modellierung komplexer Systeme erfordert die Kalibrierung aber in fast
allen Fillen auch Strukturinderungen. Bevor Anderungen am Modell durchgefiihrt werden kon-
nen, miissen erst die Ursachen fiir Verhaltensunterschiede abgeleitet werden. Strukturelle Un-
genauigkeiten und Fehler sind priméar aus dem Vergleich qualitativen Verhaltens etwa in Form
von Traces oder Animationen ableitbar. Parameter Ungenauigkeiten kdnnen durch den Vergleich
quantitativer Grofen erkannt werden. In beiden Féllen ist es oft hilfreich den Bereich, in dem
Probleme auftreten, moglichst friihzeitig einzugrenzen. Dazu sind detaillierte Informationen {iber
das Verhalten notwendig. So gibt die Beobachtung der Abweichung der Antwortzeit eines komple-
xen Systems/Modells wenig Aufschluss tiber die Griinde der Abweichung. Wenn aber festgestellt
wird, dass die Verweilzeiten an bestimmten Komponenten stark abweichen, so sind notwendige
Anderungen viel einfacher zu identifizieren.

Bei stochastischen Modellen, wie wir sie fast ausschlieflich betrachten, ergeben sich zwei spezi-
fische Testprobleme. Bei Strukturdnderungen entstehen mehrere Modelle Sy, ... Sk und es ist auf
Basis der zugehorigen Werte D(Vg, Vs, ) zu entscheiden, ob ein Modell besser als ein anderes ist.
Da die zugehorigen D’s Zufallsvariablen sind, ist festzustellen, ob die Unterschiede zwischen den
Konfigurationen/Modellen das normale Schwankungsmafs iiberschreiten, d.h. ob die Unterschiede
signifikant sind.

Bei Parameterdnderungen steht das Tuning von Parametern im Mittelpunkt. Wenn S(p) das
Modell mit Parametervektor p ist, so wird pop: = argmin, D(Vg, Vss(p)) gesucht. Dies beschreibt
ein typisches stochastisches Optimierungsproblem.

Methodisch gesehen ist Kalibrieren eines stochastischen Simulators damit identisch zum Expe-
rimentieren mit einem stochastischen Simulator. Fiir ein gegebenes Realsystem R mit Verhalten
Vg wird mit Hilfe von Experimenten ein Modell S mit Verhalten Vg gesucht, so dass D(Vg, Vs)
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Situationsraur

Abbildung 2.62: Situation nach der Kalibrierung.

Situationsraur

Gultigkeitsbereich

Abbildung 2.63: Kalibriersituation mit Giiltigkeitsbereich.

kleiner als eine vorgegebene Schranke ist. Um zu S zu gelangen wird ein vorhandenes Modell durch
Ausprobieren struktureller Andeungen und das Tuning von Parametern verbessert. Methoden des
Experimentierens, die wir hier nicht detailliert behandeln werden, sind hilfreich fiir das Finden
einer guten Losung. Fiir die detaillierte Methodik sei auf die Literatur verwiesen [11, Kap. 12][14].

Angenommen wir hitten unser priméres Ziel erreicht und ein Modell E gefunden, so dass
D(Vgr,Vg) < Dert, fiir die vordefinierte obere Schranke der akzeptablen Verhaltensunterschiede
D¢y gilt. Ist damit auch das Ziel erreicht, dass Folgerungen aus Objektexperimenten identisch
sind zu Folgerungen aus Modell-Experimenten? Dies ist zumindest fraglich, wie aus folgenden
Uberlegungen deutlich wird. Wir haben iiber Anderungen am Modell Simulator-Verhalten und
Modell-Verhalten angepasst, fiir einen Zustand der Umwelt und einen Zustand des Systems, also
fiir eine Situation. Ziel der Simulation sind aber Aussagen iiber andere Situationen, fiir die das
Systemverhalten unbekannt ist. Das prinzipielle Problem wird in Abbildung 2.62 verdeutlicht. Der
Situationenraum wird in der Abbildung zweidimensional dargestellt und fiir einen Punkt K in
diesem Situationenraum wurde die Nihe des Modellverhaltens nachgewiesen. Als Ersatz fiir das
System soll das Modell aber an einem Punkt E eingesetzt werden. Ist der Unterschied zwischen
Modell- und Systemverhalten an der Stelle E genauso oder zumindest &hnlich wie an der Stelle
K? Dies ist zumindest fraglich. Anzunehmen ist eher, dass es einen Bereich G gibt in dem in dem
D(V;,Vs) < Dertr gilt und einen Bereich =G in dem D(Vg, Vg) > Dy gilt.

Die Frage reduziert sich damit zu der Frage, ob E innerhalb oder auferhalb von G liegt. Diese
Frage ist prinzipiell nur beantwortbar, wenn vom Verhalten fiir gewisse Situationen auf Verhalten
in anderen Situationen geschlossen werden kann. Dies wiirde gleichzeitig ermdglichen Aussagen
iiber Systemverhalten ohne Experimente am Realsystem zu erlangen. Bei praktisch allen realen
Systemen ist dies aus prinzipiellen Griinden unméglich. Statt eines Beweises fiir die Giiltigkeit eines
Modells kann nur eine gewisse Zuversicht in die Giiltigkeit erreicht werden. Dies ist natiirlich ein
deutlich schwécheres Resultat, aber letztendlich ein Problem jedes vorausschauenden Modellierens.
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Abbildung 2.64: Das Problem der Uberanpassung durch zusitzliche Kalibrierung.
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Abbildung 2.65: Kombinierte Kalibrierung und Validierung.

Trotzdem kann aus der Giiltigkeit fiir eine Situation K durchaus etwas mehr an Information
gewonnen werden. So ist anzunehmen, dass Situationen nahe bei K eher zu G gehoren als Situatio-
nen, die sich deutlich unterschieden, da wir oft stetiges Verhalten in den Parametern beobachten.
Dieses Phinomen ist in Abbildung 2.63 dargestellt. Es muss aber in der Praxis nicht so sein, dass
der Giiltigkeitsbereich sich als ein zusammenhingender Bereich darstellt.

Das bisherige Vorgehen ging davon aus, dass ein Modell S gefunden wird, welches Verhal-
tensabweichungen liefert, die unterhalb eines tolerierbaren Wertes liegen. Man konnte nun weiter
den begonnen Weg voranschreiten und S durch zusitzliche Modifikationen so verbessern, dass
D(Vg, Vs) weiter reduziert wird, um so zu einem besseren Modell zu gelangen. In der Praxis zeigt
sich allerdings oft, dass dieses Vorgehen nicht zu einer Vergréfierung von G fithrt. Im Gegenteil,
man beobachtet bei diesem Vorgehen oft das Problem der Uberanpassung. Verhaltensunterschiede
werden fiir die Kalibriersituation reduziert, steigen aber gleichzeitig fiir andere Situationen. Ge-
rade bei sehr detaillierten Modellen mit vielen Parametern l4sst sich im Prinzip jedes Verhalten
anpassen, dies sagt aber nichts iiber die Validitdt des Modells iiber einen groferen Bereich aus.
Die Gefahr der Uberanpassung kann dadurch reduziert werden, dass nicht nur an einer Stelle, son-
dern an mehreren Stellen kalibriert wird. Dies setzt natiirlich voraus, dass entsprechende Daten
vorhanden sind.

Dennoch bleibt zu zeigen, dass keine Uberanpassung erfolgte. Das Vertrauen in das Modell
kann nur erhoht werden, wenn die Giiltigkeit fiir Situationen nachgewiesen wird, die nicht bereits
zur Kalibrierung verwendet wurden. Diese Uberpriifung bezeichnet man als Validierung. Es wird
iiberpriift, ob die Verhaltensunterschiede fiir Validiersituationen so dhnlich ist, wie fiir Kalibriersi-
tuationen. Im Gegensatz zu einer Kalibriersituation wird das Ergebnis einer Validiersituation nur
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bewertet, nicht aber zur Modellanpassung genutzt. Abbildung 2.65 skizziert das Vorgehen. Die
verfiigbaren Daten {iber das Systemverhalten werden unterteilt. Ein Teil wird zur Kalibrierung
und der Rest zur Validierung verwendet.

Trotzdem bleibt ungewiss, ob eine unbekannte Experimentsituation £ innerhalb oder aufierhalb
des Giiltigkeitsbereichs G liegt. Dies kann nur retrospektivisch nachgewiesen werden, ist dann
aber fiir Vorhersagen uninteressant. Trotzdem erhdht die Validierung, auch die retrospektivisch
Validierung, das Vertrauen in ein Modell. Es bleibt aber immer fraglich, ob Experimentsituationen
E, die weit weg von Kalibrier- und Valdiersituationen liegen durch das Modell geniigend genau
beschrieben werden. Gerade diese Situationen sind aber beim vorausschauenden Modellieren von
besonderem Interesse.

Messung von Verhaltensunterschieden

Die Messung von Verhaltensunterschieden ist wesentlich bei der Kalibrierung zur Reduktion der
Verhaltensunterschiede und bei der Validierung zur Bewertung der Verhaltensunterschiede. Kali-
brierung und Validierung sollen das Vertrauen in das Modell erhohen. Deshalb ist ein mathematisch
fundierter Vergleich der Verhalten notwendig. Es stellen sich die folgenden Fragen:

1. Mit dem Verhalten welchen Systems soll das Verhalten des Simulators verglichen werden?
2. Welche Verhaltens-Aspekte sollen fiir den Vergleich gewahlt werden?

3. Welche Vergleichs-Methoden und -Techniken sollen eingesetzt werden?

Frage 1 zielt darauf, das erwiinschte Simulatorverhalten festzulegen. Ideal ist die Beobachtung
des realen Objekt-Systems. Dies setzt voraus, dass das System in den gewiinschten Situationen
und bzgl. der gewiinschten Gréfen beobachtbar ist oder Beobachtungen bereits existieren. Falls
keine vorhandenen Aufzeichnungen genutzt werden kénnen, muss das System in den gewiinschten
Situationen betreiben werden und das gewiinschte Verhalten gemessen werden. In diesem Kontext
ist die trace-getriebene Simulation zur Verifikation des Modells aber auch zur Validierung des
Verhaltens hilfreich. Ein Trace wird im realen System gemessen und der Simulator mit den Trace-
Daten betrieben. Das beobachtete Simulatorverhalten kann dann qualitativ bzgl. der auftretenden
Abldufe und quantitativ bzgl. der ermittelten Resultate mit dem Realsystem verglichen werden.
Die Einbringung von Trace-Daten in den Simulationsabldufen ist in vielen Simulatoren prinzipiell
moglich, kann aber sehr aufwéndig sein, da die verfiigbaren Daten normalerweise erst interpretiert
und gefiltert und anschliefend an geeigneter Stelle in die Simulation eingebunden werden miissen.
Dies erfordert meistens zusétzlichen Programmieraufwand im Simulator und passende Filter zur
Filterung relevanter Information aus einem Trace.

Falls Daten iiber das Real-System nicht vorhanden sind und auch nicht erhoben werden kénnen,
so kann versucht werden auf Daten aus &hnlichen Systemen zuriickzugreifen. Dieses Vorgehen
erfordert eine gewisse Sorgfalt, da sicherzustellen ist, dass das dhnliche System sich auch #hnlich
bzgl. relevanter Groflen verhdlt.

Wenn keine Systemdaten erhéltlich sind, so kann auf Daten aus anderen Modellen zuriickgegrif-
fen werden. Es wurde bereits erwéhnt, dass fiir Marginalsituationen durchaus analytische Modelle
zum Vergleich benutzt werden kdnnen. Ansonsten kénnen Daten aus anderen Simulationsmodellen
dieses oder &hnlicher Systeme verwendet werden. Es ist aber offensichtlich, dass die Gefahr von
unzureichenden oder falschen Daten wéchst und damit Vi nur sehr ungenau bestimmbar ist.

Alternative Methoden der Gewinnung von Daten {iber reale Systeme basieren auf der Nutzung
von Expertenwissen. Es geht im Wesentlichen darum, ob ein Experte das Verhalten des Simulators
vom Verhalten des (potenziellen) Realsystems unterschieden kann. Dieser Ansatz ist in der Praxis
aber schwer umsetzbar und wird kaum eingesetzt.

Frage 2 beschiftigt sich mit der Festsetzung des zu vergleichenden Verhaltens. Da es das Ziel
ist, das System auf Basis mehrerer ausgewihlter Leistungskriterien zu bewerten, sollte diese auch
zum Vergleich herangezogen werden. Bei mehreren Mafsen treten dabei oft Zielkonflikte auf, d.h.
die Verbesserung des Simulatorverhaltens bzgl. eines Mafes fiihrt zur Verschlechterung bzgl. eines
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Abbildung 2.66: Vergleich von Box-Plots fiir drei Konfigurationen.

anderen Mafes. Das gewéhlte Vorgehen muss deshalb dhnlich zum Vorgehen bei einer multikri-
teriellen Optimierung sein. Entweder werden die Verhaltensunterschiede in den einzelnen Maften
auf einen skalaren Wert abgebildet oder das Ergebnis von D(Vg, V) ist ein Vektor mit einem
Element pro Leistungsmaf. Auch Dg,+ wird dann als Vektor definiert und D(Vg,Vs) < Dertr
muss komponentenweise gelten. Wir gehen im folgenden allerdings davon aus, dass Verhalten sich
durch eine skalare Grofie beschrieben ldsst. Die verwendeten Verfahren lassen sich zwar prinzipi-
ell auf mehrdimensionale Probleme erweitern, dies ist aber meist alles andere als trivial, da im
mehrdimensionalen Fall die beobachteten Gréfsen meistens stark korreliert sind.

Die Beantwortung der 3. Frage hiingt davon ab, womit das Simulatorverhalten verglichen wird.
Beim Vergleich mit einem analytischen Modell wird ein Stichprobe mit einer analytischen Vertei-
lung verglichen und es ist zu entscheiden, ob die Stichprobe hinreichend &hnlich oder un#hnlich
ist. Dieses Problem trat aber bereits bei der Modellierung von Eingabedaten mit theoretischen
Verteilungen in Abschnitt 2.4 auf. Wie dort beschrieben kénnen der x2- oder K.-S.-Test zum
Vergleich verwendet werden. Beim Vergleich des Simulatorverhalten mit dem Verhalten des Real-
systems oder eines anderen Simulators sind zwei Stichproben zu vergleichen. Die dazu notwendigen
Methoden werden nun vorgestellt.

Vergleich von Stichproben

Das Verhalten sei durch Zufallsvariablen Vz und Vg beschrieben. Die Zufallsvariable kann z.B. die
Verweilzeit eines Kunden an einem Bankschalter oder die mittlere Pufferbelegung eines Routers
in einem Rechnernetz beschreiben. Es liegen zwei Stichproben vg = (vg,,...,,vg,) und vg =
(vs,,...,vs, ) vor,die Realisierungen von Vg und Vg beschreiben. Zu entscheiden ist, ob beide
Stichproben hinreichend dhnlich sind. Man unterschiedet Bewertungsverfahren in

e subjektive Verfahren, die auf dem Vergleich graphischer Reprisentationen der Stichproben
basieren und durch einen Menschen bewertet werden

e objektive Methoden, die auf statistischen Test- oder Bewertungsverfahren basieren und ein
Resultat aus den Stichproben ableiten.

Beim subjektiven Vorgehen, welches auch als Inspektionsansatz bezeichnet wird, werden die Werte
der Stichproben visualisiert . Wie wir bereits kennen gelernt haben, gibt es unterschiedliche Visua-
lisierungsmaoglichkeiten. So kann die Dichtefunktion durch ein Histogramm dargestellt werden, die
Verteilungsfunktion kann dargestellt werden, Q-Q- oder P-P-Plots kénnen benutzt werden oder
Box-Plots (siehe Abbildung 2.66) verglichen werden. Einige graphische Darstellungen haben frei
Parameter, deren Festlegung zu unterschiedlichen Représentationen fithren kann. Des weiteren
muss entschieden werden, ob die ganze Stichprobe représentiert wird oder ob Ausreifier erst elimi-
niert werden. Die abschliefende Entscheidung, ob die Stichproben &hnlich oder unéhnlich sind hat



KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND ANALYSE DISKRETER SYSTEME 127

immer eine subjektive Komponente und sollte, wenn moglich, von mehreren Personen unabhéngig
getroffen werden.

Trotz der subjektiven Einfliisse ist die Inspektionsmethode ein wichtiges Entscheidungskri-
terium, da die gesamte Verteilung betrachtet werden kann. Sie sollte allerdings mit objektiven
Verfahren ergénzt oder komplettiert werden.

Vergleich von Konfidenzintervallen

Es gibt zwei unterschiedliche objektive Anséitze, den Vergleich von Konfidenzintervallen und sta-
tistische Testverfahren. Der Vergleich von Konfidenzintervallen wird hier detailliert beschrieben,
wihrend auf Testverfahren nur kurz am Ende des Abschnitts eingegangen wird. Zum Vergleich der
Konfidenzintervalle setzen wir voraus, dass die Beobachtungen in beiden Stichproben unabhéngig
identisch verteilt sind. Auf Basis von Konfidenzintervallen sollen die Mittelwerte beider Stichpro-
ben verglichen werden. Es wird ein Konfidenzintervall fiir die Differenz der Stichprobenmittelwerte
bestimmt. Enthilt dieses die 0 nicht, so kénnen die Mittelwerte als unterschiedlich angesehen wer-
den. Gleichzeitig gibt die Lage und Breite des Konfidenzintervalls Auskunft {iber die Unterschiede
und es kann entschieden werden, ob diese tolerabel sind. Wir betrachten zwei Verfahren

e ungepaarte Stichproben (Welch-Verfahren [11, Kap. 10.2.2]),

e gepaarte Stichproben (paired t-Konfidenzintervalle [11, Kap. 10.2.1]).

Fiir das Welch-Verfahren miissen die Werte zwischen den beiden Stichproben unabhiingig sein. Es
werden aber keine Annahmen bzgl. der Varianz gemacht. Die Schitzer fiir Mittelwert und Varianz
der beiden Stichproben werden wie {iblich definiert.
2
(v, — ir) )

L(
n—1
S%—ﬁ(Z vs, — fis) )

Uns interessiert die Differenz urs = ur — ps. Wenn wir ein Konfidenzintervalle fiir yurg ermittelt
haben, so kann entschieden werden, ob die Stichproben als dhnlich oder unéhnlich klassifiziert
werden. Falls m = n ist, so kann die Stichprobe der Differenz vgpgs = (vRsl, ...,URs, ) mit VRS, =
vR, — vs, gebildet werden. Aus dieser Stichprobe kann der Mittelwert firs und die Varianz SRS
geschitzt werden., so dass
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ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert ist. Dieses Konfidenzintervall ist formal aber nur korrekt,
wenn

e beide Stichproben gleiche Beobachtungszahlen beinhalten n = m und
e die Varianzen von Vi und Vg identisch sind.

Gleiche Beobachtungszahlen sind zwar immer zu erreichen, indem Werte aus einer Stichprobe
weggelassen werden. Oft ist es aber so, dass fiir das Realsystem Stichproben fester Linge vorliegen
und die Erhebung zusitzlicher Daten aufwéndig ist, wihrend fiir der Simulation sehr einfach
zusitzliche Daten generiert werden konnen. Die Beschrinkung auf Stichproben gleicher Linge
fiihrt dann zu einem Informationsverlust. Die Forderung nach identischer Varianz ist natiirlich
nicht realistisch. Es zeigt sich allerdings, dass bei gleicher Stichprobenldnge und nicht zu stark
differierenden Varianzen das berechnete Konfidenzintervall eine recht gute Abdeckung hat.
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Fiir den allgemeinen Fall ungleicher Stichprobenumfinge und ungleicher Varianzen ist die
Varianz des Schétzers fiir prgnicht exakt bestimmbar die folgende Approximation von Welch
[17] hat sich allerdings in vielen Experimenten als sehr gut erwiesen.

. &2
firs = fir — fis , 51235274‘77 %ﬂ.<%>2+mil.<%§>2
Damit wird das folgende Konfidenzintervall berechnet.
firs £t5, 0 Srs
Da f in der Regel keine ganze Zahl sein wird, kann der Wert gerundet werden oder der Wert wird

interpoliert als A A ) )
tacar = (F = |F]) 11 et ([F] = 7) 1770

Das folgende Beispiel stammt aus [11, Kap. 10.2].

] VR, Vg, VR, — Vs,
1 12697 118.21 8.76

2 12431 120.22 4.09
3
4

126.68 122.45 4.23
122.66 122.68 0.02
5 127.23 119.40 7.83

Die Werte fiir Vi sind in der Stichprobe gréfer als die von Vg. Die Frage ist, ob dieser
Unterschied signifikant ist. Die folgenden Schétzwerte resultieren aus den Daten. jir = 125.57,
fis = 120.59, S% = 4.00 und S$% = 3.76, sowie fips = 4.98, S%g = 1.55 und f = 7.99. Dies
liefert ein Konfidenzintervall von [2.67,7.29] zum Signifikanzniveau o = 0.1 und von [0.81,9.15]
zum Signifikanzniveau o = 0.01. In beiden Fillen ist 0 nicht im Konfidenzintervall enthalten, so
dass der Erwartungswert der beobachteten Grofe im Realsystem als groffer angenommen werden
kann. Inwieweit der beobachtete Unterschied ausreicht, um das Modell als nicht ausreichend valide
anzusehen hingt von den Anforderungen an das Ergebnis ab. Weiterhin muss man sich vor Augen
fiihren, dass eine Schitzung auf Basis von 5 Werten eher unzuverléssig ist, da die Annahmen des
zentralen Grenzwertsatzes bei so kleinen Beobachtungszahlen nicht gelten miissen.

Der zweite betrachtete Ansatz zur Konfidenzintervallberechnung basiert auf so genannten ge-
paarten Stichproben. Als zusétzlich Voraussetzung wird n—m benétigt. Es werden aber keine An-
nahmen bzgl. identischer Varianz von Vzund Vg oder Unabhingigkeit zwischen den Stichproben
vorausgesetzt. Aus diesem Grund eignet sich der Ansatz auch fiir dir trace-getriebene Simulation,
wenn vr Beobachtungen aus einem Trace beschreibt und vg Resultate einer Simulation beinhal-
tet, bei der einige Parameter des Traces mit verwendet wurden, so dass die Werte der Stichproben
positiv korreliert sind. jigrs wird wie in der vorherigen Methoden berechnet und fiir die Varianz
wird die folgende Formel benutzt.

Z ((vr, — vs,) — firs)’

n-(n—1)

Damit kann das folgende Konfidenzintervall berechnet werden.
firs £ tn_11—as2 - Sks

Aus dem vorherigen Beispiel resultiert Spg = 1.56 und Konfidenzintervalle [1.66,8.30] zum
Signifkanzniveau o = 0.1 und [—2.20, 12.16] zum Signifikanzniveau o = 0.01. Im letzteren Fall ist
die 0 im Konfidenzintervall enthalten.
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Wenn beide vorgestellten Ansédtze anwendbar sind, so ist nicht klar, welche Methode schmalere
Konfidenzintervalle liefert. Es sollte deshalb immer nach Datenlage iiber die Anwendung entschie-
den werden.

Neben dem Vergleich von Konfidenzintervallen fiir Mittelwertschitzern besteht noch die Mog-
lichkeit Testverfahren anzuwenden. Im Gegensatz zu Konfidenzintervallen quantifizieren Test den
Abstand der Stichproben aber nicht. Da Realsystem und Simulator fast nie vollsténdig identische
Verhalten haben, neigen Testverfahren dazu bei groferen Stichprobenumfingen Gleichheit der
Stichproben abzulehnen. Insofern ist der Vergleich der Konfidenzintervalle in den meisten Fillen
vorzuziehen.





