
Kapitel 3Analytis
he Te
hniken für diskreteSystemeIn den bisherigen Beispielen spielten Wartes
hlangen und Wartes
hlangennetze eine zentrale Rolle,die meisten behandelten Beispiele waren von dieser Art. Das Verhalten wurde untersu
ht, indemder unterliegende sto
hastis
he Prozess na
hgespielt wurde, d.h. es wurden mögli
he Trajektorienbeoba
htet und aus ihnen mittels sto
hastis
her Methoden Resultate ges
hätzt. Die Grenzen diesesVorgehens wurden bereits dargestellt. So können Aussagen nur mit bestimmter Wahrs
heinli
hkeit,ni
ht aber mit Si
herheit gema
ht werden. Weiterhin kann der Aufwand sehr ho
h sein und gewisseWerte, wie sehr kleine Wahrs
heinli
hkeiten, können gar ni
ht per Simulation ermittelt werden.Insgesamt sollte immer die folgende Aussage gelten: Simulation sollte immer das letzte Mittel sein,falls andere e�zientere Te
hniken versagen oder ni
ht anwendbar sind.Damit stellt si
h die Frage, wel
he anderen Te
hniken der Modellanalyse existieren? Von zen-traler Bedeutung sind Methoden für einzelne Stationen und Wartes
hlangennetze. Diese Ansätzehaben eine lange Tradition und gehen auf Arbeiten zur Dimensionierung von Telefonnetzen zuBeginn des vorherigen Jahrhunderts zurü
k. Ein Standardwerk über die Analyse von einfa
henWartesystemen ist [10℄. Als Übersi
ht über Verfahren für Wartes
hlangennetze sei [13℄ empfohlen.Für den hier behandelten Sto�umfang rei
ht aber au
h ein Bli
k in [3, Kap. 6℄ aus. Wir werdenuns auf eine kurze Übersi
ht über die Thematik bes
hränken, weitere Details werden in der imWintersemester angebotenen Vorlesungen �Kapazitätsplanung und Leistungsbewertung verteilterSysteme� behandelt.Eine analytis
he Analyse ist in der Regel nur für relativ einfa
he Modelle und damit für eineeinges
hränkteModellklasse überhaupt mögli
h. Dies bedeutet, dass abstraktereModelle entstehenmüssen, die notwendigen Bere
hnungen aber au
h deutli
h e�zienter als eine simulative Analysesind. Darüber hinaus liefern sie exakte Resultate und keine S
hätzer. Die Vorteile analytis
herModelle liegen damit auf der Hand. Der Aufwand der Modellbildung und Datenerhebung sinktdeutli
h, da abstrakte Modelle eingesetzt werden. Glei
hzeitig sinkt der Analyseaufwand. Demgegenüber steht die einges
hränkte Modellierungsmä
htigkeit. So lassen si
h gewisse Phänomeneni
ht oder nur unzurei
hend mit analytis
hen Modellen abbilden. Inwieweit analytis
he Modellefür eine konkrete Problemstellung einsetzbar sind, ist immer eine Einzelfallents
heidung.In diesem Kapitel werden zuerst Methoden zur Analyse einzelner Stationen vorgestellt undans
hlieÿend wird ein kurzer Einbli
k in die Analyse o�ener Wartes
hlangennetze gegeben.3.1 Einfa
he StationenEinfa
he Stationen sind die Basis der Analyse von Wartes
hlangennetzen. Sie bilden eine Genera-lisierung unseres bereits mehrfa
h behandelten einfa
hen S
halters. Es gibt mehrere deuts
he undenglis
he Bezei
hnungen für die Modelle und die bearbeiteten Aufträge/Jobs/Kunden. Wir wollenbei den Begri�en Station und Auftrag bleiben. Abbildung 3.1 zeigt die Struktur einer sol
hen129
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Abbildung 3.1: Struktur einer einfa
hen Station.Station und klassi�ziert die vers
hiedenen Teile. Übli
herweise wird eine Station in der einfa
henabstrakten Darstellung gezei
hnet und dur
h ein Se
hstupel von Bu
hstaben und Zahlen bes
hrie-ben. Dieses Se
hstupel bezei
hnet man als Kendall-Notation. Bevor die Notation vorgestellt wird,sollen die in der Abbildung angegebenen se
hs Elemente, die au
h die Grundlage der Kendall-Notation sind, näher klassi�ziert werden.1. Der Ankunftsprozess bes
hreibt den sto
hastis
hen Prozess zur Generierung der Auftragsan-künfte. Man unters
heidet zwis
hen sto
hastis
hen Prozessen und unabhängigen Ankünften,die dur
h eine Zwis
henankunftszeitverteilung bes
hrieben sind. Wie betra
hten nur denletzteren Fall. Für die Darstellung der übli
hen Zwis
henankunftszeitverteilungen werdenBu
hstaben verwendet. Folgende Verteilungen sind besonders verbreitet:
• Exponential-Verteilung (M )
• Erlang k-Verteilung (Ek)
• Hyperexponential-Verteilung mit k Phasen (Hk)
• Deterministis
he-Verteilung (D)
• Allgemeine Verteilung (G) oder (GI), falls zusätzli
h die Unabhängigkeit der Ankünfteherausgestellt werden soll.(a) Die bisherigen Verteilungen bes
hreiben einzelne Ankünfte. Man kann die Notationerweitern, um Gruppen-Ankünfte zur bes
hreiben. Die symbolis
he Darstellung lautetdann AB, wobei A ∈ {M, Ek, Hk, D, G, GI, . . .} die Zwis
henankunftszeit spezi�ziertund B ∈ {M, Geo, D, G, GI, . . .} die diskrete Gruppengröÿe bes
hreibt. Im letzterenFall steht M für einen Poisson-Prozess, Geo für eine geometris
he Verteilung und Gfür eine allgemeine diskrete Verteilung. MM bedeutet als die Ankunft von Poisson-verteilten Gruppengröÿen mit exponentiell verteilten Zwis
henankunftszeiten.2. Die zweite Komponente bes
hreibt die Bedienzeitverteilung. Es wird in der Regel von un-abhängigen Bedienzeiten ausgegangen, die mit den selben Bu
hstaben wie die Zwis
henan-kunftszeiten 
harakterisiert werden. Au
h bei den Bedienzeiten können Gruppen-Bedienungähnli
h zu Gruppenankünften de�niert werden. In diesem Fall beginnt die Bedienung erst,wenn eine genügende Zahl von Aufträgen vorhanden ist und alle Aufträge werden auf einmalbedient.3. Die dritte Komponente spezi�ziert die Anzahl der vorhandenen Bediener. Es wird davonausgegangen, dass alle Bediener identis
h und damit ununters
heidbar sind. Wird eine un-endli
he Zahl spezi�ziert, so bedeutet dies, dass für jeden Auftrag immer eine Bedienervorhanden ist. Man spri
ht in diesem Fall au
h von einer Verzögerungsstation.
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h die vierte Komponente bes
hrieben. Es wird davonausgegangen, dass alle Aufträge bis zum Ende ihrer Bedienung im Warteraum bleiben. Esgilt damit Gröÿe Warteraum ≤ Anzahl Bediener. Aufträge, die eintre�en, wenn der Warte-raum vollständig gefüllt ist, werden abgewiesen und gehen damit in der Regel verloren. Diefolgenden Sonderfälle werden unters
hieden:
• Falls Anzahl Bediener = Gröÿe Warteraum spri
ht man von einem Verlustsystem
• Falls Anzahl Bediener<GröÿeWarteraum< ∞ spri
ht man von einemWarte-/Verlustsystem.5. Die fünfte Komponente spezi�ziert die Kundenpopulation im System. Alle Kunden könnenpotenziell beim Bediener eintre�en. Neben der maximalen Population wird dur
h die Popu-lation die Ankunftsintensität bestimmt. Bei einer unendli
hen Systempopulation geht mandavon aus, dass die Zwis
henankunftszeit die Zeit zwis
hen zwei Ankünften an der Stati-on bes
hreibt. Bei einer endli
hen Population bes
hreibt die Zwis
henankunftszeit die Zeit,die für einen Auftrag zwis
hen dem Verlasen der Station und der nä
hsten Ankunft vergeht.Wenn si
h also K Aufträge im System be�nden und die Ankünfte sind vom Typ M , so laufenbei Population 0 in der Station K Exponential-Verteilungen parallel und die nä
hste Ankunfterfolgt na
h dem Minimum der ermittelten Zeiten. Be�nden si
h dagegen 2 Aufträge in derStation so laufen nur K − 2 Exponential-Verteilungen parallel, um die nä
hste Ankunft zubestimmen. Damit hängt die Ankunftsintensität von der Population in der Station ab.6. Die letzte Komponente bes
hreibt die Bediendisziplin, na
h der Aufträge aus demWarteraumausgewählt werden, um in die Bedienung zu gelangen. Es gibt au
h hier wieder eine Vielzahlvon Disziplinen, die dur
h die jeweiligen Abkürzungen gekennzei
hnet sind.
• FCFS: Die Aufträge werden in der Reihenfolge ihres Eintre�ens abgearbeitet.
• Random: Es wird zufällig ein Auftrag für die Bedienung ausgewählt.
• LCFS (last 
ome �rst served): Der zuletzt angekommene Auftrag wird als erster bedient.
• PS (pro
essor sharing): Die Bedienkapazität wird unter allen warteneden Aufträgenglei
hmäÿig aufgeteilt. Wenn also ein Bediener k Aufträge glei
hzeitig bedient, so ver-längert si
h die Bedienzeit jedes Auftrags um den Faktor k. Verlässt während der Be-dienung eine Auftrag die Station, so verringert si
h die Restzeit der übrigen Aufträgeum den Faktor (k− 1)/k. Analog verlängert si
h die Restzeit um den Faktor (k + 1)/k,wenn ein neuer Auftrag während der Bedienung eintri�t.Neben diesen explizit formulierten Verhaltensbes
hreibungen gibt es no
h implizite Annahmen.So wird angenommen, dass die Bediener immer arbeiten wenn Aufträge vorhanden sind, aber einAuftrag au
h nur von einem Bediener bedient werden kann. Da die Bediener ununters
heidbarsind, wird ein Auftrag zufällig von einem Bediener bedient. Die Bes
hreibung bedingt, dass dieBedienstrategie PS nur bei einem Bediener de�niert ist.Die Kendall-Notation baut auf den auf den obigen 6 Charakteristika auf und ist von der Form

A/B/c/N/K/SD mit
• A Zwis
hankunftszeit na
h obiger Notation
• B Bedienzeit na
h obiger Notation.
• c Anzahl Bediener als ganze Zahl.
• N Kapazität des Warteraums als ganze Zahl mit Voreinstellung N = ∞.
• K Gesamtpopulation als ganze Zahl mit Voreinstellung K = ∞.
• SD Bedienstrategie na
h den obigen Abkürzungen mit Voreinstellung FCFS.



KAPITEL 3. ANALYTISCHE TECHNIKEN FÜR DISKRETE SYSTEME 132In den Fällen, in denen Voreinstellungen vorhanden sind, können die zugehörigen Komponentenweggelassen werden. So steht M/M/1 für M/M/1/∞/∞/FCFS und bes
hreibt eine Stationmit exponentiell verteilten Zwis
henankunftszeiten, exponentiell verteilten Bedienzeiten, einemBediener, einen undendli
hen Warteraum, einer unendli
hen Population im System und einerBedienung na
h Ankunft der Aufträge. M/M/1/K unters
heidet si
h vom vorherigen Systemdadur
h, dass der Warteraum eine Kapazität von K und ni
ht von ∞ hat.Stationen können für sehr unters
hiedli
he Systeme zur Modellierung verwendet werden. Diefolgende Tabelle zeigt einige mögli
he Interpretationen:System Aufträge BedienerBank Kunden Bankkaufmann/-frauWerkstatt defekte Mas
hine HandwerkerKrankenhaus Patienten Arzt/ÄrztinLager Paletten GabelstaplerStraÿe Autos AmpelRe
hner Prozesse CPUDatenbank Transaktionen DB-ServerFertigungslinie Werkstü
k Mas
hineAuf der Analyseebene spielt die Interpretation des Systems keine Rolle. Die Analyse kannwieder über einen endli
hen Zeitraum erfolgen (man spri
ht von einer transienten Analyse) oderüber einen unendli
hen Zeitraum (man spri
ht von einer stationären Analyse). Meistens wird diestationäre Analyse betra
htet, da nur für diesen Fall analytis
he Bere
hnungen mögli
h sind. Wirbes
hränken uns deshalb auf die stationäre Analyse und setzen dabei implizit voraus, dass dasuntersu
hte Modell au
h einen stationären Zustand errei
ht. Die dazu notwendigen Bedingungenergeben si
h aus den einzelnen Bere
hnungen. Im Gegensatz zur Simulation, bei der stationäreResultate aus einer endli
hen Beoba
htung abgeleitet werden müssen, können im analytis
henFall exakte Ergebnisse für eine, ni
ht real dur
hführbare, Beoba
htung über einen unendli
henZeitraum bestimmt werden, sofern das Modell gewissen Eins
hränkungen unterliegt.Im Folgenden werden zuerst einige allgemeine Notationen eingeführt und Resultate hergeleitet.Ans
hlieÿend wird die Analyse spezieller einfa
her Systeme bes
hrieben.Allgemeinen Notationen und ResultateWir betra
hten eine Station mit unabhängigen Zwis
henankunfts- und Bedienzeiten mit Erwar-tungswerten E(A) und E(B). Die Ankunfts- und Bedienrate lauten dann λ = E(A)−1 und
µ = E(B)−1. Da Ankunfts- und Bedienzeiten in der Regel Zufallsvariablen sind, zeigt das Sy-stem ein sto
hastis
hes Verhalten und mögli
he Resultatgröÿen sind ebenfalls Zufallsvariablen.Wir betra
hten die folgenden Resultatgröÿen:

• X der Dur
hsatz des Systems bes
hreibt die Anzahl Aufträge, die pro Zeiteinheit die Stationverlassen.
• Q ist die Auftragspopulation in der Station.
• R ist die Verweilzeit eines Auftrags in der Station.
• U ist die Auslastung des oder der Bediener, d.h. der Zeitanteil, den ein Bediener arbeitet.Bei mehreren Bedienern wird angenommen, dass alle Bediener si
h die anfallende Arbeit zuglei
hen Anteilen teilen und damit eine identis
he Auslastung haben.Wie s
hon bei der Simulation werden nur die Erwartungswerte der obigen Gröÿen ermittelt. Zusätz-li
h wird no
h p(i), die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
h i Aufträge an der Station be�nden bestimmt.Mit der Hilfe von p(i) wird natürli
h au
h die Verteilung der Population Q ermittelt.Wir betra
hten zuerst einige Zusammenhänge, die sehr allgemein gelten. Dies bedeutet insbe-sondere, dass keine weiteren Annahmen über die Struktur des System gema
ht werden.
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Abbildung 3.2: Allgemeine Darstellung des Gesetzes von Little.In Systemen mit einem Bediener gilt

E(U) = 1 − p(0) ,da der Bediener immer dann arbeitet, wenn mindestens ein Auftrag wartet. Der Erwartungswertder Population ergibt si
h bei Kenntnis der p(i) als
E(Q) =

∞∑

i=1

p(i) · i .Der Erwartungswert des Dur
hsatzes ergibt si
h aus
E(X) =

m−1∑

i=1

p(i) · i · µ +
∞∑

i=m

p(i) · m · µ ,da ein belegter Bediener mit Rate µ Aufträge bedient. Wenn si
h weniger als m Aufträge ander Station be�nden, so hat jeder seinen eigenen Bediener, bei m oder mehr Aufträgen sind alleBediener belegt.Das nun folgende Gesetz von Little ist eines der fundamentalen Gesetzte der Analyse vonWartes
hlangennetzen, da es unter sehr allgemeinen Bedingungen gilt. Zur Erläuterung betra
h-ten wir ein System, in dem Aufträge bedient werden. Die interne Struktur bleibt dem Betra
hterverborgen (bla
k box). Sei Q die Zahl der Aufträge im System und E(Q) der Erwartungswert. Rsei die Verweilzeit der Aufträge mit Erwartungswert E(R) und X sei der Dur
hsatz mit Erwar-tungswert E(X). Wir nehmen an, dass keine Aufträge im System verloren gehen (d.h. das Systemni
ht mehr verlassen) und alle Erwartungswerte endli
h sind. Unter diesen Bedingungen gilt derfolgende Zusammenhang zwis
hen den drei Erwartungswerten.
E(Q) = E(X) · E(R) (3.1)Der Zusammenhang gilt unabhängig von den Verteilungen und wird als Gesetzt von Little bezei
h-net. Bevor wir den Beweis etwas näher betra
hten, soll kurz die Bedeutung der Glei
hung erläutertwerden. Bei vielen realen Systemen kann man einzelne Gröÿen beoba
hten und andere ni
ht. So istes zum Beispiel oft re
ht einfa
h die mittlere Population und den Dur
hsatz zu messen, währendeine Messung der Verweilzeit den Zugri� auf individuelle Daten jedes einzelnen Auftrags erfordert.Dur
h Umstellen der obigen Formel kann aus E(X) und E(Q) die mittlere Verweilzeit bere
hnetwerden. Au
h bei der Analyse können E(X) und E(Q) bei Kenntnis von p(i) bere
hnet werdenund E(Q) kann aus den beiden Werten ermittelt werden.Betra
hten wir als Beispiel unseren Fa
hberei
h. Die Zahl der Studierenden liegt bei ungefähr

2500, wenn wir eine Anfängerzahl von 400 pro Jahr voraussetzen, so wäre die mittlere Verweilzeitungefähr 6.25 Jahre. Au
h wenn dieser Werte ni
ht so weit von der mittleren Studeindauer entferntist, messen wir hier ni
ht die Studiendauer, sondern die Verweilzeiten inklusive der Studienabbre-
her. Zur Ermittlung der Studiendauer müsste man die Zahl der Diplomanden als Dur
hsatzwählen und nur die Studierenden zählen, die ihr Studium später abs
hlieÿen. Dieser Wert ist aberni
ht der Statistik zu entnehmen.
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3

4

r3Abbildung 3.3: Trajektorie des Systems zum Beweis des Satzes von Little.Es soll nun ein Beweis für den Satz von Little kurz gezeigt werden. Es gibt viele unters
hiedli
heBeweise. Wir verwenden einen ans
hauli
hen Ansatz, der auf der Beoba
htung des Systems übereinem endli
hen Zeitraum beruht. Dazu betra
hten wir das System im Intervall [0, T ]. T soll dabeiso groÿ gewählt werden, dass die Anzahl der Aufträge, die das System betreten haben und dieAnzahl der Aufträge, die das System verlassen haben, si
h prozentual kaum unters
hieden.Sei fk der prozentuale Anteil der Beoba
htungszeit, zu dem si
h k Aufträge im System be-fanden. Unter den gema
hten Annahmen gilt limT→∞ fk = p(k). Weiterhin sei rk = fk · T ,die Zeit zu der si
h k Aufträge während der Beoba
htung im System befanden. Seien Q̄ und
X̄ die mittlere Population und der mittlere Dur
hsatz im Beoba
htungsintervall. Au
h hier gilt
limT→∞ Q̄ = E(Q) und limT→∞ X̄ = E(X). C0 sei die Gesamtzahl der Aufträge, die das Systemim Beoba
htungsintervall verlassen hat. Dann gilt

Q̄ =

∞∑

k=1

k · fk =

∞∑

k=1

k · rk/T und X̄ = C0/T .Wenn wir die vorherige Darstellung von Q̄ mit C0/C0 multiplizieren, erhalten wir
Q̄ =

C0

T
·
∑∞

k=1 k · rk

C0
= X̄ · R̄Die letzte Umformung gilt, da ∑∞

k=1 k · rk die gesamte kumulierte Verweilzeit von Aufträgen imSystem bes
hreibt, Division dur
h die Anzahl der Aufträge liefert die Verweilzeit eines Auftrags.Da die Zusammenhänge für alle Mittelwerte gelten und die Mittelwerte gegen die Erwartungswertekonvergieren, gilt der Zusammenhang au
h für die Erwartungswerte.Das M/M/1-SystemNa
hdem bisher allgemeine Gesetzte hergeleitet wurden, soll nun ein spezielles Modell vollstän-dig analysiert werden, um die konkreten Werte zu bere
hnen. Die einfa
hste Variante ist das
M/M/1-System. Die Zwis
henankunftszeiten sind exponentiell verteilt mit Verteilungsfunktion
FA(t) = 1− e−λt. Damit bilden die Ankünfte einen Poisson-Prozess, so dass im Intervall [0, t) mitWahrs
heinli
hkeit P [Y = k] = e−λt(λt)k/k! genau k Ankünfte beoba
htet werden können. DieBedienzeiten sind ebenfalls exponentiell verteilt mit Verteilungsfunktion FB(t) = 1 − e−µt. DieStation hat einen Bediener, einen Warteraum unendli
her Kapazität und die potenzielle Populati-on ist unendli
h. Über die Bedienstrategie ma
hen wir erst einmal keine Angaben, wenn es nötigist sei die Bedienstrategie als FCFS festgelegt.
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λ min max Q̂ Ŝ min max Q̂ Ŝ max Q̂ Ŝ
0.05 0 2 0.100 0.333 0 2 0.070 0.293
0.5 0 8 1.060 1.693 0 8 0.970 1.410
0.95 0 31 7.510 6.711 0 67 18.07 16.89 84 21.71 20.47
0.99 0 43 10.16 8.178 0 116 31.70 26.51 177 41.16 37.43Tabelle 3.1: Ergebnisse der Simualtionen für t = 100, t = 1000 und t = 2000.Das Modell entspri
ht genau unserem einfa
hen S
halter aus Abs
hnitt 2.1. Damit ist eineSimulation einfa
h realisierbar. Zur Ermittlung stationärer Resultate können entweder mehrereReplikationen dur
hgeführt werden oder ein langer Simulationslauf ausgewertet werden. Au
hwenn in den meisten Fällen ein langer Simulationslauf sinnvoller ist (siehe au
h Abs
hnitt 2.5),soll erst einmal das Beispiel für mehrere Replikationen betra
htet werden. Sei dazu die Bedienrate

µ = 1.0 fest gewählt. Ziel der Analyse ist die Ermittlung von E(Q). Wir simulieren dazu das Modellbis zu einem Zeitpunkt t und ermitteln dann den Wert von Q. Diese Simulation wird 100malwiederholt und aus den Ergebnissen der Mittelwert- und Varianzs
hätzwert ermittelt. Tabelle 3.1zeigt die Ergebnisse der Simulationsläufe. Für die kleineren Werte von λ s
heint ein Wert von
t = 1000 ausrei
hen zu sein, während bei den beiden groÿen Werten von λ ni
ht einmal klar ist,ob t = 2000 ausrei
ht. Die Kon�denzintervalle für λ = 0.05 lautet [0.022, 0.118] und für λ = 0.5
[0.737, 1.135], wenn jeweils die Daten zum Zeitpunkt t = 1000 erhoben wurden und die Quantileder Normalverteilung für die Bere
hnung verwendet werden. Für λ = 0.95 und λ = 0.99 lautendie Kon�denzintervalle [18.34, 25.10] bzw. [40.98, 53.34], wenn die Daten zum Zeitpunkt t = 2000verwendet werden. Das Beispiel zeigt, dass wir au
h für relativ groÿe Beoba
htungszahlen breiteKon�denzintervalle bekommen. Um das Kon�denzintervall für λ = 0.5 auf eine Breite von 10%des ermittelten Mittelwerts
hätzers zu reduzieren werden 
a. 1800 Replikationen benötigt. Für diegröÿeren Werte von λ werden entspre
hend mehr Replikationen benötigt.Au
h die Beoba
htung eines langen Simulationslaufs ändert ni
hts grundsätzli
h an den Proble-men. Im Gegenteil, bei einer hohen Auslastung (d.h. groÿen Werten von λ) sind die Werte stärkerkorreliert und es müssen groÿe Bat
hes gebildet werden, so dass si
h neben der Erkennung desEndes der transienten Phase au
h das Problem der Erkennung einer ausrei
henden Bat
h-Gröÿeergibt. Immer dann, wenn ho
h ausgelastete Systeme oder selten auftretende Ereignisse analysiertwerden sollen, ergeben si
h bei der Simulation Probleme.Diese Problematik soll an einem weiteren Beispiel etwas formaler analysiert werden. Wir be-tra
hten dazu die Simulation eines te
hnis
hen Systems z.B. einer Sonde, die zu einem anderenPlaneten ges
hi
kt wird, über ein Intervall [0, T ]. Es soll analysiert werden, ob das System zumZeitpunkt T no
h funktionsfähig ist. Am Beispiel der Sonde würde dies bedeuten, dass die te
h-nis
hen Geräte bei Ankunft auf dem Planeten no
h arbeiten. Zur Analyse wird das Modelle desSystems wiederholt bis zum Zeitpunkt T simuliert. Sei yi das Ergebnis der iten Replikation und Yidie Zufallsvariable, die das Resultat bes
hreibt. Es gelte yi = 1, falls die Simulation am Ende der
iten Replikation ein defektes System liefert und 0 sonst. Zu ermitteln ist nun P [Y = 1] = p. Fürvernünftig entworfene Systeme sollte p ≪ 1 gelten. Ziel der Simulation ist die Bestimmung von pmit einer Genauigkeit von ±10% des ermittelten Wertes und einer Signi�kanzwahrs
heinli
hkeitvon 99%. Wie viele Abläufe müssen dafür simuliert werden?Der Resultats
hätzer p̃ lautet̃

p =
1

n
·

n∑

i=1

Yi und p̂ =
1

n
·

n∑

i=1

yilautet der S
hätzwert. Es gilt E(p̃) = p und σ2(p̃) = p · (1− p)/n. Damit ergibt si
h ein Kon�den-zintervall von
p̂ ± 2.576 · Ŝ/

√
n mit Ŝ2 =

1

n
·

n∑

i=1

(yi − p̂)2 .
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ht der Erwartungswert der halben Breite des Kon�den-zintervalls.
2.576 ·

√
p · (1 − p)/nDamit soll gelten

2.576 ·
√

p · (1 − p)/n ≤ 0.1 · p̂ .Da limn→∞ p̂ = p gilt au
h
n ≈ 100 · 2.5762 · (1 − p)/p = 663.58 · (1 − p)/p .Je kleiner p ist, desto gröÿer muss n gewählt werden, um das gewüns
hte Kon�denzintervall zuermitteln. Die folgenden Beispiele zeigen dies eindru
ksvoll.

p = 0.1 ⇒ n ≈ 5973 p = 0.001 ⇒ n ≈ 662917
p = 10−6 ⇒ n ≈ 6.63 · 108 p = 10−8 ⇒ n ≈ 6.63 · 1010Selbst auf s
hnellen Re
hnernen und mit parallelen Bere
hnungen lassen si
h ni
ht mehr als 60Milliarden Replikationen simulieren, au
h wenn eine einzelne Replikation sehr s
hnell simuliertwerden kann. Bei komplexeren Modellen erfordert aber au
h s
hon die Simulation einer einzigenReplikation mehrere Minuten. Damit bleibt die Frage, inwieweit die Bestimmung sol
h kleinerWahrs
heinli
hkeiten von Interesse ist. In heutigen te
hnis
hen Systemen sind Wahrs
heinli
h-keiten der Ordnung 10−8 und au
h 10−9 dur
haus übli
h. So liegt die geforderte Verfügbarkeitte
hnis
her Systeme heute bei 10−6 und im si
herheitskritis
hen Berei
h sogar bei 10−8. In Re
h-nernetzen sollen Verlustwahrs
heinli
hkeiten bei kritis
hen Diensten im Berei
h von 10−9 liegen.Diese Beispiele zeigen die Grenzen der Simulation und damit die Mögli
hkeiten analytis
her Mo-delle.Die analytis
he Bere
hnung wird nun am Beispiel des bereits bes
hriebenen und simulierten

M/M/1-Systems vorgeführt. Dazu betra
hten wir zuerst einige Eigens
haften der Exponentialver-teilung (siehe au
h Seite 64). Wie gezeigt ist die Exponentialverteilung die einzige kontinuierli
heVerteilung, die gedä
htnislos ist, d.h. F (t + x|x) = F (t) für alle t, x ≥ 0 und exponentiell-verteilteZufallsvariablen. Darüber hinaus gilt das Prinzip der Additivität. Das Minimum zweier Exponen-tialverteilungen mit Raten µ und λ ist wieder exponentiell-verteilt mit Rate µ + λ. Wenn eineEreignis beoba
htet wird, so ist dies mit Wahrs
heinli
hkeit µ/(µ + λ) aus der ersten Verteilungmit Rate µ und mit Wahrs
heinli
hkeit λ/(µ + λ) aus der zweiten Verteilung mit Rate λ.DasPrinzip lässt si
h natürli
h auf eine beliebige Anzahl von Exponentialverteilungen erweitern.Wir können uns kurz über die Bedeutung der beiden Eigens
haften Gedanken ma
hen. DieGedä
htnislosigkeit bedingt, dass die Wartezeit auf ein Ereignis, wel
hes na
h einer exponentiell-verteilten Zeit eintritt, ausgehend von einem beliebigen Zeitpunkt bevor das Ereignis eintritt,unabhängig von der bereits gewarteten Zeit ist. Additivität bedeutet, dass beim Warten auf einEreignis aus einer Menge von Ereignissen mit exponentiell verteilter Eintrittszeit eine exponentiellverteilte Zeit gewartet werden muss, deren Rate si
h aus der Summe der Raten der einzelnenVerteilungen ergibt. Beide Beoba
htungen spielen au
h bei der Analyse des M/M/1-Systems einezentrale Rolle.Das M/M/1-System bes
hreibt eine spezielle Form eines Markov-Prozesses, nämli
h einenso genannten Geburts-Todesprozess. Dazu betra
hten wir den Zustandsraum des Systems S =
{0, 1, 2, . . .}, wobei i ∈ S die Station mit i Aufträgen bes
hreibt. Der Zustand ändert si
h dur
hEreignis, die im Kontext der Markov-Prozesse als Transitionen bezei
hnet werden. Es gibt zweiTypen von Transitionen, Ankünfte und Abgänge (oder Bedienenden). Eine Ankunft ist immermögli
h und ändert den Zustand von i na
h i + 1. Ein Abgang ist nur in Zuständen i > 0 mögli
hund ändert den Zustand von i na
h i − 1.Die Prinzipien der Analyse von Markov-Prozessen sollen hier nur an den konkreten Beispieleneinzelner Stationen bes
hrieben werden. Das allgemeine Konzept geht deutli
h darüber hinaus.Eine gute Übersi
ht über die Analyse von Markov-Prozessen liefert [17℄. Markov-Prozesse könnenals markierte Graphen dargestellt werden. Die Zustände bilden die Knoten und die Transitionendie Kanten. Kanten werden zusätzli
h mit den Transitionsraten, d.h. den Raten der zugehörigen
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1 2 3 4 ...Abbildung 3.4: Markov-Prozess für ein M/M/1-System.Exponentialverteilungen, gewi
htet. Abbildung 3.4 zeigt die graphis
he Darstellung des Markov-Prozesses, der dur
h ein M/M/1-System bes
hrieben wird.Da Bedienzeiten und Zwis
henankunftszeiten exponentiell-verteilt sind, ergibt si
h folgendesVerhalten in den einzelnen Zuständen:

• Im Zustand i = 0 vergeht eine exponentiell verteilte Zeit mit Rate λ bis zur Ankunft desnä
hsten Auftrags und des damit verbundenen Übergangs in Zustand 1.
• Im Zustand i > 0 vergeht eine exponentiell verteilte Zeit mit Rate µ + λ bis zur nä
hstenZustandsänderung. Mit Wahrs
heinli
hkeit µ/(µ + λ) ist die nä
hste Zustandsänderung einAbgang mit Na
hfolgezustand i− 1 und mit Wahrs
heinli
hkeit λ/(µ + λ) eine Ankunft mitNa
hfolgezustand i + 1.Auf Grund der Gedä
htnislosigkeitseigens
haft kann das bes
hriebene Verhalten immer beoba
htetwerden, wenn das Modell in einem Zustand ist, unabhängig davon, wie lange das Modell bereits indiesem Zustand war. Ans
hauli
h verringert si
h die Wahrs
heinli
hkeit in einem Zustand dur
hden Ab�uss über ausgehende Kanten. Der zugehörige Wahrs
heinli
hkeits�uss entspri
ht demProdukt aus Wahrs
heinli
hkeit im Zustand zu sein und den Raten an den abgehenden Kanten.Glei
hzeitig gibt es eine Zu�uss dur
h eingehende Kanten. Au
h hier gilt wieder, dass der Flussder Wahrs
heinli
hkeit des Quellzustandes multipliziert mit der Rate der Kante entspri
ht. Dawir am stationären Glei
hgewi
ht des Modells interessiert sind, ist die Verteilung zu ermitteln,bei der si
h die Zustandswahrs
heinli
hkeiten ni
ht mehr ändern. Dies bedeutet, dass der Ab�ussund der Zu�uss an Wahrs
heinli
hkeit in jedem Zustand identis
h sein muss. Auf Grund derspeziellen Struktur des Markov-Prozesses für M/M/1-Systeme rei
ht es aus bena
hbarte Zuständezu betra
hten. Für Zustand 0 gilt p(0) · λ = p(1) · µ und allgemein gilt i ≥ 1

p(i) · µ = p(i − 1) · λ ⇒ p(i) = p(i − 1) ·
(

λ

µ

)
⇒ p(i) = p(0) ·

(
λ

µ

)i

. (3.2)Mit der Abkürzung ρ = λ/µ gilt p(i) = p(0) · ρi. Falls wir also p(0) kennen würden, so könntenalle anderen Wahrs
heinli
hkeiten einfa
h hergeleitet werden und aus diesen die Leistungsgröÿenermittelt werden, wie bereits gezeigt wurde.Zur Bestimmung von p(0) hilft die folgende Überlegung. Die p(i) bes
hreiben eine Wahrs
hein-li
hkeitsverteilung, d.h. die Summe über alle Werte muss 1 ergeben. Damit gilt
∞∑

i=0

p(i) = p(0) ·
∞∑

i=0

ρi = 1 ⇒ p(0) =
1

∞∑

i=0

ρi

.Die einzelnen Wahrs
heinli
hkeiten unglei
h 0 und damit bere
henbar, wenn die Reihensummeendli
h ist. Da es si
h um eine geometris
he Reihe handelt gilt
∞∑

i=0

ρi = (1 − ρ)−1 falls ρ < 1 .Damit resultiert aus der Herleitung der stationären Wahrs
heinli
hkeitsverteilung die Bedingung
ρ < 1. Diese soll kurz auf Modellebene interpretiert werden.

• Falls λ > µ ist, so kommen im Mittel mehr Aufträge an als abgearbeitet werden können. Füreinen unendli
hen Zeithorizont wä
hst die unerledigte Arbeit und damit die Auftragszahl inder Wartes
hlange über alle Grenzen und ein stationärer Zustand existiert ni
ht.
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• Für λ = µ zeigt die mathematis
he Herleitung genau das selbe Verhalten. Dies kann mandadur
h erklären, dass wir es mit einem System mit sto
hastis
hen S
hwankungen zu tunhaben. Im Mittel kommt zwar genauso viel Arbeit hinzu, wie abgearbeitet werden kann,auf Grund der sto
hastis
hen S
hwankungen wird es immer mal wieder Perioden geben,in denen die Station leer ist und Bedienkapazität verloren geht. Die so verloren gegangeneBedienkapazität kann ni
ht in späteren Phasen aufgeholt werden, da die Last der Bedienka-pazität entspri
ht. Über einen unendli
hen Zeitraum betra
htet führt dies dazu, dass keinestationärer Zustand existiert.Damit kann eine stationäre Analyse nur für den Fall λ < µ bzw. ρ < 1 dur
hgeführt werden. Fürdiesen Fall sollen nun die einzelnen Leistungsgröÿen bere
hnet werden. Die bisher vorgestelltenallgemeinen Formeln basieren zum Teil auf unendli
hen Summen, die ni
ht vollständig ausgewertetkönnen. Für den speziellen Fall des M/M/1-Systems lassen si
h aber ges
hlossene Bere
hnungenherleiten. Für die Auslastung gilt

U = 1 − p(0) = ρ .der Dur
hsatz entspri
ht gerade der Ankunftsrate E(X) = λ, da keine Aufträge verloren gehen.Die Herleitung der mittleren Population ist etwas komplexer.
E(Q) =

∞∑

i=0

i · p(i)

= (1 − ρ) ·
∞∑

i=0

i · ρi

= (1 − ρ) · ρ · d
dρ

∞∑

i=0

ρi

= (1 − ρ) · ρ · d
dρ

1
1−ρ

= (1 − ρ) · ρ · 1
(1−ρ)2

= ρ
1−ρDie mittlere Verweilzeit im System lässt si
h über den Satz von Little bestimmen.

E(R) =
E(Q)

λ
=

1

µ − λAuf dieser Basis lassen si
h weitere Leistungsgröÿen bere
hnen. Da die Wahrs
heinli
hkeiten
p(i) bekannt sind, kann die Varianz der Population in der Station bere
hnet werden. Allgemeingilt

σ2(Q) = E(Q2) − (E(Q))2und mit
E(Q2) = (1 − ρ) ·

∞∑

i=0

i2 · ρi = (1 − ρ) · ρ · d
dρ

∞∑

i=0

i · ρi

= (1 − ρ) · ρ · d
dρ

ρ
(1−ρ)2 = (1 − ρ) · ρ · (1−ρ)2+2ρ·(1−ρ)

(1−ρ)4

= ρ · (1−ρ)+2ρ
(1−ρ)2 = ρ+ρ2

(1−ρ)2folgt
σ2(Q) =

ρ + ρ2

(1 − ρ)2
− ρ2

(1 − ρ)2
=

ρ

(1 − ρ)2
.Wenn wir voraussetzen, dass immer nur ein Auftrag bedient wird, die Analyse auf wartendeAufträge bes
hränkt wird und QW die mittlere Anzahl wartender Aufträge ist, so gilt

E(QW ) =

∞∑

i=1

(i − 1) · p(i) = (1 − ρ) · ρ ·
∞∑

i=1

i · ρi

= ρ · E(Q) = ρ2

(1−ρ)
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Abbildung 3.5: Verlauf von E(Q) in Abhängigkeit von ρ für ein M/M/1-System.Mit Hilfe des Satzes von Little folgt wieder die Wartezeit als
E(RW ) =

E(QW )

λ
=

ρ

µ · (1 − ρ)
,da der Dur
hsatz dur
h den Warteraum ebenfalls λ ist.Es sollte bea
htet werden, dass bisher keine Angaben über die Bedienreihenfolge in die Analyseeinge�ossen sind. Dies bedeutet, dass die Ergebnisse für alle Bedienreihenfolgen gelten. Für dieStrategie PS, bei der quasi alle Aufträge glei
hzeitig bedient werden, können wir keine Aussagenüber den Warteraum ma
hen, die Aussagen bzgl. der mittleren Population und Verweilzeit in derStation gelten aber. Es wurden Ergebnisse für die Verteilung der Aufträge im System hergeleitet,aber keine Aussagen über Charakteristika der Verweilzeit gema
ht, die über den Erwartungswerthinausgehen. Wenn sol
he Aussagen gema
ht werden, so muss die Bedienstrategie berü
ksi
htigtwerden.Der Verlauf von E(Q)wird in Abbildung 3.5 für variierendes ρ dargestellt. Für niedrige Aus-lastungen ist der Verlauf fast linear, während für ρ > 0.8 ein sehr s
hneller Anstieg beoba
htetwerden kann. Dieses Verhalten ist typis
h für Stationen. Der prinzipiell Verlauf ist unabhängig vonden konkreten Verteilungen, diese bestimmen nur den kritis
hen Punkt an dem der steile Anstiegbeginnt.Weitere M/M/ . . .-SystemeGrundsätzli
h lässt si
h das für das M/M/1-System vorgestellte Vorgehen au
h auf andere Syste-me mit exponentiell verteilten Zwis
henankunfts- und Bedienzeiten übertragen. Das prinzipielleVorgehen ist dabei immer sehr ähnli
h. Der Zustandsraum entspri
ht den natürli
hen Zahlen odereiner endli
hen Teilmenge bei Systemen mit endli
her Kapazität. Die Transitionen bes
hreibenimmer einen Geburts-/Todesprozess. Es treten die folgenden Unters
hiede zum M/M/1-Systemauf.1. Die Bedienraten und Ankunftsraten können von der Population abhängen, indem(a) in Mehrbedienersystemen, die Bedienrate linear mit der Population steigt, bis alle Be-diener belegt sind(b) dur
h eine endli
he Population im System die Ankunftsrate fällt, wenn die Populationin der Station steigt.
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5Abbildung 3.6: Allgemeiner Geburts-/Todesprozess.2. Die Population der Station kann endli
h sein.3. Dazu können no
h Kombinationen aus 2. und 3. auftreten.Die allgemeinste Form eines Geburts-/Todesprozesses für eine Station mit unendli
her Kapazitätund lastabhängigen Raten ist in Abbildung 3.6 zu sehen. Analog zum einfa
hen Fall mit konstantenRaten muss für die stationären Zustandswahrs
heinli
hkeiten
p(i) · µi = p(i − 1) · λi−1 ⇒ p(i) = p(i − 1) ·

(
λi−1

µi

)
⇒ p(i) = p(0) ·

i∏

j=1

(
λj−1

µj

)für i > 0 gelten. Die Wahrs
heinli
hkeit p(0) resultiert wieder aus der Beoba
htung, dass dieSumme der Wahrs
heinli
hkeiten 1 ergibt, so dass
p(0) =


1 +

∞∑

i=1

i∏

j=1

λj−1

µj




−1gilt. Um die unendli
he Summe zu bere
hnen, müssen weitere Annahmen getro�en werden. Übli
heAnnahmen sind
• eine endli
he Anzahl lastabhängiger Raten, so dass λi−1/µi = λ∗/µ∗ für i > c (z.B. M/M/c-System)
• ein fallender Quotient λi−1/µi < λi/µi+1 < 1 falls i > n.Für die Bere
hnung der Zustandswahrs
heinli
hkeiten von M/M/c-Systemen, also Stationen mit

c Bedienern und unendli
hem Warteraum gilt
p(i) =





p(0) ·
(

λ
µ

)i

· 1
i! falls i ≤ c

p(0) ·
(

λ
µ

)i

· 1
c!·ci−c falls i > cund für die Wahrs
heinli
hkeit p(0) gilt

p(0) =

(
1 +

c∑

i=1

(
λ

µ

)i

· 1

i!
+

λc

c!µc
· ρ

1 − ρ

)−1mit ρ = λ/(c · µ). Für eine Herleitung der Formeln, wie au
h der Formeln des im Folgenden kurzvorgestellten M/M/1/N -System sei auf die Literatur wie z.B. [10℄ verwiesen.Abbildung 3.7 zeigt den Verlauf der Population für vers
hiedene M/M/c-Systeme. Die Unter-s
hiede sind relativ gering, mit einer steigenden Bedienerzahl erhöht si
h die Population, da beiweniger als c Aufträgen an der Station die Bedienkapazität ni
ht voll ausges
höpft werden kann.Als letztes Modell wird kurz das M/M/1/N -System betra
htet. Ankünfte erfolgen mit Rate λ,solange weniger als N Aufträge im an der Station sind und Aufträge werden mit Rate µ bedient,solange mindestens ein Auftrag an der Station ist. Au
h hier gilt natürli
h wieder die rekursiveBeziehung p(i) = p(0) · ρi und
p(0) =

(
1 +

N∑

i=1

ρi

)−1

⇒ p(0) =

{ 1−ρ
1−ρN+1 falls ρ 6= 1

1
N+1 falls ρ = 1
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Abbildung 3.7: Verlauf der Population für vers
hiedene M/M/c-Systeme.Da das System eine endli
he Kapazität hat, kann der Wert von ρ au
h gröÿer als 1 sein. Derstationäre Zustand wird immer errei
ht, da Aufträge bei vollem Warteraum einfa
h abgewiesenwerden. Die Wahrs
heinli
hkeit einer Abweisung entspri
ht p(N) = p(0) · ρN .Es gibt zahlrei
he weitere Modell vom Typ M/M/ . . . für die Lösungen bere
hnet werdenkönnen. Das Vorgehen ist dabei immer identis
h und besteht aus den folgenden 3 S
hritten.1. Aufstellen der rekursiven Beziehungen zwis
hen den Zustandswahrs
heinli
hkeiten (für Sy-steme mit Einzelankünften und Einzelbedienung als Geburts-/Todesprozess).2. Bere
hnung der Zustandswahrs
heinli
hkeiten.3. Ermittlung der Leistungsgröÿen.Je na
h Art des Systems können mehr oder weniger explizite Bere
hnungen hergeleitet werden. ImPrinzip lässt si
h das Vorgehen au
h auf komplexere Modelle übertragen, die dabei entstehendenallgemeinen Glei
hungssysteme müssen aber in der Regel numeris
h gelöst werden.Stationen mit ni
ht exponentiell-verteilten ZeitenEs gibt eine Vielzahl von Arbeiten, die si
h mit Stationen vom Typ G/M/1, M/G/1 und G/G/1bes
häftigen. Die meisten Resultate für diese allgemeineren Stationstypen sind deutli
h komple-xer als die hier vorgestellten Ergebnisse und es gibt wenige explizite Resultate. Dies liegt dar-in begründet, dass die speziellen Eigens
haften der Exponentialverteilung, nämli
h Additivitätund Gedä
htnislosigkeit verloren gehen. Eines der wenigen expliziten Resultate ist die bekanntePolla
zek-Khin
hine Formel für die Population in M/G/1-Systemen mit FCFS Bedienung. Esgilt dort
E(Q) =

ρ

1 − ρ
+

ρ2 · (V K2(B) − 1)

2 · (1 − ρ)mit V K2(B) = σ2(B)/(E(B))2 dem quadrierten Variationskoe�zienten der Bedienzeitverteilung.Da der Dur
hsatz der Ankunftsrate λ entspri
ht, kann mit Hilfe des Satzes von Little au
h dieVerweilzeit bere
hnet werden. Die Formel zeigt, dass mit steigender Variabilität der Bedienungau
h die Population in der Station steigt. Auÿerdem ist die Population nur von den ersten zweiMomenten der Bedienzeit und ni
ht von der gesamten Verteilung abhängig. Dieser re
ht einfa-
he Zusammenhang ist allerdings die Ausnahme, in allen anderen Fällen beein�usst die gesamteVerteilung die Leistungsgröÿen und die Betra
htung einzelner Momente rei
ht ni
ht aus.
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Abbildung 3.8: Verlauf der Population für M/M/1/N -Systeme.3.2 O�ene Wartes
hlangennetzeDie bisher betra
hteten einzelnen Stationen erlauben die Modellierung eines Typs von Ressour
e,die von Aufträgen mit sto
hastis
h identis
hen Bedienwüns
hen belegt wird. Reale Systeme beste-hen aber aus einer Menge von Ressour
en, die von unters
hiedli
hen Auftragstypen belegt werden.Um sol
he Systeme adäquat zu modellieren muss die Modellklasse erweitert werden. Dies ges
hiehtdadur
h, dass Aufträge mehrere Stationen na
heinander oder alternativ dur
hlaufen. Zusätzli
hwerden, falls notwendig, no
h unters
hiedli
he Auftragstypen, in der Regel als Auftragsklassenbezei
hnet, eingeführt. Es gibt eine Vielzahl unters
hiedli
her Klassen von Wartes
hlangennetzen.Grob unters
hiedet man in ges
hlossene Modelle, die eine feste Anzahl Aufträge permanent bein-halten und o�ene Modelle, bei denen Aufträge das Modell betreten und au
h wieder verlassen. Wirwollen hier kurz als einfa
hste Klasse die o�enen Wartes
hlangennetze mit einer Auftragsklassebetra
hten. Weitere Resultate und Anwendungsbeispiele �ndet man in [13℄. Die hier betra
htetenWartes
hlangennetze sind 
harakterisiert dur
h
• J Stationen mit einem Bediener, unendli
hem Warteraum und exponentieller Bedienzeitver-teilung mit Rate µi an Station i ∈ {1, . . . , J}.
• Aufträgen, die mit exponentiell verteilten Zwis
henankunftszeiten und Rate λ0i an Station

i ankommen.
• Routingwahrs
heinli
hkeiten pij , die angeben, dass ein Auftrag, der Station i verlässt, mitWahrs
heinli
hkeit pij Station j als nä
hstes besu
ht, falls j ∈ {1, . . . , J} und mit Wahr-s
heinli
hkeit pi0 das Modell verlässt. Es muss gelten ∑J

j=0 pij = 1 für alle i ∈ {1, . . . , J}.Sei λi die Ankunftsrate an Station i, die Ankünfte von auÿen und von anderen Stationen umfasst.Damit stationäre Glei
hgewi
ht herrs
ht muss λi < µi für alle Stationen im Netz gelten. Für dieAnkunftsrate λi gilt
λi = λ0i +

J∑

j=1

pji · λj .Dies kann man in Vektor-Matrix-S
hreibweise als
Λ = ΛP + Λ0 (3.3)



KAPITEL 3. ANALYTISCHE TECHNIKEN FÜR DISKRETE SYSTEME 143darstellen. Dabei ist P eine J×J-Matrix mit pij an Position i, j (1 ≤ i, j ≤ J), Λ0 = (λ01, . . . , λ0J )und Λ = (λ1, . . . , λJ ). Vektor Λ0 ist bekannt und Vektor Λ ist zu bere
hnen. Ein einfa
hes Um-formen des Glei
hungssystems liefert
Λ = Λ0 · (I − P )−1Die Lösung existiert also, wenn die inverse Matrix existiert. Die inverse Matrix existiert, wenn si
hdie Zeilen und Spalten von P si
h ni
ht dur
h symmetris
he Permutationen so umordnen lassen,dass eine Matrix der Form (

A 0
C B

)entsteht, bei der alle Zeilensummen von A glei
h 1 sind.Für den fall, dass die inverse Matrixexistiert sei N = (I − P )−1. N ist eine ni
ht negative Matrix (siehe [8℄).Die Bere
hnung der Ankunftsraten erfordert damit die Lösung eines Glei
hungssystems derDimension J oder die Bere
hnung der inversen Matrix. Die Inversenbildung emp�ehlt si
h nur,wenn Matrix N zu späteren Resultatbere
hnung benutzt wird. Zur Analyse des Netzes müssen na-türli
h die Resultate für die Stationen und für die Aufträge, die das System dur
hlaufen, bere
hnetwerden.Der Zustand des Netzes ist gegeben dur
h einen Vektor (n1, . . . , nJ), wobei ni die aktuellePopulation an Station i ist. Sei nun
ρi = λi/µi und P [ni] = (1 − ρi) · (ρi)

niDie Zustandswahrs
heinli
hkeiten entspre
hen gerade den Zustandswahrs
heinli
hkeiten einesM/M/1-Systems (siehe Gl. 3.2). Das folgende fundamentale Resultat von Ja
kson von 1963 [10℄ erlaubtdie Bere
hnung der Zustandswahrs
heinli
hkeit für einen Netzzustand aus den Stationszustands-wahrs
heinli
hkeiten. Es gilt
P [n1, . . . , nJ ] =

J∏

i=1

P [ni] .Au
h wenn dieses Resultat auf den ersten Bli
k ni
ht überras
hen mag, so stellt si
h bei nähe-ren Untersu
hungen s
hnell heraus, dass seine Gültigkeit ni
ht unbedingt selbstverständli
h ist.Die obige Darstellung des Gesamtzustandes, die man au
h als Produktform bezei
hnet, tritt nurbei einigen speziellen Wartes
hlangennetzen auf. S
hon bei den hier betra
hteten Ja
kson-Netzensind die Ankunftsströme an den einzelnen Stationen ni
ht zwangsläu�g Poisson-Prozesse. Immerdann, wenn Aufträge Stationen mehrfa
h dur
hlaufen könne, also so genannte Zyklen im Netzentstehen, bilden die Ankünfte sehr komplexe sto
hastis
he Prozesse, die ni
ht einfa
h bes
hreib-bar und no
h weniger analysierbar sind. Trotzdem verhalten si
h die Stationen so, als wären alleAnkunftsprozesse Poisson-Prozesse und als wären alle Stationen unabhängig.Auf Basis der Produktform lassen si
h die Zustandswahrs
heinli
hkeiten des Netzes einfa
hbere
hnen:1. Bere
hnung der Ankunftsraten λj dur
h Lösung eines linearen Glei
hungssystems.2. Analyse von J M/M/1-Systemen.Aus der Analyse resultieren die Leistungsgröÿen E(Ui), E(Xi), E(Qi) und E(Ri) für jede einzelneStation im Netz. Um Resultate für das gesamte Netz zu bestimmen, muss man die einzelnen Gröÿenentspre
hend zusammenfassen. Der Dur
hsatz entspri
ht bei Stationarität gerade der Summe derAnkunftsraten
E(X0) =

J∑

i=1

λ0iund die Population entspri
ht der Summe der Populationen in den Stationen
E(Q0) =

J∑

i=1

E(Qi)
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Abbildung 3.9: Einfa
hes Ja
kson-Netz.Damit kann der Satz von Little auf das gesamte Netz angewendet werden und es gilt

E(R0) = E(Q0)/E(X0)Etwas komplexer ist die Bere
hnung des Erwartunsgwertes der Zeit, die ein zufällig gewählterAuftrag an Station j verbringt, bevor er das Netz verlässt. Sei
p0i =

λ0i∑J
k=1 λ0kdie Wahrs
heinli
hkeit, dass ein zufällig gewählter Auftrag das Netz in Station i betritt. Wie in [8℄gezeigt wird, ist N(i, j) die mittlere Anzahl von Besu
hen in Station j vor Verlassen des Netzes füreinen Auftrag der si
h in Station i be�ndet. Damit ergibt si
h die mittlere Verweilzeit an Station

j als
J∑

i=1

p0i · N(i, j) · E(Rj)Das in Abbildung 3.9 gezeigte einfa
he Beispiel soll nun analysiert werden. Dazu seien die folgen-den Parameter gegeben
µ1 = µ2 = µ3 = 1.0
λ01 = 0.4, λ02 = 0.2

p12 = p13 = p23 = 0.5, p21 = 0.4, p20 = 0.1, p30 = 1.0Alle weiteren Parameterwerte sind 0. Die Ankunftsraten werden aus dem folgenden Glei
hungssy-stem ermittelt.
λ1 = 0.4 + 0.4 · λ2

λ2 = 0.2 + 0.5 · λ1

λ3 = 0.5 · λ1 + 0.5 · λ2




 ⇒ λ1 = 0.6, λ2 = 0.5 und λ3 = 0.55Damit sind M/M/1-Systeme mit ρ = 0.6, 0.5, 0.55 zu analysieren. Es gilt E(R1) = 2.5, E(R2) =
2.0, E(R3) = 2.222 und E(Qi) = E(Ri) − 1 für alle i. Die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass dasgesamte Netz keine Aufträge enthält lautet

P [0, 0, 0] = P [n1 = 0] · P [n2 = 0] · P [n3 = 0] = 0.4 · 0.5 · 0.45 = 0.09Wenn λ01 = 2 · λ02 gesetzt wird und λ0 = λ01 + λ02 de�niert wird, so kann man die Verweilzeitfür steigende Ankunftsrate λ0 bestimmen. Wie Abbildung 3.10 zeigt, wä
hst dabei die Verweilzeitam Flas
henhals (d.h. der am hö
hsten ausgelasteten Station) am s
hnellsten und bestimmt fürhohe Last die Verweilzeit im Netz maÿgebli
h.Die hier vorgestellten Ja
kson-Netze markieren nur einen Anfang in der Analyse von War-tes
hlangennetzen. Es gibt inzwis
hen eine Vielzahl von Resultaten, deren Vorstellung über dieZiele dieser Vorlesung hinausgehen würden. Es sollen nur kurz die folgenden wesentli
hen Aspekteerwähnt werden.
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Abbildung 3.10: Verlauf der Verweilzeit im Beispielmodell.
• Der vorgestellte Analyseansatz kann einfa
h erweitert werden, wenn Stationen lastabhängigeBedienraten haben. In diesem Fall, der au
h Mehrbedienerstationen umfasst, müssen nur diezugehörigen Analysen auf Stationsebene integriert werden.
• Die Integration von Stationen endli
her Kapazität oder mit ni
ht-exponentiellen Bedienzeit-verteilungen ist ni
ht mögli
h, ohne die Produktform Eigens
haft zu verlieren.
• Es lassen si
h mehrere Auftragsklassen mit unters
hiedli
hem Verhalten integrieren, dannwird allerdings die Bedienstrategie an den Stationen bedeutsam.
• Weiterhin lassen si
h die Ansätze auf bestimmte ges
hlossene Netze übertragen, bei deneneinen endli
he Auftragszahl permanent im Netz zirkuliert.




