Kapitel 3

Analytische Techniken fir diskrete
Systeme

In den bisherigen Beispielen spielten Warteschlangen und Warteschlangennetze eine zentrale Rolle,
die meisten behandelten Beispiele waren von dieser Art. Das Verhalten wurde untersucht, indem
der unterliegende stochastische Prozess nachgespielt wurde, d.h. es wurden mégliche Trajektorien
beobachtet und aus ihnen mittels stochastischer Methoden Resultate geschitzt. Die Grenzen dieses
Vorgehens wurden bereits dargestellt. So kénnen Aussagen nur mit bestimmter Wahrscheinlichkeit,
nicht aber mit Sicherheit gemacht werden. Weiterhin kann der Aufwand sehr hoch sein und gewisse
Werte, wie sehr kleine Wahrscheinlichkeiten, kénnen gar nicht per Simulation ermittelt werden.
Insgesamt sollte immer die folgende Aussage gelten: Simulation sollte immer das letzte Mittel sein,
falls andere effizientere Techniken versagen oder nicht anwendbar sind.

Damit stellt sich die Frage, welche anderen Techniken der Modellanalyse existieren? Von zen-
traler Bedeutung sind Methoden fiir einzelne Stationen und Warteschlangennetze. Diese Ansétze
haben eine lange Tradition und gehen auf Arbeiten zur Dimensionierung von Telefonnetzen zu
Beginn des vorherigen Jahrhunderts zuriick. Ein Standardwerk iiber die Analyse von einfachen
Wartesystemen ist [10]. Als Ubersicht iiber Verfahren fiir Warteschlangennetze sei [13] empfohlen.
Fiir den hier behandelten Stoffumfang reicht aber auch ein Blick in [3, Kap. 6] aus. Wir werden
uns auf eine kurze Ubersicht iiber die Thematik beschrinken, weitere Details werden in der im
Wintersemester angebotenen Vorlesungen “Kapazitatsplanung und Leistungsbewertung verteilter
Systeme” behandelt.

Eine analytische Analyse ist in der Regel nur fiir relativ einfache Modelle und damit fiir eine
eingeschrinkte Modellklasse iiberhaupt mdglich. Dies bedeutet, dass abstraktere Modelle entstehen
miissen, die notwendigen Berechnungen aber auch deutlich effizienter als eine simulative Analyse
sind. Dariiber hinaus liefern sie exakte Resultate und keine Schitzer. Die Vorteile analytischer
Modelle liegen damit auf der Hand. Der Aufwand der Modellbildung und Datenerhebung sinkt
deutlich, da abstrakte Modelle eingesetzt werden. Gleichzeitig sinkt der Analyseaufwand. Dem
gegeniiber steht die eingeschrinkte Modellierungsmaéchtigkeit. So lassen sich gewisse Phinomene
nicht oder nur unzureichend mit analytischen Modellen abbilden. Inwieweit analytische Modelle
fiir eine konkrete Problemstellung einsetzbar sind, ist immer eine Einzelfallentscheidung.

In diesem Kapitel werden zuerst Methoden zur Analyse einzelner Stationen vorgestellt und
anschlieffend wird ein kurzer Einblick in die Analyse offener Warteschlangennetze gegeben.

3.1 Einfache Stationen

Einfache Stationen sind die Basis der Analyse von Warteschlangennetzen. Sie bilden eine Genera-
lisierung unseres bereits mehrfach behandelten einfachen Schalters. Es gibt mehrere deutsche und
englische Bezeichnungen fiir die Modelle und die bearbeiteten Auftrige/Jobs/Kunden. Wir wollen
bei den Begriffen Station und Auftrag bleiben. Abbildung 3.1 zeigt die Struktur einer solchen
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Abbildung 3.1: Struktur einer einfachen Station.

Station und klassifiziert die verschiedenen Teile. Ublicherweise wird eine Station in der einfachen
abstrakten Darstellung gezeichnet und durch ein Sechstupel von Buchstaben und Zahlen beschrie-
ben. Dieses Sechstupel bezeichnet man als Kendall-Notation. Bevor die Notation vorgestellt wird,
sollen die in der Abbildung angegebenen sechs Elemente, die auch die Grundlage der Kendall-
Notation sind, ndher klassifiziert werden.

1.

2.

Der Ankunftsprozess beschreibt den stochastischen Prozess zur Generierung der Auftragsan-
kiinfte. Man unterscheidet zwischen stochastischen Prozessen und unabhéngigen Ankiinften,
die durch eine Zwischenankunftszeitverteilung beschrieben sind. Wie betrachten nur den
letzteren Fall. Fiir die Darstellung der {iblichen Zwischenankunftszeitverteilungen werden
Buchstaben verwendet. Folgende Verteilungen sind besonders verbreitet:

e Exponential-Verteilung (M )
Erlang k-Verteilung (E})
e Hyperexponential-Verteilung mit k& Phasen (Hy)

Deterministische-Verteilung (D)

Allgemeine Verteilung (G) oder (GI), falls zusétzlich die Unabhéngigkeit der Ankiinfte
herausgestellt werden soll.

(a) Die bisherigen Verteilungen beschreiben einzelne Ankiinfte. Man kann die Notation
erweitern, um Gruppen-Ankiinfte zur beschreiben. Die symbolische Darstellung lautet
dann AP wobei A € {M, Ey, Hy,,D,G,GI,...} die Zwischenankunftszeit spezifiziert
und B € {M,Geo,D,G,GI,...} die diskrete Gruppengroke beschreibt. Im letzteren
Fall steht M fiir einen Poisson-Prozess, Geo fiir eine geometrische Verteilung und G
fiir eine allgemeine diskrete Verteilung. MY bedeutet als die Ankunft von Poisson-
verteilten Gruppengrofien mit exponentiell verteilten Zwischenankunftszeiten.

Die zweite Komponente beschreibt die Bedienzeitverteilung. Es wird in der Regel von un-
abhéngigen Bedienzeiten ausgegangen, die mit den selben Buchstaben wie die Zwischenan-
kunftszeiten charakterisiert werden. Auch bei den Bedienzeiten kénnen Gruppen-Bedienung
dhnlich zu Gruppenankiinften definiert werden. In diesem Fall beginnt die Bedienung erst,
wenn eine geniigende Zahl von Auftrigen vorhanden ist und alle Auftrige werden auf einmal
bedient.

Die dritte Komponente spezifiziert die Anzahl der vorhandenen Bediener. Es wird davon
ausgegangen, dass alle Bediener identisch und damit ununterscheidbar sind. Wird eine un-
endliche Zahl spezifiziert, so bedeutet dies, dass fiir jeden Auftrag immer eine Bediener
vorhanden ist. Man spricht in diesem Fall auch von einer Verzogerungsstation.
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4. Die Groke des Warteraums wird durch die vierte Komponente beschrieben. Es wird davon
ausgegangen, dass alle Auftrige bis zum Ende ihrer Bedienung im Warteraum bleiben. Es
gilt damit Grofke Warteraum < Anzahl Bediener. Auftrige, die eintreffen, wenn der Warte-
raum vollstindig gefiillt ist, werden abgewiesen und gehen damit in der Regel verloren. Die
folgenden Sonderfille werden unterschieden:

e Falls Anzahl Bediener = Gréfle Warteraum spricht man von einem Verlustsystem

o Falls Anzahl Bediener < Grofe Warteraum < oo spricht man von einem Warte-/Verlustsystem.

5. Die fiinfte Komponente spezifiziert die Kundenpopulation im System. Alle Kunden kénnen
potenziell beim Bediener eintreffen. Neben der maximalen Population wird durch die Popu-
lation die Ankunftsintensitit bestimmt. Bei einer unendlichen Systempopulation geht man
davon aus, dass die Zwischenankunftszeit die Zeit zwischen zwei Ankiinften an der Stati-
on beschreibt. Bei einer endlichen Population beschreibt die Zwischenankunftszeit die Zeit,
die fiir einen Auftrag zwischen dem Verlasen der Station und der ndchsten Ankunft vergeht.
Wenn sich also K Auftrige im System befinden und die Ankiinfte sind vom Typ M, so laufen
bei Population 0 in der Station K Exponential-Verteilungen parallel und die ndchste Ankunft
erfolgt nach dem Minimum der ermittelten Zeiten. Befinden sich dagegen 2 Auftrige in der
Station so laufen nur K — 2 Exponential-Verteilungen parallel, um die nichste Ankunft zu
bestimmen. Damit hingt die Ankunftsintensitdt von der Population in der Station ab.

6. Die letzte Komponente beschreibt die Bediendisziplin, nach der Auftrige aus dem Warteraum
ausgewihlt werden, um in die Bedienung zu gelangen. Es gibt auch hier wieder eine Vielzahl
von Disziplinen, die durch die jeweiligen Abkiirzungen gekennzeichnet sind.

e FCFS: Die Auftrage werden in der Reihenfolge ihres Eintreffens abgearbeitet.
e Random: Es wird zufillig ein Auftrag fiir die Bedienung ausgewéhlt.
e LCFS (last come first served): Der zuletzt angekommene Auftrag wird als erster bedient.

e PS (processor sharing): Die Bedienkapazitdt wird unter allen warteneden Auftrégen
gleichmikig aufgeteilt. Wenn also ein Bediener k Auftrige gleichzeitig bedient, so ver-
langert sich die Bedienzeit jedes Auftrags um den Faktor k. Verldsst wihrend der Be-
dienung eine Auftrag die Station, so verringert sich die Restzeit der iibrigen Auftrige
um den Faktor (k —1)/k. Analog verlingert sich die Restzeit um den Faktor (k+1)/k,
wenn ein neuer Auftrag wihrend der Bedienung eintrifft.

Neben diesen explizit formulierten Verhaltensbeschreibungen gibt es noch implizite Annahmen.
So wird angenommen, dass die Bediener immer arbeiten wenn Auftrige vorhanden sind, aber ein
Auftrag auch nur von einem Bediener bedient werden kann. Da die Bediener ununterscheidbar
sind, wird ein Auftrag zufillig von einem Bediener bedient. Die Beschreibung bedingt, dass die
Bedienstrategie P.S nur bei einem Bediener definiert ist.

Die Kendall-Notation baut auf den auf den obigen 6 Charakteristika auf und ist von der Form
A/B/c¢/N/K/SD mit

e A Zwischankunftszeit nach obiger Notation

e B Bedienzeit nach obiger Notation.

¢ Anzahl Bediener als ganze Zahl.

N Kaparitit des Warteraums als ganze Zahl mit Voreinstellung N = co.

e K Gesamtpopulation als ganze Zahl mit Voreinstellung K = oco.

S D Bedienstrategie nach den obigen Abkiirzungen mit Voreinstellung FCF'S.
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In den Féllen, in denen Voreinstellungen vorhanden sind, kénnen die zugehorigen Komponenten
weggelassen werden. So steht M/M/1 fiix M/M/1/00/oco/FCFS und beschreibt eine Station
mit exponentiell verteilten Zwischenankunftszeiten, exponentiell verteilten Bedienzeiten, einem
Bediener, einen undendlichen Warteraum, einer unendlichen Population im System und einer
Bedienung nach Ankunft der Auftrige. M/M/1/K unterscheidet sich vom vorherigen System
dadurch, dass der Warteraum eine Kapazitit von K und nicht von oo hat.

Stationen konnen fiir sehr unterschiedliche Systeme zur Modellierung verwendet werden. Die
folgende Tabelle zeigt einige mogliche Interpretationen:

| System | Auftrige | Bediener |
Bank Kunden Bankkaufmann /-frau
Werkstatt defekte Maschine | Handwerker
Krankenhaus | Patienten Arzt/Arztin
Lager Paletten Gabelstapler
Strafe Autos Ampel
Rechner Prozesse CPU
Datenbank Transaktionen DB-Server
Fertigungslinie | Werkstiick Maschine

Auf der Analyseebene spielt die Interpretation des Systems keine Rolle. Die Analyse kann
wieder iiber einen endlichen Zeitraum erfolgen (man spricht von einer transienten Analyse) oder
iiber einen unendlichen Zeitraum (man spricht von einer stationdren Analyse). Meistens wird die
stationdre Analyse betrachtet, da nur fiir diesen Fall analytische Berechnungen moglich sind. Wir
beschranken uns deshalb auf die stationire Analyse und setzen dabei implizit voraus, dass das
untersuchte Modell auch einen stationiren Zustand erreicht. Die dazu notwendigen Bedingungen
ergeben sich aus den einzelnen Berechnungen. Im Gegensatz zur Simulation, bei der stationire
Resultate aus einer endlichen Beobachtung abgeleitet werden miissen, konnen im analytischen
Fall exakte Ergebnisse fiir eine, nicht real durchfiihrbare, Beobachtung iiber einen unendlichen
Zeitraum bestimmt werden, sofern das Modell gewissen Einschrankungen unterliegt.

Im Folgenden werden zuerst einige allgemeine Notationen eingefiihrt und Resultate hergeleitet.
Anschliefsend wird die Analyse spezieller einfacher Systeme beschrieben.

Allgemeinen Notationen und Resultate

Wir betrachten eine Station mit unabhangigen Zwischenankunfts- und Bedienzeiten mit Erwar-
tungswerten F(A) und E(B). Die Ankunfts- und Bedienrate lauten dann A = E(A4)™! und
u = E(B)~!. Da Ankunfts- und Bedienzeiten in der Regel Zufallsvariablen sind, zeigt das Sy-
stem ein stochastisches Verhalten und mogliche Resultatgréfien sind ebenfalls Zufallsvariablen.
Wir betrachten die folgenden Resultatgrofen:

e X der Durchsatz des Systems beschreibt die Anzahl Auftrige, die pro Zeiteinheit die Station
verlassen.

e () ist die Auftragspopulation in der Station.
e R ist die Verweilzeit eines Auftrags in der Station.

e [ ist die Auslastung des oder der Bediener, d.h. der Zeitanteil, den ein Bediener arbeitet.
Bei mehreren Bedienern wird angenommen, dass alle Bediener sich die anfallende Arbeit zu
gleichen Anteilen teilen und damit eine identische Auslastung haben.

Wie schon bei der Simulation werden nur die Erwartungswerte der obigen Grofen ermittelt. Zusédtz-
lich wird noch p(i), die Wahrscheinlichkeit, dass sich ¢ Auftrige an der Station befinden bestimmt.
Mit der Hilfe von p(i) wird natiirlich auch die Verteilung der Population @) ermittelt.

Wir betrachten zuerst einige Zusammenhinge, die sehr allgemein gelten. Dies bedeutet insbe-
sondere, dass keine weiteren Annahmen iiber die Struktur des System gemacht werden.



KAPITEL 3. ANALYTISCHE TECHNIKEN FUR DISKRETE SYSTEME 133

Abbildung 3.2: Allgemeine Darstellung des Gesetzes von Little.

In Systemen mit einem Bediener gilt

da der Bediener immer dann arbeitet, wenn mindestens ein Auftrag wartet. Der Erwartungswert
der Population ergibt sich bei Kenntnis der p(i) als

E@Q) = _pli)-i.

Der Erwartungswert des Durchsatzes ergibt sich aus

m—1 o)
E(X) = p(i)~i~u+zp(i)~m-u,

i=1

da ein belegter Bediener mit Rate p Auftrige bedient. Wenn sich weniger als m Auftrige an
der Station befinden, so hat jeder seinen eigenen Bediener, bei m oder mehr Auftragen sind alle
Bediener belegt.

Das nun folgende Gesetz von Little ist eines der fundamentalen Gesetzte der Analyse von
Warteschlangennetzen, da es unter sehr allgemeinen Bedingungen gilt. Zur Erlduterung betrach-
ten wir ein System, in dem Auftrége bedient werden. Die interne Struktur bleibt dem Betrachter
verborgen (black box). Sei @) die Zahl der Auftrége im System und E(Q) der Erwartungswert. R
sei die Verweilzeit der Auftrige mit Erwartungswert E(R) und X sei der Durchsatz mit Erwar-
tungswert E(X). Wir nehmen an, dass keine Auftrége im System verloren gehen (d.h. das System
nicht mehr verlassen) und alle Erwartungswerte endlich sind. Unter diesen Bedingungen gilt der
folgende Zusammenhang zwischen den drei Erwartungswerten.

E(Q) = B(X) - E(R) (3.1)

Der Zusammenhang gilt unabhéngig von den Verteilungen und wird als Gesetzt von Little bezeich-
net. Bevor wir den Beweis etwas niher betrachten, soll kurz die Bedeutung der Gleichung erldutert
werden. Bei vielen realen Systemen kann man einzelne Grofien beobachten und andere nicht. So ist
es zum Beispiel oft recht einfach die mittlere Population und den Durchsatz zu messen, wihrend
eine Messung der Verweilzeit den Zugriff auf individuelle Daten jedes einzelnen Auftrags erfordert.
Durch Umstellen der obigen Formel kann aus E(X) und E(Q) die mittlere Verweilzeit berechnet
werden. Auch bei der Analyse kénnen E(X) und E(Q) bei Kenntnis von p(i) berechnet werden
und E(Q) kann aus den beiden Werten ermittelt werden.

Betrachten wir als Beispiel unseren Fachbereich. Die Zahl der Studierenden liegt bei ungefihr
2500, wenn wir eine Anfdngerzahl von 400 pro Jahr voraussetzen, so wire die mittlere Verweilzeit
ungefdhr 6.25 Jahre. Auch wenn dieser Werte nicht so weit von der mittleren Studeindauer entfernt
ist, messen wir hier nicht die Studiendauer, sondern die Verweilzeiten inklusive der Studienabbre-
cher. Zur Ermittlung der Studiendauer miisste man die Zahl der Diplomanden als Durchsatz
wahlen und nur die Studierenden z&hlen, die ihr Studium spéter abschliefen. Dieser Wert ist aber
nicht der Statistik zu entnehmen.
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Abbildung 3.3: Trajektorie des Systems zum Beweis des Satzes von Little.

Es soll nun ein Beweis fiir den Satz von Little kurz gezeigt werden. Es gibt viele unterschiedliche
Beweise. Wir verwenden einen anschaulichen Ansatz, der auf der Beobachtung des Systems iiber
einem endlichen Zeitraum beruht. Dazu betrachten wir das System im Intervall [0, T]. T soll dabei
so groft gewdhlt werden, dass die Anzahl der Auftrige, die das System betreten haben und die
Anzahl der Auftriage, die das System verlassen haben, sich prozentual kaum unterschieden.

Sei fi der prozentuale Anteil der Beobachtungszeit, zu dem sich k Auftrige im System be-
fanden. Unter den gemachten Annahmen gilt limy_o fr = p(k). Weiterhin sei r, = fi - T ,
die Zeit zu der sich k Auftriige wihrend der Beobachtung im System befanden. Seien @ und
X die mittlere Population und der mittlere Durchsatz im Beobachtungsintervall. Auch hier gilt
limr oo Q@ = E(Q) und limy_.., X = E(X). Oy sei die Gesamtzahl der Auftriige, die das System
im Beobachtungsintervall verlassen hat. Dann gilt

Q=>k-fr=>Y k-m/T md X =Co/T .
k=1 k=1
Wenn wir die vorherige Darstellung von @ mit Cy/Co multiplizieren, erhalten wir
LG SRk g
@ T Co

Die letzte Umformung gilt, da > -, k - rj, die gesamte kumulierte Verweilzeit von Auftrigen im
System beschreibt, Division durch die Anzahl der Auftrige liefert die Verweilzeit eines Auftrags.
Da die Zusammenhénge fiir alle Mittelwerte gelten und die Mittelwerte gegen die Erwartungswerte
konvergieren, gilt der Zusammenhang auch fiir die Erwartungswerte.

Das M/M/1-System

Nachdem bisher allgemeine Gesetzte hergeleitet wurden, soll nun ein spezielles Modell vollstéin-
dig analysiert werden, um die konkreten Werte zu berechnen. Die einfachste Variante ist das
M /M /1-System. Die Zwischenankunftszeiten sind exponentiell verteilt mit Verteilungsfunktion
FA(t) = 1—e~*. Damit bilden die Ankiinfte einen Poisson-Prozess, so dass im Intervall [0,¢) mit
Wabhrscheinlichkeit P[Y = k] = e~ (\t)*/k! genau k Ankiinfte beobachtet werden kénnen. Die
Bedienzeiten sind ebenfalls exponentiell verteilt mit Verteilungsfunktion FB(t) = 1 — e #!. Die
Station hat einen Bediener, einen Warteraum unendlicher Kapazitit und die potenzielle Populati-
on ist unendlich. Uber die Bedienstrategie machen wir erst einmal keine Angaben, wenn es notig
ist sei die Bedienstrategie als FCFS festgelegt.



KAPITEL 3. ANALYTISCHE TECHNIKEN FUR DISKRETE SYSTEME 135

max t =100 t = 1000 t = 2000

A min | max Q S min | max Q S max Q S
0.05 0 2 0.100 | 0.333 | O 2 0.070 | 0.293

0.5 0 8 1.060 | 1.693 | 0 8 0.970 | 1.410
0.95 0 31 | 7.510 | 6.711 0 67 | 18.07 | 16.89 | 84 | 21.71 | 20.47
0.99 0 43 | 10.16 | 8.178 | 0 116 | 31.70 | 26.51 | 177 | 41.16 | 37.43

Tabelle 3.1: Ergebnisse der Simualtionen fiir £ = 100, ¢ = 1000 und ¢ = 2000.

Das Modell entspricht genau unserem einfachen Schalter aus Abschnitt 2.1. Damit ist eine
Simulation einfach realisierbar. Zur Ermittlung stationdrer Resultate kénnen entweder mehrere
Replikationen durchgefiihrt werden oder ein langer Simulationslauf ausgewertet werden. Auch
wenn in den meisten Fillen ein langer Simulationslauf sinnvoller ist (siehe auch Abschnitt 2.5),
soll erst einmal das Beispiel fiir mehrere Replikationen betrachtet werden. Sei dazu die Bedienrate
u = 1.0 fest gewéhlt. Ziel der Analyse ist die Ermittlung von F(Q). Wir simulieren dazu das Modell
bis zu einem Zeitpunkt ¢ und ermitteln dann den Wert von ). Diese Simulation wird 100mal
wiederholt und aus den Ergebnissen der Mittelwert- und Varianzschitzwert ermittelt. Tabelle 3.1
zeigt die Ergebnisse der Simulationsldufe. Fiir die kleineren Werte von A scheint ein Wert von
t = 1000 ausreichen zu sein, wihrend bei den beiden groffen Werten von A nicht einmal klar ist,
ob t = 2000 ausreicht. Die Konfidenzintervalle fiir A = 0.05 lautet [0.022,0.118] und fiir A = 0.5
[0.737,1.135], wenn jeweils die Daten zum Zeitpunkt ¢ = 1000 erhoben wurden und die Quantile
der Normalverteilung fiir die Berechnung verwendet werden. Fiir A = 0.95 und A = 0.99 lauten
die Konfidenzintervalle [18.34,25.10] bzw. [40.98, 53.34], wenn die Daten zum Zeitpunkt ¢ = 2000
verwendet werden. Das Beispiel zeigt, dass wir auch fiir relativ grofe Beobachtungszahlen breite
Konfidenzintervalle bekommen. Um das Konfidenzintervall fiir A = 0.5 auf eine Breite von 10%
des ermittelten Mittelwertschitzers zu reduzieren werden ca. 1800 Replikationen benétigt. Fiir die
groferen Werte von A werden entsprechend mehr Replikationen bendtigt.

Auch die Beobachtung eines langen Simulationslaufs &ndert nichts grundsétzlich an den Proble-
men. Im Gegenteil, bei einer hohen Auslastung (d.h. grofsen Werten von \) sind die Werte stérker
korreliert und es miissen grofse Batches gebildet werden, so dass sich neben der Erkennung des
Endes der transienten Phase auch das Problem der Erkennung einer ausreichenden Batch-Grofse
ergibt. Immer dann, wenn hoch ausgelastete Systeme oder selten auftretende Ereignisse analysiert
werden sollen, ergeben sich bei der Simulation Probleme.

Diese Problematik soll an einem weiteren Beispiel etwas formaler analysiert werden. Wir be-
trachten dazu die Simulation eines technischen Systems z.B. einer Sonde, die zu einem anderen
Planeten geschickt wird, iiber ein Intervall [0, T]. Es soll analysiert werden, ob das System zum
Zeitpunkt T noch funktionsfihig ist. Am Beispiel der Sonde wiirde dies bedeuten, dass die tech-
nischen Geréte bei Ankunft auf dem Planeten noch arbeiten. Zur Analyse wird das Modelle des
Systems wiederholt bis zum Zeitpunkt T simuliert. Sei y; das Ergebnis der iten Replikation und Y;
die Zufallsvariable, die das Resultat beschreibt. Es gelte y; = 1, falls die Simulation am Ende der
iten Replikation ein defektes System liefert und 0 sonst. Zu ermitteln ist nun P[Y = 1] = p. Fiir
verniinftig entworfene Systeme sollte p < 1 gelten. Ziel der Simulation ist die Bestimmung von p
mit einer Genauigkeit von +10% des ermittelten Wertes und einer Signifikanzwahrscheinlichkeit
von 99%. Wie viele Ablidufe miissen dafiir simuliert werden?

Der Resultatschitzer p lautet

S|
S|

]5:

n
'Zyi
i=1

lautet der Schiitzwert. Es gilt F(p) = p und 02(p) = p- (1 — p)/n. Damit ergibt sich ein Konfiden-
zintervall von

iYZ und p=
i=1

n

N A 1
N . 1 2:—- . p)2
p+2.576-S//n mit S - igzl(yz p)° .
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Da E(5%) =n-0%(p) = p- (1 —p) entspricht der Erwartungswert der halben Breite des Konfiden-

zintervalls.
2.576-v/p- (1 —p)/n
2.576-y/p-(1—p)/n<01-p.

Damit soll gelten

Da lim,,_., p = p gilt auch
n~ 100 - 2.5762 - (1-p)/p=663.58-(1—p)/p.

Je kleiner p ist, desto grofer muss n gewédhlt werden, um das gewiinschte Konfidenzintervall zu
ermitteln. Die folgenden Beispiele zeigen dies eindrucksvoll.

p=01 = n=~5973 p=0.001 = n~ 662917
p=10"% = n~6.63-105 p=10"% = n~6.63-101°

Selbst auf schnellen Rechnernen und mit parallelen Berechnungen lassen sich nicht mehr als 60
Milliarden Replikationen simulieren, auch wenn eine einzelne Replikation sehr schnell simuliert
werden kann. Bei komplexeren Modellen erfordert aber auch schon die Simulation einer einzigen
Replikation mehrere Minuten. Damit bleibt die Frage, inwieweit die Bestimmung solch kleiner
Wabhrscheinlichkeiten von Interesse ist. In heutigen technischen Systemen sind Wahrscheinlich-
keiten der Ordnung 10~® und auch 1079 durchaus iiblich. So liegt die geforderte Verfiigharkeit
technischer Systeme heute bei 1075 und im sicherheitskritischen Bereich sogar bei 10~8. In Rech-
nernetzen sollen Verlustwahrscheinlichkeiten bei kritischen Diensten im Bereich von 1079 liegen.
Diese Beispiele zeigen die Grenzen der Simulation und damit die Moglichkeiten analytischer Mo-
delle.

Die analytische Berechnung wird nun am Beispiel des bereits beschriebenen und simulierten
M /M /1-Systems vorgefiihrt. Dazu betrachten wir zuerst einige Eigenschaften der Exponentialver-
teilung (siehe auch Seite 64). Wie gezeigt ist die Exponentialverteilung die einzige kontinuierliche
Verteilung, die geddchtnislos ist, d.h. F(t 4+ x|z) = F(t) fiir alle ¢, > 0 und exponentiell-verteilte
Zufallsvariablen. Dariiber hinaus gilt das Prinzip der Additivitat. Das Minimum zweier Exponen-
tialverteilungen mit Raten p und A ist wieder exponentiell-verteilt mit Rate pu + A\. Wenn eine
Ereignis beobachtet wird, so ist dies mit Wahrscheinlichkeit u/( + A) aus der ersten Verteilung
mit Rate p und mit Wahrscheinlichkeit A/(u + A) aus der zweiten Verteilung mit Rate A.Das
Prinzip lasst sich natiirlich auf eine beliebige Anzahl von Exponentialverteilungen erweitern.

Wir konnen uns kurz iiber die Bedeutung der beiden Eigenschaften Gedanken machen. Die
Gedéchtnislosigkeit bedingt, dass die Wartezeit auf ein Ereignis, welches nach einer exponentiell-
verteilten Zeit eintritt, ausgehend von einem beliebigen Zeitpunkt bevor das Ereignis eintritt,
unabhéngig von der bereits gewarteten Zeit ist. Additivitdt bedeutet, dass beim Warten auf ein
Ereignis aus einer Menge von Ereignissen mit exponentiell verteilter Eintrittszeit eine exponentiell
verteilte Zeit gewartet werden muss, deren Rate sich aus der Summe der Raten der einzelnen
Verteilungen ergibt. Beide Beobachtungen spielen auch bei der Analyse des M /M /1-Systems eine
zentrale Rolle.

Das M/M/1-System beschreibt eine spezielle Form eines Markov-Prozesses, namlich einen
so genannten Geburts-Todesprozess. Dazu betrachten wir den Zustandsraum des Systems S =
{0,1,2,...}, wobei ¢ € S die Station mit ¢ Auftrigen beschreibt. Der Zustand dndert sich durch
Ereignis, die im Kontext der Markov-Prozesse als Transitionen bezeichnet werden. Es gibt zwei
Typen von Transitionen, Ankiinfte und Abgénge (oder Bedienenden). Eine Ankunft ist immer
moglich und dndert den Zustand von i nach ¢4 1. Ein Abgang ist nur in Zusténden 7 > 0 md&glich
und &dndert den Zustand von ¢ nach ¢ — 1.

Die Prinzipien der Analyse von Markov-Prozessen sollen hier nur an den konkreten Beispielen
einzelner Stationen beschrieben werden. Das allgemeine Konzept geht deutlich dariiber hinaus.
Eine gute Ubersicht iiber die Analyse von Markov-Prozessen liefert [17]. Markov-Prozesse kénnen
als markierte Graphen dargestellt werden. Die Zustidnde bilden die Knoten und die Transitionen
die Kanten. Kanten werden zusétzlich mit den Transitionsraten, d.h. den Raten der zugehérigen
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Abbildung 3.4: Markov-Prozess fiir ein M /M /1-System.

Exponentialverteilungen, gewichtet. Abbildung 3.4 zeigt die graphische Darstellung des Markov-
Prozesses, der durch ein M /M /1-System beschrieben wird.

Da Bedienzeiten und Zwischenankunftszeiten exponentiell-verteilt sind, ergibt sich folgendes
Verhalten in den einzelnen Zusténden:

e Im Zustand ¢ = 0 vergeht eine exponentiell verteilte Zeit mit Rate A bis zur Ankunft des
néchsten Auftrags und des damit verbundenen Ubergangs in Zustand 1.

e Im Zustand ¢ > 0 vergeht eine exponentiell verteilte Zeit mit Rate p + A bis zur néchsten
Zustandsdnderung. Mit Wahrscheinlichkeit p/(p + A) ist die néchste Zustandsénderung ein
Abgang mit Nachfolgezustand ¢ — 1 und mit Wahrscheinlichkeit A/( + A) eine Ankunft mit
Nachfolgezustand 7 + 1.

Auf Grund der Gedichtnislosigkeitseigenschaft kann das beschriebene Verhalten immer beobachtet
werden, wenn das Modell in einem Zustand ist, unabhingig davon, wie lange das Modell bereits in
diesem Zustand war. Anschaulich verringert sich die Wahrscheinlichkeit in einem Zustand durch
den Abfluss {iber ausgehende Kanten. Der zugehtrige Wahrscheinlichkeitsfluss entspricht dem
Produkt aus Wahrscheinlichkeit im Zustand zu sein und den Raten an den abgehenden Kanten.
Gleichzeitig gibt es eine Zufluss durch eingehende Kanten. Auch hier gilt wieder, dass der Fluss
der Wahrscheinlichkeit des Quellzustandes multipliziert mit der Rate der Kante entspricht. Da
wir am stationdren Gleichgewicht des Modells interessiert sind, ist die Verteilung zu ermitteln,
bei der sich die Zustandswahrscheinlichkeiten nicht mehr dndern. Dies bedeutet, dass der Abfluss
und der Zufluss an Wahrscheinlichkeit in jedem Zustand identisch sein muss. Auf Grund der
speziellen Struktur des Markov-Prozesses fiir M /M /1-Systeme reicht es aus benachbarte Zusténde
7u betrachten. Fiir Zustand 0 gilt p(0) - A = p(1) - © und allgemein gilt ¢ > 1

P n=pi=x = pi)=pi-1- (2) = s =p0)(3) . @)
Mit der Abkiirzung p = A/p gilt p(i) = p(0) - p'. Falls wir also p(0) kennen wiirden, so kénnten
alle anderen Wahrscheinlichkeiten einfach hergeleitet werden und aus diesen die Leistungsgrofien
ermittelt werden, wie bereits gezeigt wurde.
Zur Bestimmung von p(0) hilft die folgende Uberlegung. Die p(i) beschreiben eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung, d.h. die Summe {iber alle Werte muss 1 ergeben. Damit gilt

S p) =p(0)- 3 p =1 = p(0) = = .
1=0 1=0 sz

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten ungleich 0 und damit berechenbar, wenn die Reihensumme
endlich ist. Da es sich um eine geometrische Reihe handelt gilt

o .
sz =(1—p)* falls p<1.
i=0
Damit resultiert aus der Herleitung der stationdren Wahrscheinlichkeitsverteilung die Bedingung

p < 1. Diese soll kurz auf Modellebene interpretiert werden.

e Falls A > p ist, so kommen im Mittel mehr Auftrige an als abgearbeitet werden kénnen. Fiir
einen unendlichen Zeithorizont wichst die unerledigte Arbeit und damit die Auftragszahl in
der Warteschlange iiber alle Grenzen und ein stationédrer Zustand existiert nicht.
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e Fiir A = p zeigt die mathematische Herleitung genau das selbe Verhalten. Dies kann man
dadurch erkldren, dass wir es mit einem System mit stochastischen Schwankungen zu tun
haben. Im Mittel kommt zwar genauso viel Arbeit hinzu, wie abgearbeitet werden kann,
auf Grund der stochastischen Schwankungen wird es immer mal wieder Perioden geben,
in denen die Station leer ist und Bedienkapazitéit verloren geht. Die so verloren gegangene
Bedienkapazitdt kann nicht in spiteren Phasen aufgeholt werden, da die Last der Bedienka-
pazitiit entspricht. Uber einen unendlichen Zeitraum betrachtet fithrt dies dazu, dass keine
stationdrer Zustand existiert.

Damit kann eine stationdre Analyse nur fiir den Fall A < g bzw. p < 1 durchgefiihrt werden. Fiir
diesen Fall sollen nun die einzelnen Leistungsgrofien berechnet werden. Die bisher vorgestellten
allgemeinen Formeln basieren zum Teil auf unendlichen Summen, die nicht vollstindig ausgewertet
konnen. Fiir den speziellen Fall des M /M /1-Systems lassen sich aber geschlossene Berechnungen
herleiten. Fiir die Auslastung gilt

U=1-p0)=p.

der Durchsatz entspricht gerade der Ankunftsrate E(X) = A, da keine Auftrége verloren gehen.
Die Herleitung der mittleren Population ist etwas komplexer.

EQ) = Zi-p(i)
= Zz

o'

=0 o

= (1=p)-p- diz

(1_p)'p'ddp1 P

= (1_P)'P'ﬁ
_r
1-p

Die mittlere Verweilzeit im System l&dsst sich iiber den Satz von Little bestimmen.

_BEQ _ 1
A w—A
Auf dieser Basis lassen sich weitere Leistungsgrofien berechnen. Da die Wahrscheinlichkeiten
p(i) bekannt sind, kann die Varianz der Population in der Station berechnet werden. Allgemein
gilt
o*(Q) = B(Q*) — (E(Q))?

und mit )
E(Q) =(Q1-p)-> i®p" =0-p)p: dpzl P’
=0
=@- )pdiﬁ =(1- ).p.%
Uttse — pto’

AN C=nE =

folgt
2 2
Q) = L1 P p

C(1=p? (1-p? (1-p)?
Wenn wir voraussetzen, dass immer nur ein Auftrag bedient wird, die Analyse auf wartende
Auftrége beschrinkt wird und Qw die mittlere Anzahl wartender Auftrige ist, so gilt

—p)'p'zi'pi

=1 i=1

&
R
NS
I
:
=
I
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Abbildung 3.5: Verlauf von E(Q) in Abhéngigkeit von p fiir ein M /M /1-System.

Mit Hilfe des Satzes von Little folgt wieder die Wartezeit als

E(Qw) P
Bl == =
da der Durchsatz durch den Warteraum ebenfalls X ist.

Es sollte beachtet werden, dass bisher keine Angaben iiber die Bedienreihenfolge in die Analyse
eingeflossen sind. Dies bedeutet, dass die Ergebnisse fiir alle Bedienreihenfolgen gelten. Fiir die
Strategie PS, bei der quasi alle Auftrige gleichzeitig bedient werden, kénnen wir keine Aussagen
iber den Warteraum machen, die Aussagen bzgl. der mittleren Population und Verweilzeit in der
Station gelten aber. Es wurden Ergebnisse fiir die Verteilung der Auftrige im System hergeleitet,
aber keine Aussagen iiber Charakteristika der Verweilzeit gemacht, die iiber den Erwartungswert
hinausgehen. Wenn solche Aussagen gemacht werden, so muss die Bedienstrategie beriicksichtigt
werden.

Der Verlauf von F(Q)wird in Abbildung 3.5 fiir variierendes p dargestellt. Fiir niedrige Aus-
lastungen ist der Verlauf fast linear, wihrend fiir p > 0.8 ein sehr schneller Anstieg beobachtet
werden kann. Dieses Verhalten ist typisch fiir Stationen. Der prinzipiell Verlauf ist unabhéngig von
den konkreten Verteilungen, diese bestimmen nur den kritischen Punkt an dem der steile Anstieg
beginnt.

Weitere M/M/ ...-Systeme

Grundsétzlich ldsst sich das fiir das M /M /1-System vorgestellte Vorgehen auch auf andere Syste-
me mit exponentiell verteilten Zwischenankunfts- und Bedienzeiten iibertragen. Das prinzipielle
Vorgehen ist dabei immer sehr dhnlich. Der Zustandsraum entspricht den natiirlichen Zahlen oder
einer endlichen Teilmenge bei Systemen mit endlicher Kapazitidt. Die Transitionen beschreiben
immer einen Geburts-/Todesprozess. Es treten die folgenden Unterschiede zum M /M /1-System
auf.

1. Die Bedienraten und Ankunftsraten konnen von der Population abhéngen, indem

(a) in Mehrbedienersystemen, die Bedienrate linear mit der Population steigt, bis alle Be-
diener belegt sind

(b) durch eine endliche Population im System die Ankunftsrate féllt, wenn die Population
in der Station steigt.
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Abbildung 3.6: Allgemeiner Geburts-/Todesprozess.

2. Die Population der Station kann endlich sein.
3. Dazu koénnen noch Kombinationen aus 2. und 3. auftreten.

Die allgemeinste Form eines Geburts-/Todesprozesses fiir eine Station mit unendlicher Kapazitét
und lastabhéngigen Raten ist in Abbildung 3.6 zu sehen. Analog zum einfachen Fall mit konstanten
Raten muss fiir die stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten

i) s =0l =1 A = 9l == 1)+ (22 = ) =50 ] ()

J=1

fiir ¢ > 0 gelten. Die Wahrscheinlichkeit p(0) resultiert wieder aus der Beobachtung, dass die
Summe der Wahrscheinlichkeiten 1 ergibt, so dass

-1

b0 = 1+ [

i=1 j=1 K

gilt. Um die unendliche Summe zu berechnen, miissen weitere Annahmen getroffen werden. Ubliche
Annahmen sind

e cine endliche Anzahl lastabhéngiger Raten, so dass A\;_1/p; = \*/p* fir i > ¢ (z.B. M/M/c-
System)

e cin fallender Quotient \;—1/p; < \j/pit1 < 1 falls i > n.

Fiir die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten von M /M /c-Systemen, also Stationen mit
¢ Bedienern und unendlichem Warteraum gilt

p(0) - (ﬁ) . falls i < ¢

falls i > ¢

T elcte

und fiir die Wahrscheinlichkeit p(0) gilt

, -1
/AN 1T X p
p0)=11+ <_> =+ [
0) ( ; I i e 1—p

mit p = A/(c¢- p). Fiir eine Herleitung der Formeln, wie auch der Formeln des im Folgenden kurz
vorgestellten M/M/1/N-System sei auf die Literatur wie z.B. [10] verwiesen.

Abbildung 3.7 zeigt den Verlauf der Population fiir verschiedene M /M /c-Systeme. Die Unter-
schiede sind relativ gering, mit einer steigenden Bedienerzahl erh6ht sich die Population, da bei
weniger als ¢ Auftrigen an der Station die Bedienkapazitit nicht voll ausgeschépft werden kann.

Als letztes Modell wird kurz das M /M /1/N-System betrachtet. Ankiinfte erfolgen mit Rate A,
solange weniger als N Auftrége im an der Station sind und Auftrige werden mit Rate p bedient,
solange mindestens ein Auftrag an der Station ist. Auch hier gilt natiirlich wieder die rekursive
Beziehung p(i) = p(0) - p* und

N -1 ",
g 2 —r  fall

p(O) = <1 —+ p1> = p(()) _ { 1_1PN+1 alls p 75 1
1=1

~ falls p=1
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Abbildung 3.7: Verlauf der Population fiir verschiedene M /M /c-Systeme.

Da das System eine endliche Kapazitit hat, kann der Wert von p auch grofer als 1 sein. Der
stationdre Zustand wird immer erreicht, da Auftrige bei vollem Warteraum einfach abgewiesen
werden. Die Wahrscheinlichkeit einer Abweisung entspricht p(N) = p(0) - p™V.

Es gibt zahlreiche weitere Modell vom Typ M/M/ ... fiir die Losungen berechnet werden
kénnen. Das Vorgehen ist dabei immer identisch und besteht aus den folgenden 3 Schritten.

1. Aufstellen der rekursiven Beziehungen zwischen den Zustandswahrscheinlichkeiten (fiir Sy-
steme mit Einzelankiinften und Einzelbedienung als Geburts-/Todesprozess).

2. Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten.
3. Ermittlung der Leistungsgrofen.

Je nach Art des Systems kdnnen mehr oder weniger explizite Berechnungen hergeleitet werden. Im
Prinzip lasst sich das Vorgehen auch auf komplexere Modelle iibertragen, die dabei entstehenden
allgemeinen Gleichungssysteme miissen aber in der Regel numerisch gelost werden.

Stationen mit nicht exponentiell-verteilten Zeiten

Es gibt eine Vielzahl von Arbeiten, die sich mit Stationen vom Typ G/M/1, M/G/1 und G/G/1
beschéftigen. Die meisten Resultate fiir diese allgemeineren Stationstypen sind deutlich komple-
xer als die hier vorgestellten Ergebnisse und es gibt wenige explizite Resultate. Dies liegt dar-
in begriindet, dass die speziellen Eigenschaften der Exponentialverteilung, ndmlich Additivitit
und Gedéchtnislosigkeit verloren gehen. Eines der wenigen expliziten Resultate ist die bekannte
Pollaczek-Khinchine Formel fiir die Population in M/G/1-Systemen mit FCFS Bedienung. Es
gilt dort
1—p 2-(1-p)

mit VK?(B) = 0%(B)/(E(B))? dem quadrierten Variationskoeffizienten der Bedienzeitverteilung.
Da der Durchsatz der Ankunftsrate A entspricht, kann mit Hilfe des Satzes von Little auch die
Verweilzeit berechnet werden. Die Formel zeigt, dass mit steigender Variabilitit der Bedienung
auch die Population in der Station steigt. Aufserdem ist die Population nur von den ersten zwei
Momenten der Bedienzeit und nicht von der gesamten Verteilung abhingig. Dieser recht einfa-
che Zusammenhang ist allerdings die Ausnahme, in allen anderen Féllen beeinflusst die gesamte
Verteilung die Leistungsgréfien und die Betrachtung einzelner Momente reicht nicht aus.
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Abbildung 3.8: Verlauf der Population fiir M/M/1/N-Systeme.

3.2 Offene Warteschlangennetze

Die bisher betrachteten einzelnen Stationen erlauben die Modellierung eines Typs von Ressource,
die von Auftrigen mit stochastisch identischen Bedienwiinschen belegt wird. Reale Systeme beste-
hen aber aus einer Menge von Ressourcen, die von unterschiedlichen Auftragstypen belegt werden.
Um solche Systeme addquat zu modellieren muss die Modellklasse erweitert werden. Dies geschieht
dadurch, dass Auftrdge mehrere Stationen nacheinander oder alternativ durchlaufen. Zusétzlich
werden, falls notwendig, noch unterschiedliche Auftragstypen, in der Regel als Auftragsklassen
bezeichnet, eingefiihrt. Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher Klassen von Warteschlangennetzen.
Grob unterschiedet man in geschlossene Modelle, die eine feste Anzahl Auftrige permanent bein-
halten und offene Modelle, bei denen Auftrige das Modell betreten und auch wieder verlassen. Wir
wollen hier kurz als einfachste Klasse die offenen Warteschlangennetze mit einer Auftragsklasse
betrachten. Weitere Resultate und Anwendungsbeispiele findet man in [13]. Die hier betrachteten
Warteschlangennetze sind charakterisiert durch

e J Stationen mit einem Bediener, unendlichem Warteraum und exponentieller Bedienzeitver-
teilung mit Rate p; an Station ¢ € {1,...,J}.

e Auftrigen, die mit exponentiell verteilten Zwischenankunftszeiten und Rate Ag; an Station
1 ankommen.

e Routingwahrscheinlichkeiten p;;, die angeben, dass ein Auftrag, der Station ¢ verlésst, mit
Wabhrscheinlichkeit p;; Station j als néchstes besucht, falls j € {1,...,J} und mit Wahr-

scheinlichkeit p;o das Modell verldsst. Es muss gelten E;]:O pi; = 1firalledi e {1,...,J}.

Sei \; die Ankunftsrate an Station ¢, die Ankiinfte von auften und von anderen Stationen umfasst.
Damit stationdre Gleichgewicht herrscht muss A; < p; fiir alle Stationen im Netz gelten. Fiir die

Ankunftsrate \; gilt
J

Ai :/\Oi+zpji'/\j .

j=1

Dies kann man in Vektor-Matrix-Schreibweise als

A =AP+ Ag (3.3)
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darstellen. Dabei ist P eine J x J-Matrix mit p;; an Position 4, j (1 <4,5 < J), Ao = (Ao1,---,Xos)
und A = (A1,..., ). Vektor Ag ist bekannt und Vektor A ist zu berechnen. Ein einfaches Um-
formen des Gleichungssystems liefert

A=Ay-(I—=P)!

Die Losung existiert also, wenn die inverse Matrix existiert. Die inverse Matrix existiert, wenn sich
die Zeilen und Spalten von P sich nicht durch symmetrische Permutationen so umordnen lassen,
dass eine Matrix der Form
A 0
(¢ 5)

entsteht, bei der alle Zeilensummen von A gleich 1 sind.Fiir den fall, dass die inverse Matrix
existiert sei N = (I — P)~1. N ist eine nicht negative Matrix (siehe [8]).

Die Berechnung der Ankunftsraten erfordert damit die Losung eines Gleichungssystems der
Dimension J oder die Berechnung der inversen Matrix. Die Inversenbildung empfiehlt sich nur,
wenn Matrix N zu spéteren Resultatberechnung benutzt wird. Zur Analyse des Netzes miissen na-
tiirlich die Resultate fiir die Stationen und fiir die Auftrige, die das System durchlaufen, berechnet
werden.

Der Zustand des Netzes ist gegeben durch einen Vektor (ni,...,n;), wobei n; die aktuelle
Population an Station ¢ ist. Sei nun

pi = Ni/p; und Pln;l = (1= p;) - (pi)™

Die Zustandswahrscheinlichkeiten entsprechen gerade den Zustandswahrscheinlichkeiten eines M /M /1-
Systems (siehe Gl. 3.2). Das folgende fundamentale Resultat von Jackson von 1963 [10] erlaubt

die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeit fiir einen Netzzustand aus den Stationszustands-
wahrscheinlichkeiten. Es gilt

J
meﬂmznﬂw.

Auch wenn dieses Resultat auf den ersten Blick nicht iiberraschen mag, so stellt sich bei nihe-
ren Untersuchungen schnell heraus, dass seine Giiltigkeit nicht unbedingt selbstverstindlich ist.
Die obige Darstellung des Gesamtzustandes, die man auch als Produktform bezeichnet, tritt nur
bei einigen speziellen Warteschlangennetzen auf. Schon bei den hier betrachteten Jackson-Netzen
sind die Ankunftsstrome an den einzelnen Stationen nicht zwangslaufig Poisson-Prozesse. Immer
dann, wenn Auftrige Stationen mehrfach durchlaufen kénne, also so genannte Zyklen im Netz
entstehen, bilden die Ankiinfte sehr komplexe stochastische Prozesse, die nicht einfach beschreib-
bar und noch weniger analysierbar sind. Trotzdem verhalten sich die Stationen so, als wiren alle
Ankunftsprozesse Poisson-Prozesse und als wéren alle Stationen unabhingig.

Auf Basis der Produktform lassen sich die Zustandswahrscheinlichkeiten des Netzes einfach
berechnen:

1. Berechnung der Ankunftsraten A; durch Losung eines linearen Gleichungssystems.
2. Analyse von J M /M /1-Systemen.
Aus der Analyse resultieren die Leistungsgrofen E(U;), E(X;), E(Q;) und E(R;) fiir jede einzelne

Station im Netz. Um Resultate fiir das gesamte Netz zu bestimmen, muss man die einzelnen Grofsen
entsprechend zusammenfassen. Der Durchsatz entspricht bei Stationaritit gerade der Summe der
Ankunftsraten

J
E(Xo) =) Joi
i=1

und die Population entspricht der Summe der Populationen in den Stationen

J
E(Qo) = > B(Q:)
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Abbildung 3.9: Einfaches Jackson-Netz.

Damit kann der Satz von Little auf das gesamte Netz angewendet werden und es gilt
E(Roy) = E(Qo)/E(Xo)

Etwas komplexer ist die Berechnung des Erwartunsgwertes der Zeit, die ein zufillig gew&hlter
Auftrag an Station j verbringt, bevor er das Netz verlédsst. Sei

o

Zi:l Aok
die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewidhlter Auftrag das Netz in Station ¢ betritt. Wie in [8]
gezeigt wird, ist N (4, j) die mittlere Anzahl von Besuchen in Station j vor Verlassen des Netzes fiir

einen Auftrag der sich in Station i befindet. Damit ergibt sich die mittlere Verweilzeit an Station
7 als

Poi

J
ZPOi - N(i,j) - E(R;)
i=1

Das in Abbildung 3.9 gezeigte einfache Beispiel soll nun analysiert werden. Dazu seien die folgen-
den Parameter gegeben

p1 = po = p3 =10
A1 = 0.4, A2 =0.2
P12 = p13 = p23 = 0.5, p21 = 0.4, p2o = 0.1, p3o = 1.0

Alle weiteren Parameterwerte sind 0. Die Ankunftsraten werden aus dem folgenden Gleichungssy-
stem ermittelt.

A =04404- X
A =0.240.5-)\ = A1 =0.6, Ao =0.5 und A3 =0.55
A3 =0.5-A1 +0.5- X

Damit sind M /M /1-Systeme mit p = 0.6,0.5,0.55 zu analysieren. Es gilt E(R;) = 2.5, E(Rs) =
2.0, E(R3) = 2.222 und E(Q;) = E(R;) — 1 fiir alle ¢. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das
gesamte Netz keine Auftriage enthilt lautet

P[0,0,0] = P[ny = 0] - P[ny = 0] - P[ng = 0] = 0.4-0.5- 0.45 = 0.09

Wenn A\g; = 2 - A\p2 gesetzt wird und Ag = Ag1 + A2 definiert wird, so kann man die Verweilzeit
fiir steigende Ankunftsrate Ag bestimmen. Wie Abbildung 3.10 zeigt, wichst dabei die Verweilzeit
am Flaschenhals (d.h. der am hochsten ausgelasteten Station) am schnellsten und bestimmt fiir
hohe Last die Verweilzeit im Netz mafgeblich.

Die hier vorgestellten Jackson-Netze markieren nur einen Anfang in der Analyse von War-
teschlangennetzen. Es gibt inzwischen eine Vielzahl von Resultaten, deren Vorstellung iiber die
Ziele dieser Vorlesung hinausgehen wiirden. Es sollen nur kurz die folgenden wesentlichen Aspekte
erwahnt werden.
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Abbildung 3.10: Verlauf der Verweilzeit im Beispielmodell.
Der vorgestellte Analyseansatz kann einfach erweitert werden, wenn Stationen lastabhéngige

Bedienraten haben. In diesem Fall, der auch Mehrbedienerstationen umfasst, miissen nur die
zugehorigen Analysen auf Stationsebene integriert werden.

Die Integration von Stationen endlicher Kapazitdt oder mit nicht-exponentiellen Bedienzeit-
verteilungen ist nicht mdéglich, ohne die Produktform Eigenschaft zu verlieren.

Es lassen sich mehrere Auftragsklassen mit unterschiedlichem Verhalten integrieren, dann
wird allerdings die Bedienstrategie an den Stationen bedeutsam.

Weiterhin lassen sich die Ansétze auf bestimmte geschlossene Netze {ibertragen, bei denen
einen endliche Auftragszahl permanent im Netz zirkuliert.





