
3. Parallele Programmierung
Parallele Programme orientieren sih stark am verwendeten par-allelen Rehnersysteme (Hardware + Systemsoftware)
⇒ parallele Versionen eines sequentiellen Algorithmuskönnen stark di�erierenUm
• Programme portabel zu halten,
• moderne Prinzipien der Programmentwiklung zuermöglihen,werden Parallelrehner in Klassen eingeteiltÜblihe (oftmals zu grobe) Sihtweise
• Rehner mit geteiltem Adressraum
• Rehner mit verteiltem AdressraumSihtweisen führen zu untershiedlihen ProgrammenProgramme sollten portabel sein zwishenRehensystemen einer KlasseKlassi�zierung von Rehensystemen durh De�nition vonabstrakten ModellenEntwurf von Programmen auf ModellebeneVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 1



Auf Modellebene
• können Programmstrukturen entworfen werden
• Programme funktional analysiert werden
• Programmlaufzeiten abgeshätzt werdenAber Modell muss auf realem Rehner realisiert werdenI. d. R. Realisierung der im Modell de�nierten Shnittstellen unddes Ablaufs durh Systemsoftware (Laufzeitbliotheken)
• Thread Bibliotheken realisieren geteilten Adressraum
• Message Passing Bibliotheken realisieren verteilten Adress-raumIn diesem Kapitel behandelt3.1 Parallele Programmiermodelle3.2 Message Passing Programmierung mit MPI(separate Folien auf der Web-Seite zugreifbar)3.3 Programmierung mit gemeinsamen Variablen (Pthreads)3.4 Laufzeitanalyse paralleler Programme
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3.1 Parallele ProgrammiermodelleModelle für Rehensysteme werden auf untershiedlihen Ebenenentworfen
• Mashinenmodelle� niedrigste Abstraktionsstufe, Hardware + BS
• Arhitekturmodell� abstraktere Sihtweise wie in Kap. 2
• Berehnungsmodell� Erweiterung des Arhitekturmodells durh parallele Oper-ationen + zugehörige Kosten� üblihes Modell für sequentielle Rehner RandomAess Mahine (RAM)� davon abgeleitet Parallel Random Aess Mahine (PRAM)
• Programmiermodell� weitere Abstraktionsstufe durh Beshreibung aus Sihteiner ProgrammierumgebungKriterien zur Spezi�kation paralleler Programmiermodelle
• Parallelitätsebenen (Instruktionsebene,Anweisungsebene, Prozedurebene, parallele Shleifen)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 3



• implizite oder explizite Spezi�kation von Parallelität
• Form der Spezi�kation von Parallelität(unabhängige Tasks während der Laufzeit generiert,Prozesse zum Programmstart generiert)
• Abarbeitung paralleler Einheiten(synhron - asynhron, SIMD - SPMD)
• Kommunikation zwishen parallelen Einheiten(Nahrihtenaustaush - gemeinsame Variablen)
• Möglihkeiten der SynhronisationIn jeder parallelen Programmierumgebung sind dieseKriterien eindeutig festgelegtParalleles Programm spezi�ziert, welhe Berehnungen(potentiell) parallel ausführbar sindBerehnungen sind je nah Programmiermodell:
• einzelne Instruktionen
• arithmetishe/logishe Anweisungen
• Prozeduren
• oder parallele ShleifenIn allen Ansätzen werden unabhängige Module oder Tasksspezi�ziert, die parallel abgearbeitet werden könnenVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 4



De�nition der Tasks
• explizit vom Programmierer oder
• implizit durh das LaufzeitsystemAbstrakte Siht der ParallelisierungUntershiedlihe Programmiermodelle weisenuntershiedlihe Charakteristika auf,d.h. stellen Programmierer untershiedlihe Mehanismen zurVerfügungJeder Realisierung eines parallelen Programms liegt
• Parallelisierung unter Berüksihtigung der Daten- und Kon-trollabhängigkeiten zu GrundeVorgehen bei der Parallelisierung einessequentiellen AlgorithmusZiel: paralleler Algorithmus mit
• identishen Resultaten
• aber kürzere Ausführungszeit bei Verwendung mehrererProzessorenu. U. Entwiklung spezieller Algorithmen, die sih gut paral-lelisieren lassen (später mehr dazu)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 5



Shritte der Parallelisierung
• Zerlegung der Berehnung in parallel ausführbare Tasks(= kleinste Einheiten der Parallelität die genutzt werden soll)
• Bestimmung der Abhängigkeiten zwishen Tasks
• Zuweisung der Tasks an Prozesse(= abstrakter Begri� für Kontroll�uss, der von realem Prozes-sor ausführbar ist, Zuordnung wird als Sheduling bezeihnet)
• Abbildung der Prozesse auf Prozessoren(im einfahsten Fall ein Prozess pro Prozessor, aber auhmehrere Prozesse pro Prozessor sind möglih)Allgemeines Shema kann zu sehr untershiedlihenRealisierungen führenBeispiele:
• dynamishe Threadgenerierung -statishe Prozessgenerierung
• statishes Sheduling - dynamishes Sheduling
• Kommunikation über Nahrihten -Kommunikation über gemeinesame Variablen
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Ebenen der ParallelitätParallelität kann auf untershiedlihen Ebenen auftreten(von untershiedliher Granularität sein)
• Feinkörnige Granularität:Parallelität auf Instruktions- oder Anweisungsebene
• Mittlere Granularität:Parallelität auf Shleifenebene
• Grobkörnige Granularität:Parallelität auf ProzedurebeneGranularität bestimmt Einsatzmöglihkeit untershiedliherRehnertypen und Sheduling-AlgorithmenParallelität auf InstruktionsebeneGleihzeitige Abarbeitung der Instruktionen I1 und I2erfordert Unabhängigkeit der InstruktionenMöglihe Datenabhängigkeiten zwishen I1 und I2Fluss-Abhängigkeit: I1 berehnet Ergebnis in einem Regis-ter, welhes von I2 als Operand verwendet wirdAnti-Abhängigkeit: I1 verwendet ein Register alsOperand, welhes von I2 verwendet wird, um einErgebnis abzulegenAusgabe-Abhängigkeit: I1 und I2 verwenden dasgleihe Register zur Ergebnisausgabe
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BeispieleFluss-Abh. Anti-Abh. Ausgabe-Abh.
I1 : R1 ← R2 + R3 I1 : R1 ← R2 + R3 I1 : R1 ← R2 + R3

I2 : R5 ← R1 + R4 I2 : R2 ← R4 + R5 I2 : R1 ← R4 + R5Darstellung von Abhängigkeiten durh Abhängigkeitsgraph
• mit einem Knoten pro Instruktion und
• gerihteter Kante zwishen Knoten, falls Abhängigkeit ex-istiertBeispiel:

I1 : R1← A

I2 : R2← R2 + R1

I3 : R1← R3

I4 : B ← R1

I1

I3

I4I2

f

ff

f

a

o

Abhängigkeitsgraph de�niert Halbordnungzwishen InstruktionenAbhängigkeitsgraph kann automatish generiert werden
• teilweise statish vom Compiler
• sonst dynamish zur LaufzeitVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 8



Ii muss vor Ij ausgeführt werden ⇔es existiert eine gerihtete Verbindung von Ii nah Ijim Abhängigkeitsgraph
Ii kann parallel zu Ij ausgeführt werden ⇔es existiert keine gerihtete Verbding von Ii nah Ijoder von Ij nah IiPotentielle Parallelität kann (automatish) erkannt undgenutzt werden (durh Hardware oder Compiler)DatenparallelitätOft werden identishe Operationen auf untershiedliheElemente einer Datenstruktur angewendetEinfahes Beispiel: Vektor-Matrix-BerehnungenFalls Operationen unabhängig sind ⇒Daten können auf vershiedene Prozessoren verteilt undparallel manipuliert werden
⇒ datenparallele Programmiersprahen (SIMD Modell)Beispiel FORTRAN 90:Vektoranweisung: a(1 : n) = b(0 : n− 1) + c(1 : n)ist äquivalent zu for (i = 1 : n)

a(i) = b(i− 1) + c(i)endforVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 9



Semantik der Vektoranweisung:
• erst auf rehte Seite zugreifen
• dann Berehnungen durhführen
• shlieÿlih Zuweisung der ErgebnisseDatenparallelität im MIMD Modell durhSPMD-Konzept (single program multiple data)Identishes Programm wird auf untershiedlihenProzessoren asynhron ausgeführtJede Inkarnation des Programms bearbeitet einen Teil derDaten
⇒ Datenverteilung hat groÿen Ein�uss auf LaufzeitverhaltenDie meisten MIMD Programme sind nah demSPMD Paradigma realisiertDatenverteilung für FelderFelder sind Basisdatenstruktur für Vektoren und Matrizen
⇒ Basis vieler Anwendungen im tehnish/wissenshaftlihenBereihE�ziente Realisierung der Algorithmen hängt von Verteilung derDaten im Speiher abHier betrahtetes Modell: Prozessoren P = {P1, . . . , Pp} mitlokalem Speiher (in ähnliher Form auh für andere Kon�gura-tionen verwendbar)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 10



Verteilung eindimensionaler Felder (Vektoren):Verteilung eines Feldes v = (v1, . . . vn)blokweise Verteilung:Prozessoren erhalten benahbarte Feldelemente, so dass sih dieZahl der Elemente pro Prozessor sih um maximal 1 untersheidetzyklishe Verteilung:Feldelemente werden reihum an die Prozessoren verteiltblokzyklishe Verteilung:Kombination der vorherigen, Blöke vorgegebener Gröÿe werdenzyklish verteilt
P1

P1

P2 P3 P4

P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4

P1 P2 P3 P4 P1 P2Verteilung zweidimensionaler Felder (Matrizen):
• Verteilung der Spalten
• Verteilung der Zeilen
• Shahbrettverteilung

⊲ jeweils blokweise, zyklish oder blokzyklishVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 11



Beispiele:
P1 P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4P1 P2 P3 P4
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P3 P4

P1 P2
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blockweise Spalten zyklisch Spalten

blockzyklisch Spalten Zeilen

blockweise Schachbrett zyklisch Schachbrett

Verfahren können auf beliebig dimensionale Strukturenerweitert werdenZuteilung mehrdimensionaler Spalten, Zeilen oder Blöke zueinem ProzessorOptimale Anordnung hängt vom Algorithmus ab(später mehr)
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Parallele ShleifenShleifen sind Basiskonstrukte aller Programmiersprahenüblihe Ausführung sequentiell(i-ter Durhlauf beginnt nahdem i− 1-ter abgeshlossen)Falls Shleifenrümpfe unabhängig sind,können sie parallel ausgeführt werdenUnabhängigkeit
• wird vom Compiler oder Laufzeitsystem erkannt oder
• wird explizit vom Programmierer vorgegebenExplizite parallele Shleifenkonstrukte (FORTRAN 90):forall-Shleife forall (i = 1 : n)

a(i) = a(i− 1) + a(i + 1)endforallentspriht der Vektoranweisung
a(1 : n) = a(0 : n− 1) + a(2 : n + 1)

⇒ parallele Abarbeitung aller Shleifenrümpfesequentielle Abarbeitung innerhalb einesShleifenrumpfesAlternative dopar - Shleifen
⇒ parallele Abarbeitung aller ShleifenrümpfeÄnderung der Variablenwerte erst nah Abarbeitungdes gesamten ShleifenrumpfesVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 13



Untershiede am Beispiel:for / forall / dopar (i = 1 : 4)

a(i) = a(i) + 1

b(i) = a(i− 1) + a(i + 1)endforliefern für Startwerte 1, . . . , 6 in a(0), . . . , a(5):
b(1) b(2) b(3) b(4)for 4 7 9 11forall 5 8 10 11dopar 4 6 8 0Funktionsparallelitätunabhängige Funktionseinheiten werden als Tasks dargestellt unddie Abhängigkeit zwishen Tasks im Taskgraphenmodelliert (siehe Abhängigkeitsgraph auf Instruktionsebene)

⇒ unabhängige Tasks können parallel abgearbeitet werdenTasks werden Ausführungszeiten zugeordnetZuordnung von Tasks zu Prozessoren überstatishes oder dynamishes ShedulingSpezi�kation von Tasks in Programmen:
• explizit durh De�nition von Tasks/Prozessen/Threads
• explizit durh Sprahkonstrukte(z.B. parallele Prozeduren in High Performane Fortran)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 14



Explizite-implizite Darstellung von ParallelitätWieviel Aufwand muss der Programmierer für dieParallelisierung treiben?Untershiedlihe Abstufungen existieren
• Implizite Parallelitätsequentielles Programm wird vom Compiler parallelisiert
• Funktionale Programmiersprahenparallele Berehnung von Funktionsargumenten
• Explizite Parallelität mit impliziter Zerlegungexplizite Darstellung der Parallelität im Programm, aber keineAufteilung in Tasks
• Explizite Zerlegungexplizite Beshreibung von Tasks,aber keine explizite Zuordnung von Tasks zu Prozessoren
• Explizite Zuordnung an Prozessorenexplizite Zuweisung von Tasks an Prozessoren, aber gemein-samer Datenraum
• Explizite Kommunikation + Synhronisationexplizite Realisierung der gesamten ParallelisierungWir betrahten meistens Vertreter der letzten Klasse
⇒ komplexeste Form der Parallelisierung
⇒ aber bisher auh noh e�zientestes VorgehenVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 15



Strukturierung paralleler ProgrammeBasisoperation bei expliziter paralleler ProgrammierungGenerierung von Tasks-Prozessen
• statishe Generierung zum Programmstart
• dynamishe Generierung während der LaufzeitÜblihe Operationen zur Taskgenerierung
• Fork-Join
• Spawn-Exit
• Parbegin-ParendUntershiedlihe Organisationstrukturen fürparallele Tasks existieren
• SPMDidentishes Programm existiert mehrfah
• Master-SlaveMaster-Prozess erzeugt Slaves und weist ihnen Arbeit zu
• Pipeliningjeder Prozess liest Eingabe und erzeugt daraus Ausgabe,Ausgabe des i-ten Prozesses ist Eingabe des i + 1-tenAuswahl der Struktur je nah AufgabenstellungVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 16



InformationsaustaushKommunikation über gemeinsame Variablen
• Existenz eines gemeinsamen Speihers wird angenommen(virtuell oder real vorhanden)
• Untersheidung zwishen privaten und gemeinsamenVariablen jedes Prozesses
• Koordinierter Zugri� auf gemeinsame Variablen erfordert Syn-hronisation
• Zugri�e werden sequentialisiert durh lok/unlok-Operationen, Semaphore oder Monitore
• Resultat darf niht von der gewählten Sequentialisierung ab-hängen (deterministishes Verhalten)Kommunikation über Nahrihtenaustaush
• Prozesse berüksihtigen explizit Kommunikationsoperatio-nen (⇒ Kenntnis über Gesamt-/Teilstruktur des parallelenProgramms in jedem Prozess vorhanden)
• Kommunikationsoperationen werden vonLaufzeitbibliotheken zur Verfügung gestellt� Kommunikation beruht meist auf wenigenBasisoperationen� Bibliotheksroutinen abstrahieren von konkreterArhitektur und Verteilung der ProzesseVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 17



BasiskommunikationsoperationenEinzeltransfer:Prozessor Pi shikt eine Nahriht an Prozessor PjSender führt Senderoutine aus:
• ablegen der Nahriht im Sendepu�er
• Angabe der Empfangsadresse (bzw. Prozessornummer)
• je nah Semantik blokierendes oder niht-blokierendesSendenEmpfänger führt Empfangsroutine aus
• auslesen der Nahriht aus Empfangspu�er
• evtl. danah vershiken einer BestätigungAus Einzeltransfers können alle Kommunikationsoperationenprinzipiell zusammengesetzt werdenEinzel-Broadast:Ein Prozessor Pi shikt eine Nahriht an alle anderen Prozes-sorenEinzel-Akkumulation:Ein Prozessor Pi empfängt von jedem anderen Prozessor Pj eineNahriht eines festen TypsNahrihten werden auf dem Weg zum Empfängervershmolzen (Reduktion)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 18



Einzel-Broadast und Einzel-Akkumulation können mit Hilfe vonSpannbäumen beshrieben werdenBeispiele (Reduktionsoperation durh + bezeihnet)
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Gather:Ein Prozessor Pi erhält ein individuelles Paket von allen anderenProzessoren (Pakete können niht vershmolzen werden)Satter:Ein Prozessor Pi vershikt eine individuelle Nahriht an alleanderen ProzessorenBeispiele: (ai,aj bedeutet, dass beide Nahrihten individuellübertragen werden)
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Multi-Broadast:Alle Prozessoren führen gleihzeitig einen Broadast ausMulti-Akkumulation:Alle Prozessoren führen gleihzeitig eine Akkumulation ausGesamtaustaush:Jeder Prozessor sendet jedem anderen je eine individuelleNahrihtHierarhie der Kommunikationsprobleme
Gesamtaustausch

Multi-Broadcast Multi-Akkumulation

Scatter Gather

Einfach-AkkumulationEinfach-Broadcast

Einzeltransfer

Dualität

Dualität

Dualität

• Algorithmus für eine Operation, die höher in der Hierarhieist, kann auh für Operation verwendet werden, die niedrigerin der Hierarhie liegt
• Algorithmen für duale Probleme können leiht ineinanderüberführt werdenVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 20



Parallele Matrix-Vektor-MultiplikationBasisoperationen vieler tehnisher AnwendungenParallele Realisierung mit Hilfe der vorgestelltenBasiskommunikationsoperationenNotationen:
• A ∈ IRn×m Matrix
• b ∈ IRm Vektor
• c = A · b ∈ IRnIndizes laufen von 1 bis n bzw. m
c(i) =

m
∑

j=1

A(i, j) · b(j)Möglihe Realisierungen(C-Notation ⇒ Indizes laufen von 0 bis n− 1 bzw. m− 1)Version 1 Version 2f or (i = 0; i < n; i + +) for (i = 0; i < n; i + +)
c[i] = 0; c[i] = 0;for (i = 0; i < n; i + +) for (j = 0; m; j + +)for (j = 0; j < m; j + +) for (i = 0; i < n; i + +)
c[i] = c[i] + A[i][j] ∗ b[j]; c[i] = c[i] + A[i][j] ∗ b[j];
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Version 1 berehnet das Vektor-Matrix-Produktdurh n innere ProdukteSei Ai• i-te Zeile von A, dann ist
A · b =













(A1•, b)......
(An•, b)













mit (x, y) =
m
∑

j=1

x(j) · y(j) (inneres Produkt)Version 2 berehnet das Vektor-Matrix-Produktals Linearkombination der SpaltenSei A•i i-te Spalte von A, dann ist
A · b =

m
∑

j=1

b(j) ·A•j

Sequentielle Realisierung beider Varianten sind ähnlih
• da Shleifen auf Grund der Datenunabhängigkeitvertausht werden dürfen
• untershiedlihe Laufzeiten können bei groÿen Matrizen durhuntershiedlihe Zugri�e auf Hintergrundspeiher auftreten
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Parallele Implementierungen untersheiden sih deutlih(sei p Anzahl Prozessoren)
• bei Version 1 werden die n inneren Produkte so auf dieProzessoren verteilt, dass jeder Prozessor ungefähr n/p innereProdukt berehnet
• bei Version 2 werden die m Linearkombinationen so aufdie Prozessoren verteilt, dass jeder Prozessor ungefähr m/pLinearkombinationen berehnetDetaillierte Betrahtung der Algorithmen:Annahmen:
• Matrix-Vektor-Multiplikation ist Teil eines iterativenProzesses (d.h. mehrere Iterationen)
• A ist eine quadratishe Matrix es gilt n = m und es wird dasIterationsshema bk = A · bk−1 berehnet
• Daten werden am Anfang einmal verteilt(ausgehend von einem Master-Prozess im System)
• Daten müssen nah jeder Iteration so verteilt werden, dassnähste Iteration beginnen kann
• am Ende der Iteration wird der Ergebnisvektor zumMaster übertragen und von dort ausgegebenVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 23



Version 1Prozessor erhält
• Zeilen der Matrix deren innere Produkte er berehnen soll(Satter Operation mit Nahrihtengröÿe n ·m/p)
• Kopie des Vektors b(Einfaher Broadast mit Nahrihtengröÿe m)Annahme: blokweise Zuteilung der Zeilen zu Prozessoren(Prozessor i berehnet Zeilen n/p · (i− 1) + 1, . . . , n/p · i)Lokale Datenstrukturen und Konstante(Annahme n/p ganzzahlig):
• A local[i][j] der Gröÿe n/p×m

• c local[i] der Gröÿe n/p

• n local = n/pLokaler Algorithmus auf Prozessor pfor (i = 0; i < n local; i + +)
c local[i] = 0;for (i = 0; i < n local; i + +)for (j = 0; j < m; j + +)

c local[i] = c local[i] + A local[i][j] ∗ b[j];multi broadast(c local, n local, b) ;Abarbeitung des Programms im SPMD StilVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 24



Kommunikationsoperation multi broadast
• führt Synhronisation herbei
• sorgt dafür, dass berehneter Vektor c anshlieÿend als Itera-tionsvektor b verfügbar ist
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P1

P2

P3

P4

Vektor
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ie

rt

b

Multi−
Broadcast

Nah Ende der Iterationen Gather-Operation des Masters zumErhalt des Resultatvektors (Nahrihtengröÿe n/p)Realisierung auf Rehner mit geteiltem Adressraum:
• Synhronisationspunkt statt Multi-Broadast
• ansonsten unveränderter Algorithmus
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Version 2Prozessor erhält
• Spalten der Matrix mit denen Linearkombinationenberehnet werden(Satter Operation mit Nahrihtengröÿe n ·m/p)
• Teil des Vektors b (Satter mit Nahrihtengröÿe m/p)Annahme: blokweise Zuteilung der Spalten zu Prozessoren(Prozessor i berehnet Zeilen m/p · (i− 1) + 1, . . . ,m/p · i)Lokale Datenstrukturen und Konstante(Annahme n/p ganzzahlig):
• A local[i][j] der Gröÿe n×m/p

• b local[i] der Gröÿe m/p

• n local = m/pLokaler Algorithmus auf Prozessor pfor (i = 0; i < n; i + +)
c[i] = 0;for (j = 0; j < m local; j + +)for (i = 0; i < n; i + +)

c[i] = c[i] + A local[i][j] ∗ b local[j];single aumulation(c, m local, b local, ADD) ;Abarbeitung des Programms im SPMD StilVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 26



Kommunikationsoperation single aumulation
• führt Synhronisation herbei
• sorgt dafür, dass berehneter Teilvektor von c, der zu Spaltengehört die auf dem Prozessor berehnet werden, anshlieÿendals Iterationsvektor b local verfügbar ist

Matrix A
Vektor
   b

* =
P1 P2 P3 P4

P2
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P3

P4

P1 P2 P4P3

Multi−
Akkumulation
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P3

P4

+++

Nah Ende der Iterationen einfahe Akkumulation des Masterszum Erhalt des Resultatvektors (Nahrihtengröÿe n)Realisierung auf Rehner mit geteiltem Adressraum nihtempfehlenswert, da Prozessoren gleihzeitig auf c shreibendzugreifen (Zugri�skon�ikt)
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3.2 Message Passing ProgrammierungAbstraktion eines Parallelrehners mit verteiltem Speiheri.d.R. ohne explizite Siht auf die Topologie(⇒gröÿere Portabilität der Programme)Struktur eines message-passing Programms:
• Prozesse mit lokalen Daten
• Programmstrukturen� MPMD (multiple program, multiple data)� SPMD (single program, multiple data)
• Nahrihtenaustaush zwishen Prozessen
⇒ expliziter Aufruf von Kommunikationsroutinen(für Sendung und Empfang von Daten!)Möglihe Realisierungen
• direkte Programmierung der Kommunikationsoperationen
• Verwendung von Standardbibliotheken� Kommunikationsroutinen für untershiedliheArhitekturen (⇒ portable Programme)� Routinen für Basiskommunikationsoperationen(Punkt-zu-Punkt, Broadast)Hier behandelt MPIFolien separat verfügbar siehe Web-SeiteVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 28



3.3 Programmierung mit gemeinsamenVariablenProgrammierung mit gemeinsamen VariablenProzessmodell:
• unabhängige Programmstüke greifen auf gemeinsamenAdressraum zu
• Prozesse (oder Threads) können Speiherzellen imgemeinsamen Adressraum lesen oder shreiben
• Kommunikation durh Lesen und Shreiben von Variablen imgemeinsamen Adressraum (keine direkten Kommunikation-soperationen notwendig)
• Synhronisationsoperationen beim Zugri� auf gemeinsamenAdressraum sind notwendigErste Realisierungen dieses Prozessmodells im Bereih derMehrbenutzerbetriebssystemeZiel:Natürlihes Programmdesign für Systeme kommunizierenderKomponenten (üblihes Paradigma vieler Anwendungen)
⇒ Threadkonzept in JAVAWir betrahten Pthreads
• POSIX Standard für Unix Betriebssysteme
• frei verfügbar für viele Systeme (Linux, Windows)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 29



Begri�sklärungen und MotivationHeutige Betriebssysteme sind Multitasking-Systeme d.h.
• mehrere Prozesse können gleihzeitig aktiv sein
• CPU wird nah dem Time-Sharing Verfahren an Prozessevergeben
• CPU-Sheduler steuert die Ausführung der ProzesseProzess
• ein Ausführung be�ndlihes Programm
• mit den zugehörigen Daten
• und dem KontextProzesswehsel erfordert Kontextwehsel
⇒ relativ hoher AufwandVereinfahung durh Verwendung von Threads
• Threads beshreiben Kontroll�üsse in einem Prozess
• Threads teilen sih einen Adressraum
• Threads besitzen lokalen Datenstak und u.U. lokale Variablen
⇒ e�ziente Erzeugung und Verwaltung aberkeine Abgrenzung zwishen Threads eines Prozesses
Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 30



Realisierung von Threads
• auf Benutzerebene ohne Beteiligung des Betriebssystems
• auf BetriebssystemebeneAusführungsmodelle für ThreadsFalls BS Threadverwaltung niht unterstütztN:1 Abbildung
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Falls BS Threadverwaltung unterstützt1:1 Abbildung
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Programmiermodell für PthreadsWir nehmen an, dass N:M Abbildung gewählt wird(Allgemeinste Form, die in Zukunft wohl von vielen BS unter-stützt wird!)Aufgabe des Benutzers:
• Zerlegung des Programms in Benutzer-Threads,die konkurrierend ausgeführt werden
• Siherstellung der Synhronisation und Kommunikation zwis-hen Benutzer-Threads
• Bibliotheks-Sheduler bildet Benutzer-Threads auf BS-Threads ab
• BS-Sheduler bildet BS-Threads auf Prozessoren abBenutzer hat
• kaum Ein�ussmöglihkeiten auf Bibliotheks-Sheduler
• keine Ein�ussmöglihkeit auf BS-Sheduler
⇒ Mapping der Threads auf Prozessoren erfolgt automatishVorteil: Vereinfahte ProgrammierungNahteil: Keine Ein�ussmöglihkeit durh ProgrammiererVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 33



Möglihe (und üblihe) Modelle der Zusammenarbeitzwishen Threads:Master-Slave-Modell:
• ein Master-Thread steuert das Programm
• Slave-Threads führen Berehnung durh
• Master-Thread startet Slaves, versorgt sie mit Daten undsammelt ErgebnisseWorker-Modell:
• Programm besteht aus Menge von gleihberehtigter Worker-Threads
• Threads koordinieren sih zur Durhführung der Berehnun-gen
• jeder Worker-Thread kann bei Bedarf neue Worker erzeugenPipeline-Modell:
• Ein-/Ausgabebeziehung zwishen beteiligten Threads
• Thread i benötigt Daten von i− 1 für seine Berehnungen
• übliherweise nur für relativ kleine Zahl von Threads realisier-barVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 34



Pthreads StandardStandard wird übliherweise in C realisiertNamenskonvention:pthread [<objet>℄ <operation>
• objet bezeihnet Objekt, auf dem Operation ausgeführtwird
• operation die zugehörige OperationBeispiele
• pthread mutex init() initialisiert eine Mutex Variable
• pthread reate() generiert einen neuen Thread(Objektbezeihnung thread wird weggelassen)DatentypenDatentyp Bedeutungpthread t Thread-Namepthread mutex Mutex-Variablepthread ond t Bedingungsvariablepthread key t Zugri�sshlüsselpthread attr t Thread-Attributpthread mutexattr t Mutex-Attributpthread ondattr t Bedingungsvariablen-Attr.pthread one t KontrollkontextVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 35



Erzeugen und Verwalten von ThreadsNah dem Start eines Pthread-Programms istder Haupt-Thread aktiv, der die main()-Funktiondes Programms ausführtErzeugung von neuen Threads durhint pthread reate (pthread t *thread,onst pthread attr t *attr,void *(*start routine) (void *),void *arg)
• pthread t liefert Verweis auf erzeugten Thread
• pthread attr t Verweis auf Attributobjekt für denneuen Thread
• start routine Routine, dei der neue Thread nahseinem Start ausführt
• arg Argument der Startroutine
• Anzahl der erzeugbaren Threads in der Regel beshränkt(64 laut Standard)Beendigung eines Threads durh Funktionvoid pthread exit (void *valuep)valuep enthält den Rükgabewert des threadsFunktion wird immer implizit aufgerufen, wenn ein Thread seineStartroutine beendetVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 36



Koordination von ThreadsWarten auf Beendigung eines anderen Threadsint pthread join (pthread t thread, void **valuep)
• thread bezeihnet Thread auf den gewartet wird
• valuep Rükgabewert des Threads auf den gewartet wurdeFalls mehrere Threads auf einen warten,
• ist nur einer erfolgreih
• alle anderen erhalten FehlerodeLaufzeitsystem speihert Datenstruktur beendeter Threads, umeine spätere Join-Operation zu ermöglihenExplizite Freigabe der Datenstruktur durh
• Aufruf von pthread join oder
• Aufruf von pthread detah(dann kein join mit diesem Thread mehr möglih!)
Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 37



Beispiel Matrix-Multiplikation#inlude <pthread.h>typedef strut {int size, row, olumn ;double (*MA)[8℄, (*MB)[8℄, (*MC)[8℄ ;} matrix type t ;void thread mult(matrix type t *work) {int i, row = work->row, olumn = work->olumn;work->MC[row℄[olumn℄ = 0.0 ;for (i=0; i < work->size; i++)work->MC[row℄[olumn℄ += work->MA[row℄[i℄ * work->MB[i℄[olumn℄ ;}int main() {int row, olumn, size = 8 ;double MA[8℄[8℄, MB[8℄[8℄, MC[8℄[8℄ ;matrix type t *work ;pthread t thread[8℄[8℄ ;for (row=0; row<size; row++) {for (olumn=0; olumn<size; olumn++){work = (matrix type t *) mallo (sizeof (matrix type t)) ;work->size = size ; work->row = row ; work->olumn = olumn;work->MA = MA; work->MB = MB ; work->MC = MC ;pthread reate(&(thread[row℄[olumn℄), NULL,(void *) thread mult, (void *) work) ;} }for (row=0; row<size; row++) {for (olumn=0; olumn<size; olumn++) {pthread join (thread[row℄[olumn℄, NULL) ;} } }Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 38



Behandlung zeitkritisher AbläufeProblem durh gemeinsamen Adressraum der Threads
⇒ Zugri�skon�ikteMutex-VariablenDatentyp der Thread-Bibliothek zur Realisierung deswehselseitigen AushlussesZustände einer Mutex Variable
• gesperrt (loked)
• ungesperrt (unloked)Zugri� auf einen geshützten Bereih erfordert:Sperren der Mutex-Variable
• falls erfolgreih wird aufrufender Thread Eigentümer derMutex-Variable
• falls niht erfolgreih wird Thread suspendiert bis Mutexwieder freiNah Abarbeitung des kritishen Bereihs:Freigeben der Mutex Variable
• ein evtl. auf die Mutex Variable wartender Thread bekommtanshlieÿend Zugri�Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 39



Nahteile des Vorgehens:
• jeder Thread muss siherstellen, dass erst Mutex gesetztwird und dann auf den kritishen Bereih zugegri�en wird(ansonsten kein exklusiver Zugri� garantiert)
• jeder Thread muss siherstellen, dass Mutex wiederfreigegeben wird (ansonsten Deadlokgefahr)Funktionen zur Behandlung von Mutex Variablen:int pthread mutex init (pthread mutex t *mutex, onstpthread mutexattr t *attr)initialisieren eines neuen Mutexint pthread mutex destroy (pthread mutex t *mutex)löshen einer Mutex Variableint pthread mutex lok (pthread mutex t *mutex)sperren der Mutex Variableint pthread mutex trylok (pthread mutx t *mutex)sperren der Mutex-Variable, falls diese �frei ist�ansonsten Fehlermeldung an aufrufenden Thread, der aber nihtsuspendiert wirdint pthread mutex unlok (pthread mutex t *mutex)entsperren der Mutex VariableVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 40



BedingungsvariablenDatenstruktur, die es Threads erlaubt, auf beliebige Bedingun-gen zu warten (ohne zwishen durh aktiv zu werden und dieBedingung zu testen)
⇒ kein CPU-Zeitverbrauh während der WartezeitBedingungsvariablen haben Typ pthread ond tund ermöglihen durh Funktionen zumWarten und Signalisierensehr allgemeine Synhronisation von ThreadsFunktion zur Initialisierungint pthread ond init (pthread ond t *ond,onst pthread ondattr t *attr)Bedinungsvariablen werden eindeutig mit Mutex-Variablen as-soziiert
• alle auf eine Bedingungsvariable wartenden Threadsmüssen den selben Mutex benutzen
• vershiedene Bedingungsvariablen dürfen aber den selben Mu-tex benutzenFunktion zum warten auf eine Bedingungint pthread ond wait (pthread ond t *ond,pthread mutex t *mutex)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 41



Typishe Verwendungpthread mutex lok(&mutex) ;while (! Bedingung)pthread ond wait(&ond, &mutex) ;pthread mutex unlok(&mutex) ;Ablauf:
• falls Bedingung erfüllt, wird niht gewartet und die Mutex-Variable wieder freigegeben
• falls Bedingung niht erfüllt, wird die Mutex Variable implizitfreigegeben und der Prozess bis zu einerSignalisierungsoperation suspendiert
• Mutex Variable ist notwendig, um siherzustellen, dass Be-dingung sih nah Abprüfen in der while Shleife niht ändertZum Aufweken von Prozessen, die auf eineBedingungsvariable warten, existieren die Funktionenpthread ond signal(pthread ond t *ond)
• Funktion wekt einen auf die Bedingungsvariablewartenden Prozess auf
• Auswahl nah Priorität und Shedulingstrategie
• falls kein Prozess wartete, kein E�ektVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 42



pthread ond broadast (pthread ond t *ond)
• wekt alle auf die Bedingungsvariable wartenden Prozesse auf
• davon bekommt aber nur ein Prozess die Kontrolle über dieMutex Variable
• falls kein Prozess wartet, kein E�ektDie Funktionint pthread ond timewait(pthread ond t *ond, pthread mutex t *mutex,onst strut timespe *time)wartet bis
• zu einer Signalisierung über die Bedingungsvariable oder
• bis zum Ablauf der in time spezi�zierten Zeitim zweiten Fall Rükgabe der Fehlermeldung ETIMEOUTKomplexe Synhronisationsprobleme können durhKombination von Mutex- undBedingungsvariablen gelöst werden
⇒ Darstellungs- und Sprahebene relativ elementar unddamit fehleranfällig!Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 43



Steuerung und Attribute von ThreadsBei der Generierung von Threads können diesen Attributezugewiesen werdenFalls in pthread reate der Wert NULL für Attribute verwendetwird, so wird ein (bibliotheksabhängige) Standardeinstellung derAttribute gewähltDazu muss ein Objekt vom Typ pthread attr t mit der Funktionint pthread attr init (pthread attr t *attr)erzeugt werdenObjekt enthält Default-Werte der ParameterVershieden Parameter können gesetzt werdenRükgabewert
• Standard PTHREAD CREATE JOINABLE, Rükgabewert wirdnah Beendigung gespeihert
• PTHREAD CREATE DETACHED sorgt dafür, dass kein Rük-gabewert zurükgegeben wirdAuslesen und Setzen des Wertes durhint pthread attr getdetahstate(onst pthread attr t *attr, int *detahstate)int pthread attr setdetahstate(onst pthread attr t *attr, int detahstate)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 44



StakeigenshaftenGröÿe des lokalen Staks eines Threads kann mittels derFunktionenint pthread attr getstaksize(onst pthread attr t *attr, size t *staksize)
int pthread attr setstaksize(onst pthread attr t *attr, size t staksize)abgefragt und gesetzt werdenAbbruh von Threadsint pthread anel (pthread t thread)kündigt einen Abbruh anAbbruh wird erst wirksam,wenn ein Abbruhpunkt erreiht wirdAbbruhpunkte sind
• alle Synhronisationspunkte(pthread join(), pthread ond wait(), open(), ..)
• durh die Funktion int pthread testanel() eingefügtEin Thread kann seinen eigenen Abbruh verhindern, indemseinen Zustand auf niht unterbrehbar setzt mittelsint pthread setanelstate (int state, int *oldstate)mit state = PTHREAD CANCEL DISABLEVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 45



Sheduling von Threads
• Beein�ussung der Abbildung von Benutzer-Threads aufBetriebssystem-Threads durh Sheduling Attribute
• Sheduling-Priorität bestimmt wie bevorzugt ein Thread be-handelt wird
• Priorität kann zwishen minimalem und maximalem WertliegenFunktionenint shed get priority min (int poliy)int shed get priority max (int poliy)liefern die WerteAuswirkung der Priorität hängt von der Sheduling-Strategie(poliy) ab
• Für jede Priorität existiert eine separateBereitshaftswarteshlange
• Sheduler wählt Thread aus Warteshlange mit höhster Pri-orität nah Sheduling Strategie dieser Warteshlange
• Threads mit niedriger Priorität werden von der Bearbeitungausgeshlossen, wenn permanent Threads hoher Priorität aus-führbar sindVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 46



Möglihe Sheduling StrategienSCHED FIFO: Ausführung des ersten Threads aus derWarteshlange, bis dieser anhält oder durh einen Threadhöherer Priorität unterbrohen wirdSCHED RR: Threads aus einer Warteshlange werden nahdem Zeitsheibenverfahren abgearbeitetSCHED OTHER: spezielle Strategie an das Sheduling desjeweiligen Betriebssystems angepasstFunktionenint pthread attr getshedpoliy(onst pthread attr t *attr, int *shedpoliy)int pthread attr setshedpoliy(pthread attr t *attr, int shedpoliy)zum Abfragen und Setzen der Sheduling StrategieSheduling-Bereih:
• lokales Sheduling nur der Threads eines Prozesses
• globales Sheduling der Threads aller Prozesse (niht in allenPthread Realisierungen vorhanden)Übliherweise wird lokales Sheduling verwendet, da diese ohneden BS-Sheduler auskommtVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 47



Datenhaltung in Threads
• alle Threads haben gemeinsamen Adressraum
• globale und dynamish generierte Variablen sind von allenThreads zugreifbar
•innerhalb einer Funktion deklarierte Variablen sind nur voneinem Thread zugreifbarNahteil: lokale Variablen gehen verloren, wenn eineFunktion verlassen wirdLösungsansatz in Pthreads sind Shlüssel
• Shlüssel werden prozessglobal verwaltet
• Thread kann auf einen Shlüssel zugreifen und Daten zuweisen
• jeder Thread liest seine Daten beim Lesen des ShlüsselsGenerierung eines Shlüsselint pthread key reate (pthread key t *key,void (*destrutor) (void *))key muss globale oder dynamish allokierte Variable seinint pthread setspeifi (pthread key t key, void *value)weist dem Shlüssel key den Wert value zuÜbliherweise ist value die Adresse eines dynamish allokiertenDatenobjekts (und keine lokale Variable!)void *pthread getspeifi (pthread key t key)liefert den gespeiherten Wert zurükVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 48



3.4 Laufzeitanalyse paralleler ProgrammeWesentliher Grund für den Einsatz von Parallelrehnern: Re-duktion der Laufzeit von Anwendungsprogrammen
⇒ Laufzeitanalyse entsheidender Aspekt derParallelverarbeitungFaktoren, die die Laufzeit beein�ussen:
• Arhitektur des Parallelrehners
• verwendeter Compiler
• verwendetes Betriebssystem
• parallele Programmierumgebung
• Lokalitätseigenshaften des verwendeten AlgorithmusUntershiedlihe Ansätze zurLeistungsbewertung und -messungLeider kein vollständiger Ansatz für parallele Programme vorhan-denHier betrahtet
• Maÿe für sequentielle Programme
• spezi�she Maÿe für parallele Programme
• einfahe Modelle zur Modellierung und AnalyseVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 49



Leistungsmaÿe sequentieller SystemeMaÿe aus Siht des Benutzers-Betreibers
• Antwortzeit: Zeit zwishen Start und Terminierung einesProgramms
• Durhsatz: Anzahl Arbeitseinheiten pro ZeiteinheitMaÿe des Prozessors:
• Taktrate (1/Zykluszeit)
• CPI (Clok Cyles per Instrution)
• MIPS Rate (Million Instrutions per Seond)
• MFLOPS (Million Floating-point Operations per Seond)Leistungsmaÿe des Prozessor reihen i.d.R. niht aus, um Leis-tung des Systems zu bestimmen!Leistung resultiert aus dem komplexen Zusammenspielzwishen Hardware und Software
⇒ Leistungsmessung/-vergleih oft über Messungder Laufzeit spezieller Programme (Benhmarks)Bekannte Benhmark-Sammlungen: SPEC-Benhmarks
• Zahlreihe Benhmarks für vershiedenste Anwendungen
• Bekannte Leistungsmaÿe SPECint2000 und SPECfp2000Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 50



Ermittlung der Leistungsmaÿe:
• mehrfahe Ausführung der Benhmark-Programme
• Bestimmung der mittleren Ausführungszeit
• Normalisierung der gemessenen Ausführungszeit imVergleih zu den Werten einer Referenzmashine
• Bestimmung des geometrishen Mittelwerts dernormalisierten Ausführungszeiten über alleBenhmark-Programme liefert SPEC-LeistungsmaÿNumerishe Programme aus der Netlib
• besonders Linpak Routinen zum Vergleih numerisher Leis-tungsfähigkeit
• Vorgehen wie bei SPEC BenhmarksParallele Benhmarks
• Ansatz der Leistungsmessung im Prinzip auf parallele Pro-gramme übertragbar
• durh zusätzlihe Freiheitsgrade treten viele praktishe Prob-leme auf
• Gauss-Elimination aus Linpak ist ein übliher Benhmark fürParallelrehner (siehe TOP 500 Liste)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 51



Leistungsmaÿe paralleler Systeme
Tp(n) Laufzeit eines parallelen Programms auf einem Systemmit p Prozessoren für ein Problem der Gröÿe nLaufzeit setzt sih zusammen aus
• Zeit für lokale Berehnungen
• Zeit für Datenaustaush durh Ausführung vonKommunikationsoperationen
• Wartezeiten auf Ergebnisse anderer Prozesse
• Zeit zur SynhronisationVergleih paralleler zur sequentieller Laufzeit:
T ∗(n) Laufzeit des sequentiellen Programms, de�niert als
• Laufzeit des �besten� sequentiellen Algorithmus
• Laufzeit eines �üblihen� sequentiellen Algorithmus
• Laufzeit T1(n) (Vorsiht kann zu niht realistishen Ergeb-nissen führen)Kosten des parallelen Programms: Cp(n) = p · Tp(n)Paralleles Programm ist kostenoptimal, wenn

Cp(n) = T ∗(n) giltBei asymptotisher Betrahtung T ∗(n)/Cp(n) = Θ(1)Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 52



Speedup zum Vergleih paralleler und sequentiellerProgramme
Sp(n) = T ∗(n)

Tp(n)relativer Geshwindigkeitszuwahs durh Verwendung von pProzessorenParallele E�zienz
Ep(n) =

Sp(n)
pFür theoretishe Analysen gilt immer Sp(n) ≤ pFalls Sp(n) < p könnte man (theoretish) einensequentiellen Algorithmus mit Laufzeit p · T ∗(n) realisieren!Algorithmus führt naheinander jeweils eine Operation der pProzessoren aus

⇒ Laufzeit ≤ p · T ∗(n)Praktish kann durhaus Sp(n) > p beobahtet werden durh
• gröÿere Speiher
• Cahee�ekte
• hohe Varianz bei randomisierten AlgorithmenIn der Praxis wird aber meist p > Sp(n) beobahtetVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 53



Einige Gesetze bzgl. erreihbarer Leistung:Amdahlshes Gesetz:sei f Anteil des Programms, welher sequentiellausgeführt werden mussIm besten Fall gilt :
Sp(n) = T ∗(n)

f ·T ∗(n)+1−f
p ·T

∗(n)
= 1

f+1−f
p

≤ 1
fz.B. 20% sequentieller Anteil ⇒ Speedup ≤ 5Wihtiger Aspekt paralleler Programme SkalierbarkeitLeistungsgewinn proportional zur Prozessorzahl(i.d.R. bei steigender Problemgröÿe)Gustafson-Gesetz

• τf Ausführungszeit sequentieller Anteil(unabhängig von Problemgröÿe)
• τv(n, p) Ausführungszeit paralleler Anteil mit p Prozessorenbei Problemgröÿe n

Sp(n) =
τf+τv(n,1)

τf+τv(n,p)falls sih paralleler Anteil perfekt parallelisieren lässt gilt
τv(n, p) = (T ∗(n)− τf)/p und damit auh

Sp(n) =
τf+T ∗(n)−τf

τf+(T ∗(n)−τf)/p =

τf
T∗(n)−τf

+1

τf
T∗(n)−τf

+1
pVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 54



Damit ist limn→∞ Sp(n) = p,wenn T ∗(n) streng monoton in n steigtOverhead bei Verwendung von p Prozessoren
Hp(n) = p · Tp(n)− T ∗(n)für die E�zienz gilt dann

Ep(n) = T ∗(n)
T ∗(n)+Hp(n)Auh wenn limn→∞ Sp(n) = p gilt, ist immer nohinteressant, wie n sih bei wahsendem p verhältDies drükt die Isoe�zienzfunktion ausSei E die geforderte E�zienz, dann drükt dieIsoe�zienzfunktion das Verhältnis von p und n aus, so dass gilt

T ∗(n) = E
1−E ·Hp(n)Ideal: konstantes Verhältnis, real oft nur lineares Verhältnissiehe auh Verhältnis Nmax - N1/2 bei Superomputern

Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 55



Modellierung paralleler LaufzeitenLaufzeiten paralleler Programmeohne KommunikationszeitenZur Darstellung von AbhängigkeitenPräzendenzgraphen als Programmmodell
G = (N, A) sei ein gerihteter azyklisher Graph
• Knoten beshreiben Operationen oder Tasks
• Kanten beshreiben Abhängigkeiten(Daten - Instruktionen)Ähnlihe De�nition wie Abhängigkeitsgraphen aufInstruktionsebene (siehe Folie 8)Hier aber keine Festlegung der Granularität!Beispiel

+

* sq * *

+ +

x1 x2 x3

x1*x2 x1*x3

x1*x3+x2*x3

(x1+x2)*(x2+x3)

x2**2 x2*x3

x1*x2+x2**2
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Einige Notationen
• Eingangsgrad: Anzahl Kanten, die in einem Knoten enden
• Eingangsknoten: Knoten ohne Eingangskanten
• Ausgangsknoten: Knoten ohne Ausgangskanten
• N0 Menge aller Knoten, die keine Eingangsknoten sind
• Tiefe: Länge des längsten Pfades von einem Eingangsknotenzu einem Ausgangsknoten (= Anzahl Kanten)Interpretation der Knoten
• Eingangsknoten beshreiben Daten
• Alle weiteren Knoten beshreiben OperationenPräzendenzgraphen sind nur zur Darstellungsequentieller Abläufe geeignet!Darstellung von Shleifen durh Entfaltungfor (i = 0; i <= n; i + +)
x[i] = y[i] + z[i] ;wird zu

x[0] = y[0] + z[0] ;...
x[n] = y[n] + z[n] ;Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 57



Analyse von Programmen mittels Präzedenzgraphen:vereinfahende Annahmen
• alle Operationen dauern eine Zeiteinheit(nur bei elementaren Operationen gerehtfertigt)
• Operationen der Eingangsknoten benötigen keine Zeit
• Kommunikationzeiten bleiben unberüksihtigt
⇒ Resultate beshreiben den �best ase�Präzedenzgraph wird mit p Prozessoren abgearbeitet
⇒ Abbildung der Knoten aus N0 auf die ProzessorenJeder Knoten muss von einem Prozessor bearbeitet werden (keineParallelisierbarkeit bzgl. einzelner Knoten)
• Pi Prozessor, der Knoten i bearbeitet
• ti ∈ IN Zeit zu der Knoten i bearbeitet wirdEs muss gelten
• Für alle i, j ∈ N0 mit i 6= j und ti = tj ist Pi 6= Pj

• Falls (i, j) ∈ A, dann gilt tj ≥ ti + 1Eine Menge {(i, Pi, ti)|i ∈ N0}, die die Bedingungen erfülltheiÿt SheduleVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 58



Falls Kommunikationszeiten berüksihtigt werden, muss diezweite Bedingung vershärft werden zuFalls (i, j) ∈ A, dann gilt
• tj ≥ ti + 1 falls Pi = Pj

• tj ≥ ti + 1 + τ(Pi, Pj) sonst(τ(Pi, Pj) Kommunikationszeit von Pi nah Pj)Vereinfahende Annahme im Folgenden:Kommunikationszeiten vernahlässigbarLaufzeit eines Shedules: maxi∈N0 tiDe�nitionen
• Tp Minimum der Laufzeiten aller Shedules mit p Prozessoren
• T∞ = minp≥1 TpEs gilt
• Tp monoton niht steigende Funktion
• Tp = T∞ für p ≥ p∗Bestimmung der Laufzeiten
• T1 entspriht Anzahl Knoten also |N0|
• T∞ entspriht der Tiefe D des Präzedenzgraphen
• Tp es gilt T1 ≥ Tp ≥ T∞ exakte Bestimmung NP-hart
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Shranken für Tp:
• Sei c ∈ IN und q = c · p, dann gilt Tp ≤ c · Tq

• Für p ≥ 1 gilt Tp < T∞ + T1
p

• Falls p ≥ T1
T∞

gilt Tp < 2 · T∞

• Falls p ≤ T1
T∞

gilt T1
p ≤ Tp < 2 · T1

pAus den letzten beiden Punkten folgt:
Ω(T1/T∞) Prozessoren reihen aus, um bis auf einen konstantenFaktor die optimale Laufzeit zu erreihen(f(n) ∈ Ω(g(n)) ⇒ g(n) ≤ c · f(n) für n ≥ n0 und c ∈ IR+bzw. g(n) ∈ O(f(n)))Konstruktion eines solhen Shedules für p Prozessoren
• Konstruiere ein Shedule |N0| Prozessoren indem jedemKnoten ein Prozessor zugewiesen wird
• Generiere Shedule für p ≈ T1/T∞ Prozessoren, indem gle-ihzeitige Operationen im Shedule mit beliebig vielen Prozes-soren auf p Prozessoren verteilt werdenDieses Shedule benötigt Tp < T∞ + T1

p Zeiteinheiten
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Bisher untersuht:Shedule für einen gegebenen PräzedenzgraphenFür ein Problem existieren aber oftmehrere PräzedenzgraphenPräzedenzgraph auf Folie 56 liefert T1 = 7 und T∞ = 3Folgender Präzedenzgraph liefert T1 = 3 und T∞ = 2

+ +

x1 x2 x3

x2 + x3

(x1 + x2)(x2 + x3)

x1 + x2

*

Auswahl eines optimalen Präzedenzgraphen (oder optimalenPräzedenzgraphen für eine feste Prozessorzahl) entspriht En-twurf eines optimalen Algorithmus!Also im allgemeinen keine lösbare Aufgabe(zumindest falls wirklih ein Optimum gesuht wird)
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Einige allgemeine BeispieleSkalaraddition
+

+

+ ++

+ +

x1 x2 x3 x4 x5 x7 x8x6

Sequentieller Algorithmus benötigt n− 1 Shritte also T ∗(n) =

n− 1Paralleler Algorithmus mit
⌊n/2⌋ Prozessoren und Laufzeit ⌈log n⌉Speedup Sn/2 ≈ n

log nFür die E�zienz gilt En/2(n) = n−1
⌊n/2⌋·⌈log n⌉Für n→∞ konvergiert die E�zienz gegen 0
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Alternativer Präzedenzgraph

+

+ +

+

+

+

++

+

+

+

+

+

++

x5 x6

x7

x8

x9

x12

x11

x10 x13 x14

x15

x16

x1 x2

x3

x4

Paralleler Algorithmus mit
⌊n/ log n⌋ Prozessoren und Laufzeit ≈ 2 · ⌈log n⌉E�zienz En/ log n(n) ≈ n−1

2·⌈log n⌉·⌊n/ log n⌋ ≈ 1
2es werden T1/T∞ Prozessoren eingesetzt!
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Herleitung der Isoe�zienzfunktion:Sei n = 2x und p = 2y (0 < y < x)Zwei-Phasen Algorithmus (als Verallgemeinerung)1. Phase: jeder Prozessor addiert 2x/2y = 2x−y Elemente in
2x−y − 1 Zeiteinheiten2. Phase: Addition der 2y Teilsummen in y ShrittenFür y = x− 1 folgte Algorithmus 1für y = x− log x Algorithmus 2Werte des Algorithmus
• Laufzeit Tp(n) = T2y(n) = 2x−y + y − 1

• Speedup S2y(n) = 2x−1
2x−y+y−1

• E�zienz E2y(n) = 2x−1
2y·(2x−y+y−1)

≈ 2x−y

(2x−y+y)

• Overhead H2y(n) = 2y · (y − 1) + 1 ≈ y · 2yFür feste E�zienz E gilt die Gleihung
2x = E

1−E · y · 2y ⇒ n = E
1−E · p log pIsoe�zienzfunktion Θ(p log p)Bei Vergröÿerung der Prozessorzahl von p nah p′muss n um den Faktor p′ log p′

p log p wahsen,um konstante E�zienz zu garantierenVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 64



Weitere AlgorithmenInnere-Produkte
(x, y) =

n
∑

i=1

x(i) · y(i)Algorithmus 1:
n Prozessoren und ⌈log n⌉+ 1 Shritte
• jeder Prozessor multipliziert zwei Werte
• Addition der Werte mit Algorithmus 1 zur Summation in

log n ShrittenSpeedup Sn(n) = n+(n−1)
⌈log n⌉+1 ≈ 2n

log nE�zienz En(n) ≈ 2
log nAlgorithmus 2:

n/ log n Prozessoren bilden die n Produkt in log n Shritten
• Addition der Werte mit Algorithmus 2 zur Summationin 2 log n ShrittenSpeedup Sn/ log n(n) ≈ 2n

3 log nE�zienz En/ log n(n) ≈ 2
3Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 65



Matrix-MultiplikationMultiplikation A ∈ IRm×n und B ∈ IRn×lAlgorithmus 1:Rükführung auf m · l innere Produkte
n-dimensionaler VektorenVerwendung von Algorithmus 1 zur Bildung innerer Produktemit O(n · l ·m) ProzessorenAlgorithmus 2:Rükführung auf Algorithmus 2 zur Bildung innerer ProdukteFür n = m = l (quadratishe Matrizen) folgt ein Algorithmusmit n3/ log n Prozessoren in 2 log n ShrittenRealistisher für diese ProblemklasseAlgorithmus mit Θ(n2) Prozessoren und Laufzeit Θ(n)Algorithmus mit Θ(n) Prozessoren und Laufzeit Θ(n2)in beiden Fällen E�zienz in Θ(1)Aussagen zur Analyse mit PräzedenzgraphenLaufzeitanalyse auf dieser Ebene liefert �best ase� Resultate,die sih bei Berüksihtigung der Kommunikationzeiten ver-shlehternZiel:Realisierung der Algorithmen, so dass das asymptotishe Verhal-ten durh die Kommunikationzeiten niht beein�usst wirdVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 66



Bestimmung von KommunikationszeitenAnalyse der Laufzeiten der Basiskommunikationsprobleme aufuntershiedlihen ArhitekturenHier untersuht: Laufzeit in Abhängigkeit der TopologieAnnahmen:
• Verbindungen bidirektional, zu jedem Zeitpunkt kann in jedeRihtung eine Nahriht unterwegs sein
• Knoten können auf auslaufenden Leitungen simultan sendenund von ankommenden Leitungen simultan empfangen
• Nahrihten werden ohne Unterbrehung übertragen
• Übertragungszeit eine Nahriht der Länge m: TT (m) =

tS + m · tB (für alle Leitungen identish)
• Store-and-Forward Routing, Nahriht durhläuft Pfad vonQuelle zu Senke⇒Länge des Pfades entspriht Anzahl benötigter ShritteZiel Ableitung von asymptotishen Aussagen in Abhängigkeitvon der Prozessorzahl p: Ausführungszeit in Θ(g(p)):d.h. ∃c1, c2 : 0 < c1 < c2 und p0 ∈ IN, so dass für dieKommunikationszeit f(p) gilt:
c1 · g(p) ≤ f(p) ≤ c2 · g(p) falls p ≥ p0Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 67



Als Beispiel Herleitung der Werte für ein lineares Feld:Einzel-Broadast
• Paket wird vom Initiator an seine Nahbarn weitergeleitet
• Nahbarn leiten Paket zu ihren Nahbarn weiterAufwand zwishen ⌊p/2⌋ und p− 1 Shritte (Θ(p))in ähnliher Form Einzel-AkkumulationAllgemeiner Broadast
• 1. Shritt: jeder Knoten shikt sein Paket anseine/seinen Nahbarn
• k-ter Shritt (2 ≤ k < p):Knoten i (p > i ≥ k) shikt das Paket von Knoten i−k+1an seinen rehten Nahbar i + 1Knoten i (2 ≤ i ≤ p− k + 1) shikt das Paket von Knoten

i + k − 1 an seinen linken Nahbar i− 1Aufwand p− 1 Shritte (Θ(p))
Paket 1

Paket 1 Paket 2 Paket 3

1 2 3 4 Schritt 1

Paket 2 Paket 3 Paket 4

Paket 1 Paket 2

1 2 3 4 Schritt 2

Paket 3 Paket 4

1 2 3 4 Schritt 3

Paket 4in ähnliher Form Allgemeine-AkkumulationVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 68



Satter und Gather Operation:als Spezialisierung des Allgemeinen Broadast bzw. der Allge-meinen Akkumulation realisierbarGesamtaustaush
• Realisierung durh p sequentielle Satter OperationenGesamtaufwand Θ(p2)Asymptotish optimal, da
• minimale Laufzeit durh maximale Nahrihtenzahl in eineRihtung über eine Leitung festgelegt wird
• Nahrihtenzahl über die �mittlere� Kante entspriht p2/4pro RihtungAufwand der Kommunikationsproblemeauf anderen TopologienOperation Baum d-dim. Gitter HyperwürfelEinzel-Broadast Θ(log p) Θ(p1/d) Θ(log p)Satter Θ(p) Θ(p) Θ(p/ log p)Allg.-Broadast Θ(p) Θ(p) Θ(p/ log p)Austaush Θ(p2) Θ(p(d+1)/d) Θ(p)Für Details siehe Rauber/Rünger Kap. 6.3.1Verteilte numerishe Algorithmen 3 - 69



Realisierung von Basisalgorithmen auf den TopologienParallele innere Produkte
(x, y) =

∑n
i=1 x(i) · y(i)Annahmen

• n = r · p mit r ∈ IN

• Vektoren blokweise auf den Prozessoren verteilt
• Prozessor k berehnet

ck =
r·k
∑

j=r·(k−1)+1

x(j) · y(j)

• Ergebnisse werden per Akkumulation in einem Prozessorgesammelt
• Übertragungszeit eines Wertes zwishen verbundenen Knoten

tS

• Berehnungszeit einer Operation tA
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Realisierung auf einem linearen Feldmittlerer Knoten sammelt Ergebnisse
• Zeit zur Bildung lokaler Summen ≈ 2·n

p · tA
• Zeit für Akkumulationoperation ≈ p

2 · (tA + tS)Damit gilt
Tp(n) = 2·n

p · tA + p
2 · (tA + tS)Ziel: minimale Laufzeit für eine gegebene Problemgröÿe

⇒ Bestimmung der optimalen Prozessorzahl
⇒ Darstellung der Laufzeit als Funktion von p:

T (p) ≡ Tp(n)Optimum wird erreiht bei
T ′(p) = −2·n·tA

p2 + tA·tS
2 = 0

⇒ p =
√

4·n·tA
tA+tS(zweite Ableitung > 0 dadurh Minimum!)Einige Beobahtungen

• Asymptotishe Laufzeit für groÿe n: Θ(
√

n)

• Optimale Prozessorzahl wähst mit √n

• Für tS > (4 ·n− 1) · tA ist eine sequentielle Realisierung ame�zientestenVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 71



Realisierung auf einem Hyperwürfel
• Beliebiger Knoten sammelt die Ergebnisse
• Berehnungszeit wie beim linearen Feld
• Zeit für die Akkumulationsoperation ≈ log p · (tA + tS)Damit gilt

Tp(n) = 2·n
p · tA + log p · (tA + tS)Optimale Prozessorzahl

T ′(p) = −2·n·tA
p2 + tA·tS

p·ln 2 = 0

⇒ p ≈ 2·ln 2·n·tA
tA+tS

• Optimale asymptotishe Laufzeit Θ(log n)

• Optimale Prozessorzahl wähst linear in n
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Parallele Matrix-Vektor-MultiplikationBerehnung des Produkts einer n× n Matrix mit einem Vektor
c(i) =

n
∑

j=1

A(i, j) · b(j)Möglihkeiten der Verteilung
• spaltenweise mit Allgemeiner-Akkumulation zurSammlung der Werte
• zeilenweise mit Allgemeinem-Broadast zur Verteilung derWertesiehe Folie 22In beiden Fällen
• Berehnungsaufwand 2·n2

p Operationen pro Prozessor
• da Allgemeiner-Broadast und Allgemeine-Akkumulationduale Operationen auh keine Untershiede bei asympto-tishen Kommunikationszeiten
• Übertragungszeit einer Nahriht mit r Werten zwishenverbundenen Knoten tS + r · tB

• Berehnungszeit einer Operation tAVerteilte numerishe Algorithmen 3 - 73



Realisierung auf einem linearen Feld
Tp(n) = 2·n2

p · tA + p ·
(

tS + n
p · tB

)

= 2·n2

p · tA + p · tS + n · tBZur Ermittlung der optimalen Prozessorzahl sei wieder
T (p) ≡ Tp(n) : T ′(p) = −2·n2·tA

p2 + tSund damit lautet die optimale Prozessorzahl
p = n ·

√

2·tA
tS

• Optimale Prozessorzahl linear in n

• Asymptotishe Laufzeit Θ(n)

• Asymptotishe E�zienz Θ(1) (optimaler Wert)Realisierung auf einem HyperwürfelAufwand einer Allgemeinen-Broadast:
p/ log p Shritte mit Aufwand tS + tB · n/p pro Shritt

Tp(n) = 2·n2

p · tA + p
log p ·

(

tS + n
p · tB

)

= 2·n2

p · tA + p
log p · tS + n·tB

log p

• Optimale Prozessorzahl niht mehr analytishberehenbar
• Bei Wahl von O(n2) Prozessoren Laufzeit O(log n)
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