
3. Parallele Programmierung
Parallele Programme orientieren si
h stark am verwendeten par-allelen Re
hnersysteme (Hardware + Systemsoftware)
⇒ parallele Versionen eines sequentiellen Algorithmuskönnen stark di�erierenUm
• Programme portabel zu halten,
• moderne Prinzipien der Programmentwi
klung zuermögli
hen,werden Parallelre
hner in Klassen eingeteiltÜbli
he (oftmals zu grobe) Si
htweise
• Re
hner mit geteiltem Adressraum
• Re
hner mit verteiltem AdressraumSi
htweisen führen zu unters
hiedli
hen ProgrammenProgramme sollten portabel sein zwis
henRe
hensystemen einer KlasseKlassi�zierung von Re
hensystemen dur
h De�nition vonabstrakten ModellenEntwurf von Programmen auf ModellebeneVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 1



Auf Modellebene
• können Programmstrukturen entworfen werden
• Programme funktional analysiert werden
• Programmlaufzeiten abges
hätzt werdenAber Modell muss auf realem Re
hner realisiert werdenI. d. R. Realisierung der im Modell de�nierten S
hnittstellen unddes Ablaufs dur
h Systemsoftware (Laufzeitbliotheken)
• Thread Bibliotheken realisieren geteilten Adressraum
• Message Passing Bibliotheken realisieren verteilten Adress-raumIn diesem Kapitel behandelt3.1 Parallele Programmiermodelle3.2 Message Passing Programmierung mit MPI(separate Folien auf der Web-Seite zugreifbar)3.3 Programmierung mit gemeinsamen Variablen (Pthreads)3.4 Laufzeitanalyse paralleler Programme
Verteilte numeris
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3.1 Parallele ProgrammiermodelleModelle für Re
hensysteme werden auf unters
hiedli
hen Ebenenentworfen
• Mas
hinenmodelle� niedrigste Abstraktionsstufe, Hardware + BS
• Ar
hitekturmodell� abstraktere Si
htweise wie in Kap. 2
• Bere
hnungsmodell� Erweiterung des Ar
hitekturmodells dur
h parallele Oper-ationen + zugehörige Kosten� übli
hes Modell für sequentielle Re
hner RandomA

ess Ma
hine (RAM)� davon abgeleitet Parallel Random A

ess Ma
hine (PRAM)
• Programmiermodell� weitere Abstraktionsstufe dur
h Bes
hreibung aus Si
hteiner ProgrammierumgebungKriterien zur Spezi�kation paralleler Programmiermodelle
• Parallelitätsebenen (Instruktionsebene,Anweisungsebene, Prozedurebene, parallele S
hleifen)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 3



• implizite oder explizite Spezi�kation von Parallelität
• Form der Spezi�kation von Parallelität(unabhängige Tasks während der Laufzeit generiert,Prozesse zum Programmstart generiert)
• Abarbeitung paralleler Einheiten(syn
hron - asyn
hron, SIMD - SPMD)
• Kommunikation zwis
hen parallelen Einheiten(Na
hri
htenaustaus
h - gemeinsame Variablen)
• Mögli
hkeiten der Syn
hronisationIn jeder parallelen Programmierumgebung sind dieseKriterien eindeutig festgelegtParalleles Programm spezi�ziert, wel
he Bere
hnungen(potentiell) parallel ausführbar sindBere
hnungen sind je na
h Programmiermodell:
• einzelne Instruktionen
• arithmetis
he/logis
he Anweisungen
• Prozeduren
• oder parallele S
hleifenIn allen Ansätzen werden unabhängige Module oder Tasksspezi�ziert, die parallel abgearbeitet werden könnenVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 4



De�nition der Tasks
• explizit vom Programmierer oder
• implizit dur
h das LaufzeitsystemAbstrakte Si
ht der ParallelisierungUnters
hiedli
he Programmiermodelle weisenunters
hiedli
he Charakteristika auf,d.h. stellen Programmierer unters
hiedli
he Me
hanismen zurVerfügungJeder Realisierung eines parallelen Programms liegt
• Parallelisierung unter Berü
ksi
htigung der Daten- und Kon-trollabhängigkeiten zu GrundeVorgehen bei der Parallelisierung einessequentiellen AlgorithmusZiel: paralleler Algorithmus mit
• identis
hen Resultaten
• aber kürzere Ausführungszeit bei Verwendung mehrererProzessorenu. U. Entwi
klung spezieller Algorithmen, die si
h gut paral-lelisieren lassen (später mehr dazu)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 5



S
hritte der Parallelisierung
• Zerlegung der Bere
hnung in parallel ausführbare Tasks(= kleinste Einheiten der Parallelität die genutzt werden soll)
• Bestimmung der Abhängigkeiten zwis
hen Tasks
• Zuweisung der Tasks an Prozesse(= abstrakter Begri� für Kontroll�uss, der von realem Prozes-sor ausführbar ist, Zuordnung wird als S
heduling bezei
hnet)
• Abbildung der Prozesse auf Prozessoren(im einfa
hsten Fall ein Prozess pro Prozessor, aber au
hmehrere Prozesse pro Prozessor sind mögli
h)Allgemeines S
hema kann zu sehr unters
hiedli
henRealisierungen führenBeispiele:
• dynamis
he Threadgenerierung -statis
he Prozessgenerierung
• statis
hes S
heduling - dynamis
hes S
heduling
• Kommunikation über Na
hri
hten -Kommunikation über gemeinesame Variablen
Verteilte numeris
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Ebenen der ParallelitätParallelität kann auf unters
hiedli
hen Ebenen auftreten(von unters
hiedli
her Granularität sein)
• Feinkörnige Granularität:Parallelität auf Instruktions- oder Anweisungsebene
• Mittlere Granularität:Parallelität auf S
hleifenebene
• Grobkörnige Granularität:Parallelität auf ProzedurebeneGranularität bestimmt Einsatzmögli
hkeit unters
hiedli
herRe
hnertypen und S
heduling-AlgorithmenParallelität auf InstruktionsebeneGlei
hzeitige Abarbeitung der Instruktionen I1 und I2erfordert Unabhängigkeit der InstruktionenMögli
he Datenabhängigkeiten zwis
hen I1 und I2Fluss-Abhängigkeit: I1 bere
hnet Ergebnis in einem Regis-ter, wel
hes von I2 als Operand verwendet wirdAnti-Abhängigkeit: I1 verwendet ein Register alsOperand, wel
hes von I2 verwendet wird, um einErgebnis abzulegenAusgabe-Abhängigkeit: I1 und I2 verwenden dasglei
he Register zur Ergebnisausgabe
Verteilte numeris
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BeispieleFluss-Abh. Anti-Abh. Ausgabe-Abh.
I1 : R1 ← R2 + R3 I1 : R1 ← R2 + R3 I1 : R1 ← R2 + R3

I2 : R5 ← R1 + R4 I2 : R2 ← R4 + R5 I2 : R1 ← R4 + R5Darstellung von Abhängigkeiten dur
h Abhängigkeitsgraph
• mit einem Knoten pro Instruktion und
• geri
hteter Kante zwis
hen Knoten, falls Abhängigkeit ex-istiertBeispiel:

I1 : R1← A

I2 : R2← R2 + R1

I3 : R1← R3

I4 : B ← R1

I1

I3

I4I2

f

ff

f

a

o

Abhängigkeitsgraph de�niert Halbordnungzwis
hen InstruktionenAbhängigkeitsgraph kann automatis
h generiert werden
• teilweise statis
h vom Compiler
• sonst dynamis
h zur LaufzeitVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 8



Ii muss vor Ij ausgeführt werden ⇔es existiert eine geri
htete Verbindung von Ii na
h Ijim Abhängigkeitsgraph
Ii kann parallel zu Ij ausgeführt werden ⇔es existiert keine geri
htete Verbding von Ii na
h Ijoder von Ij na
h IiPotentielle Parallelität kann (automatis
h) erkannt undgenutzt werden (dur
h Hardware oder Compiler)DatenparallelitätOft werden identis
he Operationen auf unters
hiedli
heElemente einer Datenstruktur angewendetEinfa
hes Beispiel: Vektor-Matrix-Bere
hnungenFalls Operationen unabhängig sind ⇒Daten können auf vers
hiedene Prozessoren verteilt undparallel manipuliert werden
⇒ datenparallele Programmierspra
hen (SIMD Modell)Beispiel FORTRAN 90:Vektoranweisung: a(1 : n) = b(0 : n− 1) + c(1 : n)ist äquivalent zu for (i = 1 : n)

a(i) = b(i− 1) + c(i)endforVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 9



Semantik der Vektoranweisung:
• erst auf re
hte Seite zugreifen
• dann Bere
hnungen dur
hführen
• s
hlieÿli
h Zuweisung der ErgebnisseDatenparallelität im MIMD Modell dur
hSPMD-Konzept (single program multiple data)Identis
hes Programm wird auf unters
hiedli
henProzessoren asyn
hron ausgeführtJede Inkarnation des Programms bearbeitet einen Teil derDaten
⇒ Datenverteilung hat groÿen Ein�uss auf LaufzeitverhaltenDie meisten MIMD Programme sind na
h demSPMD Paradigma realisiertDatenverteilung für FelderFelder sind Basisdatenstruktur für Vektoren und Matrizen
⇒ Basis vieler Anwendungen im te
hnis
h/wissens
haftli
henBerei
hE�ziente Realisierung der Algorithmen hängt von Verteilung derDaten im Spei
her abHier betra
htetes Modell: Prozessoren P = {P1, . . . , Pp} mitlokalem Spei
her (in ähnli
her Form au
h für andere Kon�gura-tionen verwendbar)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 10



Verteilung eindimensionaler Felder (Vektoren):Verteilung eines Feldes v = (v1, . . . vn)blo
kweise Verteilung:Prozessoren erhalten bena
hbarte Feldelemente, so dass si
h dieZahl der Elemente pro Prozessor si
h um maximal 1 unters
heidetzyklis
he Verteilung:Feldelemente werden reihum an die Prozessoren verteiltblo
kzyklis
he Verteilung:Kombination der vorherigen, Blö
ke vorgegebener Gröÿe werdenzyklis
h verteilt
P1

P1

P2 P3 P4

P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4

P1 P2 P3 P4 P1 P2Verteilung zweidimensionaler Felder (Matrizen):
• Verteilung der Spalten
• Verteilung der Zeilen
• S
ha
hbrettverteilung

⊲ jeweils blo
kweise, zyklis
h oder blo
kzyklis
hVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 11



Beispiele:
P1 P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4 P1 P2 P3 P4P1 P2 P3 P4

P3 P4P1 P2 P1 P2

P1
P2
P3
P4

P1 P2

P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4
P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

P1 P2
P3 P4

blockweise Spalten zyklisch Spalten

blockzyklisch Spalten Zeilen

blockweise Schachbrett zyklisch Schachbrett

Verfahren können auf beliebig dimensionale Strukturenerweitert werdenZuteilung mehrdimensionaler Spalten, Zeilen oder Blö
ke zueinem ProzessorOptimale Anordnung hängt vom Algorithmus ab(später mehr)
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Parallele S
hleifenS
hleifen sind Basiskonstrukte aller Programmierspra
henübli
he Ausführung sequentiell(i-ter Dur
hlauf beginnt na
hdem i− 1-ter abges
hlossen)Falls S
hleifenrümpfe unabhängig sind,können sie parallel ausgeführt werdenUnabhängigkeit
• wird vom Compiler oder Laufzeitsystem erkannt oder
• wird explizit vom Programmierer vorgegebenExplizite parallele S
hleifenkonstrukte (FORTRAN 90):forall-S
hleife forall (i = 1 : n)

a(i) = a(i− 1) + a(i + 1)endforallentspri
ht der Vektoranweisung
a(1 : n) = a(0 : n− 1) + a(2 : n + 1)

⇒ parallele Abarbeitung aller S
hleifenrümpfesequentielle Abarbeitung innerhalb einesS
hleifenrumpfesAlternative dopar - S
hleifen
⇒ parallele Abarbeitung aller S
hleifenrümpfeÄnderung der Variablenwerte erst na
h Abarbeitungdes gesamten S
hleifenrumpfesVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 13



Unters
hiede am Beispiel:for / forall / dopar (i = 1 : 4)

a(i) = a(i) + 1

b(i) = a(i− 1) + a(i + 1)endforliefern für Startwerte 1, . . . , 6 in a(0), . . . , a(5):
b(1) b(2) b(3) b(4)for 4 7 9 11forall 5 8 10 11dopar 4 6 8 0Funktionsparallelitätunabhängige Funktionseinheiten werden als Tasks dargestellt unddie Abhängigkeit zwis
hen Tasks im Taskgraphenmodelliert (siehe Abhängigkeitsgraph auf Instruktionsebene)

⇒ unabhängige Tasks können parallel abgearbeitet werdenTasks werden Ausführungszeiten zugeordnetZuordnung von Tasks zu Prozessoren überstatis
hes oder dynamis
hes S
hedulingSpezi�kation von Tasks in Programmen:
• explizit dur
h De�nition von Tasks/Prozessen/Threads
• explizit dur
h Spra
hkonstrukte(z.B. parallele Prozeduren in High Performan
e Fortran)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 14



Explizite-implizite Darstellung von ParallelitätWieviel Aufwand muss der Programmierer für dieParallelisierung treiben?Unters
hiedli
he Abstufungen existieren
• Implizite Parallelitätsequentielles Programm wird vom Compiler parallelisiert
• Funktionale Programmierspra
henparallele Bere
hnung von Funktionsargumenten
• Explizite Parallelität mit impliziter Zerlegungexplizite Darstellung der Parallelität im Programm, aber keineAufteilung in Tasks
• Explizite Zerlegungexplizite Bes
hreibung von Tasks,aber keine explizite Zuordnung von Tasks zu Prozessoren
• Explizite Zuordnung an Prozessorenexplizite Zuweisung von Tasks an Prozessoren, aber gemein-samer Datenraum
• Explizite Kommunikation + Syn
hronisationexplizite Realisierung der gesamten ParallelisierungWir betra
hten meistens Vertreter der letzten Klasse
⇒ komplexeste Form der Parallelisierung
⇒ aber bisher au
h no
h e�zientestes VorgehenVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 15



Strukturierung paralleler ProgrammeBasisoperation bei expliziter paralleler ProgrammierungGenerierung von Tasks-Prozessen
• statis
he Generierung zum Programmstart
• dynamis
he Generierung während der LaufzeitÜbli
he Operationen zur Taskgenerierung
• Fork-Join
• Spawn-Exit
• Parbegin-ParendUnters
hiedli
he Organisationstrukturen fürparallele Tasks existieren
• SPMDidentis
hes Programm existiert mehrfa
h
• Master-SlaveMaster-Prozess erzeugt Slaves und weist ihnen Arbeit zu
• Pipeliningjeder Prozess liest Eingabe und erzeugt daraus Ausgabe,Ausgabe des i-ten Prozesses ist Eingabe des i + 1-tenAuswahl der Struktur je na
h AufgabenstellungVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 16



Informationsaustaus
hKommunikation über gemeinsame Variablen
• Existenz eines gemeinsamen Spei
hers wird angenommen(virtuell oder real vorhanden)
• Unters
heidung zwis
hen privaten und gemeinsamenVariablen jedes Prozesses
• Koordinierter Zugri� auf gemeinsame Variablen erfordert Syn-
hronisation
• Zugri�e werden sequentialisiert dur
h lo
k/unlo
k-Operationen, Semaphore oder Monitore
• Resultat darf ni
ht von der gewählten Sequentialisierung ab-hängen (deterministis
hes Verhalten)Kommunikation über Na
hri
htenaustaus
h
• Prozesse berü
ksi
htigen explizit Kommunikationsoperatio-nen (⇒ Kenntnis über Gesamt-/Teilstruktur des parallelenProgramms in jedem Prozess vorhanden)
• Kommunikationsoperationen werden vonLaufzeitbibliotheken zur Verfügung gestellt� Kommunikation beruht meist auf wenigenBasisoperationen� Bibliotheksroutinen abstrahieren von konkreterAr
hitektur und Verteilung der ProzesseVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 17



BasiskommunikationsoperationenEinzeltransfer:Prozessor Pi s
hi
kt eine Na
hri
ht an Prozessor PjSender führt Senderoutine aus:
• ablegen der Na
hri
ht im Sendepu�er
• Angabe der Empfangsadresse (bzw. Prozessornummer)
• je na
h Semantik blo
kierendes oder ni
ht-blo
kierendesSendenEmpfänger führt Empfangsroutine aus
• auslesen der Na
hri
ht aus Empfangspu�er
• evtl. dana
h vers
hi
ken einer BestätigungAus Einzeltransfers können alle Kommunikationsoperationenprinzipiell zusammengesetzt werdenEinzel-Broad
ast:Ein Prozessor Pi s
hi
kt eine Na
hri
ht an alle anderen Prozes-sorenEinzel-Akkumulation:Ein Prozessor Pi empfängt von jedem anderen Prozessor Pj eineNa
hri
ht eines festen TypsNa
hri
hten werden auf dem Weg zum Empfängervers
hmolzen (Reduktion)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 18



Einzel-Broad
ast und Einzel-Akkumulation können mit Hilfe vonSpannbäumen bes
hrieben werdenBeispiele (Reduktionsoperation dur
h + bezei
hnet)
1

a a

a

a

a a

aa
4

53

2 6

7

8 9

1

a5

a4

a3 a7+a8+a9

a9a8
4

53

2 6

7

8 9

a2+a3+a4+a5 a6+a7+a8+a9

Gather:Ein Prozessor Pi erhält ein individuelles Paket von allen anderenProzessoren (Pakete können ni
ht vers
hmolzen werden)S
atter:Ein Prozessor Pi vers
hi
kt eine individuelle Na
hri
ht an alleanderen ProzessorenBeispiele: (ai,aj bedeutet, dass beide Na
hri
hten individuellübertragen werden)
11

a5

a4

a3 a7,a8,a9

a9a8
4

53

2 6

7

8 9

a5

a4

a3 a7,a8,a9

a9a8
4

53

2 6

7

8 9

a2,a3,a4,a5 a2,a3,a4,a5a6,a7,a8,a9 a6,a7,a8,a9
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Multi-Broad
ast:Alle Prozessoren führen glei
hzeitig einen Broad
ast ausMulti-Akkumulation:Alle Prozessoren führen glei
hzeitig eine Akkumulation ausGesamtaustaus
h:Jeder Prozessor sendet jedem anderen je eine individuelleNa
hri
htHierar
hie der Kommunikationsprobleme
Gesamtaustausch

Multi-Broadcast Multi-Akkumulation

Scatter Gather

Einfach-AkkumulationEinfach-Broadcast

Einzeltransfer

Dualität

Dualität

Dualität

• Algorithmus für eine Operation, die höher in der Hierar
hieist, kann au
h für Operation verwendet werden, die niedrigerin der Hierar
hie liegt
• Algorithmen für duale Probleme können lei
ht ineinanderüberführt werdenVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 20



Parallele Matrix-Vektor-MultiplikationBasisoperationen vieler te
hnis
her AnwendungenParallele Realisierung mit Hilfe der vorgestelltenBasiskommunikationsoperationenNotationen:
• A ∈ IRn×m Matrix
• b ∈ IRm Vektor
• c = A · b ∈ IRnIndizes laufen von 1 bis n bzw. m
c(i) =

m
∑

j=1

A(i, j) · b(j)Mögli
he Realisierungen(C-Notation ⇒ Indizes laufen von 0 bis n− 1 bzw. m− 1)Version 1 Version 2f or (i = 0; i < n; i + +) for (i = 0; i < n; i + +)
c[i] = 0; c[i] = 0;for (i = 0; i < n; i + +) for (j = 0; m; j + +)for (j = 0; j < m; j + +) for (i = 0; i < n; i + +)
c[i] = c[i] + A[i][j] ∗ b[j]; c[i] = c[i] + A[i][j] ∗ b[j];

Verteilte numeris
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Version 1 bere
hnet das Vektor-Matrix-Produktdur
h n innere ProdukteSei Ai• i-te Zeile von A, dann ist
A · b =













(A1•, b)......
(An•, b)













mit (x, y) =
m
∑

j=1

x(j) · y(j) (inneres Produkt)Version 2 bere
hnet das Vektor-Matrix-Produktals Linearkombination der SpaltenSei A•i i-te Spalte von A, dann ist
A · b =

m
∑

j=1

b(j) ·A•j

Sequentielle Realisierung beider Varianten sind ähnli
h
• da S
hleifen auf Grund der Datenunabhängigkeitvertaus
ht werden dürfen
• unters
hiedli
he Laufzeiten können bei groÿen Matrizen dur
hunters
hiedli
he Zugri�e auf Hintergrundspei
her auftreten
Verteilte numeris
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Parallele Implementierungen unters
heiden si
h deutli
h(sei p Anzahl Prozessoren)
• bei Version 1 werden die n inneren Produkte so auf dieProzessoren verteilt, dass jeder Prozessor ungefähr n/p innereProdukt bere
hnet
• bei Version 2 werden die m Linearkombinationen so aufdie Prozessoren verteilt, dass jeder Prozessor ungefähr m/pLinearkombinationen bere
hnetDetaillierte Betra
htung der Algorithmen:Annahmen:
• Matrix-Vektor-Multiplikation ist Teil eines iterativenProzesses (d.h. mehrere Iterationen)
• A ist eine quadratis
he Matrix es gilt n = m und es wird dasIterationss
hema bk = A · bk−1 bere
hnet
• Daten werden am Anfang einmal verteilt(ausgehend von einem Master-Prozess im System)
• Daten müssen na
h jeder Iteration so verteilt werden, dassnä
hste Iteration beginnen kann
• am Ende der Iteration wird der Ergebnisvektor zumMaster übertragen und von dort ausgegebenVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 23



Version 1Prozessor erhält
• Zeilen der Matrix deren innere Produkte er bere
hnen soll(S
atter Operation mit Na
hri
htengröÿe n ·m/p)
• Kopie des Vektors b(Einfa
her Broad
ast mit Na
hri
htengröÿe m)Annahme: blo
kweise Zuteilung der Zeilen zu Prozessoren(Prozessor i bere
hnet Zeilen n/p · (i− 1) + 1, . . . , n/p · i)Lokale Datenstrukturen und Konstante(Annahme n/p ganzzahlig):
• A local[i][j] der Gröÿe n/p×m

• c local[i] der Gröÿe n/p

• n local = n/pLokaler Algorithmus auf Prozessor pfor (i = 0; i < n local; i + +)
c local[i] = 0;for (i = 0; i < n local; i + +)for (j = 0; j < m; j + +)

c local[i] = c local[i] + A local[i][j] ∗ b[j];multi broad
ast(c local, n local, b) ;Abarbeitung des Programms im SPMD StilVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 24



Kommunikationsoperation multi broad
ast
• führt Syn
hronisation herbei
• sorgt dafür, dass bere
hneter Vektor c ans
hlieÿend als Itera-tionsvektor b verfügbar ist

Matrix A

P1

P2

P3

P4

Vektor
   b

* =

P1

P3

P4

P2

re
pl

iz
ie

rt

Vektor

re
pl

iz
ie

rt

b

Multi−
Broadcast

Na
h Ende der Iterationen Gather-Operation des Masters zumErhalt des Resultatvektors (Na
hri
htengröÿe n/p)Realisierung auf Re
hner mit geteiltem Adressraum:
• Syn
hronisationspunkt statt Multi-Broad
ast
• ansonsten unveränderter Algorithmus

Verteilte numeris
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Version 2Prozessor erhält
• Spalten der Matrix mit denen Linearkombinationenbere
hnet werden(S
atter Operation mit Na
hri
htengröÿe n ·m/p)
• Teil des Vektors b (S
atter mit Na
hri
htengröÿe m/p)Annahme: blo
kweise Zuteilung der Spalten zu Prozessoren(Prozessor i bere
hnet Zeilen m/p · (i− 1) + 1, . . . ,m/p · i)Lokale Datenstrukturen und Konstante(Annahme n/p ganzzahlig):
• A local[i][j] der Gröÿe n×m/p

• b local[i] der Gröÿe m/p

• n local = m/pLokaler Algorithmus auf Prozessor pfor (i = 0; i < n; i + +)
c[i] = 0;for (j = 0; j < m local; j + +)for (i = 0; i < n; i + +)

c[i] = c[i] + A local[i][j] ∗ b local[j];single a

umulation(c, m local, b local, ADD) ;Abarbeitung des Programms im SPMD StilVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 26



Kommunikationsoperation single a

umulation
• führt Syn
hronisation herbei
• sorgt dafür, dass bere
hneter Teilvektor von c, der zu Spaltengehört die auf dem Prozessor bere
hnet werden, ans
hlieÿendals Iterationsvektor b local verfügbar ist

Matrix A
Vektor
   b

* =
P1 P2 P3 P4

P2

P1

P3

P4

P1 P2 P4P3

Multi−
Akkumulation

P1

P2

P3

P4

+++

Na
h Ende der Iterationen einfa
he Akkumulation des Masterszum Erhalt des Resultatvektors (Na
hri
htengröÿe n)Realisierung auf Re
hner mit geteiltem Adressraum ni
htempfehlenswert, da Prozessoren glei
hzeitig auf c s
hreibendzugreifen (Zugri�skon�ikt)

Verteilte numeris
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3.2 Message Passing ProgrammierungAbstraktion eines Parallelre
hners mit verteiltem Spei
heri.d.R. ohne explizite Si
ht auf die Topologie(⇒gröÿere Portabilität der Programme)Struktur eines message-passing Programms:
• Prozesse mit lokalen Daten
• Programmstrukturen� MPMD (multiple program, multiple data)� SPMD (single program, multiple data)
• Na
hri
htenaustaus
h zwis
hen Prozessen
⇒ expliziter Aufruf von Kommunikationsroutinen(für Sendung und Empfang von Daten!)Mögli
he Realisierungen
• direkte Programmierung der Kommunikationsoperationen
• Verwendung von Standardbibliotheken� Kommunikationsroutinen für unters
hiedli
heAr
hitekturen (⇒ portable Programme)� Routinen für Basiskommunikationsoperationen(Punkt-zu-Punkt, Broad
ast)Hier behandelt MPIFolien separat verfügbar siehe Web-SeiteVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 28



3.3 Programmierung mit gemeinsamenVariablenProgrammierung mit gemeinsamen VariablenProzessmodell:
• unabhängige Programmstü
ke greifen auf gemeinsamenAdressraum zu
• Prozesse (oder Threads) können Spei
herzellen imgemeinsamen Adressraum lesen oder s
hreiben
• Kommunikation dur
h Lesen und S
hreiben von Variablen imgemeinsamen Adressraum (keine direkten Kommunikation-soperationen notwendig)
• Syn
hronisationsoperationen beim Zugri� auf gemeinsamenAdressraum sind notwendigErste Realisierungen dieses Prozessmodells im Berei
h derMehrbenutzerbetriebssystemeZiel:Natürli
hes Programmdesign für Systeme kommunizierenderKomponenten (übli
hes Paradigma vieler Anwendungen)
⇒ Threadkonzept in JAVAWir betra
hten Pthreads
• POSIX Standard für Unix Betriebssysteme
• frei verfügbar für viele Systeme (Linux, Windows)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 29



Begri�sklärungen und MotivationHeutige Betriebssysteme sind Multitasking-Systeme d.h.
• mehrere Prozesse können glei
hzeitig aktiv sein
• CPU wird na
h dem Time-Sharing Verfahren an Prozessevergeben
• CPU-S
heduler steuert die Ausführung der ProzesseProzess
• ein Ausführung be�ndli
hes Programm
• mit den zugehörigen Daten
• und dem KontextProzesswe
hsel erfordert Kontextwe
hsel
⇒ relativ hoher AufwandVereinfa
hung dur
h Verwendung von Threads
• Threads bes
hreiben Kontroll�üsse in einem Prozess
• Threads teilen si
h einen Adressraum
• Threads besitzen lokalen Datensta
k und u.U. lokale Variablen
⇒ e�ziente Erzeugung und Verwaltung aberkeine Abgrenzung zwis
hen Threads eines Prozesses
Verteilte numeris
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Realisierung von Threads
• auf Benutzerebene ohne Beteiligung des Betriebssystems
• auf BetriebssystemebeneAusführungsmodelle für ThreadsFalls BS Threadverwaltung ni
ht unterstütztN:1 Abbildung
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Falls BS Threadverwaltung unterstützt1:1 Abbildung
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Programmiermodell für PthreadsWir nehmen an, dass N:M Abbildung gewählt wird(Allgemeinste Form, die in Zukunft wohl von vielen BS unter-stützt wird!)Aufgabe des Benutzers:
• Zerlegung des Programms in Benutzer-Threads,die konkurrierend ausgeführt werden
• Si
herstellung der Syn
hronisation und Kommunikation zwis-
hen Benutzer-Threads
• Bibliotheks-S
heduler bildet Benutzer-Threads auf BS-Threads ab
• BS-S
heduler bildet BS-Threads auf Prozessoren abBenutzer hat
• kaum Ein�ussmögli
hkeiten auf Bibliotheks-S
heduler
• keine Ein�ussmögli
hkeit auf BS-S
heduler
⇒ Mapping der Threads auf Prozessoren erfolgt automatis
hVorteil: Vereinfa
hte ProgrammierungNa
hteil: Keine Ein�ussmögli
hkeit dur
h ProgrammiererVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 33



Mögli
he (und übli
he) Modelle der Zusammenarbeitzwis
hen Threads:Master-Slave-Modell:
• ein Master-Thread steuert das Programm
• Slave-Threads führen Bere
hnung dur
h
• Master-Thread startet Slaves, versorgt sie mit Daten undsammelt ErgebnisseWorker-Modell:
• Programm besteht aus Menge von glei
hbere
htigter Worker-Threads
• Threads koordinieren si
h zur Dur
hführung der Bere
hnun-gen
• jeder Worker-Thread kann bei Bedarf neue Worker erzeugenPipeline-Modell:
• Ein-/Ausgabebeziehung zwis
hen beteiligten Threads
• Thread i benötigt Daten von i− 1 für seine Bere
hnungen
• übli
herweise nur für relativ kleine Zahl von Threads realisier-barVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 34



Pthreads StandardStandard wird übli
herweise in C realisiertNamenskonvention:pthread [<obje
t>℄ <operation>
• obje
t bezei
hnet Objekt, auf dem Operation ausgeführtwird
• operation die zugehörige OperationBeispiele
• pthread mutex init() initialisiert eine Mutex Variable
• pthread 
reate() generiert einen neuen Thread(Objektbezei
hnung thread wird weggelassen)DatentypenDatentyp Bedeutungpthread t Thread-Namepthread mutex Mutex-Variablepthread 
ond t Bedingungsvariablepthread key t Zugri�ss
hlüsselpthread attr t Thread-Attributpthread mutexattr t Mutex-Attributpthread 
ondattr t Bedingungsvariablen-Attr.pthread one t KontrollkontextVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 35



Erzeugen und Verwalten von ThreadsNa
h dem Start eines Pthread-Programms istder Haupt-Thread aktiv, der die main()-Funktiondes Programms ausführtErzeugung von neuen Threads dur
hint pthread 
reate (pthread t *thread,
onst pthread attr t *attr,void *(*start routine) (void *),void *arg)
• pthread t liefert Verweis auf erzeugten Thread
• pthread attr t Verweis auf Attributobjekt für denneuen Thread
• start routine Routine, dei der neue Thread na
hseinem Start ausführt
• arg Argument der Startroutine
• Anzahl der erzeugbaren Threads in der Regel bes
hränkt(64 laut Standard)Beendigung eines Threads dur
h Funktionvoid pthread exit (void *valuep)valuep enthält den Rü
kgabewert des threadsFunktion wird immer implizit aufgerufen, wenn ein Thread seineStartroutine beendetVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 36



Koordination von ThreadsWarten auf Beendigung eines anderen Threadsint pthread join (pthread t thread, void **valuep)
• thread bezei
hnet Thread auf den gewartet wird
• valuep Rü
kgabewert des Threads auf den gewartet wurdeFalls mehrere Threads auf einen warten,
• ist nur einer erfolgrei
h
• alle anderen erhalten Fehler
odeLaufzeitsystem spei
hert Datenstruktur beendeter Threads, umeine spätere Join-Operation zu ermögli
henExplizite Freigabe der Datenstruktur dur
h
• Aufruf von pthread join oder
• Aufruf von pthread deta
h(dann kein join mit diesem Thread mehr mögli
h!)
Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 37



Beispiel Matrix-Multiplikation#in
lude <pthread.h>typedef stru
t {int size, row, 
olumn ;double (*MA)[8℄, (*MB)[8℄, (*MC)[8℄ ;} matrix type t ;void thread mult(matrix type t *work) {int i, row = work->row, 
olumn = work->
olumn;work->MC[row℄[
olumn℄ = 0.0 ;for (i=0; i < work->size; i++)work->MC[row℄[
olumn℄ += work->MA[row℄[i℄ * work->MB[i℄[
olumn℄ ;}int main() {int row, 
olumn, size = 8 ;double MA[8℄[8℄, MB[8℄[8℄, MC[8℄[8℄ ;matrix type t *work ;pthread t thread[8℄[8℄ ;for (row=0; row<size; row++) {for (
olumn=0; 
olumn<size; 
olumn++){work = (matrix type t *) mallo
 (sizeof (matrix type t)) ;work->size = size ; work->row = row ; work->
olumn = 
olumn;work->MA = MA; work->MB = MB ; work->MC = MC ;pthread 
reate(&(thread[row℄[
olumn℄), NULL,(void *) thread mult, (void *) work) ;} }for (row=0; row<size; row++) {for (
olumn=0; 
olumn<size; 
olumn++) {pthread join (thread[row℄[
olumn℄, NULL) ;} } }Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 38



Behandlung zeitkritis
her AbläufeProblem dur
h gemeinsamen Adressraum der Threads
⇒ Zugri�skon�ikteMutex-VariablenDatentyp der Thread-Bibliothek zur Realisierung deswe
hselseitigen Aus
hlussesZustände einer Mutex Variable
• gesperrt (lo
ked)
• ungesperrt (unlo
ked)Zugri� auf einen ges
hützten Berei
h erfordert:Sperren der Mutex-Variable
• falls erfolgrei
h wird aufrufender Thread Eigentümer derMutex-Variable
• falls ni
ht erfolgrei
h wird Thread suspendiert bis Mutexwieder freiNa
h Abarbeitung des kritis
hen Berei
hs:Freigeben der Mutex Variable
• ein evtl. auf die Mutex Variable wartender Thread bekommtans
hlieÿend Zugri�Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 39



Na
hteile des Vorgehens:
• jeder Thread muss si
herstellen, dass erst Mutex gesetztwird und dann auf den kritis
hen Berei
h zugegri�en wird(ansonsten kein exklusiver Zugri� garantiert)
• jeder Thread muss si
herstellen, dass Mutex wiederfreigegeben wird (ansonsten Deadlo
kgefahr)Funktionen zur Behandlung von Mutex Variablen:int pthread mutex init (pthread mutex t *mutex, 
onstpthread mutexattr t *attr)initialisieren eines neuen Mutexint pthread mutex destroy (pthread mutex t *mutex)lös
hen einer Mutex Variableint pthread mutex lo
k (pthread mutex t *mutex)sperren der Mutex Variableint pthread mutex trylo
k (pthread mutx t *mutex)sperren der Mutex-Variable, falls diese �frei ist�ansonsten Fehlermeldung an aufrufenden Thread, der aber ni
htsuspendiert wirdint pthread mutex unlo
k (pthread mutex t *mutex)entsperren der Mutex VariableVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 40



BedingungsvariablenDatenstruktur, die es Threads erlaubt, auf beliebige Bedingun-gen zu warten (ohne zwis
hen dur
h aktiv zu werden und dieBedingung zu testen)
⇒ kein CPU-Zeitverbrau
h während der WartezeitBedingungsvariablen haben Typ pthread 
ond tund ermögli
hen dur
h Funktionen zumWarten und Signalisierensehr allgemeine Syn
hronisation von ThreadsFunktion zur Initialisierungint pthread 
ond init (pthread 
ond t *
ond,
onst pthread 
ondattr t *attr)Bedinungsvariablen werden eindeutig mit Mutex-Variablen as-soziiert
• alle auf eine Bedingungsvariable wartenden Threadsmüssen den selben Mutex benutzen
• vers
hiedene Bedingungsvariablen dürfen aber den selben Mu-tex benutzenFunktion zum warten auf eine Bedingungint pthread 
ond wait (pthread 
ond t *
ond,pthread mutex t *mutex)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 41



Typis
he Verwendungpthread mutex lo
k(&mutex) ;while (! Bedingung)pthread 
ond wait(&
ond, &mutex) ;pthread mutex unlo
k(&mutex) ;Ablauf:
• falls Bedingung erfüllt, wird ni
ht gewartet und die Mutex-Variable wieder freigegeben
• falls Bedingung ni
ht erfüllt, wird die Mutex Variable implizitfreigegeben und der Prozess bis zu einerSignalisierungsoperation suspendiert
• Mutex Variable ist notwendig, um si
herzustellen, dass Be-dingung si
h na
h Abprüfen in der while S
hleife ni
ht ändertZum Aufwe
ken von Prozessen, die auf eineBedingungsvariable warten, existieren die Funktionenpthread 
ond signal(pthread 
ond t *
ond)
• Funktion we
kt einen auf die Bedingungsvariablewartenden Prozess auf
• Auswahl na
h Priorität und S
hedulingstrategie
• falls kein Prozess wartete, kein E�ektVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 42



pthread 
ond broad
ast (pthread 
ond t *
ond)
• we
kt alle auf die Bedingungsvariable wartenden Prozesse auf
• davon bekommt aber nur ein Prozess die Kontrolle über dieMutex Variable
• falls kein Prozess wartet, kein E�ektDie Funktionint pthread 
ond timewait(pthread 
ond t *
ond, pthread mutex t *mutex,
onst stru
t timespe
 *time)wartet bis
• zu einer Signalisierung über die Bedingungsvariable oder
• bis zum Ablauf der in time spezi�zierten Zeitim zweiten Fall Rü
kgabe der Fehlermeldung ETIMEOUTKomplexe Syn
hronisationsprobleme können dur
hKombination von Mutex- undBedingungsvariablen gelöst werden
⇒ Darstellungs- und Spra
hebene relativ elementar unddamit fehleranfällig!Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 43



Steuerung und Attribute von ThreadsBei der Generierung von Threads können diesen Attributezugewiesen werdenFalls in pthread 
reate der Wert NULL für Attribute verwendetwird, so wird ein (bibliotheksabhängige) Standardeinstellung derAttribute gewähltDazu muss ein Objekt vom Typ pthread attr t mit der Funktionint pthread attr init (pthread attr t *attr)erzeugt werdenObjekt enthält Default-Werte der ParameterVers
hieden Parameter können gesetzt werdenRü
kgabewert
• Standard PTHREAD CREATE JOINABLE, Rü
kgabewert wirdna
h Beendigung gespei
hert
• PTHREAD CREATE DETACHED sorgt dafür, dass kein Rü
k-gabewert zurü
kgegeben wirdAuslesen und Setzen des Wertes dur
hint pthread attr getdeta
hstate(
onst pthread attr t *attr, int *deta
hstate)int pthread attr setdeta
hstate(
onst pthread attr t *attr, int deta
hstate)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 44



Sta
keigens
haftenGröÿe des lokalen Sta
ks eines Threads kann mittels derFunktionenint pthread attr getsta
ksize(
onst pthread attr t *attr, size t *sta
ksize)
int pthread attr setsta
ksize(
onst pthread attr t *attr, size t sta
ksize)abgefragt und gesetzt werdenAbbru
h von Threadsint pthread 
an
el (pthread t thread)kündigt einen Abbru
h anAbbru
h wird erst wirksam,wenn ein Abbru
hpunkt errei
ht wirdAbbru
hpunkte sind
• alle Syn
hronisationspunkte(pthread join(), pthread 
ond wait(), open(), ..)
• dur
h die Funktion int pthread test
an
el() eingefügtEin Thread kann seinen eigenen Abbru
h verhindern, indemseinen Zustand auf ni
ht unterbre
hbar setzt mittelsint pthread set
an
elstate (int state, int *oldstate)mit state = PTHREAD CANCEL DISABLEVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 45



S
heduling von Threads
• Beein�ussung der Abbildung von Benutzer-Threads aufBetriebssystem-Threads dur
h S
heduling Attribute
• S
heduling-Priorität bestimmt wie bevorzugt ein Thread be-handelt wird
• Priorität kann zwis
hen minimalem und maximalem WertliegenFunktionenint s
hed get priority min (int poli
y)int s
hed get priority max (int poli
y)liefern die WerteAuswirkung der Priorität hängt von der S
heduling-Strategie(poli
y) ab
• Für jede Priorität existiert eine separateBereits
haftswartes
hlange
• S
heduler wählt Thread aus Wartes
hlange mit hö
hster Pri-orität na
h S
heduling Strategie dieser Wartes
hlange
• Threads mit niedriger Priorität werden von der Bearbeitungausges
hlossen, wenn permanent Threads hoher Priorität aus-führbar sindVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 46



Mögli
he S
heduling StrategienSCHED FIFO: Ausführung des ersten Threads aus derWartes
hlange, bis dieser anhält oder dur
h einen Threadhöherer Priorität unterbro
hen wirdSCHED RR: Threads aus einer Wartes
hlange werden na
hdem Zeits
heibenverfahren abgearbeitetSCHED OTHER: spezielle Strategie an das S
heduling desjeweiligen Betriebssystems angepasstFunktionenint pthread attr gets
hedpoli
y(
onst pthread attr t *attr, int *s
hedpoli
y)int pthread attr sets
hedpoli
y(pthread attr t *attr, int s
hedpoli
y)zum Abfragen und Setzen der S
heduling StrategieS
heduling-Berei
h:
• lokales S
heduling nur der Threads eines Prozesses
• globales S
heduling der Threads aller Prozesse (ni
ht in allenPthread Realisierungen vorhanden)Übli
herweise wird lokales S
heduling verwendet, da diese ohneden BS-S
heduler auskommtVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 47



Datenhaltung in Threads
• alle Threads haben gemeinsamen Adressraum
• globale und dynamis
h generierte Variablen sind von allenThreads zugreifbar
•innerhalb einer Funktion deklarierte Variablen sind nur voneinem Thread zugreifbarNa
hteil: lokale Variablen gehen verloren, wenn eineFunktion verlassen wirdLösungsansatz in Pthreads sind S
hlüssel
• S
hlüssel werden prozessglobal verwaltet
• Thread kann auf einen S
hlüssel zugreifen und Daten zuweisen
• jeder Thread liest seine Daten beim Lesen des S
hlüsselsGenerierung eines S
hlüsselint pthread key 
reate (pthread key t *key,void (*destru
tor) (void *))key muss globale oder dynamis
h allokierte Variable seinint pthread setspe
ifi
 (pthread key t key, void *value)weist dem S
hlüssel key den Wert value zuÜbli
herweise ist value die Adresse eines dynamis
h allokiertenDatenobjekts (und keine lokale Variable!)void *pthread getspe
ifi
 (pthread key t key)liefert den gespei
herten Wert zurü
kVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 48



3.4 Laufzeitanalyse paralleler ProgrammeWesentli
her Grund für den Einsatz von Parallelre
hnern: Re-duktion der Laufzeit von Anwendungsprogrammen
⇒ Laufzeitanalyse ents
heidender Aspekt derParallelverarbeitungFaktoren, die die Laufzeit beein�ussen:
• Ar
hitektur des Parallelre
hners
• verwendeter Compiler
• verwendetes Betriebssystem
• parallele Programmierumgebung
• Lokalitätseigens
haften des verwendeten AlgorithmusUnters
hiedli
he Ansätze zurLeistungsbewertung und -messungLeider kein vollständiger Ansatz für parallele Programme vorhan-denHier betra
htet
• Maÿe für sequentielle Programme
• spezi�s
he Maÿe für parallele Programme
• einfa
he Modelle zur Modellierung und AnalyseVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 49



Leistungsmaÿe sequentieller SystemeMaÿe aus Si
ht des Benutzers-Betreibers
• Antwortzeit: Zeit zwis
hen Start und Terminierung einesProgramms
• Dur
hsatz: Anzahl Arbeitseinheiten pro ZeiteinheitMaÿe des Prozessors:
• Taktrate (1/Zykluszeit)
• CPI (Clo
k Cy
les per Instru
tion)
• MIPS Rate (Million Instru
tions per Se
ond)
• MFLOPS (Million Floating-point Operations per Se
ond)Leistungsmaÿe des Prozessor rei
hen i.d.R. ni
ht aus, um Leis-tung des Systems zu bestimmen!Leistung resultiert aus dem komplexen Zusammenspielzwis
hen Hardware und Software
⇒ Leistungsmessung/-verglei
h oft über Messungder Laufzeit spezieller Programme (Ben
hmarks)Bekannte Ben
hmark-Sammlungen: SPEC-Ben
hmarks
• Zahlrei
he Ben
hmarks für vers
hiedenste Anwendungen
• Bekannte Leistungsmaÿe SPECint2000 und SPECfp2000Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 50



Ermittlung der Leistungsmaÿe:
• mehrfa
he Ausführung der Ben
hmark-Programme
• Bestimmung der mittleren Ausführungszeit
• Normalisierung der gemessenen Ausführungszeit imVerglei
h zu den Werten einer Referenzmas
hine
• Bestimmung des geometris
hen Mittelwerts dernormalisierten Ausführungszeiten über alleBen
hmark-Programme liefert SPEC-LeistungsmaÿNumeris
he Programme aus der Netlib
• besonders Linpa
k Routinen zum Verglei
h numeris
her Leis-tungsfähigkeit
• Vorgehen wie bei SPEC Ben
hmarksParallele Ben
hmarks
• Ansatz der Leistungsmessung im Prinzip auf parallele Pro-gramme übertragbar
• dur
h zusätzli
he Freiheitsgrade treten viele praktis
he Prob-leme auf
• Gauss-Elimination aus Linpa
k ist ein übli
her Ben
hmark fürParallelre
hner (siehe TOP 500 Liste)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 51



Leistungsmaÿe paralleler Systeme
Tp(n) Laufzeit eines parallelen Programms auf einem Systemmit p Prozessoren für ein Problem der Gröÿe nLaufzeit setzt si
h zusammen aus
• Zeit für lokale Bere
hnungen
• Zeit für Datenaustaus
h dur
h Ausführung vonKommunikationsoperationen
• Wartezeiten auf Ergebnisse anderer Prozesse
• Zeit zur Syn
hronisationVerglei
h paralleler zur sequentieller Laufzeit:
T ∗(n) Laufzeit des sequentiellen Programms, de�niert als
• Laufzeit des �besten� sequentiellen Algorithmus
• Laufzeit eines �übli
hen� sequentiellen Algorithmus
• Laufzeit T1(n) (Vorsi
ht kann zu ni
ht realistis
hen Ergeb-nissen führen)Kosten des parallelen Programms: Cp(n) = p · Tp(n)Paralleles Programm ist kostenoptimal, wenn

Cp(n) = T ∗(n) giltBei asymptotis
her Betra
htung T ∗(n)/Cp(n) = Θ(1)Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 52



Speedup zum Verglei
h paralleler und sequentiellerProgramme
Sp(n) = T ∗(n)

Tp(n)relativer Ges
hwindigkeitszuwa
hs dur
h Verwendung von pProzessorenParallele E�zienz
Ep(n) =

Sp(n)
pFür theoretis
he Analysen gilt immer Sp(n) ≤ pFalls Sp(n) < p könnte man (theoretis
h) einensequentiellen Algorithmus mit Laufzeit p · T ∗(n) realisieren!Algorithmus führt na
heinander jeweils eine Operation der pProzessoren aus

⇒ Laufzeit ≤ p · T ∗(n)Praktis
h kann dur
haus Sp(n) > p beoba
htet werden dur
h
• gröÿere Spei
her
• Ca
hee�ekte
• hohe Varianz bei randomisierten AlgorithmenIn der Praxis wird aber meist p > Sp(n) beoba
htetVerteilte numeris
he Algorithmen 3 - 53



Einige Gesetze bzgl. errei
hbarer Leistung:Amdahls
hes Gesetz:sei f Anteil des Programms, wel
her sequentiellausgeführt werden mussIm besten Fall gilt :
Sp(n) = T ∗(n)

f ·T ∗(n)+1−f
p ·T

∗(n)
= 1

f+1−f
p

≤ 1
fz.B. 20% sequentieller Anteil ⇒ Speedup ≤ 5Wi
htiger Aspekt paralleler Programme SkalierbarkeitLeistungsgewinn proportional zur Prozessorzahl(i.d.R. bei steigender Problemgröÿe)Gustafson-Gesetz

• τf Ausführungszeit sequentieller Anteil(unabhängig von Problemgröÿe)
• τv(n, p) Ausführungszeit paralleler Anteil mit p Prozessorenbei Problemgröÿe n

Sp(n) =
τf+τv(n,1)

τf+τv(n,p)falls si
h paralleler Anteil perfekt parallelisieren lässt gilt
τv(n, p) = (T ∗(n)− τf)/p und damit au
h

Sp(n) =
τf+T ∗(n)−τf

τf+(T ∗(n)−τf)/p =

τf
T∗(n)−τf

+1

τf
T∗(n)−τf

+1
pVerteilte numeris
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Damit ist limn→∞ Sp(n) = p,wenn T ∗(n) streng monoton in n steigtOverhead bei Verwendung von p Prozessoren
Hp(n) = p · Tp(n)− T ∗(n)für die E�zienz gilt dann

Ep(n) = T ∗(n)
T ∗(n)+Hp(n)Au
h wenn limn→∞ Sp(n) = p gilt, ist immer no
hinteressant, wie n si
h bei wa
hsendem p verhältDies drü
kt die Isoe�zienzfunktion ausSei E die geforderte E�zienz, dann drü
kt dieIsoe�zienzfunktion das Verhältnis von p und n aus, so dass gilt

T ∗(n) = E
1−E ·Hp(n)Ideal: konstantes Verhältnis, real oft nur lineares Verhältnissiehe au
h Verhältnis Nmax - N1/2 bei Super
omputern
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Modellierung paralleler LaufzeitenLaufzeiten paralleler Programmeohne KommunikationszeitenZur Darstellung von AbhängigkeitenPräzendenzgraphen als Programmmodell
G = (N, A) sei ein geri
hteter azyklis
her Graph
• Knoten bes
hreiben Operationen oder Tasks
• Kanten bes
hreiben Abhängigkeiten(Daten - Instruktionen)Ähnli
he De�nition wie Abhängigkeitsgraphen aufInstruktionsebene (siehe Folie 8)Hier aber keine Festlegung der Granularität!Beispiel

+

* sq * *

+ +

x1 x2 x3

x1*x2 x1*x3

x1*x3+x2*x3

(x1+x2)*(x2+x3)

x2**2 x2*x3

x1*x2+x2**2
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Einige Notationen
• Eingangsgrad: Anzahl Kanten, die in einem Knoten enden
• Eingangsknoten: Knoten ohne Eingangskanten
• Ausgangsknoten: Knoten ohne Ausgangskanten
• N0 Menge aller Knoten, die keine Eingangsknoten sind
• Tiefe: Länge des längsten Pfades von einem Eingangsknotenzu einem Ausgangsknoten (= Anzahl Kanten)Interpretation der Knoten
• Eingangsknoten bes
hreiben Daten
• Alle weiteren Knoten bes
hreiben OperationenPräzendenzgraphen sind nur zur Darstellungsequentieller Abläufe geeignet!Darstellung von S
hleifen dur
h Entfaltungfor (i = 0; i <= n; i + +)
x[i] = y[i] + z[i] ;wird zu

x[0] = y[0] + z[0] ;...
x[n] = y[n] + z[n] ;Verteilte numeris
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Analyse von Programmen mittels Präzedenzgraphen:vereinfa
hende Annahmen
• alle Operationen dauern eine Zeiteinheit(nur bei elementaren Operationen gere
htfertigt)
• Operationen der Eingangsknoten benötigen keine Zeit
• Kommunikationzeiten bleiben unberü
ksi
htigt
⇒ Resultate bes
hreiben den �best 
ase�Präzedenzgraph wird mit p Prozessoren abgearbeitet
⇒ Abbildung der Knoten aus N0 auf die ProzessorenJeder Knoten muss von einem Prozessor bearbeitet werden (keineParallelisierbarkeit bzgl. einzelner Knoten)
• Pi Prozessor, der Knoten i bearbeitet
• ti ∈ IN Zeit zu der Knoten i bearbeitet wirdEs muss gelten
• Für alle i, j ∈ N0 mit i 6= j und ti = tj ist Pi 6= Pj

• Falls (i, j) ∈ A, dann gilt tj ≥ ti + 1Eine Menge {(i, Pi, ti)|i ∈ N0}, die die Bedingungen erfülltheiÿt S
heduleVerteilte numeris
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Falls Kommunikationszeiten berü
ksi
htigt werden, muss diezweite Bedingung vers
härft werden zuFalls (i, j) ∈ A, dann gilt
• tj ≥ ti + 1 falls Pi = Pj

• tj ≥ ti + 1 + τ(Pi, Pj) sonst(τ(Pi, Pj) Kommunikationszeit von Pi na
h Pj)Vereinfa
hende Annahme im Folgenden:Kommunikationszeiten verna
hlässigbarLaufzeit eines S
hedules: maxi∈N0 tiDe�nitionen
• Tp Minimum der Laufzeiten aller S
hedules mit p Prozessoren
• T∞ = minp≥1 TpEs gilt
• Tp monoton ni
ht steigende Funktion
• Tp = T∞ für p ≥ p∗Bestimmung der Laufzeiten
• T1 entspri
ht Anzahl Knoten also |N0|
• T∞ entspri
ht der Tiefe D des Präzedenzgraphen
• Tp es gilt T1 ≥ Tp ≥ T∞ exakte Bestimmung NP-hart
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S
hranken für Tp:
• Sei c ∈ IN und q = c · p, dann gilt Tp ≤ c · Tq

• Für p ≥ 1 gilt Tp < T∞ + T1
p

• Falls p ≥ T1
T∞

gilt Tp < 2 · T∞

• Falls p ≤ T1
T∞

gilt T1
p ≤ Tp < 2 · T1

pAus den letzten beiden Punkten folgt:
Ω(T1/T∞) Prozessoren rei
hen aus, um bis auf einen konstantenFaktor die optimale Laufzeit zu errei
hen(f(n) ∈ Ω(g(n)) ⇒ g(n) ≤ c · f(n) für n ≥ n0 und c ∈ IR+bzw. g(n) ∈ O(f(n)))Konstruktion eines sol
hen S
hedules für p Prozessoren
• Konstruiere ein S
hedule |N0| Prozessoren indem jedemKnoten ein Prozessor zugewiesen wird
• Generiere S
hedule für p ≈ T1/T∞ Prozessoren, indem gle-i
hzeitige Operationen im S
hedule mit beliebig vielen Prozes-soren auf p Prozessoren verteilt werdenDieses S
hedule benötigt Tp < T∞ + T1

p Zeiteinheiten
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Bisher untersu
ht:S
hedule für einen gegebenen PräzedenzgraphenFür ein Problem existieren aber oftmehrere PräzedenzgraphenPräzedenzgraph auf Folie 56 liefert T1 = 7 und T∞ = 3Folgender Präzedenzgraph liefert T1 = 3 und T∞ = 2

+ +

x1 x2 x3

x2 + x3

(x1 + x2)(x2 + x3)

x1 + x2

*

Auswahl eines optimalen Präzedenzgraphen (oder optimalenPräzedenzgraphen für eine feste Prozessorzahl) entspri
ht En-twurf eines optimalen Algorithmus!Also im allgemeinen keine lösbare Aufgabe(zumindest falls wirkli
h ein Optimum gesu
ht wird)

Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 61



Einige allgemeine BeispieleSkalaraddition
+

+

+ ++

+ +

x1 x2 x3 x4 x5 x7 x8x6

Sequentieller Algorithmus benötigt n− 1 S
hritte also T ∗(n) =

n− 1Paralleler Algorithmus mit
⌊n/2⌋ Prozessoren und Laufzeit ⌈log n⌉Speedup Sn/2 ≈ n

log nFür die E�zienz gilt En/2(n) = n−1
⌊n/2⌋·⌈log n⌉Für n→∞ konvergiert die E�zienz gegen 0
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Alternativer Präzedenzgraph

+

+ +

+

+

+

++

+

+

+

+

+

++

x5 x6

x7

x8

x9

x12

x11

x10 x13 x14

x15

x16

x1 x2

x3

x4

Paralleler Algorithmus mit
⌊n/ log n⌋ Prozessoren und Laufzeit ≈ 2 · ⌈log n⌉E�zienz En/ log n(n) ≈ n−1

2·⌈log n⌉·⌊n/ log n⌋ ≈ 1
2es werden T1/T∞ Prozessoren eingesetzt!
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Herleitung der Isoe�zienzfunktion:Sei n = 2x und p = 2y (0 < y < x)Zwei-Phasen Algorithmus (als Verallgemeinerung)1. Phase: jeder Prozessor addiert 2x/2y = 2x−y Elemente in
2x−y − 1 Zeiteinheiten2. Phase: Addition der 2y Teilsummen in y S
hrittenFür y = x− 1 folgte Algorithmus 1für y = x− log x Algorithmus 2Werte des Algorithmus
• Laufzeit Tp(n) = T2y(n) = 2x−y + y − 1

• Speedup S2y(n) = 2x−1
2x−y+y−1

• E�zienz E2y(n) = 2x−1
2y·(2x−y+y−1)

≈ 2x−y

(2x−y+y)

• Overhead H2y(n) = 2y · (y − 1) + 1 ≈ y · 2yFür feste E�zienz E gilt die Glei
hung
2x = E

1−E · y · 2y ⇒ n = E
1−E · p log pIsoe�zienzfunktion Θ(p log p)Bei Vergröÿerung der Prozessorzahl von p na
h p′muss n um den Faktor p′ log p′

p log p wa
hsen,um konstante E�zienz zu garantierenVerteilte numeris
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Weitere AlgorithmenInnere-Produkte
(x, y) =

n
∑

i=1

x(i) · y(i)Algorithmus 1:
n Prozessoren und ⌈log n⌉+ 1 S
hritte
• jeder Prozessor multipliziert zwei Werte
• Addition der Werte mit Algorithmus 1 zur Summation in

log n S
hrittenSpeedup Sn(n) = n+(n−1)
⌈log n⌉+1 ≈ 2n

log nE�zienz En(n) ≈ 2
log nAlgorithmus 2:

n/ log n Prozessoren bilden die n Produkt in log n S
hritten
• Addition der Werte mit Algorithmus 2 zur Summationin 2 log n S
hrittenSpeedup Sn/ log n(n) ≈ 2n

3 log nE�zienz En/ log n(n) ≈ 2
3Verteilte numeris
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Matrix-MultiplikationMultiplikation A ∈ IRm×n und B ∈ IRn×lAlgorithmus 1:Rü
kführung auf m · l innere Produkte
n-dimensionaler VektorenVerwendung von Algorithmus 1 zur Bildung innerer Produktemit O(n · l ·m) ProzessorenAlgorithmus 2:Rü
kführung auf Algorithmus 2 zur Bildung innerer ProdukteFür n = m = l (quadratis
he Matrizen) folgt ein Algorithmusmit n3/ log n Prozessoren in 2 log n S
hrittenRealistis
her für diese ProblemklasseAlgorithmus mit Θ(n2) Prozessoren und Laufzeit Θ(n)Algorithmus mit Θ(n) Prozessoren und Laufzeit Θ(n2)in beiden Fällen E�zienz in Θ(1)Aussagen zur Analyse mit PräzedenzgraphenLaufzeitanalyse auf dieser Ebene liefert �best 
ase� Resultate,die si
h bei Berü
ksi
htigung der Kommunikationzeiten ver-s
hle
hternZiel:Realisierung der Algorithmen, so dass das asymptotis
he Verhal-ten dur
h die Kommunikationzeiten ni
ht beein�usst wirdVerteilte numeris
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Bestimmung von KommunikationszeitenAnalyse der Laufzeiten der Basiskommunikationsprobleme aufunters
hiedli
hen Ar
hitekturenHier untersu
ht: Laufzeit in Abhängigkeit der TopologieAnnahmen:
• Verbindungen bidirektional, zu jedem Zeitpunkt kann in jedeRi
htung eine Na
hri
ht unterwegs sein
• Knoten können auf auslaufenden Leitungen simultan sendenund von ankommenden Leitungen simultan empfangen
• Na
hri
hten werden ohne Unterbre
hung übertragen
• Übertragungszeit eine Na
hri
ht der Länge m: TT (m) =

tS + m · tB (für alle Leitungen identis
h)
• Store-and-Forward Routing, Na
hri
ht dur
hläuft Pfad vonQuelle zu Senke⇒Länge des Pfades entspri
ht Anzahl benötigter S
hritteZiel Ableitung von asymptotis
hen Aussagen in Abhängigkeitvon der Prozessorzahl p: Ausführungszeit in Θ(g(p)):d.h. ∃c1, c2 : 0 < c1 < c2 und p0 ∈ IN, so dass für dieKommunikationszeit f(p) gilt:
c1 · g(p) ≤ f(p) ≤ c2 · g(p) falls p ≥ p0Verteilte numeris
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Als Beispiel Herleitung der Werte für ein lineares Feld:Einzel-Broad
ast
• Paket wird vom Initiator an seine Na
hbarn weitergeleitet
• Na
hbarn leiten Paket zu ihren Na
hbarn weiterAufwand zwis
hen ⌊p/2⌋ und p− 1 S
hritte (Θ(p))in ähnli
her Form Einzel-AkkumulationAllgemeiner Broad
ast
• 1. S
hritt: jeder Knoten s
hi
kt sein Paket anseine/seinen Na
hbarn
• k-ter S
hritt (2 ≤ k < p):Knoten i (p > i ≥ k) s
hi
kt das Paket von Knoten i−k+1an seinen re
hten Na
hbar i + 1Knoten i (2 ≤ i ≤ p− k + 1) s
hi
kt das Paket von Knoten

i + k − 1 an seinen linken Na
hbar i− 1Aufwand p− 1 S
hritte (Θ(p))
Paket 1

Paket 1 Paket 2 Paket 3

1 2 3 4 Schritt 1

Paket 2 Paket 3 Paket 4

Paket 1 Paket 2

1 2 3 4 Schritt 2

Paket 3 Paket 4

1 2 3 4 Schritt 3

Paket 4in ähnli
her Form Allgemeine-AkkumulationVerteilte numeris
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S
atter und Gather Operation:als Spezialisierung des Allgemeinen Broad
ast bzw. der Allge-meinen Akkumulation realisierbarGesamtaustaus
h
• Realisierung dur
h p sequentielle S
atter OperationenGesamtaufwand Θ(p2)Asymptotis
h optimal, da
• minimale Laufzeit dur
h maximale Na
hri
htenzahl in eineRi
htung über eine Leitung festgelegt wird
• Na
hri
htenzahl über die �mittlere� Kante entspri
ht p2/4pro Ri
htungAufwand der Kommunikationsproblemeauf anderen TopologienOperation Baum d-dim. Gitter HyperwürfelEinzel-Broad
ast Θ(log p) Θ(p1/d) Θ(log p)S
atter Θ(p) Θ(p) Θ(p/ log p)Allg.-Broad
ast Θ(p) Θ(p) Θ(p/ log p)Austaus
h Θ(p2) Θ(p(d+1)/d) Θ(p)Für Details siehe Rauber/Rünger Kap. 6.3.1Verteilte numeris
he Algorithmen 3 - 69



Realisierung von Basisalgorithmen auf den TopologienParallele innere Produkte
(x, y) =

∑n
i=1 x(i) · y(i)Annahmen

• n = r · p mit r ∈ IN

• Vektoren blo
kweise auf den Prozessoren verteilt
• Prozessor k bere
hnet

ck =
r·k
∑

j=r·(k−1)+1

x(j) · y(j)

• Ergebnisse werden per Akkumulation in einem Prozessorgesammelt
• Übertragungszeit eines Wertes zwis
hen verbundenen Knoten

tS

• Bere
hnungszeit einer Operation tA
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Realisierung auf einem linearen Feldmittlerer Knoten sammelt Ergebnisse
• Zeit zur Bildung lokaler Summen ≈ 2·n

p · tA
• Zeit für Akkumulationoperation ≈ p

2 · (tA + tS)Damit gilt
Tp(n) = 2·n

p · tA + p
2 · (tA + tS)Ziel: minimale Laufzeit für eine gegebene Problemgröÿe

⇒ Bestimmung der optimalen Prozessorzahl
⇒ Darstellung der Laufzeit als Funktion von p:

T (p) ≡ Tp(n)Optimum wird errei
ht bei
T ′(p) = −2·n·tA

p2 + tA·tS
2 = 0

⇒ p =
√

4·n·tA
tA+tS(zweite Ableitung > 0 dadur
h Minimum!)Einige Beoba
htungen

• Asymptotis
he Laufzeit für groÿe n: Θ(
√

n)

• Optimale Prozessorzahl wä
hst mit √n

• Für tS > (4 ·n− 1) · tA ist eine sequentielle Realisierung ame�zientestenVerteilte numeris
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Realisierung auf einem Hyperwürfel
• Beliebiger Knoten sammelt die Ergebnisse
• Bere
hnungszeit wie beim linearen Feld
• Zeit für die Akkumulationsoperation ≈ log p · (tA + tS)Damit gilt

Tp(n) = 2·n
p · tA + log p · (tA + tS)Optimale Prozessorzahl

T ′(p) = −2·n·tA
p2 + tA·tS

p·ln 2 = 0

⇒ p ≈ 2·ln 2·n·tA
tA+tS

• Optimale asymptotis
he Laufzeit Θ(log n)

• Optimale Prozessorzahl wä
hst linear in n
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Parallele Matrix-Vektor-MultiplikationBere
hnung des Produkts einer n× n Matrix mit einem Vektor
c(i) =

n
∑

j=1

A(i, j) · b(j)Mögli
hkeiten der Verteilung
• spaltenweise mit Allgemeiner-Akkumulation zurSammlung der Werte
• zeilenweise mit Allgemeinem-Broad
ast zur Verteilung derWertesiehe Folie 22In beiden Fällen
• Bere
hnungsaufwand 2·n2

p Operationen pro Prozessor
• da Allgemeiner-Broad
ast und Allgemeine-Akkumulationduale Operationen au
h keine Unters
hiede bei asympto-tis
hen Kommunikationszeiten
• Übertragungszeit einer Na
hri
ht mit r Werten zwis
henverbundenen Knoten tS + r · tB

• Bere
hnungszeit einer Operation tAVerteilte numeris
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Realisierung auf einem linearen Feld
Tp(n) = 2·n2

p · tA + p ·
(

tS + n
p · tB

)

= 2·n2

p · tA + p · tS + n · tBZur Ermittlung der optimalen Prozessorzahl sei wieder
T (p) ≡ Tp(n) : T ′(p) = −2·n2·tA

p2 + tSund damit lautet die optimale Prozessorzahl
p = n ·

√

2·tA
tS

• Optimale Prozessorzahl linear in n

• Asymptotis
he Laufzeit Θ(n)

• Asymptotis
he E�zienz Θ(1) (optimaler Wert)Realisierung auf einem HyperwürfelAufwand einer Allgemeinen-Broad
ast:
p/ log p S
hritte mit Aufwand tS + tB · n/p pro S
hritt

Tp(n) = 2·n2

p · tA + p
log p ·

(

tS + n
p · tB

)

= 2·n2

p · tA + p
log p · tS + n·tB

log p

• Optimale Prozessorzahl ni
ht mehr analytis
hbere
henbar
• Bei Wahl von O(n2) Prozessoren Laufzeit O(log n)
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