
4. Verteilte Numeris
he Algorithmen
Bisher im wesentli
hen Bes
hreibung von
• parallelen/verteilten Ar
hitekturen
• Programmiermethoden
• einfa
hen numeris
hen BasisoperationenIm folgenden KapitelÜberbli
k über numeris
he Algorithmen aus vers
hiedenen An-wendungsgebieten und deren ParallelisierungParallele Versionen der Algorithmen
• lassen si
h teilweise dur
h einfa
he Anwendung parallelernumeris
her Basisoperationen realisieren(inkl. Basiskommunikationsoperationen)
• erfordern zum Teil aber au
h völlig neue Konzepte4.1 Numeris
he Basisalgorithmen4.2 Lösung linearer Glei
hungssysteme4.3 Ni
htlineare Glei
hungssysteme4.4 S
hnelle Fourier-Transformation4.5 Optimierungsprobleme4.6 Asyn
hrone AlgorithmenVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 1



4.1 Numeris
he Basisalgorithmen
• Numeris
he Basisalgorithmen bilden die Basis für komplexereAlgorithmen
• E�ziente (parallele) Realisierung der Algorithmen ist notwen-dig für eine e�ziente Realisierung komplexerer numeris
herVerfahrenAnsatz in der Numerik:
• De�nition der benötigten Operationen (auf Vektoren undMatrizen)
• Festlegung der Funktionss
hnittstellen (ursprüngli
h Fortran,inzwis
hen au
h C)
• Implementierung der Funktionen� in Fortran/C als portable Versionen� in Assembler mit mas
hinenspezi�s
her Optimierung
⇒ Basi
 Linear Algebra Subprograms (BLAS) über die Netlib(www/netlib/org) frei verfügbarZur parallelen Realisierung wurde PBLAS entwi
kelt:
• parallele Realisierung einer Untermenge von BLAS Routinen
• Kommunikation mit Hilfe von BLACS� portable auf Basis von MPI oder PVM� ar
hitekturspezi�s
h von einzelnen HerstellernVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 2



Unterteilung der BLAS Routinen in drei Gruppen
• Vektor-Vektor-Operationen (BLAS 1)
• Vektor-Matrix-Operationen (BLAS 2)
• Matrix-Matrix-Operationen (BLAS 3)für unters
hiedli
he Datentypen (real, double, 
omplex) undMatrizen (di
ht, bandstrukturiert, symmetris
h, ...)Sequentielle Implementierung und Implementierung mit geteil-tem Spei
her re
ht einfa
h protabel zu halten.Bei verteiltem Spei
her bestimmt die Re
hnerstruktur den Algo-rithmus (siehe vorheriges Kapitel)Deshalb
• Festlegung einer Topologie (hier naheliegend ein Gitter)
• Realisierung der Algorithmen auf der Topologie
• Einbettung der Topologie in die Topologie des Parallelre
hnersBLACS Routinen wurden primär für Kommunikation in einemGitter entworfen
• Operationen zum Versenden und Empfangen von Vektoren undMatrizen
• Mögli
hkeit der Gruppenadressierung (Zeile, Spalte, Alle)Aufbau der Operationen in PBLAS
• Verwendung von BLAS Routinen zur lokalen Bere
hnung
• Verwendung von BLACS Routinen zur KommunikationVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 3



Datenverteilung in PBLAS: Blo
kzyklis
he S
ha
hbrettverteilungvon Matrizen auf dem Gitter
• seien r, c die Matrixdimensionen,
• s, t die Gitterdimensionen (p = s · t)
• rl, cl die Dimensionen der Matrixblö
ke
• so, to Adresse des Prozessors, der den ersten Blo
k spei
hertFür gegebene (r, c) und (s, t) de�niert (rl, cl, so, to) eine ein-deutige ZuordnungBeispiel Datenverteilung einer 5 × 5 Matrix auf einem 2 × 2Gitter bzgl. (2, 2, 0, 0):
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44 Verteilung mögli
hst so, dass

• die Last glei
hmäÿig verteilt wird
• zusammenhängende Blö
ke auf einem Prozessor in denHauptspei
her passen
• die Spei
herung mehrerer mittelgroÿer Blö
ke auf einemProzessor kann gegenüber der Spei
herung eines groÿen Blo
ksvorteilhaft sein (Überlappung Bere
hnung Kommunikation)
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BLAS 1 Operationen (Vektor-Vektor-Operationen)
x, y sind Vektoren, α, β Skalare
• x↔ y (vertaus
hen der Elemente in x und y)
• x← αy (Vektor-Skalar-Multiplikation)
• y ← x (kopieren eines Vektors)
• y ← αx + y (Addition eines Vektor-Skalar-Produkts)
• β ← xTy (Produkt von Vektoren)
• Bere
hnung von VektornormenBeispielimplementierung Vektor-Produktjeder Prozessor k spei
hert Subvektoren x(k−1)g,...,kg und
y(k−1)g,...,kg wobei n = p/g(n Vektorlänge, p Prozessorzahl)Algorithmus für einen Prozessordouble x[g℄, y[g℄ ; /* Enthalten die Teilvektoren */double res=0.0 ; /* zur Aufnahem des Ergebnisses */int i ;for (i = 0; i < g; i++)res += x[i℄ * y[i℄ ;MPI Redu
e(..) oder MPI Allredu
e(...) ;Verteilte numeris
he Algorithmen 4 - 5



A,B,C sind Matrizen, T eine obere Dreie
ksmatrix, x, y sindVektoren, α, β SkalareBLAS 2 Operationen (Matrix-Vektor-Operationen)
•y ← αAx + βy und y ← αATx + βy(Matrix-Vektor-Produkte)
• A← αxyT + A (Rang-1-Modi�kationen)
• A← αxxT + A und A← αxyT + +αyxT + A(Rang-1/2-Modi�kationen symmetris
her Matrizen)
• x← Tx und x← T Tx (Mult. mit Dreie
ksmatrix)
• x← T−1x (Lsg. lin. Gl.Sys. mit Dreie
ksmatrix)Beispielimplementierung Matrix-Vektor-Produkt siehe Kap. 2Beispielimplementierung Lsg. lin. Gl.Sys. mit Dr.Mat. siehe 4.2.BLAS 3 Operationen (Matrix-Matrix-Operationen)
• C ← αAB + βC, C ← αATB + βC, ...(Matrix-Matrix-Produkte)
• C ← αxAAT + C, C ← αABT + αBAT + βC, ...(Rang-k-Modi�kationen symmetris
her Matrizen)
• B ← αTB, B ← αT TB, ... (Mult. mit Dreie
ksmatrix))
• B ← αT−1B, B ← αBT−1(Lsg. lin. Gl.Sys. mit Dreie
ksmatrix)
• C ← βC + αAT (Trans. Matrix)
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Matrix-Matrix-Multiplikation
• oft verwendetees Ben
hmarkproblem,
• wel
hes in der Praxis re
ht selten auftrittSequentielles Vorgehenfor (i = 0; i < n; i++)for (j = 0; j < m; j++)for (k = 0; k < r; k++)C[i℄[k℄ += A[i℄[j℄ * B[j℄[k℄ ;Sequentielle Implementierungsalternativen dur
h unters
hiedli-
he Anordnung der S
hleifenParallele Implementierung blo
korientierte Verfahren:Matrizen werden in Blö
ke A(x,y)und B(y,z)zerlegt, mit
0 ≤ x < X ≤ n, 0 ≤ y < Y ≤ m und 0 ≤ z < Z ≤ rMatrix A(x,y)enthält u ∈ [⌊n/X⌋ , ⌈n/X⌉] Zeilenund v ∈ [⌊m/Y ⌋ , ⌈m/Y ⌉] SpaltenMatrix B(y,z)enthält u ∈ [⌊m/Y ⌋ , ⌈m/Y ⌉] Zeilenund w ∈ [⌊r/Z⌋ , ⌈r/Z⌉] SpaltenVerwendung von X · Y · Z ProzessorenProzessor (i, j, k) bere
hnet C(i,j,k) = A(i,k) ·B(k,j)Bere
hnung von C(i,j) =

∑Y
k=1 C(i,j,k) per AkkumulationVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 7



Numeris
he Programme/Routinen sind unterwww.netlib.org zu �ndenUmfangrei
he Sammlung von numeris
hen Algorithmen(oft Fortran, teilweise au
h C)Einige parallele Algorithmen z.B.S
aLAPACKfür Systeme mit verteiltem Spei
her
ScaLAPACK

PBLAS

lokale Adressierung
LAPACK

BLAS BLACS

Plattform abhängig
Plattform unabhängig

globale Adressierung

Primitive
MP−Enthaltene Routinen zur Lösung von

• linearen Glei
hungssystemen� di
htbesetzt, bandstrukturiert, tridiagonal
• Lineare Regression
• Eigenwerten/-vektoren
• SVD
• �Out-of-
ore� Löser (LU, QR, Cholesky, ...)
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Motivation und Ziele
• E�zienzOptimierte Bere
hnungen und KommunikationBlo
korientierte Algorithmen nutzen die Spei
herhierar
hie
• Skalierbarkeit
• ZuverlässigkeitAlgorithmen und Fehlers
hranken aus LAPACK
• PortabilitätHardwareabhängigkeit auf BLAS und BLACS bes
hränkt
• FlexibilitätModularer Aufbau umfasst BLAS, BLACS, PBLAS
• Einfa
he NutzungAufrufe orientieren si
h an LAPACKVerfügbare parallele Programmbibliotheken
• S
aLAPACK (di
htbesetzt lineare Algebra)
• PARPACK (dünnbesetzt Eigenwerte)
• CAPSS (dünnbesetzt direkte Löser)
• PARPRE (dünnbesetzt Vorkonditionierer)
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Nutzung der Routinen
• Kon�guration der Prozessoren� Generierung eines (2dim) Gitters von Prozessoren� Jeder Prozessor hat eine zweidimensionale Adresse
• Verteilung der Daten� Blo
kzyklis
he S
ha
hbrettverteilung� mögli
hst glei
hmäÿige Lastverteilung� mögli
hst Blo
kgröÿen, die im Hauptspei
her gehalten wer-den können� mögli
hst lokale Matrixeingabe pro Prozessor
• Aufruf der Routinen (z.B. aus S
aLAPACK)� Initialisierung der Routinen dur
h Angabe der Matrixver-teilung� Aufruf der Routinen in allen beteiligten Prozessen mit denjeweiligen Prozessparametern (SPMD-Prinzip)
• Freigabe der Prozessoren
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4.2 Lösung linearer Glei
hungssystemeLösen linearer Glei
hungssysteme
• ist zentrale Operation im wissens
haftli
hen Re
hnen
• wird oftmals als Subprogramm komplexer numeris
herAlgorithmen verwendetWir betra
hten Lösungsverfahren für
Ax = b mit A ∈ IRn×n und x, b ∈ IRnauf einem Re
hner mit verteiltem AdressraumAndere Si
htweise:Darstellung von b als Linearkombination der Spalten von AGlei
hungssystem lösbar falls A ni
htsingulärKlassi�zierung von Lösungsverfahren
• direkte Verfahren� bere
hnen (bis auf Rundungsfehler) exakte Lösung� Aufwand fest und abhängig von Matrixgröÿe undBesetzungsstruktur
• iterative Verfahren� bere
hnen konsekutive Näherungen der Lösung� Aufwand abhängig von gewüns
hter Genauigkeit sowieGröÿe und Besetzungsstruktur der MatrixVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 11



Vorteile direkter Verfahren
• Bere
hnung der exakten Lösung(Vorsi
ht Rundungsfehler!)
• Spei
herplatz und Laufzeit vorhersagbarNa
hteile direkter Verfahren
• oft hoher Aufwand und Spei
herplatzbedarf(dur
h �ll-in)
• parallele Implementierung oft komplexVorteile iterativer Verfahren
• Matrixstruktur bleibt erhalten(kein �ll-in)
• geringer Spei
herbedarf bei spärli
h besetzten Matrizen
• oft einfa
h parallelisierbarNa
hteile iterativer Verfahren
• Konvergenz ni
ht immer gesi
hert
• Laufzeit zum Errei
hen einer vorgegebenen Genauigkeit ni
htvorhersagbarIn der Praxis werden oft iterative Verfahren verwendet, daMatrizen oft groÿ und sehr spärli
h besetzt sindVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 12



4.2.1 Direkte Verfahren für allgemeineMatrizenLösung mittels der Gauÿ-EliminationWir betra
hten erst den sequentiellen Algorithmus,dann dessen Parallelisierung
A11x1 + A12x2 + . . . + A1nxn = b1... ... ... ...
Ai1x1 + Ai2x2 + . . . + Ainxn = bi... ... ... ... ...
An1x1 + An2 + . . . + Annxn = bnSei A(1) = A und b(1) = bErzeugen von A(2), . . . , A(n) und b(2), . . . , b(n), so dass

A(k)x = b(k) gilt und A(k) die folgende Gestalt hat


A11 A12 · · · A1,k−1 A1k · · · A1n

0 A
(2)
22 · · · A

(2)
2,k−1 A

(2)
2k · · · A

(2)
2n... . . . . . . ... ... ...... . . . A

(k−1)
k−1,k−1 A

(k−1)
k−1,k · · · A

(k−1)
k−1,n... 0 A

(k)
kk · · · A

(k)
kn... ... ... . . . ...

0 · · · · · · 0 A
(k)
nk · · · A

(k)
nn




⇒ A(n) ist eine obere Dreie
ksmatrix!Verteilte numeris
he Algorithmen 4 - 13



Bere
hnung der Lösung
A(n)x = b(n)per Rü
ksubstitution
xi = 1

A
(n)
ii

(
b
(n)
i −

n∑
j=i+1

A
(n)
ij xj

)

sequentielle Implementierung o�ensi
htli
hParallele Implementierung mit p-Prozessoren:
• Glei
hmäÿige Verteilung der Matrixzeilen und zugehörigenVektorelemente auf die Prozessoren (sei k = n/p)
• Prozessor i erhält Zeilen i · k + 1, . . . , (i + 1) · k(Prozessornummerierung 0, . . . , p− 1)
• Idee des Algorithmus� Prozessoren starten mit lokaler Bere
hnung� immer, wenn ein Prozessor fertig geworden ist, verteilt erseinen Vektor an alle anderen mit kleinerer Adresse� na
h Empfang eines Vektors bere
hnen Prozessoren zuge-höriges Vektor-Matrix ProduktAufwand
• p Bere
hnungss
hritte mit jeweils k2 bzw. k2/2 Multiplika-tionen und Additionen
• p− 1 Multi-Broad
asts mit jeweils k WertenVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 14



Algorithmus für Prozessor prdouble b[k℄ /* enthält Teilvektor von b(n) */double x[k℄, y[k℄ /*Teillösungsvektor und Empfangspu�er*/double a[k℄[n℄ /* Zeilen von A(n) */for (i = p-1; i >= 0; i�) {if (pr <= i) {if (i == p-1) {for (j = k-1; j >= 0; j�)
x[j] = b[j] ;if (pr == p-1)for (j = k-1; j >= 0; j�)for (l = j+1; l < k; l++)

x[j] = (x[j] + a[j][l + i ∗ k] ∗ x[l]); }elsefor (j = k-1; j >= 0; j�)for (l = j+1; l < k; l++)
x[j] = x[j] + a[j][l + i · k] · y[l] ;if (pr == i) {for (j = k-1; j >= 0; j�)

x[j]/ = a[j][j + pr ∗ k]/* vers
hi
ke x an Prozessoren 0, . . . pr − 1*/ }if (pr < i)/* empfange Vektor x[i ∗ k, . . . , (i + 1) · k − 1]in y */} }
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Bere
hnung von A(k+1) aus A(k)Ziel: Nullsetzen der Elemente A
(k)
ik für i = k + 1, . . . , n dur
hSubtraktion eines Vielfa
hen der k-ten Zeile von der i-ten ZeileUnter der Voraussetzung A

(k)
kk 6= 0 bere
hne

• Lik = A
(k)
ik /A

(k)
kk

• A
(k+1)
ij = A

(k)
ij − LikA

(k)
kj

• b
(k+1)
i = b

(k)
i − Likb

(k)
kfür i, j = k + 1, . . . , nFalls A

(k)
kk = 0 (oder klein) ⇒

• Spaltenpivotsu
he� su
he r = maxi=k,...,n(|A(k)
ik |) (Pivotelement)� vertaus
he Zeile k und r sowie b

(k)
r und b

(k)
k

• Zeilenpivotsu
he� su
he c = maxi=k,...,n(|A(k)
ki |) (Pivotelement)� vertaus
he Spalte k und cLösungsaufwand O(n3)
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Übli
he Realisierung der Gauÿ-Elimination dur
hLR-FaktorisierungDarstellung der Matrix A dur
h
• obere Dreie
ksmatrix R = A(n) und
• untere Dreie
ksmatrix L mit

L =




1 0 0 . . . 0

L21 1 0 . . . 0

L31 L32 1 0... . . . . . . ...... . . . . . . 0

Ln1 Ln2 . . . . . . Ln,n−1 1




so dass Ax = LA(n)x = Ly = bBere
hnungss
hritte
• Bildung von A(n) und L

• Rü
ksubstitution Ly = b (Lösung entspri
ht b(n))
• Rü
ksubstitution A(n)x = yVorteil: mehrfa
he Verwendung der Dreie
ksmatrizen fürunters
hiedli
he Vektoren bVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 17



Parallele ImplementierungDatenverteilung beein�usst Bere
hnungss
hritte undKommunikation ⇒blo
kweise Ablage von Zeilen oder Spalten ungeeignet(da Prozessor, der die ersten Zeilen spei
hertnur in den ersten S
hritten bes
häftigt ist!)Hier betra
htet zyklis
he Spei
herung der Zeilen
• Prozessoren 1, . . . , p

• Prozessor q spei
hert die Zeilen q, q + p, q + 2p, . . . und diezugehörigen Elemente von bS
hritte des Algorithmus1. Bestimmung des lokalen Pivotelements2. Bestimmung des globalen Pivotelements perAkkumulation3. Vertaus
hen der Pivotzeilen4. Verteilen der Pivotzeile per Broad
ast5. Bere
hnung der Eliminationsfaktoren Lik6. Bere
hnung der Matrixelemente in A(k+1) undVektorelement in b(k+1)Realisierung des Programms im SPMD-StilVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 18



4.2.2 Direkte Verfahren für Matrizenspezieller StrukturTridiagonale Systeme Aij = 0 falls |i− j| > 1Struktur der Matrix
A =




d1 u1 0

l2 d2 u2. . . . . . . . .
ln−1 dn−1 un−1

0 ln dn


liefert die Glei
hungen

d1x1 + u1x2 = b1

lixi−1 + dixi + uixi+1 = bi (i = 2, . . . n− 1)

lnxn−1 + dnxn = bnSei x0 = xn+1 = 0, dann gilt
xi = 1

di
(bi − lixi−1 − uixi+1) falls di 6= 0Einsetzen der Glei
hungen für Elemente mit ungeradem Indexliefert ein Glei
hungssystem der Form

l12ix2i−2 + d1
2ix2i + u1

2ix2i+2 = b1
2ifür i = 1, . . . , n/2

l12i = −l2il2i−1
d2i−1

u1
2i = −u2iu2i+1

d2i+1

d1
2i = −u2i−1l2i

d2i−1
+ d2i − u2il2i+1

d2i+1

b1
2i = b2i − l2b2i−1

d2i−1
− u2ib2i+1

d2i+1Verteilte numeris
he Algorithmen 4 - 19



⇒ Glei
hungssystem mit ⌊n/2⌋ Variablen undtridiagonaler Struktur
⇒ wiederholte Anwendung des Vorgehens reduziert dieVariablenzahl auf 1
⇒ direkte Lösung dieses Systems
⇒ Rü
ksubstitution zur Bere
hnung aller VariablenwerteAblauf für n = 8:

1 2 3 4 5 6 7

2 4 6

4

8

8

8

8

84

8642

87654321Algorithmus setzt voraus, dass keine 0 in der Diagonalen auftritt!Das gilt si
her bei diagonaldominanten undbei symmetris
hen positiv de�niten MatrizenVerteilte numeris
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Parallelisierungmit n Prozessoren in Θ(log n) S
hrittenSequentieller Algorithmus benötigt O(n) S
hritte
⇒ E�zienz 1/ log nE�zienterer Algorithmus mit O(n/ log n) Prozessoren in
O(log n) S
hritten (siehe Skalaraddition!)Realisierung auf vers
hiedenen TopologienLineares Array mit p Prozessoren
• jeder Prozessor bere
hnet ⌊n/p⌋ oder ⌈n/p⌉ Variablen
• ersten m = ⌊n/p⌋ Bere
hnungss
hritte lokal in O(n/p)

• Lösung des resultierenden tridiagonalen Systems mit p Varia-blen auf einen Prozessor(Kommunikations- und Bere
hnungsaufwand jeweils O(p))
• Übertragung der Resultate an alle Prozessoren perBroad
ast (Aufwand O(p))Optimale Prozessorzahl p = Θ(

√
n)mit Gesamtlaufzeit O(

√
n)

⇒gröÿere Prozessorzahl ine�zient(z.B O(n) Prozessoren benötigen Laufzeit O(n))Verteilte numeris
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Hyperwürfel mit O(n) ProzessorenEinbettung des linearen Arrays und Verwendung des Array-Algorithmus unter Benutzung zusätzli
her Kommunikationswege
• Kommunikation �ndet zwis
hen bena
hbarten Prozessorenoder zwis
hen Prozessoren mit Adressen j2k und (j + 1)2kstatt
• Prozessoren j2k und (j + 1)2k haben im Array Abstand 2k,im Hyperwürfel einen Abstand von 2
• alle Prozessorpaare (j2k, (j + 1)2k) können im Hyperwürfelsimultan in 2 S
hritten kommunizieren
• konstante Kommunikationzeit pro S
hritt
• Gesamtlaufzeit O(log n) mit n ProzessorenErweiterung auf blo
ktridiagonale Systeme
• aus xi und bi werden k-dimensionale Vektoren
• aus li, ui und di werden k × k Matrizen
• Division wird dur
h Multiplikation mit der inversen Matrixersetzt
• Prozessoren invertieren k × k Matrizen (Aufwand O(k3))
• Kommunikation dur
h Vers
hi
ken von k × k Matrizen(Aufwand O(k2))
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4.2.3 Klassis
he IterationsverfahrenZiel Lösung von Ax = bSei x∗ die gesu
hte LösungIterative Verfahren basieren auf der Zerlegung
A = M −N mit M, N ∈ IRn×n

M ist eine ni
htsinguläre Matrix,deren Inverse (bzw. a = M−1b) lei
ht bere
henbar istUmformen obiger Glei
hung liefert
Ax = b ⇔
Mx = Nx + b ⇔
x = M−1Nx + M−1bmit C = M−1N und d = M−1b erhalten wirdas Iterationss
hema

x(k+1) = Cx(k) + dVerfahren ist konvergent,falls limk→∞ x(k) = x∗ für alle x(0)O�ensi
htli
h gilt bei konvergenten Verfahren
limk→∞

∥∥x(k) − x∗
∥∥ = limk→∞ Ck

∥∥x(0) − x∗
∥∥ = 0

⇒ limk→∞ Ck = 0Verteilte numeris
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Folgende Aussagen sind äquivalent
• Die Iteration x(k+1) = Cx(k) + d konvergiert
• limk→∞ Ck = 0

• ρ(C) < 1 (Spektralradius von C)
ρ(C) = maxλ∈EW |λ|Typis
he IterationsverfahrenJa
obi-VerfahrenZerlegung A = D − L−Rwobei D Diagonalmatrix, L untere Dreie
ksmatrix und

R obere Dreie
ksmatrixIterationss
hema des Ja
obi-Verfahrens
Dx(k+1) = (L + R)x(k) + boder

x
(k+1)
i = 1

Aii

(
bi −

n∑
j=1,i 6=j

Aijx
(k)
j

)

bei sequentieller Bere
hnung ist der Wert x
(k+1)
j zumZeitpunkt der Bere
hnung von x

(k+1)
i (j < i) bekannt

⇒ Ausnutzung der Kenntnis erhöht oftKonvergenzges
hwindigkeitVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 24



Gauÿ-Seidel-VerfahrenIterationss
hema
(D − L)x(k+1) = Rx(k) + boder

x
(k+1)
i = 1

Aii

(
bi −

i−1∑
j=1

Aijx
(k+1)
j +

n∑
j=i+1

Aijx
(k)
j

)

Konvergenzkriterium (für Ja
obi- und Gauÿ-Seidel)starkes Zeilensummenkriterium
|Aii| >

n∑
i=1,i 6=j

|Aij|

⇒ Ja
obi und Gauÿ-Seidel konvergierenErhöhung der Konvergenzges
hwindigkeit dur
h RelaxationSetze x(k+1) = ωx(k+1) + (1− ω)x(k) (ω ∈ (0, 2))�gute� Werte für ω oft nur über Heuristiken bestimmbar!Parallele Implementierung des Ja
obi-VerfahrensBenötigte Operationen
• Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Iterationsmatrix C

• Vektor-AdditionSpezielle Strukturen der Matrix erfordernunters
hiedli
he VorgehensweisenVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 25



Paralleles Ja
obi-Verfahren
• Matrix-Vektor-Multiplikation L + R mit x(k)

• Vektor-Addition des Ergebnisses mit b

• Matrix-Vektor-Multiplikation mit D−1(als Diagonalmatrix lei
ht zu invertieren)Parallelisierung im wesentli
hen dur
hParallelisierung der Vektor-Matrix-MultiplikationDa Matrizen oft spärli
h besetzt sind, sollte Struktur beider Parallelisierung ausgenutzt werdenBlo
kweise Zerlegung der Matrix A in



A11 · · · A1p... . . . ...
Ap1 · · · App




wobei Aqr ∈ IRk×k mit k = n/pJeder Prozessor spei
hert
• k Zeilen von A

• Subvektor der Länge k von xSei Ωin(q) = {r|Arq 6= 0} und
Ωout(q) = {r|Aqr 6= 0}Verteilte numeris
he Algorithmen 4 - 26



Mögli
he Realisierung des parallelen Ja
obi Verfahrens(für Prozessor q, blo
kweise Spei
herung der Spalten)
xq ist der lokale Iterationsvektorvers
hi
ke xq per Multi
ast an alle Prozessoren in
Ωout(q) ;while (!stop) {

xq = Aqqxq ;while (no
h ni
ht alle Vektoren xrmit r ∈ Ωin(q) empfangen) {empfange xr in y ;
xq+ = Arqy ;}vers
hi
ke xq per Mult-Broad
ast an alleProzessoren in Ωout(q) ;}nur drei Vektoren der Länge k werden benötigt(beim blo
kierendem Senden aus xq )ansonsten muss Kommunikationssystembis zu |Ωin(q)| Vektoren zwis
henspei
hern
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Abbru
h der IterationIteration ist abzubre
hen, falls ∥∥x∗ − x(k)
∥∥ < εDa x∗ unbekannt, kann dies ni
ht realisiert werdenDeshalb oft Überprüfung des relativen Fehlers

‚

‚

‚x(k+1)−x(k)
‚

‚

‚

‖x(k)‖ < εoder der Residualnorm
∥∥Ax(k) − b

∥∥ < ε (in beiden Fällen parallele Normbere
hnung)Gauÿ-Seidel-Verfahren
• Matrix-Vektor-Multiplikation R mit x(k)

• Vektor-Addition des Ergebnisses mit b

• Lösen des Glei
hungssystems mit unterer Dreie
ksmatrix
(D − L)Parallelisierung deutli
h s
hwieriger, da
• zur Bere
hnung von x

(k+1)
i Werte x

(k+1)
j (j < i)benötigt werden (inhärent sequentiell)Parallelisierung dur
h

• lokale Bere
hnung von Teilsummen(für di
ht besetzte Matrizen)
• Ausnutzung der Abhängigkeitsstruktur(für spärli
h besetzte Matrizen)
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Gauÿ-Seidel für di
htbesetzte MatrizenGS-Algorithmus führt für Zeile i ein inneres Produkt mit
(x

(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
i−1 , 0, x

(k)
i+1, . . . , x

(k)
n )aus

⇒ innere Produkte müssen na
heinander bere
hnet werden
⇒ Parallelität nur innerhalb der Bere
hnung derinneren ProdukteAlgorithmus mit blo
kweiser Verteilung der Spalten
• Annahme k = n/p ganzzahlig
• Prozessor q (0 ≤ q < p) spei
hert Spalten

q · k, . . . , (q + 1) · k − 1Idee des Vorgehens:
• Verteilung der Bere
hnung der Teilsummen auf die Prozesso-ren
• Einzel-Akkumulation zur Bere
hnung eines Vektorelements(Ziel der Akkumulation ist Prozessor, der dieses Elementspei
hert)
• Algorithmus auf folgende Folie bere
hnet elementweise:Besser, da realistis
her Bere
hnung über Blö
ke der Gröÿe kVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 29



MPI-Realisierung (eine mögli
he Variante, inkl. Konvergenztest)do {delta x = 0.0 ;for (i = 0; i < n; i++) {s k = 0.0 ;for (j = 0; j < k; j++)if (j + q * k != i)s k += lo
al A[i℄[j℄ * x[j℄ ;root = i / k ;i lo
al = i % k ;MPI Redu
e(&s k, &x[i lo
al℄, 1, MPI FLOAT,MPI SUM, root, MPI COMM WORLD) ;if (q == root) {x new = (b[i lo
al℄-x[i lo
al℄) /lo
al A[i℄[i lo
al℄;delta x = max(delta x, abs(x[i lo
al℄-x new);x[i lo
al℄ = x new ; } }MPI Allredu
e(&delta x, &global delta, 1,MPI FLOAT, MPI MAX, MPI COMM WORLD);} while (global delta > tol) ;nur sehr einges
hränkte Parallelitätdur
h häu�ge Kommunikation
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Gauÿ-Seidel für dünnbesetzte Matrizenbei dünnbesetzten Systemen hängt xi ni
ht von xj ab,falls Aji = 0

⇒ damit kann x
(k+1)
i ohne Kenntnis von x

(k+1)
j bere
hnetwerden, au
h wenn j < iDarstellung der Datenabhängigkeit dur
hAbhängigkeitsgraphAbhängigkeitsgraph für iterative Verfahren

• ein Knoten pro Variable xi

• eine geri
htete Kante zwis
hen Knoten j und Knoten i, falls
xj zur Bere
hnung von xi benötigt wird(d.h. Aji 6= 0)Beispiel:

2

1

3

4

x

x

x

x
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Resultierender Präzendenzgraph der ersten zweiIterationss
hritte des GS-Verfahrens
x1 x2 x3 x4

f1 f2 f3 f4

f1 f2 f3 f4

x3 und x4 können parallel bere
hnet werden!Umnummerieren der Variablen 4→ 2, 3→ 4 und 2→ 3liefert den Präzedenzgraphen
x1 x2 x3 x4

f1 f2 f3 f4

f1 f2 f3 f4

x1, x2 und x3 können parallel bere
hnet werden
⇒ mögli
he Parallelität (und au
h Konvergenz) desGS-Verfahrens hängt von der Variableanordnung abVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 32



Was ist eine gute Anordnung bzgl. Parallelisierung?Rü
kführung auf ein Färbeproblem im AbhängigkeitsgraphenFolgende Aussagen sind äquivalent
• Es existiert eine Variablenanordnung, mit der da GS-Verfahrenin K parallelen S
hritten ausgeführt werden kann
• Es existiert eine Färbung der Knoten des Abhängigkeitsgra-phen mit K Farben, so dass keine Zyklen identis
h gefärbterKnoten existierenErmittlung eines minimalen Wertes für K ist NP-vollständig!Paralleles GS-Verfahren
• Ermittlung eines mögli
hst kleinen K

• Auswahl der zugehörigen Variablenordnung� sortiere Farben in einer beliebigen Reihenfolge� für alle Variablen x, y einer Farbe
∗ falls Kante von y na
h x existiert muss x kleineren Indexals y bekommen
∗ ansonsten können beide beliebig angeordnet werden

• parallele Realisierung des GS-Verfahrens: Für alle Farben� bere
hne alle Variablenwerte der aktuellen Farbeparallel� sende Resultate an andere ProzessorenVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 33



Oft sind dünnbesetzte Matrizen stark strukturiertBeispiel Gitterstrukturen (bidirektionale Abhängigkeiten!)

optimale Färbung mit 2 bzw. 4 Farben
⇒ für diese Fälle e�ziente parallele Realisierung desGS-VerfahrensBeispiel Poisson-Glei
hung
∂2f
∂x2(x, y) + ∂2f

∂y2(x, y) = g(x, y) mit (x, y) ∈ [0, 1]2Approximation der Ableitungen
∂2f
∂x2(x, y) ≈ f(x+h,y)−2f(x,y)+f(x−h,y)

h2

∂2f
∂y2(x, y) ≈ f(x,y+h)−2f(x,y)+f(x,y−h)

h2Diskretisierung in n äquidistante Teile liefert
f( i

n, j
n) = fij =

fi+1,j+fi−1,j+fi,j−1+fi,j+1

4 − gij

4n25-Punkt-Diskretisierungbei zusätzli
hen Termen der Form ∂2f
∂x∂yentsteht 9-Punkt-DiskretisierungVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 34



Koe�zientenmatrix na
h Linearisierung zweidimensionaler Gitter
Zeilenweise Anordnung
(0, 0), (0, 1), . . . , (0, n− 1), (1, 0), . . . (n− 1, n− 1)Ni
htnullelemente in Zeile i (0 < i < n− 1)Bei Fünfpunktdiskretisierung:
(i, i− n), (i, i− 1), (i, i), (i, i + 1), (i, i + n)Für i = 0 und i = n fallen einzelne Elemente wegBesetzungsstruktur der Matrix (4× 4):

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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Bei Neunpunktdiskretisierung:
(i, i− n− 1), (i, i− n), (i, i− n + 1), (i, i− 1), (i, i),

(i, i + 1), (i + n− 1), (i, i + n), (i, i + n + 1)Besetzungstruktur der Matrix
0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

AWeitere Mögli
hkeiten der Anordnung existieren z.B.
• spaltenweise
• blo
kweise
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4.2.4 Ni
htstationäre Iterationsverfahren
Konvergenz von Ja
obi- und GS-Verfahren ist oft langsamBestimmung von guten/optimalen Relaxationsparametern fürJOR und SOR oft s
hwierig
⇒ groÿer Bedarf an s
hnellen und robusten VerfahrenEine Klasse sol
her Verfahren sind ni
htstationäre VerfahrenName resultiert daher, dass Iterationsmatrix ni
htkonstant bleibt(im Gegensatz zur Iterationsmatrix stationärer Verfahrenwie Ja
obi, GS)Hier einige allgemeine Ideen undVorstellung eines speziellen VerfahrensIm folgenden sei Matrix A

• symmetris
h d.h. A = AT

• positiv de�nit d.h. xTAx > 0 für alle x ∈ IRn x 6= 0
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Die Lösung x∗ eines linearen Glei
hungssystems Ax − b = 0mit symmetris
her, positive de�niter Matrix A entspri
ht demMinimum der Funktion
f(x) = 1

2x
TAx− bTx

f(x) ist konvex und besitzt eindeutiges Minimum x∗Idee iterativer Lösungsverfahren auf dieser Basisbestimme ausgehend von x(0) neue Approximationen x(k) desMinimums bis x(k) nahe genug bei x∗ liegtVeränderung des Vektors in einem Iterationss
hritt dur
h
x(k+1) = x(k) + α(k)p(k)

p(k) Ri
htungsänderung und α(k) S
hrittweiteBestimmung der optimalen S
hrittweite bei bekanntem p(k)Ziel: Wähle α(k) so, dass
f(x + α(k)p(k)) = minα∈IR

(
f(x(k) + αp(k)

)Index k wird im folgenden weggelassen!Notwendige Bedingung für das Minimum
df(x+αp)

dα = αpTAp + pT (Ax− b) = 0Bedingung au
h hinrei
hend, da
df2(x+αp)

dα2 = pTAp > 0 (da A positiv de�nit)Verteilte numeris
he Algorithmen 4 - 38



Für das Minimum gilt αmin = −pT r
pT Apwobei r = Ax− b Residuenvektor

⇒ Vermeide Wahl von p, so dass pTr = 0!Unters
hiedli
he Wahl von p führt zuunters
hiedli
hen IterationsverfahrenEinfa
hste Form: Methode des steilsten Abstiegssetze p(k) = −r(k)

⇒ in der Praxis sehr s
hle
hte KonvergenzBesser Verfahren des konjugierten GradientenZwei Vektoren p, q ∈ IRn sind bzgl. A konjugiert
⇒ qTAp = pTAq = 0Linear unabhängige Vektoren p1, . . . , pnmit (pi
)T

Apj = 0 für alle i, jbilden eine konjugierte Basis des IRn bzgl. AFalls die Ri
htungsvektoren zur Minimierung eine konjugierteBasis des IRn bzgl A bilden, so bestimmt ein Minimierungs-verfahren mit exakter Arithmetik na
h maximal n S
hrittendie exakte Lösung.CG-Verfahren wählt Ri
htungsvektoren so, dass na
hmaximal n S
hritten eine konjugierte Basis entstehtVerteilte numeris
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Algorithmus CG-VerfahrenInitialisierungwähle initiale Belegung von x(0)

p(0) = −r(0) = b− Ax(0)Iterationwhile (∥∥r(k)
∥∥ > ε && k < kmax ) do {

q(k) = Ap(k) (1)
αk =

(
r(k)
)T

r(k)/
((

p(k)
)T

q(k)
) (2)

x(k+1) = x(k) + αkp
(k) (3)

r(k+1) = r(k) + αkq
(k) (4)

βk =
(
r(k+1)

)T
r(k+1)/

((
r(k)
)T

r(k)
) (5)

p(k+1) = −r(k+1) + βkp
(k) (6)

k = k + 1 (7)}
x(k), r(k), p(k) ∈ IRn Vektoren des k-ten CG-S
hrittsFolgende Aussagen gilt für das CG-Verfahren
• Falls A ∈ IRn×n symmetris
he, positiv de�nite Matrix und

x(0), b ∈ IRn

• ∃i ≤ n, so dass p(i) = 0 und Ax(i) = b
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Auszuführende Bere
hnungss
hritteBasisoperationen in jedem Iterationss
hritt
• Matrix-Vektor-Multiplikation in S
hritt (1)
• zwei innere Produkt in S
hritt (2),eines davon bereits in der vorherigen Iteration in S
hritt (5)bere
hnet(zwis
henspei
hern von γk =

(
r(k)
)T

r(k))
• zwei Vektor-Additionen in den S
hritten (3) und (4)(saxpy-Operationen a x plus y)
• zwei innere Produkte in S
hritt (5),eines davon bereits aus der vorherigen Iteration bekannt
• eine Vektor-Addition in S
hritt (6)
⇒ 1 Vektor-Matrix-Multiplikation, 2 innere Produkte,3 Vektor-Additionen
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Datenabhängigkeit zwis
hen den Iterationss
hritten
(1)

p(k) r (k) γkx(k)

x(k+1)

α k
α k

q(k)

q(k)

r (k+1)

r (k+1)

r (k+1)

Iterationsschritt k

Iterationsschritt k-1 p(k+1) γk+1

(2)

(3) (4)

(5)

(6)

Iterationsschritt k-1

β k

ParallelisierungBlo
kweise Verteilung der Zeilen von A und blo
kweise Vertei-lung der Vektorelemente von x(k), p(k), r(k), q(k)
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S
hritte des parallelen Algorithmus
• Multi-Broad
ast zur Verteilung p(k)

• Parallele Matrix-Vektor-Multiplikation zur Bere
hnung von
q(k)

• Parallele Bere
hnung der inneren Produkte (p(k)
)T

q(k) undvon αk� jeder Prozessor bere
hnet lokale Teilsummen� Addition der Werte per Einzelakkumulation in einem Pro-zessor i� Bildung von αk in i� Verteilung von αk per Broad
ast
• Lokale Bere
hnung von x(k+1) = x(k) + αkp

(k)und r(k+1) = r(k) + αkq
(k)

• Parallele Bere
hnung des inneren Produkts (r(k+1)
)T

r(k+1)und von βk� jeder Prozessor bere
hnet lokale Teilsummen� Addition der Werte per Einzelakkumulation in einem Pro-zessor i� Bildung von βk in i� Verteilung von βk per Broad
ast
• Lokale Bere
hnung von p(k+1) = −r(k+1) + βkp

(k)
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Weitere ni
htstationäre IterationsverfahrenFalls A ni
ht symmetris
h ist, kann das CG-Verfahren auf
ATAx = AT bmit identis
her Lösung undsymmetris
her Koe�zientenmatrix angewendet werden

⇒ CGNR-Verfahren(i.a. s
hle
htere Konvergenz als CG-Verfahren!)Weitere Verfahren existieren für allgemeine MatrizenAber es gibt kein Verfahren für allgemeine Matrizen, wel
hes
• eine garantierte Konvergenz in maximal n S
hritten hat
• nur wenige Vektoren zur Bere
hnung der Resultatebenötigt (kurze Rekurrenz)
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4.2.5 MehrgitterverfahrenZur Analyse von groÿen Di�erentialglei
hungssystemen werdenoft Mehrgitterverfahren als e�ziente Löser eingesetzt.An dieser Stelle eine grobe Einführung für zweidimensionaleProbleme und eine mögli
he ParallelisierungDiskretisierung führt zum Glei
hungssystem Ax = b, wel
hesmittels Iterationsverfahren
x(k) = Hx(k−1) − b für eine Iterationsmatrix H gelöst wirdFalls das Verfahren konvergiert gilt limk→∞ x(k) = xBei Di�erentialglei
hungen in Ω ⊂ IR2entsteht A aus der Linea-risierung einer zweidimensionalen Gitterstruktur, der Diskretisie-rungfaktor h bestimmt die Anzahl der Gitterpunkte

Unters
hiedli
he Werte von h liefern unters
hiedli
he Systeme
• Verkleinerung von h fügt zusätzli
he Variablen ein und
• sorgt für eine genauere Lösung (zumindest solange bis dienumeris
hen Ungenauigkeiten überwiegen)
• bei vielen iterativen Verfahren wä
hst die Iterationszahl mitder VariablenzahlVerteilte numeris
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Idee der Mehrgitterverfahren
• Iteriere auf unters
hiedli
hen Gittern und
• transferiere die aktuellen Approximationen von feineren aufgröbere Gitter und umgekehrtSei
• xjh,(k) k-ter Iterationvektor auf dem Gitter mit Punktabstand

j · h (h ist das feinste und J · h das gröbste Gitter)
• Hjhist die Iterationsmatrix auf dem Gitter j · h

• rjh,(k) = Hjhxjh,(k) − bjh der Fehler der k-ten Iterationauf dem Gitter jhBetra
hten wir das Verhalten des Fehlers
• der Fehler oszilliert und wird dur
h Iterationen geglättet
• der Fehler besteht aus Komponenten unters
hiedli
her Fre-quenz (Abstand der Amplituden ist unters
hiedli
h)
• Iterationen auf einem Gitter glätten Fehlerkomponenten un-ters
hiedli
her Frequenz
⇒ Verwendung unters
hiedli
her Gitter glättet die vers
hiedenenFehlerfrequenzen simultan und führt zu s
hneller KonvergenzVerteilte numeris
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Vorgehen beim Mehrgitterverfahren (hier erst einmal 2 Gitter)1. Iteriere xh,(k) = Hhxh,(k−1) − bh ausgehend von xh,(0)für
k = 1, ..., K (i.a. re
ht klein 2, ..10)2. Bere
hne rh = Axh,(K) − bh3. Transferiere rh na
h r2h4. Iteriere x2h,(k) = H2hx2h,(k−1) − r2h ausgehen von z.B.
x2h,(0) = 0 für k = 1, ..., L5. Transferiere x2h,(L) na
h yh und bere
hne xh = xh,(K)+yh6. Setze xh,(0) = xh und iteriere xh,(k) = Hhxh,(k−1) − bhfür k = 1, ...,M7. Bere
hne rh = Axh,(M) − bh8. Falls ∥∥rh

∥∥ < ǫ Abbru
h sonst setze xh,(0) = xh,(M) undfahre bei 1. fortVorgehen intuitiv einfa
h, transferieren von Vektoren auf gröbe-re/feinere Gitter ist no
h zu de�nieren.Pro Mehrgitteriterationss
hritt
• eine Projektion von h na
h 2h

• eine Restriktion von 2h na
h h

• K + M Iterationen auf Gitter h

• L Iterationen auf Gitter 2hVerteilte numeris
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Übergang vom groben auf ein feineres Gitter (Prolongation)Wir nehmen an, dass das feinere Gitter genau die doppelteS
hrittweite des groben hat.Prolongation erfolgt per InterpolationWir benutzen zweidimensionale Adressierung zur Angabe derKoordinatenElement i, j im Gitter der S
hrittweite 2h wird auf Element
2i, 2j im Gitter der S
hrittweite h abgebildetd.h. Elemente mit ungeraden Indizes im feineren Gitter habenkeine direkte Entspre
hung im groben Gitter

vh
2i,2j = v2h

i,j 1 ≤ i, j ≤ n
2 − 1

vh
2i+1,2j = 1

2

“

v2h
i,j + v2h

i+1,j

”

0 ≤ i ≤ n
2 − 1, 1 ≤ j ≤ n

2 − 1

vh
2i,2j+1 = 1

2

“

v2h
i,j + v2h

i,j+1

”

1 ≤ i ≤ n
2 − 1, 0 ≤ j ≤ n

2 − 1

vh
2i+1,2j+1 = 1

4

“

v2h
i,j + v2h

i,j+1 + v2h
i+1,j + v2h

i+1,j+1

”

0 ≤ i, j ≤ n
2 − 1

n ist die Dimension des feineren GitterRealisierung Prolongation per Vektor-Matrix-Multiplikation
vh = Ih

2hv2hÜbergang vom feineren auf das grobere Gitter (Restriktion)Unters
hiedli
he Alternativen
v2h

i,j = vh
2i,2joder

v2h
i,j = 1

8

(
4vh

2i,2j + vh
2i−1,2j + vh

2i+1,2j + vh
2i,2j−1 + vh

2i,2j+1

)Restriktion per Vektor-Matrix-Multiplikation v2h = I2h
h vh
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Eine Version des Mehrgitterverfahrens (weitere existieren)1. Iteriere ν1mal xhHh − bhausgehend von u0.Dies liefert vh.2. for (j = 2, . . . , J) do3. rjh = Ijh
(j−1)h

(
v(j−1)hH(j−1)h − b(j−1)h

)
;4. if (j == J)Löse rjh = xjhHjh − bjh. Dies liefert vjh.5. elseIteriere ν1mal xjhHjh − bjh ausgehend von

xjh = 0. Dies liefert vjh.6. for (j = J − 1, . . . , 1) do7. Iteriere ν2mal xjhHjh − bjh ausgehend von
xjh = vjh+Ijh

(j+1)hv(j+1)h. Dies liefert eines neues vjh.8. Test Konvergenz, falls no
h keine Konvergenz setze u0 = vhund fahre bei 1. fort.
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Parallelisierung von MehrgitterverfahrenUnterteilung des Gebietes in glei
h groÿe Teile, so dass dieAnzahl der Ranpunkte der Gebiete mögli
hst klein ist(mögli
hst Quadrate oder Re
hte
ke verwenden)
P1 P2

P3P4

Überlappung

Werte der Randpunkte der Na
hbargebiete werden jeweils alsKopien gespei
hert und in jedem Iterationss
hritt ausgetaus
ht
• bei Verwendung des Ja
obi-Verfahrens werdenzuerst die Randpunkte neu bere
hnet und vers
hi
kt,ans
hlieÿend werden die restli
hen Punkt bere
hnetna
h Empfang der neuen Werte für die Randpunkte kann mitder nä
hsten Iteration begonnen werden
• bei Verwendung des Gauÿ-Seidel-Verfahrenswerden zuerst die s
hwarzen Randpunkte bere
hnet undvers
hi
kt,dann die s
hwarzen Punkte im Inneren bere
hnetna
h Empfang der s
hwarzen Randpunkte werden die weiÿenPunkte in glei
her Weise bere
hnet und vers
hi
ktVerteilte numeris
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Prolongation und Restriktion können bei Kenntnis der Werte derRandpunkte lokal bere
hnet werdenAufwandsbetra
htung für ein Gitter mit n2 Variablen auf pProzessoren (sei m2 = n2/p)
• Bere
hnungsaufwand O(m2) (konkret bei Fünfpunktdiskre-tisierung 9m2tA wobei tA die Zeit für eine Multiplikati-on/Addition ist)
• Kommunikationsaufwand O(m) (konkret 4(tB + mtS) beisequentiellem Senden und Übertragungszeit tB +mtS für mWerte)Beim Übergang auf ein gröberes Gitter werden n2/4 Variablenauf p Prozessoren verteilt, wobei jeder Prozessor m2/4 Werteerhält
• dadur
h wird der Bere
hnungsaufwand um den Faktor 4verringert
• während der Kommunikationsaufwand um einen Faktor < 2verringert wird
⇒ Verhältnis Bere
hnungszeit zu Kommunikationszeit wirdungünstigerVerteilte numeris
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4.3 Ni
htlineare Glei
hungssystemeAnwendungsgebiete:
• ni
htlineare S
hwingungen
• Strömungen
• Produktionsplanung
• ...Allgemeine Gestalt

G1(x1, . . . , xn) = b1... ... ...
Gn(x1, . . . , xn) = bn

Gi : IRn → IR (z.B. Polynom)Andere S
hreibweise G(x) = bmit G = (G1, . . . , Gn) : IRn → IRn und x, b ∈ IRnDarstellungsformen
• Fixpunktglei
hung F (x) = x

• Nullstellenbestimmung F (x) = 0Lösung x∗ i.d.R. ni
ht in ges
hlossener Form bere
henbar ⇒iterative numeris
he Verfahren z.B. Newton VerfahrenVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 52



FixpunktiterationenGlei
hungssystem G(x) = b wird in eine Fixpunktglei
hung
x = Φ(x)mit Φ(x) = G(x)− b + x transformiertEin Vektor x∗ heiÿt Fixpunkt von Φ, falls Φ(x∗) = x∗(in diesem Fall gilt au
h G(x∗) = b)Allgemeines Verfahren zur Lösung von Fixpunktglei
hungenFixpunktiteration x(k+1) = Φ(x(k))Iteration konvergiert, falls limk→∞ x(k) = x∗Zentral für Konvergenz: KontraktionsabbildungAbbildung Φ : IRn → IRn erfüllt Lips
hitzbedingung auf

X ⊆ IRn, falls ‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ α ‖x− y‖für eine Konstante α und alle x, y ∈ X(da alle Normen im IRn äquivalent sind, kann eine beliebigegenommen werden)
Φ ist Kontraktionsabbildung auf X , falls Φ die Lips
hitz-bedingung mit Konstante 0 ≤ α < 1 auf X erfülltFalls Φ Kontraktionsabbildung und x(0) �geeignet gewählt�, sokonvergiert die FixpunktiterationFür die Fehlerabs
hätzung gilt dann

∥∥x(k) − x∗
∥∥ ≤ αk

1−α

∥∥x(1) − x(0)
∥∥
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Spezialfall n = 1 (φ : IR→ IR):falls φ stetig di�erenzierbar gilt
|φ(x)− φ(y)| ≤ φ′(ξ) · |x− y|für ein ξ ∈ (x, y)

⇒ Lips
hitzkonstante L in Umgebung Sr(x
(0)) entspri
ht

L = maxξ∈Sr(x(0)) φ′(ξ)Fixpunktiteration konvergiert ⇒
|φ′(ξ)| ≤ L < 1 in Sr(x

(0))Parallelisierung der Fixpunktiterationähnli
h zu linearen Glei
hungssystemenSei k = n/p ganzzahlig�Blo
kweise� Verteilung der Funktionen Φi(x)Prozessor j (j = 0, . . . , p− 1) bere
hnetFunktionen j · k + 1, . . . , (j + 1) · kAblauf des Algorithmus
• Bere
hnung der Komponenten des Lösungsvektors lokal aufden Prozessoren
• Multi-Broad
ast zum Austaus
h des LösungsvektorsVerteilte numeris
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Newton VerfahrenNullstellenbestimmung einer zweimal stetig di�erenzierbarenFunktion f : IR→ IR mit Hilfe eines Iterationsverfahrens
x(k+1) = Φ(x(k))

Φ wird in Abhängigkeit von f konstruiert (Φ[f ](x))Iterationsvors
hritt des Newton-Verfahrens
Φ[f ](x(k+1)) = x(k) − f(x(k))

f ′(x(k))Bere
hnung des S
hnittpunkts der Tangente im Punkt x(k) mitder x-A
hse
x

f(x)

x0 x1 x2

⇒ Linearisierung der Funktion
Verteilte numeris
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Anwendung auf ni
htlineare Glei
hungssystemeSei F (x) = G(x)− bTaylor-Entwi
klung um den Startpunkt x(0) liefert fürdie Nullstelle x∗ in erster Näherung
0 = F (x∗) = F (x0) + DF (x(0)) · (x∗ − x(0)) (*)mit der Ja
obimatrix

DF (x) =




∂F1
∂x1

(x) · · · ∂F1
∂xn

(x)... ...
∂Fn
∂x1

(x) · · · ∂Fn
∂xn

(x)


(*) kann als Funktion von x aufgefasst werden

F (x) = F (x(0)) + DF (x(0)) · (x− x(0))mit der Nullstelle
x(1) = x(0) −

(
DF (x(0))

)−1 · F (x(0))falls die Matrix DF (x(0)) invertierbar istDaraus kann ein Iterationsverfahren abgeleitet werden
x(k+1) = x(k) −

(
DF (x(k))

)−1 · F (x(k))Inverse (DF (x(k)
)−1 muss ni
ht explizit bere
hnet werden!Iterationsvors
hritt x(k+1) = x(k) + w(k)mit w(k) Lösung des linearen Glei
hungssystems

DF (x(k)) · w(k) = −F (x(k))Verteilte numeris
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Ja
obi-Matrix wir meist ni
ht exakt bestimmt,sondern über die Approximation
∂Fi
∂xj
≈ Fi(x

(k)+rjej)−Fi(x
(k))

rj
(**)wobei ej j-ter Einheitsvektor

rj der Abstand zur Ermittlung der Ableitung istVors
hlag zur Wahl von rj:Wähle rj so, dass
∥∥F (x(k) + rjej)− F (x(k))

∥∥ ≈ √eps · F (x(k))bei Mas
hinengenauigkeit epsAufwand zur Bildung der Ja
obi-Matrix mittels (**)
• n + 1 Funktionsauswertungen pro Zeile(insgesamt n2 + n)Newton Verfahren angewendet auf Funktion F mitLips
hitzkonstante 0 ≤ L < 1 kann abgebro
hen werden,falls ∥∥x(k+1) − x(k)

∥∥ ≤ ε · 1−L
LErweiterung zur Steigerung der Konvergenzges
hwindigkeitgedämpftes Newton-Verfahren

x(k+1) = x(k) + α(k) · w(k)mit 0 < α(k) ≤ 1oft mit dynamis
her Bere
hnung von α(k)Verteilte numeris
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Sequentielle Implementierungdouble *newton seq (double *F(), double eps){ double x old[n℄, x new[n℄, *temp, w[n℄, r[n℄ ;double f[n℄, df[n℄[n℄, L;int i, j ;/* initialisiere x old, x new, r */do {temp = x new; x new = x old; x old = temp ;for (i = 0; i < n; i++) {f[i℄ = F(i,x old) ;for (j = 0; j<n; j++) {x old[j℄ += r[j℄ ;df[i℄[j℄ = (F(j,x old)-f[i℄) / r[j℄ ;x old[j℄ -= r[j℄ ;}}w = gauss seq(df, f) ; /* Lsg. lin. Gl. */for (i = 0; i < n; i++)x new[i℄ = x old[i℄ + w[i℄ ;} while (norm(x new, x old) > eps * (1-L) / L;return x new ;}Verteilte numeris
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Parallele ImplementierungIterationen müssen na
heinander dur
hgeführt werden, da Er-gebnisvektor in S
hritt k in S
hritt k + 1 verwendet wirdTeilaufgaben in jedem S
hritt
• Bere
hnung der Ja
obi-Matrix
• Dur
hführung der Gauÿ-Elimination
• Bere
hnung des nä
hsten Approximationsvektors
• KonvergenzkontrolleParallelisierung des Verfahrens ⇒geeignete Parallelisierung der TeilaufgabenDatenabhängigkeiten:

function

x(0)

w(k)

x(k)

jacobian

F(x(k))

gauss

DF(x (k))

norm update

x(k+1)||w||

x(k+1)

xfinal
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Bei Parallelisierung auf geeignete Datenverteilung a
hten!Gauÿ-Elimination benötigt den gröÿten Teil der Laufzeit
⇒ Datenverteilung bzgl. Gauÿ-Elimination optimierenZeilenzyklis
he Verteilung: Prozessor q spei
hert
• Funktionen Fi mit i = q, 2q, . . . , kq

• Zeilen q, 2q, . . . , kq der Ja
obi-Matrix
• Vektorelemente q, 2q, . . . , kq des Vektor x(k)und bere
hnet
• Werte der gespei
herten Funktionen
• zugehörige Zeilen der Ja
obi-Matrix
• zugehörige Zeilen der Dreie
ksmatrizen bei der Gauÿ-Elimination
• zugehörige Werte in den Vektoren w(k) und x(k+1)

• zugehörige Komponenten der Norm ∥∥w(k)
∥∥Programmablauf

• Bere
hnung der Zeilen der Ja
obi-Matrix
• Dur
hführung der Gauÿ-Elimination
• Rü
ksubstitution
• Verteilung Lösungsteilvektoren per Broad
astVerteilte numeris
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Zeilenzyklis
he parallele Implementierungdouble *newton 
y
li
 (double *F()){ double x old[n℄, x new[n℄, *temp, w[n℄, r[n℄ ;double f[n℄, df[n℄[n℄ ;/* initialisiere x old, x new, r */do {temp = x new; x new = x old; x old = temp ;for (i = q; i <= k; i+=p) {f[i℄ = F(i,x old) ;for (j = 0; j<n; j++) {x old[j℄ += r[j℄ ;df[i℄[j℄ = (F(j,x old)-f[i℄) / r[j℄ ;x old[j℄ -= r[j℄ ;} }w = gauss 
y
li
(df, f) ;for (i = 0; i < n; i++)x new[i℄ = x old[i℄ + w[i℄ ;} while (norm(x new, x old) > eps * (1-L) / L;return x new ;}Kommunikation �ndet in der gauss 
y
li
() Funktion stattVerteilte numeris
he Algorithmen 4 - 61




