4. Kontinuierliche und hybride Simulation

Bisher wurden ereignisdiskrete Systeme analysiert
(Ausnahme kurzer ,,Ausflug in MAQO*)

Also Systeme, bei denen Zustandsinderungen nur zu
Ereigniszeitpunkten auftreten

Solche Systeme sind insbesondere 1m technischen Bereich zu finden,
wenn einzelne Individuen (Kunden, Teile,, ...) betrachtet werden

Andere Systeme sind gekennzeichnet durch kontinuierliche
Anderungen der Zustandsvariablen oder durch die aggregierte
Betrachtung diskreter Vorginge (Uberginge sind flieBend)

= kontinuierliche Simulation

Basismodell Differentialgleichungssysteme

In manchen Bereichen wird der Begriff Simulation
(falschlicherweise) mit der numerischen Losung von
Differentialgleichungen gleichgesetzt
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Neben der etablierten kontinuierlichen Simulation gibt es
verstarkt Anwendungen, bei denen kontinuierliche und
diskrete Anteile eine Rolle spielen, z.B.

 Diskontinuitaten in kontinuierlichen Modelle

« Steuerung kontinuierlicher Prozesse durch diskrete
Steuerung

» Hybride Modelle mit kontinuierlichen und diskreten
Anteilen entstehen

Damit ergeben sich Fragen nach der
« Beschreibung solcher Modelle
« Simulation der Modelle

* Auswertung der Resultate

© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation
Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



Ziele:

Basismodelle der kontinuierlichen Simulation kennen lernen

Erkennen, wann kontinuierliche, wann diskrete und wann
hybride Simulation eingesetzt werden soll/kann

Uberblick iiber typische Anwendungsgebiete der
kontinuierlichen und hybriden Simulation bekommen

Beschreibungstechniken und —sprachen fiir kontinuierliche
und hybride Systeme kennen lernen

Grenzen der kontinuierlichen und hybriden Simulation
erkennen

Basismethoden zur numerischen Analyse kontinuierlicher
Simulationsmodelle kennen lernen

Simulationsalgorithmen fiir hybride Systeme kennen lernen
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Im Gegensatz zur diskreten Simulation gibt es fiir die
kontinuierliche Simulation kaum Lehrbiicher, die die Methodik
allgemein erlautern

Am ehesten geeignet sind:
« H. Bossel. Simulation dynamischer Systeme, Vieweg 1982.
* F. E. Cellier. Continuous System Modeling, Springer 1991.

* F. E. Cellier, E. Kofman. Continuous System Simulation,
Springer 2006.

aus denen die Ergebnisse zur kontinuierlichen Simulation
entnommen wurden.

Fiir die hybride Simulation wurden im Wesentlichen Originalartikel
verwendet.
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Kapitelgliederung:

4.1 Beispiele kontinuierlicher Stmulationsmodelle

4.2 Beschreibungsansitze fur kontinuierliche Modelle
4.3 Analyse kontinuierlicher Modelle

4.4 Beispiele hybrider Simulationsmodelle

4.5 Hybride Simulationsansatze

4.6 Beschreibungsansatze fiir hybride Modelle
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4.1 Beispiele kontinuierlicher Simulationsmodelle

Beschreibung kontinuierlicher Vorgiange in der Natur und Technik
Ebenen der Modellierung

» Deduktive Modellierung und white-box-Modelle
» Elektrotechnik, Mechanik, ...
Ablaufe sind gut verstanden und konnen durch Differentialgleichungen
exakt beschrieben werden
* Mischung aus induktiver und deduktiver Modellierung und grey-box-Modelle
* Biologie, Chemie, ...
Ablaufe sind nur zum Teil detailliert erklarbar/herleitbar, gewisse
Einfliisse miissen durch die Kalibrierung der Modelle induktiv erginzt
werden
* Rein induktive Modellierung und black-box-Modelle
» Sozialwissenschaften, Weltmodelle, ....
Beobachtung der Realitit liefert Zusammenhang zwischen Eingaben C,
U und Ausgaben P, Zusammenhang wird durch mathematische Funktion
dargestellt
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Etwas detailliertere Darstellung eines (kontinuierlichen) Modells

: X(0) Startvektor
Eingaben l 0) A "
kontrollierbar . usgaben
System S mit Zustand X(t) beobachtbar
@ X= f(X,c,u,t) —
—_—
unkontrollierbar p=9(x.c,u,b)
th zusammengefassot n Oft wird X(t) direkt
einem Vektor, der mit u(t) beobachtet. so d 0
bezeichnet wird eobachtet, so dass gy.

wegfillt

Bemerkungen

 In manchen Darstellungen wird ein Parametervektor von f (.) und g(.) mit
einbezogen, wir gehen davon aus, dass die Parameter mit dem Modell festliegen

« Die Schreibweise X stattX wird verwendet, wenn nach der Zeit t abgeleitet wird

« Wir betrachten im Folgenden die einfache Variante der Darstellung mit einem

Eingabevektor u(t), Ausgaben X(t) und Systemfunktion f(X,u,t) oder teilweise
auch nur f(X,t)
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Beispiel aus dem Bereich Populationsdynamik:
Réauber-Beute System

Klasse von Modellen, die den Zusammenhang zwischen
unterschiedlichen Populationen in Okosystemen ausdriicken
Unterschiedliche Arten der Dynamik konnen ausgedriickt werden

e Ressourcen, die einem ,,natlirlichen* Wachstumsprozess unterworfen

sind, z.B.

« Exponenticlles Wachstum (falls BR > DR)
BR Geburtsrate, DR Todesrate, P Population:
P=BR-PR
realistischer ist eine von der Population abhéngige Rate
BR = kgg'P und DR = kP = P = (kgg —kpg) - P

* Logistisches Wachstum (falls BR > DR)
Endliche Ressourcen beschrinken das Wachstum
P=(kgr —kpp) -P-(1.0-P/P

max)
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Bei1 unterschiedlichen Spezies interagieren diese, z.B. durch
e Raiuber — Beute Beziehung

— Rauber frisst die Beute, dadurch nimmt die Population
Zu
ohne Beute stirbt der Rauber aus

— Beute wird gefressen, dadurch nimmt die Population
ab,
ohne Rauber wachst die Beute exponentiell/logistisch

— In mehrstufigen Systeme konnen Spezies Rauber und
Beute sein

» Konkurrenz um Ressourcen

— Spezies stehen nicht direkt in Konkurrenz (durch
Rauber-Beute Beziehung), sondern benotigen die
selben Spezies als Ressourcen
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Lotka-Volterra Modell

tK-D- X X

Xpred —-a- Xpred prey

Xprey —C Xpre:y -b- Xpre:d - X

a,b,c>0und1> k>0

prey

predator = Rauber, prey = Beute

Einfachste Form der Interaktion

Annahmen:

« Anzahl de Begegnungen zwischen Rauber und Beute hingt von
den jeweiligen Populationen ab

* Pro Begegnung verliert die Beutepopulation und gewinnt die
Rauberpopulation

* Der Gewinn der Rauberpopulation 1st hochstens so grof3, wie der
Verlust der Beutepopulation
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Weltere Interaktionsmechanismen

Konkurrenz: Kooperation:
Xlza'Xl_b°X1°X2 Xlz'a.X1+b'X1°X2
X2:C'X2_d°X1°X2 X2:'C.X2+d'X1°X2

Allgemeine Form der Interaktion zwischen n Spezies:
X :(ai +>'b. -xjj-xi
j=1

In Vektor-Matrix-Schreibweise:
X = (diag(a) + diag(X)'B) - x

© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation 11
Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



Beispiel aus dem Bereich Elektrotechnik:
Einfache Schaltungen

Basiskomponenten und zugehorige Gleichungen (nach Cellier):

. R u=v, -V,
Widerstand V, o EERR VA U=Ri
u >
Kondensator V o] o Vi  du
1=C —
> dt
u
Spule Voot YY Y\ g=L. 90
u - dt
© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation 12

Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



Weitere Komponenten:

Spannungsquelle

Stromquelle

Erdung
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Kirchhoffsche Regeln:

Knotenregel: Die Summe aller Strome in einem Knotenpunkt ist Null.

Ia Ih V.SV, =V
VaC — - = OVb -a -b .C
lic I, +1,+1,=0

Ve

Maschenenregel: Alle Teilspannungen eines Umlaufs bzw. einer
Masche 1n einem elektrischen Netzwerk addieren

sich zu Null .
Uap .
Va \/] Vb
Uz + ubc+ Uea = 0
'% A/ubc
VC
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Beispiel: Schaukel (aus einem Skript von Prof. Wiechert, Uni Siegen)

(Vereinfachtes)

Physikalisches
Ersatzmodell

Idealisiertes Modell:

 so einfach wie moglich

* so realititsnah wie notig
immer unter Berticksichtigung

Physikalischer Vorgang, in den zahlreiche
Parameter einfliel3en, z.B.

* Gewicht und Form des/der Schaukelnden

» Materialeigenschaften der Schaukel

) der Zielstellung
Authangung der Schaukel (hier Nachbildung der
Position der Schaukel)
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Vereinfachende Annahmen:

* Masse m ist punktformig am Ende der Schaukel
(dadurch entsteht eine gewohnliche Diff.Gl.)

* Massepunkt dndert sich mit der Bewegung des
Schaukelnden (dargestellt durch Lange 1(t))

* Reibung hangt linear von der Geschwindigkeit
ab (eigentlich komplexer nichtlinearer Vorgang)

Annahmen miissten eigentlich validiert werden!

Mathematisches Modell:
Gewichtskraft: F; =m - g (g ist die Erdbeschleunigung)

Nach dem Kréfteparallelogramm: F,(t) = sin(o) - F;
d

Winkelgeschwindigkeit: o = d_(to Reibungskraft: F _, =-d -
Tragheitsmoment: J = m - 1%(t) Drehmoment: t = - I(t) - F,
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Gesetz von Newton: =7+ F.,
dt

d(Jow)
dt

Weiterhin gilt: —J-wo+J-oundJ=2-m-1-1

Eingesetzt ergibt sich:

d(Jw : , . .

(dt ) rmadorm P o=m1-2-0-0+-0)
Herleitung einer Differentialgleichung in @ :
ml-20-o+l-6) = r+F, =

- . F.. F
2-1-o+1-o = b =

m-1 m .

. 1 F.. |
) — ) relb_I:1 e —

m-| | |
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Differentialgleichungssystem zur Beschreibung des Modells

( )
@ = : -(Freib—Fl —2-a)-E 7, =
m-| I

. =sin(@)-Mm-g r =-0-o

[ =1d - )
Differentialgleichu@ Hilfsvariablen
den Variablen ® und ¢

und den Hilfsvariablen  Steuerung von Aullen durch
Vergrof3erung/Verkleinerung der
Lange
Anfangszustand definieren durch
* Festlegung des Winkels ¢, der Winkelgeschwindigkeit ® und
der Lange 1 (Jeweils zum Startzeitpunkt)
* Festlegung der Strategie zur Veranderung von 1d
tiblicherweise 1d Funktion von ¢ und 1 (Riickkopplung)

© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation 18
Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



4.2 Beschreibungsansatze fur kontinuierliche Probleme

* Vielfalt eher noch grof3er als beir diskreten Systemen

» Spannbreite von der Bibliothek numerischer Verfahren tiber
Computeralgebrasysteme bis hin zu domanenspezifischen
Simulationsumgebungen

« Matlab und zugehorige Bibliotheken hat sich an vielen Stellen als
Standard etabliert (hat aber auch gravierende Nachteile)

Mindestanforderungen an Software zur kontinuierlichen
Modellierung-Simulation
(iiber die Eigenschaften moderner Programmiersprachen
hinausgehend):

* Darstellung/Beschreibung von Differentialgleichungen

e Numerische Losung von Differentialgleichungen

* Visualisierung der Resultate
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Klassifikation kontinuierlicher Simulationswerkzeuge I

Ebene 3

Multidisziplinare Modellgenerierung (Modelica, Dynamola, ...)

Ebene 2

a) Graphische Modellierung (SIMULINK Frontend fir Matlab, ModelMaker,...)
b) Spezialsimulatoren (SWCAD,...

Ebene 1

a) Simulationssprachen  (ACSL, Dare-P, Desire,...)
b) Simulationsframeworks (MATLAB, Octave, Scilab)

Ebene O
Direkte Programmierung (FORTRAN, C, C++, Java,...)




Beispiel fiir eine FORTRAN-basierte Sprache ACSL: (fiir 1d=0)

PROGRAM Schaukel
INITIAL
constant ... —

T=2000=981.d=051=20-"

m Gmegal = 0, phi0 @4\ Definition der initialen
Crierval cinr=6 Variablenbelegung
END § ,,of INITIAL*
DYNAMIC
DERIVATIVE

= * (1N _ o¥qy
- a.ld & (.o/(mi): s >0 Werte der Ableitungen
qz;mteg(phld, phi0) ;
ega = integ(omegad, om@ \

END § ,,of DERIVATIVE*
termt(t.ge.tend)
END § ,,of DYNAMIC*

END § ,,of PROGRAM*

Deklaration der Konstanten

Definition der Simulationsdauer

Ausgabeintervall

Integration
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Vorgehen und Verwendung von ACSL:
* kommerzielle Programmiersprache, die in unterschiedlichen
Programmierumgebungen verfiigbar 1st, dadurch heute
* oft mit integrierter graphischer Ausgabeschnittstelle
* teilweise mit graphischer Eingabeschnittstelle
» wird trotz des Alters und der FORTRAN-Struktur noch heute
benutzt
* enthalt sehr effiziente Losungsverfahren
* wird 1.d.R. nach FORTRAN tibersetzt und mit einer Bibliothek
gelinkt

Weitere dhnliche Simulationssprachen existieren z.B. Dare-P oder
Desire

Gemeinsames Prinzip:
* Programmiersprachliche Beschreibung der Gleichungen
» Simulationsunterstiitzung durch integrierte Funktionen
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Programmierung in MATLAB
durch Beschreibung der Modellgleichungen (hier fur 1d=0)

function dxdt Schaukel(t, x) ;

Modellparameter

Variablen definieren

m Differentialgleichungen

-d*omega/(m*1*]) — g*sin(phD

Ergebnis

¢ Startwerte

e Simulationsdauer

T, X] = ode45(" Schaukel’, [0, tend], [phi0, omegal])>e—— Ayfruf der Losung
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MATLAB erlaubt

* Modellbeschreibung sehr nahe betm mathematischen Modell
durch direkte Eingabe der Gleichungen

* Nutzung einer Vielzahl vordefinierter Datenstrukturen

* Nutzung mathematischer Operationen auf komplexen Daten
(z.B. Matrixmultiplikation, Matrixinvertierung etc.)

* Nutzung unterschiedlicher Losung unterschiedlicher
Losungsalgorithmen

e graphische Ausgabe

Durch weite Verbreitung existieren eine Vielzahl von
Erweiterungen mit Basismodellen aus unterschiedlichen
Anwendungsgebieten

Nachteile von MATLAB:

« Kommerziell und damit nicht fre1 nutzbar (freie Alternativen:
Octave oder Scilab (weniger machtig aber oft ausreichend))

» mangelnde Effizienz
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Werkzeuge mit graphischer Eingabeschnittstelle:

 Blockorientierte Beschreibung der Abhiangigkeiten zwischen
Variablen und Funktionen
* Je nach Werkzeug Darstellung
 der Variablen als Blocke und textuelle Beschreibung der
Funktionen
* der Variablen und Funktionen als Blocke
* Man kann unterscheidet
« anwendungsspezifische Werkzeuge mit Symbolen der
Anwendung (z.B. elek. Schaltkreise mit Symbolen fiir Drihte,
Wiederstande, Kondensatoren etc)
e allgemeine Darstellungen mit neutralen Symbolen
Methodik zur Beschreibung existiert nur in einzelnen
Anwendungsgebieten, keine allgemein akzeptierte Modellwelt

* Werkzeuge z.T. als Frontends fiir textuelle Werkzeuge
(z.B. Simulink fir MATLAB, Scicos fur Scilab)
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Funktionsorientierte Beschreibung in Simulink

/
ull

v

-g/1

0zb [

2.
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Variablenorientierte Beschreibung in ModelMaker

Unconditional Compartment Definition

g
=

Definition lBitmap] Infnrmatinn]

:' Sumbol; |-:umega
y E quation: domega,/dt
E = |F1 [d*omegall)-[2*omega®ld/]
:' , Imitial b alue: |I:|,|:|
[ Universal [ Global v Savealue: [v Show Description
Dezcrption: |
Available Components: Filterz Awailable Functions: Filterz
v | d oL |uw |- Al | £
. . . F1
Differentialgleichungen Eg o [o —— O
. > o oo |-
Variablen . [ [T |l
[l omega IE IE arccosh('value']
arczinvalue']
d ek IE arcsinh[ ealue'] bt
Konstanten

k. | Cancel Conditional... | Help |

Sichtbarkeit auf Eingabegrof3en
beschrinkt!

© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation 27
Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



Basis der graphischen Beschreibungen

Schaukel-Beispiel

Blockdiagramme Flussgraphen
N Variable 2
* Y Funktion x f(x) y

— f(x) O———0

* Basiselemente reichen zur Beschreibung einfacher Systeme aus
« Erweiterung der graphischen Modellierung durch Bond-Graphen (hier nicht behandelt
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Objektorientierte Beschreibung in Modelica

Modelica ist eine objektorientierte Sprache auf Ebene 3

« Relativ neue Sprache Version 1.0 1997, aktuell Version 2.2.1 (April 2006)
* basiert auf der Arbeit einer internationalen Gruppe

 aus Universititen, Forschungseinrichtungen (z.B. Fraunhofer, Linkoping
University, DLR, ...)

e und Industrie (z.B. Dynasim, Ford, ABB, ...)

Entwurf einer Sprache

« mit objektorientierter Struktur (Templates, Mehrfachvererbung)
» zur Beschreibung physikalischer Systeme aus unterschiedlichen
Anwendungsgebieten
 zur nicht-kausalen Modellierung tiber Differentialgleichungen oder algebraischen
Gleichungen
* nicht kausale Modellierung basiert auf Gleichungen und nicht auf
Zuweisungen (!)
» Kausalitit tritt erst be1 der Losung auf
Ziel: Schaffung eines quasi Standards fiir die Beschreibung kontinuierlicher Systeme
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Objektorientierte mathematische Modellierung basiert auf

Objekten: Sammlung von Variablen, Gleichungen, Funktionen,
die zu einer Sicht (Abstraktion) gehoren

Klassen: Templates aus denen Objekte generiert werden konnen

Vererbung: Subklassen erben Gleichungen, Funktionen und
Variablen von den Eltern

Objektorientierung bietet die Moglichkeit Klassenbibliotheken fiir
unterschiedliche Anwendungsgebiete zu entwickeln durch
Beschreibung von Komponenten als Erweiterung von
Basiskomponenten = Bibliothek generischer Basiskomponenten

Modelica Programm ist eine deklarative Beschreibung des
mathematischen Modells, welches

« analysiert werden kann und

e auf Basis von Gleichheiten Schliisse erlaubt
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Ein kleines Beispiel aus der Elektrotechnik

Viele elektrische Elemente haben zweil Anschliisse, deshalb
definieren wir zuerst einen Anschluss
connector Pin

Voltage v ; } Typen Voltage und Current sind zu
flow Current 1 ; definieren z.B. als real

end Pin ;

connector-Klassen konnen mittels der connect-Anweisung verbunden
werden

connect (Pinl, Pin2)

definiert implizit die Gleichungen

Pinl.v =Pin2.v und Pinl.1+ Pin2.1=0

Spannungen an beiden verbundenen Teilen gleich, Strome addieren
sich zu 0 (Gesetz von Kirchhoff)

Ahnliche Zusammenhiinge existieren in anderen
Anwendungsgebieten (z.B. Krafte in der Mechanik)
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Definition einer Schnittstellenklasse mit zwei Anschliussen:

Graphische Darstellung Modelica Definition:
D class TwoPin
—9 Pinp,n;
T Voltage v ;
P Current 1 ;
p.v :
equation

Klasse TwoPin ist partiell, da sie durch
zusatzliche Gleichungen fur bestimmte 0=1i+ni:
Komponenten ergianzt werden muss! - plTnl,

V=p.Vv—nv;

. . : 1 =pa:
Definition eines Widerstandes: p-1 .
. end TwoPin ;

class Resistor

extends TwoPin ;

parameter Real R(unit =,,Ohm*) ;
equation

R-1=v;

end Resistor ;
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Weitere Elemente

Wechselspannungsquelle: Kondensator:
class VsourceAC class Capacitor
extends TwoPin ; extends TwoPin ;
parameter Voltage VA =220 ; parameter Real C (unit = ,,F*) =50 ;
parameter Real f (unit = ,,Hz*) =50 ; equatio
constant Real PI = 3.14159 ; C-der(Wsr—m
equation end Capacitor ; der(v) liefert die

end VsourceVA ; C-v(t) =i(t) fiir alle t

v=VA-sin(2-PI- T\ Ableitung, so dass

time 1st globale

Spule: Systemvariable, welche
: - : Erdung:
class Inductor die Modellzeit angibt | q
: class groun
extends TwoPin ; Ping .u
parameter Real L (unit =, H*“) =50 ; b
equation equation
: v=0;
L. der(t) =v; enIZi Ground ;
end Inductor ; ?
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* Durch Erweiterung der Klassen lassen sich beliebige komplexe
Strukturen inkrementell definieren
(auch 1n anderen Anwendungsgebieten)

« Alle Abhangigkeiten sind Gleichungen und keine Zuweisungen
AlsoR -1=vkannals1:=v /R oder v :=R -1interpretiert

werden o ,
class circuit equation
Beispielschaltung Restistor RI(R=10) ;  connect(AC.p, R1.p);
N1 Capacitor C(C=0.01) ; connect(R1.n, C.p);
W1 I W4 Resistor R2(R=100) ; connect(C.n, AC.n) ;
Inductor L(L=0.1) ; connect(R1.p, R2.p);
n R1 R VsourceAC AC ; connect(R2.n, L.p) ;
u(t) Ground G ; connect(L.n, C.n) ;
C\/\ W2£ N3 ws ¢ N4 connect(AC.n, G.p) ;
== L end circuit ;
W3 .N2 W6
G
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Resultierende Gleichungen

AC |[0=Ac.p.i1+ACn.i L 0=L.p.i+Luni
AC.v=ACp.v- ACn.v Lv=L.,p.v—Lnv
AC.i1=ACpi L.i=L.pi
ACv=ACV.A- L.v=L.1-der(L.1)

sin(2 - PI - AC.f - time) G Gpv=0

R1 0=Rl.p.i+Rl.ni W1 Rl.p.v=AC.p.v
Rl.v=Rl.p.v—Rl.n.v W2 C.p.v=Rl.nv
R1.1=Rl.p.1 W3 ACn.v=Cnyv
Rl.v=RI1.R-RI1.1 W4 R2.p.v=Rl.p.v

R2 0=R2.p.i1+R2.n.i W5 L.p.v=R2n.v
R2.v=R2.p.v—R2n.v W6 Lnv=Cnv
R2.1=R2.p.1 W7 G.p.v=ACn.v
R2.v=R2.R - R2.

C 0=C.p.i+Cni N1 0=AC.p.i+Rl.pi+R2p.i
Cv=Cpv-Cnv N2 0=Cni+Gi+ACn.i+L.ni
C.i=C.pi N3 0=Rl.ni+Cp.i
C.i=C.C-der(C.v) N4 0=R2.n.i+L.p.i
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Vielzahl von Gleichungen (z.T. redundant)

Schritte zur Losung/Analyse

» Sortierung der Gleichungen

 Elimination tiberfliissiger Gleichungen

 Falls notig symbolische Gleichungslosung

« Losung des resultierenden Differentialgleichungssystems
 u.U. symbolische Losung
* 1.d.R. Regel numerische Simulation

Philosophie von Modelica:

» Sprache zur Beschreibung komplexer Modelle

* Programmiersysteme zur Erstellung von Modellen und zur Syntaxiiberpiifung
(teilweise graphische Eingabe)

» Bibliotheken oft mit graphischer Schnittstelle fiir Anwendungsszenarien
(Elektronische Schaltungen, Mechanik, Hydraulik, ...)

« Ubersetzung von Modelica Programmen in Modelle anderer Simulatoren
(z.B. Mathematica, Dynasim)

* Open Source Modelica Projekt existiert, bisher aber nur wenige Programme
verfligbar (insbesondere keine vollstandige Modelica-Umgebung)
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4.3 Analysetechniken ftr kontinuierliche Systeme

Allgemeine Form eines kontinuierlichen Systems: X = f (X, u,t)

Wir betrachten den einfachen Sonderfall: X = f(X)

* Vektor u kann durch Erweiterung wiahrend der Losung
berticksichtigt werden
e Oft gilt fir den Losungsvektor p = g(X), so dass Beobachtung

von X ausreicht
Beschreibung des Modells kann (und wird oft) allgemeiner sein, da

1. hohere Ableitungen vorkommen
2. die Zeit t explizit vorkommt
3. nur Beziehungen zwischen Variablen beschrieben werden

In diesen Fallen muss zuerst die Modellbeschreibung (moglichst
automatisch) so transformiert werden, dass die obige Darstellung
entsteht

© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation 37
Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



Ersetzung hoherer Ableitungen durch neue Variablen
Differentialgleichung der Ordnung n wird durch n
Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzt

Beispiel: x™ = f(x, %, %,...,x"™") mit xD(0) = C.

wird ersetzt durch

Xy = X, )
X, = X _
b System erster Ordnung mit
> initialen Werten x, = C,
Xn-2 = Xn
Xn—lz f(XO,...,Xn_z) D,

Darstellung der Zeit durch Einfiihrung einer expliziten Variablen

X=1(1) mitn-1 Variablen =
Einfuhrung von x, mit X =

dx,,
dt
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Modellbeschreibung (wie z.B. auf Folie 34/35) liefert eine Menge von
Beziehungen zwischen den Variablen

* Beziehungen sind als Gleichungen (und nicht als Zuweisungen) zu verstehen

* Inder Regel sind deutlich mehr Gleichungen als Variablen vorhanden

= Gleichungen sind so zu transformieren, dass Differentialgleichungssystem in
der gewiinschten Form entsteht

Transformationsschritte (erst horizontale Sortierung):

1. Zustandsvariablen (die in Differentialgleichungen auftauchen oder als
Funktionen definiert sind) konnen als bekannt vorausgesetzt werden (ergeben
sich spater aus den Differentialgleichungen)

2. Variablen, die in Gleichungen vorkommen, die neben der Variable nur eine
Zustandsvariable enthilt werden aus dieser Gleichung berechnet

3. Variablen, die in nur einer Gleichung vorkommen, miissen aus dieser Gleichung
berechnet werden

Schritte 1.-3. werden rekursiv angewendet

dann vertikale Sortierung

4. Gleichungen so sortieren, dass Variablen Werte zugewiesen werden, bevor sie
benutzt werden

5. Falls noch nicht alle Werte bekannt = symbolische Gleichungslosung
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Bespiel (aus Cellier 1991):

5 Elemente in der Schaltung jeweils
Berechnung von Strom und Spannung =
10 Werte sind zu berechnen =

10 Gleichungen werden benotigt

Vollstandiger Satz von Gleichungen (redundante Beziehungen wurden bereits entfernt)

@ i @ O bekannt nach Regel 1.

u =Ry 1 I =1+ g O berechnen nach Regel 2.
Bers | R0
peC A P (O berechnen nach Regel 3.

e=c @ | (D

F o \_J bekannt nach einmali
u, = |_. u_=u, il _s bekannt nach einmaliger
Anwendung der Regel
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Resultierende Gleichungen nach mehrfacher Anwendung der Regeln und
Umformung der Gleichungen, so dass Zuweisungen definiert werden

U, = f(t)

I, =u, /R,

I, =U, /R,
duc/dt=i./C
di /dt=u_/L

g =1+
Ic=1; -1,
u; = Ug - Uc
U; = Uc

u =u; +u,

vertikale
Sortierung

>

U, = f(t)

u, = U, - Ug
I, =u, /R,
g =iy +i,
U, = Ug

I, =U,/R,
Ic=1y -1,

u . =u; +u,
du/dt =i /C
di, /dt = u, L

Resultierendes Differentialgleichungssystem mit 2 Variablen (1, und u.), die
restlichen Variablenwerte ergeben sich aus den Konstanten.

du/dt

=i./C

=(i, -1,)/C
=i, /C-1,/C

=u; /I(R,-C)—u,/(R, - C)

di, /dt

=(Uy-U) /(R - C)—u. (R, - C)
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Ein weiteres Bespiel (aus Cellier 1991):

5

i
L3

b

g ; .. | 5 Elemente in der Schaltung jeweils

Vollstandiger Satz von Gleichungen (redundante Beziehungen wurden bereits entfernt)

2 [+ | Berechnung von Strom und Spannung =
H 10 Werte sind zu berechnen =
% ' | 10 Gleichungen werden benotigt

O Bekannte Variablen nach rekursiver

@: f(t)

ul - Rl'
U2 = R2'
US = R3'

Iy
I

I3

(4

i, =i, + i,
Us = Uy

LD | @t

Anwendung der Regeln
O zu berechnen nach Regel 3.

» alle Gleichungen enthalten mindestens
zwel unbekannte Variablen und

* jede unbekannte Variable kommt in
mindestens zwei Gleichungen vor

© Peter Buchholz 2006
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Verbleibende Gleichungen

1. u =R, iy
2. U,=R, 1,
3. U3=Ry Iy

4. 1,=1,+ 1,
5. Uy=u; +ug

6. u;=u,

Variablen freistellen (jede
Variable einmal auf linker Seite)

1. u =i /R,
2.1,=u, IR,
3. ,=U; /R,

4.1, =1, + 1,
S.u;=u; +U,

6. U, = Uy

Struktur der Abhangigkeit

Algebraig

..
.
L 4
.
.
e
L2

Zyklen konnen nicht durch Umordnen der
Variablen gebrochen werden!

Auflosung der Schleifen durch symbolische Gleichungslosung
Hier konkret:
Auswahl einer Variablen, die auf beiden Schleifen vorkommet (z.B. 1,)
Annahme, dass diese Variable bekannt sei

Auflosung des restlichen Gleichungssystems

Berechnung der ausgewihlten Variablen aus der Gleichungslosung
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Losung des Gleichungssystems beti
bekanntem 1;:

I;=U3/ Ry

Berechnung von 1;:
=1yt
=u,/R,+U; /R,
=Uy;/R,+ U/ R,
=((R,*R3)/ (R,- Ry)) - u,
=((Ry+ Rg) 1 (Ry- R3)) - (Ug - uy)

Vorgehen im allgemeinen Fall :
» Algorithmen (z.B. von Tarjan)
existieren,
» um Schleifen zu identifizieren und
» Variablen entsprechend
umzuordnen
» Losung der resultierenden
Gleichungssysteme
« fiir lineare Gleichungssysteme mit
wenigen Variablen symbolische
Losung
« fiir lineare Gleichungssysteme mit
vielen Variablen erfolgt eine
numerische Losung (mittels Gaul3-
Elimination oder iterativen
Vertahren)

=((Ry+ R3) /(R R3)) - (U - Ry 1) « fiir nichtlineare Systeme
R +R numerische Losung oft mittels
i, = < 3 .U, Newton-Iteration
R,R,+ R, R, + R, R, ,
Etwas mehr am Ende des Abschnitts!
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Kontinuierliche Simulation zur Berechnung von X(t)
auf Basis der Information X = f (X,u,t) und x(0) = X,

Einfachster Losungsansatz Euler-Verfahren,

d.h. Diskretisierung mit fester Schrittweite At:
Set X, = X(k-At) und u, = u(k-At) sowie t = K -At
(damit ist X¢ zu berechnen)
Die Approximation

(k+1)-At
j f (x(t),u(t),)dt =~ At- f (x,,u,,k-At)

k-At

liefert
X =X +At- f(X,u,,k-At)  (Linearisierung der Funktion)

Ergebnis kann einfach in K Schritten berechnet werden
Fehler durch die Linearisierung der Funktion

Freiheitsgrad: Wahl von At

Euler-Verfahren: Einfach aber zu ungenau!
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Euler Verfahren 1st eine sehr simple Methode der numerischen Simulation =
viele Ansitze der Verbesserung existieren
Beispiele:
1. Berticksichtigung bereits vorher berechneter Werte
* Einschritt (nur aktueller Wert)
e  Mehrschritt (auch weiter zuriickliegende Werte)
2. Einbeziehung zukiinftiger Werte
« Explizite Verfahren (keine Einbeziehung)
« Implizite Verfahren (Einbeziehung)
Konvergenzordnung
4. Schrittweitensteuerung
« feste Schrittweite
e dynamische Schrittweite
5. Extrapolationsansitze
6. Ordnungssteuerung
« feste Ordnung
e dynamische Ordnung
Euler Verfahren: explizites Einschritt-Verfahren 1. Ordnung mit fester Schrittweite
Kompromiss zwischen Aufwand und Genauigkeit in Abhangigkeit der zu

analysierenden Funktion
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Kurzer Einschub: Taylor-Reihe einer Funktion

f(x) se1 n+1 mal differenzierbar in [x,-A, X, +A] (A>0)

Ziel: Approximation von f(x+A) unter Ausnutzung von
f(x), d/dx f(x),d?*/dx? f(x),...

. o, fO (Xo) i
Taylor-Reihe  f(x)=)_ . (x=%,) +R,(x)
1=0 .
(n+1) .
Restglied R (x) =1 ot MXZX) (o yuit in e (0,1)
(n+1)!

Interpretation:
0. Ordnung f(x+A) =~ f(x)

1. Ordnung
f(x+A)=f(x)+A-fV(x)
2. Ordnung

f(x +A) = f(x)+A-fO(x)+0.5A - f? (x)

| o X X+A
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Beispiele mit 1. Variable
f(x) = sin(x)

£ (x) = cos(x)

£ (x) = —sin(x)

$£70)

f(x,+A) = -
_0 .

Al'l

= sin(l;{o) +A-cos(x,)—

A? A’

Tsin(xo) — ?cos(xo) +..

Konvergenz fur alle x, und

A

(global konvergent, analytisch)

f(x)=1/x
£ (x)=(=1)"

n!
Xn+1

f(x,+A)

i f(n) (Xo) Al

n=0 n!

Falls A <x, —

Konzept auf mehrere Funktionen und Variablen tbertragbar!
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Verbesserung der Verfahrensordnung
Wir betrachten zur Vereinfachung den Fall X = f(X)

Entwicklung der Taylorreihe 1 im Punkt t:

TX(At) = f(x, ) +At- f'(x, )+A; fr(x,)+.. +At fW(x)+0(At"™")
n!

und es gilt fiir viele Funktionen }g}g X, + T, (AD) =X,

falls At gentigend klein

Konvergenz hingt von At und der Funktion ab
Beispiele siehe vorherige Folie

Pragmatische Abschatzung des Fehlers ¢

Einzelschrittfehler &gp = ‘Xk+1 -x T, (At)‘ e O(At"™)
fiir gentigend kleine At

Falls e;p € O(At™*!) dann geht man davon aus, dass €, € O(At")
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Verfahren hoherer Ordnung fiir lineare Systeme:
X =A-X mit X(0) = X,

X:E(A-x):A-X:Az-x
dt

Xz%(Az-x)zAz-XzN-x

At’ At"
Xk+1:Xk+At'A'Xk+T°A2'Xk+...+ |
n!

Die exakte Losung lautet X(T) = X(0) - eAtA

A"-X, +O(At™)

Berechnungsaufwand At/T Schritte mit jeweils n Vektor-Matrix-
Multiplikationen
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Auswirkungen der Fehlerordnung;:

* Soll bei einem Verfahren der Ordnung 1 die Genauigkeit um
eine Dezimalstelle verbessert werden, muss die Schrittzahl
verzehnfacht werden

* Bei einem Verfahren der Ordnung 2 muss die Schrittzahl nur
verdreifacht werden (da 3 ~ 101/?)

* Gebrauchliche Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4 erzielt
bei Schrittweitenhalbierung eine 2% = 16-fache Genauigkeit

Vorsicht: Verfahrensordnung berticksichtigt keine konstanten Faktoren

Wie 1im Fall diskreter Systeme, ist die stationdre Losung oft von
Interesse.

Es gilt im stationdren Fall X=0=A-X=0

also Losung eines linearen Gleichungssystems!
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Verfahren hoherer Ordnung fiir allgemeine Systeme:
X = f(X) mit X(0) =X,
Zur Bestimmung der zweiten Ableitung wird die verallgemeinerte

Kettenregel benotigt:

Sei f: 0"—>0™ total differenzierbar und
g.:0,— (1=1,..n) im Punkt t, differenzierbar, dann gilt

df (g,(t),...,g (1)) N 8f(x?,...,xg)
dt _Z OX.

t=t, i=1 i

g'i(to) mit X? =g,(t,)

Angewendet auf die obige Darstellung liefert dies

[ X)]= —<x> X = —<x>-f<x>
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Struktur der Ableitungen:

[ of of )
(£ (%)) —X) o —(X)
, of OX, OX,,
i X Ty
(X)) D (X) e —D(X)
\8x1 OX,, )

Dritte Ableitung liefert ein dreidimensionale Matrix mit m-n? Elementen
Beispiel 5 Funktionen mit jeweils 5 Variablen =

4. Ableitung mit 625 Elementen

Multiplikation hoherer Ableitungen kann tiber mehrdimensionale
Matrixmultiplikation als Erweiterung der bekannten
Matrixmultiplikation erfolgen

Skizze . {gw. i . }C . {_

a ~ ) q ] a -
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Weitere Ableitungen:

J_dfef
dt{ (X)- f()}

Y4 —

X(®) enthilt schon 24 Terme!

Probleme:

* Notwendige Anzahl von Werten steigt schnell an

« Hohere Ableitungen sind nicht bekannt

— Hohere Ableitungen numerisch berechnen

— Verwendung der Richtungsableitung statt der partiellen Ableitung
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Richtungsableitung statt partiellen Ableitungen am Bsp. %

Numerische
Approximation der
Ableitung

Partielle Ableitungen:
Auswertung von f(X+At-e.)
X, =const. | firi=1, ..., n wobei e, der i-
te Einheitsvektor ist

(n Funktionsauswertungen!)

. Richtungsableitung:
Allgemeine Darstellung: Auswertung von f(x+At-f(X))

als Richtungsableitung in
X:i(x)- f(x):i f(X+7-1(X))
OX ok

Richtung f(X)
(1 Funktionsauswertung)

7=0

Annéherung durch Differenzenquotienten

i1‘(X+z'-f(x)) ~ AtSasaity)iits (+O(T))
ot - T
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Auf Basis der vorherigen Beobachtungen konnen Verfahren hoherer Ordnung
konstruiert werden = Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren 1. Ordnung (entspricht dem Euler-Verfahren):

X(t+ At) = X(t) + At - f (X(t)) + O(At*) (keine numerische Differentation notwendig)

Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung ( Euler-Cauchy-Verfahren):

Es muss auch X(t) numerisch approximiert werden, dazu sind mindestens zwei
Funktionsauswertungen notwendig!

X(t+At) =x(t)+At-Xx(1) +A7t-5<(t) +0(AtY)

XD+ AL T XD+ A; ( f (x(t)+At- fg(t)))— f(x(t)) +O(At))+O(At3)

= X(t) + % (F (x(0)) + f(X(t)+At- T (x(1))))+O(AL?)
Anders aufgeschrieben:
X(t+At) =Xx()+0.5-s,+0.5-s, ,
s, = At- f (x(1) .—— Euler-Schritt
S, =At- f(X(t)+5,)
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Graphische Darstellung (1m eindimensionalen Fall):

A

Es gibt weitere
Moglichkeiten Verfahren
der Ordnung 2 zu
definieren, z.B.
1 3
X(t+At) = x(t)+z-sl +Z-s2
mit s, = At- f(x(1))

s, = At- f(x(t)+§-sl)

t’

Definition von Verfahren hoherer Ordnung:
Finden einer Darstellung der obigen Form, so dass
» die Terme der Taylorreihe bis zu einer vorgegebenen Ordnung

(Ableitung) berechnet werden und
« moglichst wenige Funktionsauswertungen benotigt werden
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Graphische Darstellung der Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 3 (Heun)
(nach dem Skript von W. Wiechert U. Siegen)

X2
1 3 N .
X(t+At) =x(t)+ R S, + r S, 3 Funktionsauswertungen und
mit s, = At- f (x(1)) Bertlicksichtigung der ersten 3

1 > Ableitungen
s, =At- f(x(t) + 3 S1) Verfahrensfehler O(At?)

S3=At-f(X(t)+§-52) _
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Allgemeines Schema fiir k-stufige Runge-Kutta-Verfahren

s, =At- f(x(t)) )
s, =At-f(xX(t)+a,,S,)
S; =At-T(X(t)+ay -5 +ay,-S,) > Vektorberechnung

S, =At-f(xX()+a,,-S,+a,:S,+...+ -sk_l)/

Xt+At) =x()+p8,-s,+5,:S, +...+ B, ‘S, Berechnungsschritt

Allgemeine Darstellung des k-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens:
0 TN

Kompakte Darstellung der
>_ Berechnungsvorschrift
(untere Dreiecksmatrix + Vektor)

Ay Oy - gy 0
ﬂl /Bz o /Bk—l ﬂk )
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Zur Bestimmung der Koeffizienten

Zur Erinnerung: Losung durch Approximation der Taylor-Reithe am Punkt t

— Koeffizienten der Taylorreihe bis zu einer vorgegebenen Potenz miissen
durch entsprechende Wahl der o;; und f; wiedergegeben werden

Beispiele: n=2 :
Taylorreihe:

n=1 X(t+ At) = X(t) + At- £ (X(t)) + At? / 2- £ (X(t)) + O(ALY)
Taylorreihe: RK-Verfahren:
X(t+At) = X(t) + At-f(X(t)) + O(At?) X(t+At) =
RK-Verfahren: X(t) + B-At-f(X(1)) + By At-f(X(t)+ou,, - At-f(X(t))
X(tHAL) = X(t) + B-At-£(X(t)) = B, +B,=1und B, - a,; = 0.5 muss gelten
= B, = | muss gelten (kein eindeutiges Verfahren)

(eindeutiges Verfahren) _ m—
Mogliche Realisierungen

0

0
VN
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Einige Bemerkungen
* flir Verfahrensordnung > 1 gibt es mehrere Alternativen
es 1st 1.d.R. nicht klar, welche Alternative die besten Resultate liefert

* es gilt Verfahrensordnung < Stufenzahl
falls Verfahrensordnung > 4 gilt sogar Verfahrensordnung < Stufenzahl

* liberlicherweise verwendete Verfahrensordnung 4 (Runge-Kutta Verfahren)

* bei hoherer Ordnung (= 4) nur noch geringe Effekte durch Erhohung der
Ordnung

* Berechnung der Koeffizienten hoherer Ordnung i1st komplex
(Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems)

* bisher hochste erreichte Ordnung 10 mit 13 Stufen (praktisch nicht relevant)

» Losungsverfahren vom Runge-Kutta-Typ sind weit verbreitet, es gibt aber noch
viele andere Ansitze (die an dieser Stelle nicht im Detail vorgestellt werden)
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Vorgehen bei der Analyse kontinuierlicher Systeme
(wie bisher beschrieben):

(Approximative) Berechnung der Funktionswerte zu dquidistanten Zeitpunkten
mit Abstand At

« kleinere Werte von At fiihren zu genaueren Resultaten
(zumindest so lange bis Rundungsfehler auftreten)

e kleinere Werte von At erhohen den Aufwand

» tatsdchlicher Fehler der Berechnung hingt von der Struktur des zu
analysierenden Systems ab

(At muss entsprechend der Zeitkonstanten des Systems gewahlt werden)

Auftretende Probleme:

« Zeitkonstanten eines Systems sind nur schwer ablesbar und variieren in
Abhéangigkeit vom Zustand

— die Festlegung einer addquaten Schrittweite ist schwieirg

= die addquate Schrittweite kann sich wiahrend der Simulation dndern

— naheliegender Ansatz:
Adaptive Schrittweitensteuerung wahrend der Analyse
(heute in fast allen Werkzeugen zur kontinuierlichen Simulation verwendet)
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Darstellung des Problems am einfachen Beispiel

1 Falls At zu

x(t) » groB gewéhlt wird, wird
die Berechnung zu
ungenau

* klein gewahlt wird, wird
der Berechnungs-
aufwand zu hoch

»es existiert kein festes
At, welches genligend
genaue Resultate mit
vertretbarem Aufwand

liefert
Fast lineares Verhalten, auch Starke Anderung der Ableitung,
bei relativ groBem At genau nur bei kleinem At genau genug
genug approximierbar approximierbar
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Ein konkretes Beispiel (nach dem Skript von Prof. Wiechert)

Modell einer chemischen Reaktion:

Zustandsvariablen:

* H(t) Wasserstoffmenge zum Zeitpunkt t in Molar (H(0)=H,)

* O(t) Sauerstoffmenge zum Zeitpunkt t in Molar (O(0)=0,=0.5H,))
* T(t) Temperatur zum Zeitpunkt t in Kelvin (H(0)=H,)

Ziel: Simulation der Reaktion bis zum Zeitpunkt t
T 1st so grof3 zu wihlen, dass (fast) nur noch Wasser existiert
Wie 1st At zu wahlen?
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Modellgleichungen zur Beschreibung der Reaktion

. E Mit den Konstanten
H = —-AeRT.H.O « E Aktivierungsenergie
o = I H * R Gaskonstante
2 « C Wirmekapazitdt multipliziert
T = -C.-H mit der freiwerdenden Energie
(T Temperatur) * A Arrhenius Konstante
Umstellen der zweiten und dritten Gleichung liefert
1

0-0, = 5-(H—HO) = 0 = %-H (wg.OO:%-HO)
T-T, = -C-(H-H,) = T = T,-C-(H-H,)

Einsetzen 1n die erste Gleichung fiihrt zu einer Reaktionsgleichung:

E
H :E'A'e R(To+C-(H-H,)) Hz
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Fiir kurze Zeitraume verhalt sich das System linear:
H=¢aH

E
mit a(H)= —%- A-g RlrCHH)) Y

Damit gilt H(t+At) =~ H(t).-e """

(Exponentialfunktion mit zeitanhdngiger Rate!)

Verhalten von a(H(t)):
E
1 R 1 - _
Of(Ho)Z—zA-e T, O ——E-A- H, lma(H)=0
Oft gilt o, /ou(H,) = 108 = Integrator mit fester Schrittweite

miisste At ~ 10-° wahlen
—> sehr ineffiziente Berechnung
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Zur sinnvollen Berechnung sollte At so klein sein, dass
lepp(A)|=C-At"*! fiir ein Verfahren der Ordnung n

Bei bekanntem C und vorgegebener Fehlertoleranz ¢, gilt:

egp(Dt) und &1, konnen als absolute

‘gED (At)‘ SR oder relative Fehler berechnet werden:
& C-At™ < ETol Praktisch verwendete Definition des
< (n+l)  relativen Fehlers
& At < ( (T:OI j (X, exakt, X_ approximativ)
R Y
re' max(HXe X4 ,5)

Da C nicht bekannt ist, muss der Wert geschatzt werden

Eine Schiatzung kann nur auf Basis numerisch berechneter
Resultate erfolgen =

* Berechne Resultate auf unterschiedliche Weise

* Benutze Differenz der Ergebnisse zur Schatzung von C
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Methode der Schrittweitenhalbierung
In jedem Schritt werden 3 Werte berechnet:

» Wert zum Zeitpunkt t + At: X, (t+At)

* Wert zum Zeitpunkt t + 0.5-At: X 5 o(t+0.5-At) und davon ausgehend
Wert zum Zeitpunkt t + At: X 5 »(t+At)

Approximation des auftretenden Fehlers:

ep (AD)] = X, (t+ AL =X, 5 (t+AD)|
~C-At"™ Al At
Womit folgende Abschitzung gilt: C = HXM( FAD = X5 (T )H

At n+1
AnschlieBBend wird At verandert, um die vorgegeben Fehlerschranke

zu erreichen: At = a - "y, /C mit 0 <a <1

Vierfacher Rechenaufwand pro Schritt !!
(3 Schritte zur Bestimmung von At + 1 Verfahrensschritt)
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Methode der eingebetteten Verfahren

Die Losung X(t+At) wird, ausgehend von X(t), mit zwei
unterschiedlichen Verfahren berechnet, die Losungsvektoren X, (t+At)
und X,(t+At) liefern (z.B. RK 2/3 oder RK 4/5)

X, (t+ At) = x, (t + Ab)|

Atn+1
(wobei n die kleinere der beiden Fehlerordnungen ist)

AnschlieB3end schitzt man C ~

At,, wird wie auf der vorherigen Folie beschrieben berechnet

Aufwand pro Schritt: 3 Berechnungsschritte

(2 zur Bestimmung von At und 1 Verfahrensschritt)

Aufwand lasst sich auf 2 Berechnungsschritte reduzieren, falls
Runge-Kutta Verfahren so konstruiert werden, dass
Zwischenergebnisse wiederverwendbar sind

(eingebettete Verfahren).
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Weitere Bemerkungen:

e C wird nur geschatzt und die Schatzung kann falsch sein
(deshalb eher etwas kleinere Werte fiir o verwenden)

 Fiir die meisten Modelle wird der Aufwand zuséatzlicher
Berechnungen durch die dynamische Anpassung der Schrittweite
mehr als ausgeglichen

* Eine a priori Schiatzung von At 1st nicht notwendig

* Falls das aktuell verwendet At kleiner als das ermittelte At 1st, so
kann auf den abschlieenden Verfahrensschritt verzichtet werden
und mit dem ,,genaueren‘ der ermittelten Vektoren x(t+At)
fortgefahren werden

* Da durch eine Verkleinerung der Schrittweite die Zahl der Schritte
steigt, steigt auch der Gesamtfehler be1 konstantem
Einzelschrittfehler
Berticksichtigung des Gesamtfehlers liefert:
Schrittzahl n = t/At und Aty =8/&prg -7/ C

(ept,; Gesamtfehlerschranke)
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Differential-algebraische Gleichungssysteme (DAES)

x differential Variablen

Allgemeine Form: X =f(x,y) und 0 =g(x,y) y algebraische Var.

fiir den Anfangszustand gilt  0=g(x,,y,)

Simultane LOsung eines (nicht notwendigerweise linearen)
Gleichungssystems und eines Differentialgleichungssystems

Lineare DAEs: x=A-x+B-y+vund0=D-x+E-y+w

Annahme: E se1 quadratische regulare Matrix

(kann oft durch Streichung von redundanten Gleichungen erreicht
werden)

Damit gilt y=-E™' (Dx+w) und

Kann mit einem ,,normalen‘
Verfahren fiir DGLs

analysiert werden!

x =Ax-E7(Dx+w)+v
Z(A—E_ID)X-I—(V—E_lW)
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Allgemeine DAEs:

Simultane L.osung:
Verwendung eines impliziten Verfahrens zur DGL-Losung
z.B. implizites Euler Verfahren: x(t+ At) =x(t)+ At-f(x(t+ At))

ALt(X(t +At)—-x(t)) =f(x(t+At), y(t+At))
0 = o(x(t+ At), y(t + At))

Umwandlung in ein Fixpunktproblem und Losung mittels Newton-Verf.

x(t+At) =At-f(x(t+At), y(t+At))+ x(t)
y(t+At) =y(t+At)—g(x(t+At), y(t+At))
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Newton-Verfahren:  de) o (0) _ A5 ()

Ax® = (H(X<k>))‘1 £(x1)
_df
dx

Falls Newton nicht konvergiert = At verkleinern

H(x)

Kombination ODE-LGsung und Gleichungsloser:

1. Starte mit xO(t+At) und y(O(t+At), setze k=1
. Berechne x®(t+At) mit ODE Ldoser
3. Berechne y®(t+At), so dass g(x®(t+At), xO(t+At))=0
mittels Newton-Verfahren
« falls keine Konvergenz verkleinere At und fahre be1 2 fort
4. Falls x®(t+At) = x®&D(t+At) und y®O(t+At) =~ y&D(t+At) stop,
sonst k=k+1 und fahre bei 2. fort
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Stationare Analyse
Ziel: Losung f(x*) = 0 fiir gegebenes X(0)
Haufige Annahme: System schwingt schnell den stationaren Zustand ein

Losungsansitze (nicht jeder Ansatz funktioniert fiir jede Funktion!):

1. Stationédrer Punkt im DGL: lim,_, X(t) = X*
Berechne X(t) fur gro3es t mit DGL-Loser
2.  Umwandlung in eine Fixpunktgleichung
0 = f(X) < x =f(X) + X (:= g(X))
Losung durch Fixpunktiteration X = g(X)
(Konvergenz falls dg/dx (x*) im Einheitskreis)
3. Taylorreihenentwicklung
f(X+AX) = f(X) + df/dX(X) - AX (Approximation 1. Ordnung)
Niherung 0 = f(X) + df/dx(X) - AX = -Ax = (df/dx(x))! - f(X)
= neue Niherung X := X + AX (Newton-Verfahren)
4. Mehrdimensionale Optimierung
f(x) =0 <[ f(x) [|=0

Minimierungsproblem: f(x*) = 0 << x* = min,_ || f(X) |]?

x|
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4.3 Beispiele fur hybride Systeme

Bisher strenge Trennung in
 kontinuierliche Systeme
Darstellung kontinuierlicher Zustandsanderungen in
» vielen naturwissenschaftlichen Anwendungen (Physik,
Chemie, ...)
 populationsbasierten Systemen mit sehr grof3er Population
(StraBBenverkehr, Bevolkerungsentwicklung)
 diskrete Systeme
Darstellung 1im wesentlichen ereignisorientierter
Zustandsanderungen in
e vielen technischen Systemen (Computer, Kommunikation,
Fertigung, ...)
e diskretisierten kontinuierlichen Systemen
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Einzelne Simulationsansatze
e ctabliert und 1n vielen Systemen realisiert
* aber grundsatzlich verschieden

* numerische Analyse von Differentialgleichungen im
kontinuierlichen Fall

* stochastische ereignisdiskrete Simulation im diskreten Fall
Kombination von kontinuierlicher und diskreter Stmulation:
Wird diese benotigt?

Wie simuliert man?
Wie modelliert und spezifiziert man?

— Hybride Simulation: Inhalt des letzten Teils dieses Kapitels
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Im Wesentlichen zwei Klassen von Beispielen:
» Kontinuierliche Modelle, be1 denen Diskontinuitiaten auftreten
» Uberlast in elektronischen Schaltungen
» Kollision von Korpern
* sehr steife Differentialgleichungssysteme
 Diskrete Steuerung kontinuierlicher Prozesse
* digitale Steuerung
e generiert zeitgesteuerte Ereignisse
ereagiert auf Zustandsanderungen 1m kontinuierlichen Teil
 kontinuierlicher Prozesse
e schreitet fort

e wird durch Steuerungsimpulse beeinflusst u.U. auch durch
abrupte Zustandsdanderungen
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Aufspringender Ball:

A

Xq

Beschreibung:

> X, set die vertikale Position des Balls (x; > 0)
uns 1nteressiert nur die Hohe, nicht die horizontale Position

> X, Geschwindigkeit des Balls, also X1 =X,

» Geschwindigkeitsinderung durch Erdbeschleunigung vorgegeben
also x, =—g
» Richtungsdnderung beim Aufprall des Balls
falls Xx; = 0 dann X, = -c-X, (wobe1 0<C<1)
© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation 79

Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



Verhalten einer idealen Diode:

Aki

!

Switch
closed

/

Switch open

open = u<0;
0 = ifopenthenielseu;

Beispiel:

®
L_f(YYY‘\—g
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When u < 0, the switch 1is
open. No current flows
through.

When u > 0, the switch 1is

closed. Current may flow.
The 1deal diode behaves
like a short circuit.

Q
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Entfernen eines Barrens
aus dem Ofen, falls seine
Temperatur > 380 °C

Tiefofen in einem Walzwerk

Stahlbarren
1m Warteraum

Ankunftsstrom
Poisson mit Rate A .
Ankunftstemperatur: .
200 °C . .
Temperatur im Temperatur im
Warteraum Ofen y(t) < 500 °C
25 °C Temperaturanderungen:
x;(t) Temperatur Barren 1 X (t) = (u(t)—x,(t))/7

u.(t) Umgebungstemperatur N
Barren 1 (25 oder y(t)) y(t) =500 Z (y(t)—x;(1))/3

i im Ofen
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Wasseraufbereitung

............. Zufluss z(t)e[0,max] steuerbar

tee
.o
ceus

......
.....
ey
ceus
......
.....
.....
.....
.o
..
.o
..
.o
cee,
ceu,
cee
ceu,
ceu,
ceu,
.o
.....

Durchlaufzeit fest y,(t) “-Steuerung diskret
Kapazitit K,

Durchlaufzeiten fest y;(t)
Kapazititen K,

l l Bedarfe x,(t) stiickweise konstant
Schwankungen stochastisch
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4.5 Hybride Simulationsansatze

« Hybride Simulation als Erweiterung diskreter Simulation, falls
kontinuierlicher Teil einfach diskretisierbar

« Hybride Simulation als Erweiterung kontinuierlicher Simulation,
falls diskontinuierliche Ereignisse spezifizierbar und ohne
Ereignisliste (u.U. auch ohne Stochastik) realisierbar

Fiir allgemeine hybride Modelle sind spezielle Simulationsansitze
notwendig (Kombination diskret & kontinuierlich)

Solange keine Interaktion zwischen diskretem und kontinuierlichem
Tei1l auftritt, konnen die jeweiligen Simulationskonzepte
Verwendung finden

—> zentraler Aspekt Interaktion zwischen den unterschiedlichen

Teilen

© Peter Buchholz 2006 Modellierung und Simulation 83
Kap. 4 Kontinuierliche und hybride
Simulation



Mogliche Interaktionsszenarien:

Zeitgesteuerte Ereignisse

* Ereignisse werden in der Ereignisliste gehalten und sind nach der
Zeit 1hres Eintretens geordnet

 Ereignisse konnen zu Zustandsanderungen im diskreten Teil
fiihren

* Ereignisse konnen zu Diskontinuitaten im kontinuierlichen Teil
fiihren

* Ereignisse werden zu Beginn der Simulation und wahrend der
Simulation durch andere Ereignisse generiert (Zeit eines neuen
Ereignisses kann nicht in der Vergangenheit liegen!)

Zustandsgesteuerte Ereignisse

» Bei Uber- oder Unterscheiten vorgegebener Schranken wird ein
diskretes Ereignis ausgelost

« Auswirkung des Ereignisses siche oben

 Ereigniszeitpunkte ergeben sich implizit aus der

Zustandstrajektorie (nicht vorhersehbar bzw. speicherbar)
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Simulation zeitgesteuerter Ereignisse:
Sei t der aktuelle Zeitpunkt und t, der Zeitpunkt des nachsten
Ereignisses in der Ereignisliste
 Integrationsalgorithmus wird benutzt, um aus bekanntem x(t) den
Wert x(t.) zu berechnen,
« falls im Intervall [t, t. ) keine zustandsgesteuerten Ereignisse
auftreten
* normaler Ablauf des Algorithmus,
* im letzten Schritt 1st At so zu wihlen, dass genau t, erreicht
wird
* diskretes Ereignis zum Zeitpunkt t, wird ausgefuhrt und liefert
neuen Zustand x(t,)
* x‘(t,) wird als Startwert der Simulation bis zum nachsten Ereignis
verwendet
Simulation eines Systems mit d Ereignissen entspricht d+1
separaten Simulationslaufen
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Zustandsgesteuerte Ereignisse

Algorithmus fir den eindimensionalen Fall, Ereignis falls x(t)=y

Ausfiihrung eines
Simulationsschrittes mit
Schrittweite At

Falls ((x(t)<yAx(t+At)>y)v
(X()>yAX(t+AD)<y) )

a. ot=(|x(t)-y|)/(|x(t)-x(t+At)|) - At

b. berechne x(t+0t)

c. Falls ((x(t)<yax(t+ot)<y)v
(x(D>yAX(t+6t)>y) )
t=t+0t und At=At-ot

d. Falls ((x(t)<yAx(t+ot)>y)v
(x(D)>yAx(t+6t)>y) )
At=0t

e. falls [x(t+At)-y|<e
t=t+ At und gehe zu 3.

© Peter Buchholz 2006

f. falls [x(t)-y|<e
gehe zu 3.
g. gehe zu 2a
3. fiihre das diskrete Ereignis aus
4. Falls t+At > Simzeit dann stop,
sonst t=t+At und gehe zu 1.

* Algorithmus ist fiir mehrere
Dimensionen einfach erweiterbar

* x(t)=y kann nur bis auf eine
Toleranz € bestimmt werden

« es ist nicht feststellbar, ob x(t*)=y
fiir ein t<t‘<t+At erreicht wird,
wenn sich das Vorzeichen der
Differenz nicht dndert

* Automatische
Schrittweitensteuerung sollte
Abstand [x(t)-y| mit einbeziehen
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4.6 Spezifikation hybrider Systeme

 Zahlreiche kontinuierliche Simulatoren erlauben Integration
diskreter Ereignisse, oft aber keine vollstandige ereignisdiskrete
Modellierung

* Einzelne ereignisdiskrete Simulatoren erlauben Integration
kontinuierlicher Anteile, oft muss das kontinuierliche
Losungsverfahren aber manuell integriert werden

* Einzelne Simulationsbibliotheken/-sprachen beinhalten
Komponenten fiir diskrete und kontinuierliche Simulation,
Kopplung ist aber in der Regel manuell zur realisieren

Wie betrachten hier

* Modelica als objektorientierte Sprache fir kontinuierliche
Systeme mit Erweiterungen zur hybriden Modellierung

* Hybride Petr1 Netze

« Hybride Automaten
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Modelica:

Modelica ist eine objektorientierte Sprache primar zur Beschreibung
kontinuierlicher Systeme.

Beispiel Schaltkreis:
connector Pin , ,
Voltace v - connect (Pinl, Pin2)
low (gjurre,n i definiert implizit die Gleichungen
: ’ Pinl.v=Pin2.v und Pinl.1 + Pin2.1=0
end Pin
partial class TwoPin Definition eines Widerstandes:
Pinp,n; class Resistor
Voltage v ; extends TwoPin ;
Current i ; parameter Real R(unit = ,,Ohm*) ;
equation equation
V=p.v—nv,; R-1=v;
0=pi+ni; end Resistor ;
1 =p.i;
end TwoPin : In dhnlicher Form werden weitere Elemente definiert
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Definition von diskreten Ereignissen tiber if .. then .. else ...

Beispiel Diode: Konstrukte sind ausreichend, um
Diskontinuitaten in kontinuierlichen

class Diode . .
Modellen zu beschreiben, aber nicht, um

extends TwoPin ;

equation komplexe diskrete Modelle zu
open=u<0; beschreiben!
0 =1f open then1else v ;

end Diode ;

Bibliotheken existieren um z.B. einfache Petri-Netze oder State-
Charts zu beschreiben

Nicht realisiert sind

» stochastische Funktionen

* Ereignisliste

* dynamische Objekterzeugung
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Hybride Petri-Netze

Petr1 Netze sind urspriinglich ein Modell mit diskreter
Zustandsbeschreibung und explizit ohne Zeitbegriff.

In der Folgezeit in unterschiedliche Richtungen weiterentwickelt,
u.a. zu zeitbehafteten, stochastischen kontinuierlichen und
hybriden Petri Netze

PN=(S,T,F,W,M,)) mit

* S endliche Stellenmenge

T endliche Transitionsmenge
e FcSxTUTxS

* M, initiale Markierung

Fiir spezielle Klassen Erweiterung der Definition!
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Beispiel: Fluide stochastische Petri-Netze (andere Klassen existieren)

Einfaches Beispiel zwei Tanks

121

Abfullstation

On munYin O
@

Start Stof ~ XTwo™ PTwo

—_— and

m _
Up mpyo =1 Mgownkin

@ Repair
Off Two
Down
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Hybride Automaten:
« Automatemodelle sind in der Informatik in unterschiedlichen Varianten wohl
etabliert (zeitlos, stochastisch, probabilistisch, timed, ...)
« hybride Automaten entstanden als Erweiterung von timed automata
sie vereinen
» kontinuierliches Verhalten in den Zustinden
 Ereignisse durch Zustandsiibergange

Def. hybrider Automat (eine von vielen Varianten):
H=(Q, X, Init, Inv, f, E, G, J, ) mit

* Q endliche Zustandsmenge

o XcR" kontinuierlicher Variablenraum

 Init < LxL initiale Zustandsmenge

 Inv: L—»>2* Zustandsinvariante

e f: Q—(X—>X) Anderungsfunktion kontinuierlicher Variablen
 EcLxL Transitionsmenge

* G: E>L* Guard-Menge

* J: E >(X—X) Diskontinuitatsfunktion

S endliche Menge von Transitionslabeln
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Beispiel: Pumpe
Pumpe on Wasser steigt um lcm pro Sek.,
off Wasser fallt um 2cm pro Sek.

Signaliibertragung zur Pumpe dauert 2 Sek.

x Wasserhohe, y Zeit seit letzter Sendung
Ziel: Wasserspiegel zwischen 2 und 12 cm

x=10
y:=0

X=5
y:=0
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Hybride Automaten

e existieren auch mit Erweiterungen zur stochastischen
Modellierung

e erlauben 1n einigen Varianten auch die Komposition zu
Automatennetzen (Varianten, in denen dynamisch neue
Automaten erzeugt werden, existieren aber bisher nicht)

« wurden oftmals in eingeschriankten Versionen untersucht, so
dass analytische zustandsbasierte Analysetechniken anwendbar
sind, Ziele dann Nachweis, dass bestimmte Zustinde nicht
eintreten konnen bzw. alle erreichbaren Zustande bestimmte
Invarianten erfullen

* lassen sich zwar in einigen Werkzeugen spezifizieren (Simulink,
Matlab u.a.) werden aber nicht primar unter dem Gesichtspunkt
der Spezifikation von Simulationsmodellen untersucht
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