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Ziele:
> Ubersicht tiber stochastische Prozesse bekommen

»Modellierungsmachtigkeit zeitdiskreter Markov-Preze
kennen lernen

» Zeitdiskrete Markov-Prozesse klassifizieren kdnnen
»Ubergang vom Modell zur Markov-Prozesse kennerelern
» Systeme mit Hilfe von Markov-Prozessen bewertemkdn

» Algorithmen zur Analyse von zeitdiskreten MarkoeRessen
kennen lernen
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Q 4.1 Stochastische Prozesse — Ein Uberblick

Einige Definitionen

Zufallsvariable (ZV) ist eine Variable, deren Weurch den
Ausgang eines Zufallsexperiments bestimmt ist und eeelle
Zahl ist.

Bezeichnung fur ZVs: X, Y, Z, ...

Bezeichnung fur den Wert einer ZVs: x, v, z, ....

Unterscheidung in
diskrete Zufallsvariablen mit endlichem oder abzahlbarem

Wertebereich
Beispiele: Munzwurf, Warfeln, ...
kontinuierliche Zufallsvariablen mit Uberabzahlbarem

Wertebereich
Beispiele: Zwischenankunftszeit, Bedienzeit, ...
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Zufallsvariablen mit Wertebereich Yind charakterisiert durch:
»Verteillungsfunktion (Vfkt) F(x)=P[X<x] far -U < x <[]
»Im diskreten Fall durch
» Wahrscheinlichkeit p(x)=P[X=X]
> Momente E(X)= 2, 5w, P(X)-X
»Im kontinuierlichen Fall
» Dichtefunktion fX(x) mitfxmwxmxsy fX(x)dx = F(y)
» Momente E(X)= ], 5, FX(x) X' dx
Ein stochastischer Prozess Y(t) ist eine Funktionkér dem
Parameterraum T, deren Resultate ZVs sind.

 Normalerweise wird Parameterraum T als Zeit inmetiprt
(diskret TN oder kontinuierlich TR,)

e FUr stochastische Prozesse kann man Momente,dDuciat
Verteilungsfunktion zum Zeitpunkt t Gber Y(t) daéren
* Eine Realisierung von Y (t) tber T bezeichnet miaeajektorie
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Stochastischer Prozess kann uUber die Zeit beoliacbtden

»Sel S der Zustandsraum, der endlich, abzahlbar oder
Uuberabzahlbar sein kann

Wir beschranken uns auf abzahlbare und meisterss soglliche
Zustandsraume

Far (X,...,X, t,...,t) mit xS und T mit {,<t,<...<t. kdnnen wir
eine gemeinsame Verteilungsfunktion definieren

FX(Xli' 1:1’ tn) - P[X(t0)<XO’ X(tn)sxn]
Wir nennen einen Prozess stationar, falls
Fo (X oo Xy Uy ) = R(Xqy -0 X, 84T, 0 4T) fUr all tiT

FUr stochastische Prozesse Iassen sich Mal3zah&zitpunkten
berechnen z.B. E(X(t)) Erwartungswert zum Zeitpunkt
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Komplexitat stochastischer Prozesse hangt im Whseen von
ihrer Struktur ab:

»F,(X,t) hangt von allen Zustanden, die vor dem Zelht
angenommen wurden, kaum zu spezifizieren/analysiere

Abhangigkeit wird geeignet eingeschrankt dadurch
analysierbar/spezifizierbar aber auch ausdrucksscher

»Unabhangiger Prozess

Fo(Xgoeo Xy Uy b) = KX, 1) - ol - B(X, £)
einfach aber ausdrucksschwach

»Markov-Eigenschaften
M1: in der Vergangenheit eingenomme Zustande sretkvant
M2: Verweilzeit im aktuellen Zustand ist irrelevant

» Markov-Prozess erfullt M1 und M2
» Semi-Markov-Prozess erfullt M1
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Idee der Markovisierung{

Xo X1 Xjetzt Xspater
| | - |
1:O tl tjetzt ﬂ tspéter
_\/ergangenheﬂ )
Im Zustand (X3,ty) Xspater
kodieren [T~ Tttt |
tjetzt tspater
Zustandsraum bleibt
abzahlbar/endlich bei Markovisierung im Prinzip immer
abzahlbarer/endlicher Zahl von (zumindest approximativ) moglich
Abhangigkeiten, sonst aber ...
Approximation
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4.2 Zeitdiskrete Markov-Prozesse

Wir betrachten Zeit TN und

endliche/abzéahlbare Zustandsraume (bei Bedafi )X
Schreibweise X(k) = XZustand zum Zeitpunkt k=0,1,....
Fur einen zeitdiskreten Markov-Prozess qilt
PXi1™Xis 2l X ZXp0 -1 X0™X0l = PXjesr™ %01l X=X,
Zukunft hangt nur vom aktuellen Zustand ab!
Deshalb kann man schreiben (Zustandsralm)X

P (K) = P[X =X =x]
falls p;(k) nicht von k abhangt, sprechen wir von einem
homogenen Markov-Prozess (ansonsten von einem inleomaay

Pi= P X=X X =X]
Wir beschranken uns auf den homogenen Fall!
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Da p, Wahrscheinlichkeiten sind, gilt:

»p; 20

»ins =1

Zusammenfassung dey ip einer MatrixP mit P(i,j)=p,

P ist die Zustandsuibergangsmatrix oder Transitionsmatri

Ein kleines Beispiel (Wetter in Dortmund) ’%%‘

Zustandsraum S ={1, 2, 3} 0.3 0.5 0.2 ’%‘O
x = 1: Regen P=| 02 05 03 |~
X = 2. Bedeckt 0.1 0.4 0.5

X = 3: Sonnig

Beispiele: R, = 0.3 wenn es heute regnet, regnet es mit

Wahrscheinlichkeit 0.3 auch morgen
Ps; = 0.1 wenn es heute sonnig ist, regnet es morgen mit
Wahrscheinlichkeit 0.1
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Ubergang zu Mehrschrittwahrscheinlichkeiten:

pﬁf) P Xkin =j| X =1i] foralln=1,2,...

Es gilt (Chapman-Kolmogorov Gleichungen):

pi =3 "p

reS

Beweis: p(n)

O Peter Buchholz 2008

gi)p:(m_l) for0 <l <n

P X, =7|Xo =1

Z PXn :j,Xl :.I'|X0 = Z]
x€eS
>, PlXn =j1X1 =2, X0 =1 P[X; = 2| Xo = 1
x€eS
ZP n—j|Xl:1',]P[Xl:x|X0:i]

> 0

reS
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Als Matrix aufgeschriebeR" = P'P™! (Potenzen von Matrizen)

Pn ist die Matrix der n-Schritt Ubergangswahrscheinlidteke

Beispiel (Wetter in Dortmund in 2 Tagen)

; 021 0.48 0.31 Bsp. Wenn heute ein sonniger Tag ist, so ist
P =1 0.19 0.47 0.34 mit Wahrscheinlichkeit 0.39 Gibermorgen ein
0.16 0.45 0.39 Sonniger Tag!

Was passiert, wenn wir weiter rechnen?
In diesen Fall erhalten wir nach einigen IteratiodenMatrix
(Eintrage auf 3 Stellen gerundet):

0.183 0.465 0.352 |
P> = 0.183 0.465 0.352 Interpretation ....
0.183 0.465 0.352
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Markovisierung
Wenn das morgige Wetter nicht nur vom heutigen Watidangt...

z.B. Regenwahrscheinlichkeit nach 2 Regentageniiéneveiteren
Regentag 0.4 statt 0.3

= Markov-Eigenschaft im urspringlichen Zustandsraum gehoren

= Erweiterung des Zustandsraums, um zu einem MarkoweBsal
gelangen

Neuer ZustandsraunRégen Bedeckt,Sonne):
S ={RR, RB, RS, BR, BB, BS, SR, SB, SS}

Abhangigkeit von 2 Tagen, beliebig fortsetzbar,
aber Zustandsraumgrof3e 3
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Bisherige Beschreibung von Markov-Prozessen Uber Ziestiand Matrizen

Alternative: Bewerteter Graph (LTS) Ablauf ausgehend von einem Regentag

Aquivalent zur Matrix
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Matrizen zur Speicherung und mathematischen Analyse

Graphen zur Visualisierung

Erweiterungen

Farben von Zustanden und Kanten

Belohnungen (Engl. reward)
an Zustanden und Kanten

Belohnung in Klammern, ohne Wett
keine Belohnung
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Q 4.3 Vom Modell zum Markov-Prozess

Markov-Prozesse kodieren Verhalten im Zustand
sehr viele Zustande (Zustandsraumexplosion)

Beschreibung in einem kompakten Modell und algonsicime Erzeugung des
Zustandsraums und der Transitionsmatrix (im endlid¥edl)

Unendliche Zustandsraume nur generierbar, wennatradli
Erzeugungsvorschrift vorhanden

Die meisten Modelle sind zeitkontinuierlich, da Zusisnaumerzeugung im
zeitdiskreten Fall schwieriger ist (gleichzeitige Grasse)

Hier kurz vorgestellt (am Beispiel):

= zeitdiskrete Warteschlangen(-netze)

O Peter Buchholz 2008 Modellierung eingeb. und vert. Systeme - 16
Quantitativ 4 Zeitdiskrete Markov-Prozesse



Einfache Warteschlangensysteme: Hier AnkunftsprozesstieBer

Warteraum

Ankunfts- Bedien-

prozess pProzZess

Weitere Annahmen:

»eine Bediener
(arbeitet immmer, wenn Kunden da)

»>ein Typ von Kunden

»Warteraum der Grof3e K
(falls K <00, gehen Kunden verloren)

»Bedienstrategie FCFS

»da Zeit getaktet, nur Ereignisse (Ankunft, Bedietegrzum Taktzeitpunkt
bei gleichzeitigem Bedienende und Ankunft, wird elat Bedienende ausgefthrt
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Beschreibung von Ankunfts- und Bedienprozessen duntlideete

Markov-Prozesse
P 1-p

Einfachste Form geometrische Verteilun

Geometrische-Verteilung Ereignis kein Ereignis
Parameter [[@(0,1]:

1 - * falls xO04901,2,K
p(x):{pﬂ( p) { }
0 sonst

E (x) = 1-@1- p)* falls x=0
0) sonst

E(X)=(1-p)/p

Die geometrische Verteilung ist als einzige diskretegdfieing
gedachtnislos!
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Geo/Geo/1/K Modell

Warteraum ﬂ

P

Zustandsraum: S ={0, 1, ..., K} nur Kundezahl im Systelevant

Zeitdiskreter Markov-Prozess als Graph:

("v

mit X = (1-p)(1-q)+pq, y= q(l-p) und z = p(1-q)
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Andere Verteilungen durch Nutzung von Markov-Prozesse

Beispiel fur die Ankunfsverteilung: P Ankiinfte immer im

r 1-p  Zustand 1 und nie im

Zustand 2=
P 1-r Ankunftsprozess nicht
Warteraum ﬂ gedachtnislos
q
Zustandsraum: S ={(1,0),(2,0),(1,1), ...,(1,K),(2,K)}
¢ v=(1-p)g
Modellierung eingeb. und vert. Systeme -

X Y a=(1n(1-g)
() b=(1-)g
W
w=(1-p)(1-q)
Quantitativ 4 Zeitdiskrete Markov-Prozesse

y

ﬁ c=r(1-q)
. y
V+

b X=pq

d=rq
a a  y=p(1-9)
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Q4.4 Klassifikation von Zustanden

Verschiedene Malde existieren, um Zustande zu klassédizi
und daraus folgend ganze Markov-Prozesse zu klasesfizie

Erreichbarkeit/Unerreichbarkeit von Zustanden

» Auf der Reprasentation des Markov-Prozesses als gaect@raph
definierbar

» Zustand i von j aus erreichbar, falls ein gerichtBtfad von i nach
j existiert (d.hpz(-;’) >0 fur ein n>0)
» Falls der Zustandsraum endlich ist und m Zustande ak&thso
gilt sogar
(n)

| von j aus erreichbag p;;

;i >0 firO<n<m
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Eine Untermenge &IS ist abgeschlossdalls p, = O fur alle Paare iS’, JUS

Eine abgeschlosseidenge S'ist irreduzibelfalls fir alle i,[1S":
pg_z) > olr einn < |S
Ein Zustand i ist absorbierend, fallsp1

Beispiel (aus CalLa08): S = {0, 1,2,3,4}

03 0 03 0 04
P=| 0 0 0 1 0
0 0 05 05 0

\ 0o 0 0 0 1 )

Abgeschlossene Mengen: ...
Irreduzible Mengen: ...
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Wann kehrt der Prozess zu einem Zustand zurick, eemm einmal
verlassen hat?

i )~ p lerste Riickkehr zu j genau n Schritte nach dem Verlassen von j]
P[Xn :ijn—l %]77X1 7A.7|X0 :]]

Es qilt: f](;) = Djj
Mit p( ) =1 gilt: pﬂ Z (k)py;’_) (rekursive Berechnung)

Die Wahrscheinlichkeit uberhaupt nach j zuriickzuiat/j; = Z f(n)

n=1

Falls =1 - Zustand | ist rekurrent 1;J-£D< 1 = Zustand | transient

Falls Zustand j rekurreiist, danrM;; = » _nf J(;’ " die mitllerekRrrenzzeit

n=1

Falls fir einen rekurrenten Zustandjj Moo, dann ist | positiv rekurrent
ansonsten nullrekurrent
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Zustand 1:

Zustand 2:

O Peter Buchholz 2008
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Verallgemeinerung der Rekurrenzeigenschatft

f - — p lerstes Betreten von j genau n Schritte nach dem Verlassen von ]
P X,=73Xpn1%#7,...,X1 # j|Xog=1]

Es gilt: f,,;(jl) :p@-j .

' n— n k n-— k
Ferner gilt: p,” Z FEP g £ =Pl =3 Fpl Y
k=1 k=1

Die Wahrscheinlichkeit tiberhaupt nach j zu gelangef;; = > f@-(f)
n=1

Falls f =1 dannispyf;,; = Z n (n)

M; sind die eindeutige Losung der GleichurM;; = szk 1+ My;)
k#j
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Sei{n > O|p§?) > O} und sei d derfgedgemeinsame Teiler der Elemente

Falls d>1, so ist Zustand | periodis@nsonsten aperiodisch

0
2
Periodisch mit Periodisch mit Aperiodisch
Periode d=3 Periode d=2

Ein Zustand, der positiv rekurremnd aperiodiscist, wird ergodisclygenannt
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Einige Aussagen (ohne Beweis):

»Wenn der Markov-Prozess einen endlichen Zustandshafinso ist mindestens
ein Zustand rekurrent

»Wenn i ein (positiv) rekurrenter Zustand ist und | vamis erreicht werden kann,
dann ist auch j (positiv) rekurrent

»Falls S endlich und irreduzibel ist, dann ist jedestZnd rekurrent

»Falls S irreduzibel ist, dann ist jeder Zustand posgkurrent oder nullrekurrent
oder transient

»Falls S irreduzibel ist, dann haben alle Zustandaelise Periode

»Alle Zustande eines endlichen, aperiodischen undumielen Markov-
Prozesses sind ergodisch
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Ubersicht Zustandsklassifizierung:

Zustand

fj<1 fo=1

rekurrent

transient

null-

positiv

rekurrent

rekurrent

dj>1

periodisch aperiodisch
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Q4.5 Stationare und transiente Analyse

Transiente Mal3e: Verteilung nach k Schritten
Seim(0) Verteilung zum Zeitpunkt O (Startverteilung)

Dann gilt:
mi(k+1) = P[Xp41 =]
= ) PlXpp1 =Xk =iP[Xe =1] = ) pymi(k)
teS €S

In Matrixform aufgeschrieben:

mk+1) =m(k)P = (0)P*

Seir ein Spaltenvektor mit dem Gewinn (reward) fur Zodtain Positiorr;,
dann istr(k)r der Gewinn zum Zeitpunkt k urid_;,  T(k)r der Gewinn im
Intervall [1,K]
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Zwei Prozessor-Beispiel (CaLa08):
»Zwei Prozessoren

» Mit Wahrscheinlichkeitx trifft ein Job ein

»Falls beide Prozessoren frei sind, wird der Job Psozdszugewiesen, falls
nur Prozessor 2 frei ist, wird diesem der Prozess z@gew] ansonsten geht der
Prozess verloren

»Ein arbeitender Prozessor beendet mi38eine Bearbeitung
»Bearbeitungen enden vor der Ankunft der Jobs

Poo = (1) Poi= O

Py = B(1-) p1; = (1B)(1-a)+af P, = (1P)a
Poo=P*(1-0) Py = PB(A-P)(1-0)+B(1-P)(1-0)+P%a
P, = (1P)*+B(1-P)a+p(1-P)a
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Fira=0.5 undp=0.7 erhalten wir folgende Matrix

0.5 0.9 0
P = 0.3 0.0 0.15
0.245 0.455 04

Seit(0) = (1, 0, 0) dann isi(3) = T(2)P = T(0)P3= (0.405875, 0.496625, 0.0975)

Die mittlere Anzahl aktiver Prozessoren zum Zeitguhkann mittels des reward
Vektorsr = (0, 1, 2J durcht(3)r = 0.691625 berechnet werden

Die mittlere Anzahl Jobs, die zum Zeitpunkt 3 fextigrden ergibt sich aus:
L (3)B + T4(3)(232% + 2(1P)P) = 0.8526875

Wahrscheinlichkeit, dass das System im Intervall [@&] bleibt:
,(0)(1-0) = 0.125
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Oft besteht Interesse an einem ,typischen* VerhaltenMigrkov-Prozesses
Beispiele

»Wie lautet die mittlere Auslastung der Prozessoren?

»Wie grol3 ist die Regenwahrscheinlichkeit an eineneb&len Tag?
> ...

Formal: m; = klim i (k)

Damit verbunden sind die Fragen:
»Wann existiert der Grenzwert?

»Beschreibt der Grenzwert eine Wahrscheinlichkeitsilarig
(d.h. giltZ 1t = 1)

»Wie beeinflusst(0) den Grenzwent?
»Wie berechnet marn?
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Berechnungtk) = m(k-1)P mit m(0) startend
Es gilt damit auchik) = 1{0)P* und Pk sollte gegen eine Matrid konvergieren

Fallstterreicht sollte geltem= 1P und dammWahrscheinlichkeitsverkr = 1

Ein Beispiel:
N
0 0.5 0.5 1 0 0
P=|1 0 0 CP2=| 0 05 05
1 0 O 0 05 0.5 Grenzwert
— existiert nicht!
0 0.5 0.5 1 0 0
P’=|(1 0 0 ., P*=| 0 05 0.5
1 0 0 0 0.5 0.5
——

Fir T(0)=(1, 0, 0) giltr{2k)=(, 0, 0) und(2k-1)=(0, 0.5, 0.5) (k>0)

Allgemein gilt: Falls der zeitdiskrete Markov-Proz&seduzibel und
periodisch (mit Periode d>1) ist, so existiert der Gvegrt nicht,
sondern es existiert fur jedesch ein eigener Grenzwert

d.h. lim._ P*=Tl(k mod d)
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Allgemein qilt folgender Satz (hier ohne Beweis):

Wenn in einem zeitdiskreten Markov-Prozess alle Zua&tdngodisch sind, so
existiert M = lim,__P*und entspricht einer Matrix, bei der alle Zeilenntigch
zu Ttsind= mist unabhéangig vom(0).

(Zur Erinnerung: In einem endlichen, irreduziblaperiodischem zeitdiskreten
Markov-Prozess sind alle Zustande ergodisch)

Ferner giltrt= (M;)*

Berechnung vomt

»Iterativ: Berechnetk) = (k-1)P
Abbruch falls fftk)-r(k-1)|| <e

»Direkt: LOsung des Gleichungssysterts 1P

mit der Normierungsbedingurigt = 1

Rang vonrP flr irreduzible Markov-Prozesse |Si1

durch Einbeziehung der Normierungsbedingung entstargindeutig losbares
Gleichungssystem
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Beispiel von Folie 10:

03 05 02 \&
P = 0.2 0.5 0.3

0.1 0.4 0.5
Gleichungen:
m™m = 03m + 0.5m + 0.273
™ = 02m + 0.5m + 0.3m3
s = 0.1m + 0.4ms + 0.57s3
I = m + + 73

Eine der ersten drei Gleichungen ist redundant
LOsung des resultierenden Gleichungssystems laute(0.183, 0.465, 0.352)
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Was passiert, wenn nicht alle Zustande ergodisch sind?

Falls in einem irreduziblen, aperiodischen Markovzess alle Zustande
transient oder nullrekurrent sind, so gilt fur gllg = lim,_ (k) = 0

= Es existiert keine stationare Verteilung!!

Beispiel:

©e’e e 0"

» Falls p>0.5 sind alle Zustande positiv rekurrent urdstiitionare Verteilung
existiert (Berechnung spater siehe M/M/1)

» Falls p<0.5 sind alle Zustande transient und die si@teVerteilung existiert
nicht

» Falls p=0.5 sind alle Zustande nullrekurrent und dagatare Verteilung

existiert nicht
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In einem reduziblen Markov-Prozess lassen sich Zustarldetermengen S
Sy .-, disjunkt unterteilen

> S ist die Menge der transienten Zustande

»S, Ist die I-te rekurrente Zustandsmenge (abgeschlossen)

> Fallsin S alle Zustande
ergodisch sind, so existiert dort
eine stationare
Zustandsverteilung

» Die stationare
Wahrscheinlichkeit aller
Zustande in Sst 0

» Die stationare Verteilung des
Prozesses hangt vai0) ab
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Q4.6 Absorbierende zeitdiskrete Markov-Prozesse

Wir betrachten zeitdiskrete Markov-Prozesse, derastafislsmenge S sich in zwel
Untermengen unterteilen lasst

» S die Menge der transienten Zustande
» S, die Menge der absorbierenden Zustande lo# i= p; = 1.0
Seitt(0) > 0= i0S

Es qilt lim,_ (k) = O fur K1S

Ziele:

3 »Berechnung der Anzahl Schritte bis zum
Erreichen eines absorbierenden Zustandes
»Wahrscheinlichkeit einen bestimmten

S, absorbierenden Zustand zu erreichen

Systemanalyse bis zum Eintreten eines

bestimmten Ereignisses
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Beispiel: Diskrete Phasenverteilung (siehe BeispieFalie 20)

P
m0)=(1,0,0)

1-r Wie lange dauert es im Mittel bis zur nachsten Ankunft
wenn der aktuelle Zustand O ist?

Formeln auf Folie 25 zur Berechnung nicht anwendtief<1 fur #2

lterative BerechnuncMoz = » _ k(ma(k) — ma(k — 1))
k=1
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Beispiel: Diskrete Prozessmodell
» Prozess Laufzeit wird auf einem Prozessor bearbeitet

» Am Ende eines Schritts ist der Prozess mit
Wahrscheinlichkeit p fertig (Ubergang in Zustand 2),
falls kein Fehler aufgetreten ist

» Mit Wahrscheinlichkeit g tritt ein Fehler auf , dign
Prozessor in einen Fehlerzustand tUberfihrt

m0) = (1, 0, 0, 0) (Ubergang in Zustand 1)
Mit welcher » Der Fehlerzustand im nachsten Schritt wieder
Wahrscheinlichkeit wird verlassen, falls kein zweiter Fehler auftritt

der Prozess erfolgreich
bearbeitet?
Wie lange dauert im Mittel

» Ein Fehler im Fehlerzustand flihrt zum Abbruch der
Bearbeitung (Ubergang in Zustand 3)

eine erfolgreiche lterative Berechnung:
Bearbeitung?
Erfolgswahrscheinlichkeit o2 = Z T2 (k)
k=1
o0
Bearbeitungszeit 7, — 2<k=1 k(ﬂigm —ma(k—1))
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Besserer Ansatz Uber die Fundamentalmatrix
(hier nur kurz angedeutet, Details im Buch von Keynamd Snell)

Matrix zeitdiskreter absorbierender Markov-Prozesse

P ( Q ) Es qilt: lim_ ,QkundZ,_, QX existieren

Fundamentalmatrix: N = (I-Q)~' =) " Q*

Ergebnisse:

»N; ist die Anzahl der Besuche in j vor Verlassen dersienten Zustande, wenn
der Prozess sich im Zustand i befindet

»SeiB = NR, dann isB; die Wahrscheinlichkeit, dass ausgehend von Zustand
ISt eine Absorption in Zustand$, erfolgt.

O Peter Buchholz 2008 Modellierung eingeb. und vert. Systeme - 41
Quantitativ 4 Zeitdiskrete Markov-Prozesse



