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Ziele:
» Zeitkontinuierliche Markov-Prozessen definieren tkén

»Modellierungsmachtigkeit zeitkontinuierlicher Makko
Prozesse kennen lernen

»Ubergang vom Modell zur Markov-Prozesse kennerelern
» Systeme mit Hilfe von Markov-Prozessen bewertemkdn

» Algorithmen zur Analyse von zeitkontinuierlichen Mav-
Prozessen kennen lernen

»Das M/M/1-System einordnen und handhaben kdnnen

»|deen zur Analyse von strukturierten unendlichest&yen
kennen lernen
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Q5.1 Zeitkontinuierliche Markov-Prozesse

Wir betrachten Zeit TR, und
endliche/abzéahlbare Zustandsraume (bei Bedaifi )X

Schreibweise X(t) Zustand zum Zeitpunki,

Fur einen zeitkontinuierlichen Markov-Prozess gilt

PIX(tr )Xt X (07X X (1) o] = PIX (b ) Xy X (1) =X
Firt,, >t>..>t,

d.h. Zukunft hangt nur vom aktuellen Zustand ab!

Beide Markov Bedingungen sind erfullt:

M1: in der Vergangenheit eingenommene Zustandeisigldvant
M2: Verweilzeit im aktuellen Zustand ist irrelevant

M2 bedeutet, dass die Verteilung der RestverweilgeZustand unabhangig
von der bisherigen Verweilzeit ist (Gedachtnislositkei
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Einschub:

Exponentialverteilung (Parameter0)

f(x):{)l Eg_

F (X) = {1_8

e E(X)=1/A
e 02(X)=1/A2
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Gedachtnislosigkeitseigenschaft der Exponentialvertgilu
Falls eine ZV X exponentialverteilt ist, so gilt
PIX>t+s|X>t1] = P[X > s], da
PIX>t+s|X>t]=86"/egM=ghs=P[X > g]

121

Dies hat zur Folge, dass die ;-

A
Restzeit einer A\

. . . 08 1 \
Exponentialverteilung immer \\
exponentialverteilt mit einer 1 N
konstanten Rate ist 0a

Die Exponentialverteilung ist die
einzige gedachtnislose
kontinuierliche Verteilung

o

2_-
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Weitere Eigenschaften der Exponentialverteilung:

»Additivitat: Das Minimum zweier Exponential-Vertefigen mit Ratei und
U ist exponentiell-verteilt mit RateA & )

(Offensichtlich kann dies auf eine beliebige Anzabm ¥Exponential-
Verteilungen erweitert werden)

»Ausdinnung: Wenn Ereignisse mit exponentiell vadaeiEintrittszeiten mit
RateA durch eine Zufallsentscheidung nur mit Wahrscheinkahi akzeptiert
werden, so ist die Zeit zwischen zwei akzeptiertandaissen exponentiell
verteilt mit Rate p

»Falls Ereignisse mit einer exponentialverteilten &amungszeit mit Rat®
erzeugt werden, so entspricht die Anzahl Ereignaigein einem Intervall [O,]
erzeugt werden, einem Poisson-Prozess mit Rate

D.h. P[k Ereignisse in einem Intervall der Lange gt (At)k/k!
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Zurtck zu zeitkontinuierlichen Markov-Prozessen:

pi(s.t) = PIX(t) =] | X(s) = 1]

Wir beschranken uns auf homogene Markov-Prozesse, d.h.
P;(1) = P[X(s#1) = | X(s) = i] fur alle s= 0

Offensichtlich mus&, p;(t) = 1 fur allet gelten

o 0 Verhalten ausgehen von Xi:

»Im Gegensatz zum zeitdiskreten Fall ist die Anzahl der
Transitionen im Intervall [t,tA] nicht a priori beschrankt

@ > aber lim,_gp;(A) = O fiir ), falls die Verweilzeit in
G einem Zustand durch eine Exponentialverteilung mit

endlicher Rate beschrieben ist
= lim,_,p;(4) = 1 (Summe der Wahrscheinlichkeiten)
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Ziel: Untersuchung einzelner Transitionen
0(A) definiert Funktion fur die gilt linp_, (0(A)/A) =0

N . . N 271 VAN R
Transitionsratast definiert als  ¢i; = Algnoo % fur i # j

Damit gilt auchp:; (A) = ¢i; A + o(A)

Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten flr jefddsergeben muss, gilt
L—pi(A) =Y pii(A) = qA+o(A)
i#J i#J

Bestimmung von g

qi; = lim pu(2) — 1 = lim _Zj#iQijA—l_O(A) — q“——ZQ“ <0
v A—0 A A—0 A v — Y=
JFt
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Transitionsraten,gwerden einer Matrix) zusammengefasst
Eigenschaften vo@:
»Zeilensumme 0

»Nicht negative Elemente aul3erhalb der Diagonalen

Verhalten des Markov-Prozesses im Zustand i:
»Die Verwellzeit im Zustand ist exponentiell verteritt Rate —g

»Beim Verlasen des Zustandes geht der Prozess mit Wainiszitieeit q; / -q;
In Zustand j Gber

Eingebetteter zeitdiskreter Markov-Prozess der Ubgysimahrscheinlichkeiten:
»Zustandsiibergangswahrscheinlichkeiten g; / -g; fur iz und =0
»Matrix Sdes eingebetteten diskreten Markov-Prozesses Y

Y, ist der Zustand nach der k-ten Transition
Verweilzeit im Zustand wird nicht beachtet
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Ein kleines Beispiel (Wetter in Dortmund in kontiewicher Zeit)
Zustandsraum S ={1, 2, 3}

X =1: Regen ’%“
x = 2: Bedeckt 06 03 03 \&
X = 3: Sonnig Q=| 02 —05 03 2

0.2 0.2 —-04

Interpretation: Wenn es bedeckt ist, wird es ein@egptiell verteilte Zeit mit
Rate 0.5 bedeckt bleiben (im Mittel also 2 Tagehdf@igt mit
Wahrscheinlichkeit 0.4 ein Regentag und mit Wahrstichikeit

0.6 ein Sonnentag

0 05 0.5

Eingebetteter Markov-ProzessS —= | 04 0 0.6
0.5 05 0

Interpretation der transienten oder stationaren Veng des eingebetteten
Markov-Prozesses!?
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Wie im zeitdiskreten Fall kbnnen zeitkontinuierkcMarkov-Prozesse mittels
gerichteter bewerteter Graphen dargestellt werden

Mit Hilfe des Graphen werden definiert:

»Erreichbarkeit — Unerreichbarkeit von
Zustanden

»Abgeschlossene und irreduzible
Zustandsmengen

Q(k.l)

Weitere Eigenschaften konnen aus dem eingebettetehskreten Markov-
Prozess abgeleitet werden:
»Rekurrenz von Zustanden: i im eingebetteten Praskssrent=

| im zeitkontinuierlichen Prozess rekurrent
»Vorsicht: positive Rekurrenz und Nullrekurrenz Glesgen sich genauso
wenig wie Periodizitat

O Peter Buchholz 2008 Modellierung eingeb. und vert. Systeme - 12
Quantitativ 5 Zeitkontinuierliche Markov-
Prozesse



Wie im zeitdiskreten Fall wird das Verhalten des Marrozesses auch im
zeitkontinuierlichen Fall durch die Chapman-KolmomoGleichungen
beschrieben

Es gilt dann fir homogen Markov-Prozesse gilt:

Pij (7'> — Zpik(T — Of)pkj((]f) fur0<a<r
k

pij(t +A) —pi(t) = ijpz'k(t + A —a)prj(a) — Xk:pz'k(t — a)pi; (@)
= Ek:(pik(t + A —a) —pi(t — a))pr;j (o)

Wenn beide Seiten duréhdividiert werden und\ - 0, a -t betrachtet wird, so
ergeben sich

dp,,;- t
Chapman-Kolmogorov Vowartsgleichunge cgt( ) = qu’pik(t>

dp,,;- t
Chapman-Kolmogorov Ruckwartsgleichungei! cgt( ) = Zq'ikpkj (t)
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Sein(t) der Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten zuatpdinkt t

(—|—A> ' 1—2%3 + quﬂk(t) A—I—O(A)

J#1 k1

Da die Diagonalelemente véhdie negative Zeilensumme beinhalten gilt auch

( + A (Z qkmk ) (A)

und folgende Grenzwertbetrachtung
. 7Tf,;(t—|—A>—7Tf,;( (A)
ilino ( A ) B ilino (Z GwiTk (1t A

=) quime(t) = i) _ m(t)Q
k

Im stationaren Fall andert sich die Wahrscheinliclskettteilung nicht mehr, d.h.
die Ableitung wirdO.
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Q5.2 Vom Modell zum Markov-Prozess

Beschreibung der Modelle Gblicherweise in einem Magteihgsformalismus
= Ableitung des Markov-Prozesses

Unterscheidung zeitdiskrete und zeitkontinuierlichedglle:

»>In zeitdiskreten Modellen mit parallelen Aktivitatekbnnen alle Kombinationen
parallel aktivierter Transitionen auftreten

»n zeitkontinuierlichen Modellen treten Ereignissezein auf

Wir betrachten als Beispiele:
»Warteschlangennetze
» Stochastische Petri-Netze

» Stochastische Prozessalgebren
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Warteschlangennetz: Station mit unterbrochenem &woidskunftsprozess
(vgl. zeitdiskretes Modell in Q4)

! _‘_u_
\ J

Kapa{zitét K
Zustandsraum: S ={(1,0),(2,0),(1,1), ...,(1,K),(2,K)}

M M M
)\ )\ )\ nnn
Bl o B| o B| ‘a BJ |
L

u
A

<«
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U
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Leistungsmalie in Warteschlangennetzen:
A _‘_L
a

Stationare Mal3e werden mit Hilfe des stationaren Mskt berechnet
(transiente Mal3e mit Hilfe des transienten Vekith
Beispiele:

»>Mittlere Population im Puffet,_, . k(m, , + 1)
> Auslastung des Bedienerg;, , (T4, +T5,)
»Durchsatz,_;, W1+ 15,)
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Stochastische Petri-Netze

s €4
S S5
S5
— A1 A1 0 0 0 \
0 —Xo—A3 A3 A4 0
0 A4 0 —A3—X\g A3
Feuerungsrate=A, \ A5 0 A 0 —A4 — A5 )
S={51,55: $5:5;5,,55:1-{1.2,3,4,5}
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Stochastische Prozessalgebren

P
P
P
Py, =
P
P
P

= (think, A,).P,,

= (get, ay).Py3
= (work, 1y).Py,

(rel, By).P,
= (think,A,).P,,

= (get, a,).Py;
= (Work, 1) Py,

= (rel, B,).Py

M =(get, T).M +

(get, T).M,

=(rel, T).M
=(rel, T).M
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Pll’PZl’M
/\
P12,P21, P, ,P,, M
I:)13’F)21’ P11 ,Po3 .M
13’ 22’ 12’ 23’
I:)14 ’P21 ’Ml Pll ’P24 ’MZ
\ /

P14,P22,M1 I:)12’F)24’|v|2
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Leistungsmalie in Prozess-
Algebren:

» Definition tber
Zustande von
Komponenten oder

» Transitionsbe-
schriftungen
Beispiel
»Zustand B, und
Ressource I}_/I

»Durchsatz der mit
get, beschrifteten
Transitionen

I:)11 ’P21’M
/\
P, P, M Py ,Ppy .M
12’ 22’
P13,P .M P.1,P5,M
\
13’ 22’ 12’ 23’
I:)14’|:)21’|\/|1 I:)11’|:)24’|\/|2
\ /

I:)14’|:)22’|\/|1 I:)12’F)24’|\/|2
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Q5.3 Stationare Analyse

Ziel ist die Bestimmung von lim_1(t)

Falls der Markov-Prozess stationar ist, gilt ligr(t) =Tt

d.h. der Grenzwert konvergiert gegen einen eindentVektor
Unter Nutzung der Chapman-Kolmogorov Gleichungdtndginn:

T

EZTFQ:OUHd zz:mzl

Bleiben folgende Fragen:
»Wann existiert eine eindeutige stationare Verteilung?

»Wann ist die stationare Verteilung unabhangig m®)?
»Wie berechnet man die stationare Verteilung?

» Gibt es einen Zusammenhang zwischen der stationameilMieg des
zeitkontinuierlichen Markov-Prozesses und des einggtieet zeitdiskreten
Markov-Prozesses?
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Existenz der stationaren Verteilung:
»Fur einen endlichen irreduziblen zeitkontinuiergahMarkov-Prozess
existiert eine eindeutige stationare Verteilung, dissenabhéngig von(0).

»Fur einen unendlichen irreduziblen zeitkontinuarén Markov-Prozess in
dem alle Zustande positiv rekurrent sind, existiere @indeutige stationare
Verteilung, diese ist unabhangig viD).

»Fur einen Markov-Prozess dessen Zustandsraum S siaitennbengen S
Sy .-y S disjunkt unterteilen lasst, so dass

» S nur transiente Zustande beinhaltet

> alle S, irreduzible Zustandsmengen sind, in denen alle Zustaosigv
rekurrent sind

kann eine eindeutige stationare Verteilung berecheeden, die von
1(0) abhangt
Bedingungen wie im zeitdiskreten Fall ohne Periddiki
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Berechnung der stationaren Verteilung:
LOsung eines linearen Gleichungssystems

»Fur endliche Zustandsraume Standard
aber Zustandsraume kénnen sehr grol3 werden (Millidddinarden, ...)

»Im endlichen Fall nur bei spezieller Struktur I6sfrakursive Berechnung)

Wir beschranken uns erst einmal auf den endlichdn Fal

r%\: 0 = —-0.6m;y + 03m + 0.3m3
06 03 03 \& 0 = 02m — 05m + 0.3m
Q = 0.2 —0.5 0.3 0 0.27m4 + 02w — 0.4m3
0.2 0.2 —-04 I = m + + 3
Eine der ersten drei Gleichungen ist redundant!
Resultat lautett= ( 0.25, 0.3214, 0.4286)
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Berechnung der stationaren L6sung:

»Direktes Losungsverfahren auf Basis der Gaul3-Elinundtind Varianten)
Aufwand: Speicher Ofy Zeit O(r¥)

> Iteratives Losungsverfahren berechnet konsekutive éqpmationen
Aufwand: Speicher O(nz) (nz: Nichtnuzllelement&)) Zeit ??

Beispiel: Power-Methode
Seia > max |Q;;| undP =Q/a +1 (P ist eine stochastische Matrix!)
Berechne lim_ (k) = m(k-1)P konvergiert gegem falls P aperiodisch

il -0.6 0.3 0.3 0 1/2 1/2
Beispiel:

P Q= 02 —05 03 | = P=| 1/3 1/6 1/
Fiira=0.6 0.2 0.2 —-04 1/3 1/3 1/3

Power-Methode konvergiert oft sehr langsam, es gikddre iterative Methoden!
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Zusammenhang zwischen der stationaren Verteilung a&srmuierlichen

Markov-Prozesses mit MatriQ und des eingebetteten zeitdiskreten Markov-
Prozesses mit Matri fir endliche Zustandsraume

»Q irreduzibel = Sirreduzibel &sei zusatzlich aperiodisch)
» SeiTttstationare Verteilung vo® und®0 stationare Verteilung vo8g

AN \\

~06 03 03 \& 0 05 05\ &
Q= 02 -05 03 S=[ 04 0 06

02 02 —04 05 05 0

m=( 0.25, 0.3214, 0.4286) 8=(0.3111, 0.3333, 0.3556)
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Q5. 4 Transiente Analyse
Berechnung vom(t) in Abhangigkeit vorm(0)

Es giltry(t) = %, (O)PIX(H)=i | X(0) = ] =5, T§(Q)py ()

In Matrixform 1qt) = T0)P(t) mit der L6sungtt) = 1(0)€&?

o0 k
Approximation durch Taylor-Reihe®" = Z (C’Z)
k=0
L K (Ot)k
Damit gilt: 7 (¢) ~ x(0) Z (%!)
k=0
—-0.6 03 0.3 0.401
Q= 02 -05 03 | = P(20)~ | 0.200
0.2 02 -04 0.200

0.276
0.478
0.231

Berechnung u.U. in mehreren Schrit@0), r(tl),... n(t, )=mq(t)
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Alternative Methode: Randomiserung/Uniformisierung

Zeitkontinuierlicher
Markov-Prozess

0.3

Einflhrung eines Weckers mit exponentiell
verteilten Zeiten mit Rate > max |Q, ;|

Falls der Prozess im Zustand i ist und der
Wecker ablauft, so akzeptiere Ereignis mit
WabhrscheinlichkeitQ;;| /a

= Zeit bis zum nachsten Ereignis
exponentiell verteilt mit Rat€)| ;|

Exponentiell

” verteilt mit
1-Qj;l/a Ratea
1/2 Rate 0.6
1/3
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Transformation des zeitkontinuierlichen Prozessemenezeitdiskreten Prozess
+ einen Poisson-Prozess

Q = P =Q/a + | (stochastische Matrix)

Es gilt dann (¢ Z e_o‘t P*

Vorteil gegenuber Taylor-Reihe, keine negativen d/and Berechnung von
Fehlerschranken maglich

X —at (o) pk X —at (@) Bk
7(0) ;,;o e~ =—P" < 7(t) < 7(0) kzo e~ ¥ =-P" +ce
- . -

k
mit e =1 — l;_:o e~ ot —(OZ!)
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Q5.5 Stationare Analyse von Modellen mit unendlicha
Zustandsraum

LOsung eines Gleichungssystems mit unendlich vielera\gkm

= Nur in speziellen Fallen moglich, wenn eine rekegsstruktur vorliegt

Beispiel: Geburts-/Todesprozess
(hier zeitkontinuierlich, zeitdiskret analog zu betialn)

A Py A A A A P A A
O 9 © © 0 6 6
u u u u u u u

Seip=A/p
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Basis der stationaren Analyse von Markov-Prozessen

Wahrscheinlichkeitsfluss: W. im Zustand zu s€lmansitionsrate
Im stationaren Zustand andert sich die
Wahrscheinlichkeitsverteilung nichs

Fluss aus einem Zustand = Fluss in den Zustand

Berechnung der stationaren
Abfluss = Wahrscheinlichkeiten lasst sich
auf Losung eines linearen
Gleichungssystems mit
rekursiver Struktur reduzieren

Zufluss

ﬁ;burts—/Todes-ProzeSS'
©)9)6)8)6 0 6

Flussgleichgewicht Uber jeden Schnitt!
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Resultierendes Gleichungssystem

AN\
Ti* A=DPit1-H = m-:?ro(;) = p'

 Falls wirtg, kennen, konnen wir allg berechnen

Uberlegungen zur Berechnung van
™ (1= 0, ....,.) definieren eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

= Summe dert muss 1.0 ergeben

1
Damit gilt: Zm—ﬂoZp = M0 = o5 —
Zp

Vorausgesetzt die Reihensumme ist endlich!

i -1
Geometrische Reihe > #°' = (1 —p)~" falls p <1
1=0
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Fallsp > 1 werden alle Zustande nullrekurrent

—alle Zustandswahrscheinlichkeiten werden 0
Prozess driftet nach rechts (gegen unendlich)

Furp < 1 geometrisch fallende Zustandswahrscheinlichkeiten

0.25
0.2

0.15 o

=09

0.1 mp=0.8

0.03 ' I I
() I [ [ [ [ [ [ I [ . [ . |
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Interpretation als einfache Warteschlange

(Details zur Modellklasse im nachsten Kapitel)

Bedienung mit exponentiell

Ankinfte mit exponentiell verteilten Bedienzeiten mit
verteilten Zwischenankunfts- Ratep

zeiten mit Rate C

Potenziell unendliche Kapazitat
Typische Fragestellungen:

v

»Wie viele Kunden warten im Mittel?
(Population N (inkl. Bediner) bzw. Nexkl. Bediener)

»Wie viele Kunden werden im Durchschnitt pro Zeit@itlvedient? (Durchsatz X)
»Wie lange wartet ein Kunde im Mittel? (Wartezeit W)

(N, N,,, X, W sind Zufallsvariablen, wir berechnen Erwadawerte!)

O Peter Buchholz 2008 Modellierung eingeb. und vert. Systeme - 33
Quantitativ 5 Zeitkontinuierliche Markov-
Prozesse



Auslastungp = 1 —Tr, Durchsatz E(X)

00 o0 '
Mittlere Population: E(N) = > i-m; = 1-p) > i-p
~ -
1= . o 7 dl 1
_ _ 1 _ P
= U=rrar = 15
Mittlere Population: B(N,,) = S (i—1)-m = (Q1—pp> i-p
(nur Warteraum) i=0 , i=1
= pE(N) =
100.00
80.00 |
2 60.00 ’ Verwellzeiten spater siehe Q6.1
40.00 |
20.00 |
0'O%.OO 0.20 O.‘40 O.‘60 0.‘80 1.00
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Verallgemeinerung der Ideen

Zur Erinnerung:
SeiQ irreduzible Matrix eines zeitkontinuierlichen Markévozesses
Seia >max |Q;| (@ <o) undP =Q/a + |

SeiP aperiodisch (immer erreichbar durch Wahl wor max |Q;|)

Es gilt dann fur VektommitZ m=1:mQ =0 « MP =T

=Wir kdnnen mitQ oderP arbeiten
(und nutzen im Folgendd®)

Ziel: Herausarbeiten von Strukturen, die es erlawghsm bei unendlichen
Zustandsmengemnzu berechnen
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Bisher behandelte Matrixstruktur (siehe M/M/1-System)
Geburts-/Todesprozess:

( 1 — poo Po1 \
P10 1 — p1o — p12
P = P21 1 —po1 — P23 pos

\ .

Mit der rekursiven Berechnung:

Tiv1 = (Piv1i) " (1 = pig)mi — pic1imiz1), ™1 = (p10)” (1 — poo)mo

Wenntt, bekannt ist, so kdnnen alfeberechnet werden!

—_—

Mdoglicher Ansatz: Auftretender Fehler
1.Setzay, =1 proportional zu

. = o0 N
2.Berechner, ..., | |
3.Normalisiere den resultierenden VektoL Z mi/ Z g

1=N+1 1=0
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Verallgemeinerung obere Hessenberg-Matrix

( Poo Po1r Po2 PpPo3 - \
Pio P11 P12 P13z -
P — 0 D21 p22 P23

0 0 p32 ps33

Mit der rekursiven Berechnung:

i—1
mip1 = (pig1a) " | (L= pa)mi = > iy | 5 ™1 = (p10) " (1 — poo)mo
i=0

Rekursive Berechnung, wie auf vorheriger Folie!
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Geht es noch weiter?

Ja, wenn sich nicht einzelne Elemente, sondern dantermatrizen wiederholen!

= Matrix-Geometrische/Matrix-Analytische Methoden (hmerr erste Ansatze)

Matrix eines Quasi-Geburts-Todes-Prozesses (QBD):

( B, B, 0 0 o .. \
B2 A1 AO 0 0 .
Q= 0 Ay, A; Ay O
0 0 A, A; A

\

)

Dimensionen der Matrizen

>B, : pxp »B.eT+B,e'=0"
»B,: pxm »BeT+ (A, +A,) e =07
»B2 . mxp

»(Ag+A +A)e =0T

»Ay A undA, : mxm
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Sei nunm = (T, T1U,...) Mit

> T, Vektor der Lange p

»>Tt (i>0) Vektor der LAnge m

Ges. Vektommit Q=0 undTt®e’ = 1, sofern dieser existiert!
Wir nehmen an, das3 irreduzibel ist

Struktur der Matrix ahnelt Geburts-Todes-Prozess

wenn Skalare durch Matrizen ersetzt werden!

Losung Geburts-Todes-Prozers= p1t, = p'1, und1, = 1-p

Geburts-Todes-Prozess Quasi-Geburts-Todes-Prozess
Ersetzep durch MatrixR der Dimension mm und

Prife, was passiert!
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Erst einmal fir}2 (beij=0 oder 1 u.U. Dimensionsprobleme)
i 1Ag+ AL+ i 1A =0 ()

Wenn eine Matrix R wie angenommen existiert sofgili>2:

T =1 1R = m =mRI!

Eingesetzt in (*):

mRITFA+ mRTIA + mRIA, =0 fir alle p2

Damit muss auch gelten:
mR77? (Ag+ RA; + R?A3) =0 = Ag+RA; +R?A, =0

Quadratische Matrixgleichung zur Bestimmung ¥%on
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Damit rtexistiert , muss geltemz,_, R' e’ < o
d.h. der Spektralradius vétymuss kleiner 1 sein!

Angenommen, wir hatten ein ,passendBjefunden,

dann muss nocly, berechnet werden!

Es gilt: moB1 + m B> 0
moBo + T A1 +mAy = 0

Einsetzen vomR fur m, liefert:

(71, o) B, Bo —0
DR\ By, Aj+RA, /|

LOsung erfordert zusatzliche Normierungsbeding@wunime der W. 1):

o0
' —1
1:7T08T—|—7T1 E RJeT:WOeT+7T1(I—R> eT
J=0
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Berechnung voiR:

Viele Verfahren existieren, wir schauen uns nur egiafachen Algorithmus an

Matrix A, besitzt negative Diagonalelemente uh@" <0
FallsQ irreduzibel ist, existiertA,)*

Damit kénnen wir umformen:

0=A¢+RA; +R?Ay =R =— (AO (A1)~! + R2A, (Al)_1>

Fixpunkt-Algorithmus, initialisierdk[0]=0 und iteriere
R[k| = — (Ao (A1) " + (R[k —1))° A5 (A1) )

bis |R[K]- R[k-1]|| <€
Verfahren konvergiert, aber u.U. sehr langsam!
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