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Ziele:

»Einige grundlegende Gesetzte der Leistungsanabsedn
und anwenden lernen

»Elementare Warteschlangensysteme klassifizierenan
» Systeme mit Warteschlangennetzen modellieren kdnnen

»Grundlagen der Mittelwertanalyse und daraus reselider
Algorithmen kennen lernen
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7.1 Einfache Gesetze der Leistungsanalyse

Viele Systeme lassen sich durch Auftrékgenden/Werkstucke/Jobs/...
beschreiben, die Ressourddaschinen/Schalter/... belegen

»Jeder Kunde hat einen Bedienwunsch

»Ressourcen sind nur in beschranktem Umfang vorhanderKuaihden missen
u.U. auf Zuteilung warten
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Basissystem bekannt unter mehreren Bezeichnungen \dfdaiegen,
Bediensysteme, Wartesysteme, Stationen, ... (+ dieaigie Bez.)

Abstrakte Darstellung——> —O—>

Struktur 2. Bedienzeit-
5. Kundenpopulation verteilung

——-—~

4. Warteraum-

;. NN 6. Bedien-
N \ disziplin
%% % v 1. Ankunfts- P

% “ prozess % % %
T % :
% I

kapazitat 3. Anzahl
Bedlener
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1. Ankunftsprozess: Stochastischer Prozess zur Beschgeilaun
Kundenankdinfte,

2. Bedienzeitverteilung: Verteilung der ZV zur Détion der Bedienzeiten
Typische Beispiele (mit Abkirzungen) werden fir Bedeiten und
Zwischenankunftszeiten verwendet
 Exponential-Verteilung (M)
e Erlang k-Verteilung (B
e Hyperexponential-Verteilung mit k Phasen H
 Deterministische-Verteilung (D)
« Allgemeine-Verteilung (G) zus. unabhangig (GI)

Bisherige Definition umfasst einzelne Anktinfte undzeine Bedienungen,
naturliche Erweiterung auf Gruppen-Ankiinfte und fggen-Bedienung:

 Symbolische DarstellungB\wobei
« AU{M,E,H,D,G,Gl, ...} Verteilung der Zwischenankunftszeit

« BUO{M, Geo, D, G, GlI, ...} diskrete Verteilung der Gpgngrolie
M bedeutet hier Poisson-Prozess, Geo geometrischel\iegte
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3. Anzahl Bediener
alle Bediener werden als identisch angenommen
falls die Anzahl Bediener unendlich ist, spricht manhavon einer
Verzogerungsstation
4. Grole des Warteraums
es wird davon ausgegangen, dass Kunden bis zum Ewrdddgdienung im
Warteraum bleiben (Grél3e des Warteraasizahl Bediener)
Kunden, die eintreffen, wenn der Warteraum volldigmefllt ist, werden
abgewiesen
a. falls Anzahl Bediener = Grél3e Warteraum,
spricht man auch von einem Verlustsystem
b. falls Anzahl Bediener < Grof3e Warteraunik
spricht man auch von einem Warte-/Verlustsystem
5. Kundenpopulation im System
potenzielle Population, die das System nutzen konnte
neben der maximalen Kundenzahl hangt die Ankunéssitat von der
Kundenpopulation ab
6. Bediendisziplin (Auswahl der Kunden zur Bedienung)
Beispiele: FCFS (First Come First Served), Random,&.(Qfast Come First
Served), PS (processor sharing), SPT (shortest progdsamfirst), ....
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Spezifikation von Stationen Uber Kendall-Notation:
A/B/c/N/K/SD

* A Zwischenankunftszeit (ZV)

* B Bedienzeit (ZV)

» ¢ Anzahl Bediener

* N Kapazitat des Warteraums (Voreinstelluny

« K Gesamtpopulation (Voreinstellung)

« SD Bedienstrategie (Voreinstellung FCFS)
Beispiele:

M/M/1 exponentiell-verteilte Zwischenankunfts- unddBmnzeiten, ein
Bediener, unendliche Kapazitat des Warteraums uniddlicke Population

M/GI/2/5/10/RANDOM exponentiell-verteilte Zwischerlamftszeiten,
unabhangig allgemein-verteilte Bedienzeiten, 2 Beeli, Warteraum mit
Kapazitat 5, Gesamtpopulation 10 und zufallige Audwiar Auftrage
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Warteschlangennetze bestehen aus mehreren Ressouecam diuftragen u.U.
mehrfach besucht werden

Geschlossenes System

Offenes System

’ R 1T o . Router | .. . RefStation .
. Source . . . . . Router . . . . CoDiski - | - -
....... . . B . . . . B . . . B . N T

| me, | e,

............... ST o Statiend
_______ e e
....... D15k2 1

- Statioml -

 Stationz

Bilder aus dem Tool JMT!
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Analysemdglichkeiten fur Warteschlangenetze:
»Ereignisdiskrete Simulation

»Analyse des zeitkontinuierlichen Markov-Prozesses
(falls Zustandsraum endlich und nicht zu grof3 odendfich mit rekursiver

J7Analytisch* mittels Mittelwertanalyse

» Exakt fur so genannte Produktformnetze

» Approximation sonst

Basis der Analyse: Operationale Zusammenhéange

»Verallgemeinerung von Beobachtungen endlicher vtk auf ,typisches
Verhalten®

» Glltigkeit des ,,Ankunftstheorems*”
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Prinzip der Analyse von Warteschlangensystemen:

» Stationare Analyse auf Basis von Mittelwerten (Ubeem® sehr langen Zeitraum)

Notationen

V; mittlere Anzahl Besuche an Ressource |

S mittlere Bedienzeit an Ressource i (Bedienpate (S)?
W, mittlere Wartezeit an Ressource i

R mittlere Antwortzeit an Ressource i

A, Ankunftsrate an Ressource |

X; mittlerer Durchsatz von Ressource |

X, mittlerer Durchsatz des Gesamtsystems

N, mittlere Anzahl Auftrage an Ressource |

N;,, mittlere Anzahl Auftrage im Warteraum vor Ressource
U, Auslastung von Ressource i
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Gesetze der operationalen Analyse

Es gehen keine Auftrage verloren X; = A; (Durchsatz = Ankunftsrate)
falls A; > p; System Uberlastet, keine stationare Analyse mdglich

Gesetz von Littl€gilt allgemein flr Systeme im Gleichgewicht)

System als ,Black Box", an der Kunden ankommen,
bearbeitet werden und weggehen.

Das interne System kann einfach oder komplex sein.

X Beobachtete Grof3en:
 Es sind im Mittel N Kunden im System.

 Ein Kunde verweilt im Mittel R

< R > Zeiteinheiten im System.
« Das System hat einen mittleren Durchsatz
Es gilt N=X[R von X.
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Herleitung des Gesetzes: System wir im Intervall [@dgbachtet

e Systemzustand im Beobachtungsintervall [0, T]

N (t)

A

[

-

o f. prozentualer Anteil am Intervall [0,T] zu dem sich i Kunden im
System befinden

e . Zeitdauer, zu der sich i Kunden im System befinden, damit gilt
r.="fOT
e Weiterhin gilt &V = ZZ fi = Z@ ri /T

e C, Gesamtzahl Kunden die das System im Beobachtungsintervall

verIassen haben Z i
N = : =X R
T Co
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Gesetzt von Little gilt fir allgemeine Systeme, imele keine Auftrage
zerstort oder erzeugt werden!

= Hilfreich bei Messungen und Analysen!

Beispiele:
>LAN Router hat Latenzzeit von 2Q@&/ Paket bei einer Ubertragungsrate
von 30000 Paketen/s.

Mittlere Paketzahl im Router ?
N = 30000 - 0.0002 = 6 Pakete

»Berechnung der Verweilzeit im M/M/1 System

X=Aund N =p/(1—-p)wobeip=A/pu
1 1 1 1
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Weltere operationale Gesetze

(fur eine Station mit Index i und das gesamte Netamdiex 0)
»Flussrelation X=V, - X,wobei X, = A solange das Netz nicht Uberlastet
»Bedienbedarf an einer Ressource=0, - S= (X, / Xp) - (U /X)) = U, [ X,
»Populationsaufteilung N N, + U,

»Varianten des Gesetzes von Little

> Fur den Warteraum;ly = X; - W,

» Fur den Bediener + X, - S= A,/ |, = p; (bel einem Bediener!!)
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Q7.2 Offene Netze mit einer Auftragsklasse

Verschiedene Spezifikationsansatze existieren
Wir betrachten dir direkte Spezifikation von
»Externer Ankunftsrata
»| Stationen mit

» Besuchshaufigkeiten,V

» Bedienbedarfen;S

und nehmen an, dass alle Ressourcen einen Bedinen ond alle Auftrage sich
,Statistisch” identisch verhalten (eine Auftragsklasse)
(es gibt andere Spezifikationsansatze)

Topologie des Netzes spielt keine Rolle, sondern muBdsuchsanzahlen!
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Zentrales Theorem flir offene Netze:

Nach den operationalen Gesetzen git=X/;-A und U = X;-§

Ferner gilt: R=S+ N-§S=S+ Xi:R-§ (wg. N=X:-R)
Implizite Annahme mittlere Verweilzeit entsprichjener Bedienzeit +
gesamter Bedienzeit der &hwesenden Auftrage

Da U = X,-§giltauch R=S§/ (1 - U)
damit sind Rund N aus den Netzparametern berechenbar

Sei D =V;-§ und R; = V;-R (Gesamtbedienzeit und Gesamtverweilzeit)

Erlaubte Ankunftsraterk < (max., ,D,)?
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Beispiel
- S=09. S=10. . S=08.
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Arrival rate ai for Glasst [iobis]
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Netzweite Leistungsgrofien

1 1
Gesamtverweilzeit R, = Z R! Gesamtpopulation N, = Z N;
=1 1=1

Weitere Stationstypen sind integrierbar
(sofern der Zusammenhang zwischemiil N dargestellt werden kann)

Beispiel: Verzogerungsstation (d.h. jeder Auftrag Imeka seinen Bediener)

............................. R. = S
B— | — { _ S |J—>!| unabhangig von N
. Sourced . . . L Corverl - - - - - LgAl . . . . . Sarverd - - - o - SinkO
............... DE."EI':."D . . . . . . . . . . . . . .
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Q7.3 Offene Netze mit mehreren Auftragsklassen

Annahmen:
»J unterschiedliche Verhaltensmuster (Klassen)
»Jede Klasse k ist charakterisiert durch

» Ankunftsrate\,

» Besuchshaufigkeiten Mon Station |

» Bedienzeiten gan Station i (Sofern Station i besucht wird, d.R.*/0)
auch hier wieder P=V, -S,

Leistungsgrof3en

»Fur Klassen an Stationen {NR,, R",, U,)
»Fur Stationen (N U)

»Fur Klassen (N R))

»Fur das gesamte Netz (N

O Peter Buchholz 2008 Modellierung eingeb. und vert. Systeme - 20
Quantitativ 7 Warteschlangennetze



Ergebnisse lassen sich einfach auf mehrere Klassetragear!

Xi. = VA und U, = X, -S, nach den operationalen Gesetzen

Annahme zur Berechnung der Verwellzeit:

Wenn ein Auftrag insgesamt Auftrage in Station i antrifft, verzdgert sich
seine Verweilzeit um den Faktor:§,:

Ri=Sk+ 2 kNiSk= Ry =S/ (-2 U=
Ny = X R = U/ (1 =21« Uy)
R% = Vi Ry

Netz ist stationar, falls max 2.,
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Residence Times

1ar

Weitere Grof3en leicht ableitbar:
PUi=2 kUpund N =2 N,
PN =20 (Nyund R=2; | Ry

»No =2y 1 Zk=1,. k Ni | T _| -----------------

S Sourcel Ll Gapver]

Klasse 2 §,=0.5)

\\'\
Rll
—
\
| T Ry Klasse 1%,=0.1-0.5)
| R S,=1.0 0.8
/ 11 - %2_ .
S,,=1.25
010 0.1%5 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Arrival rate Al for Class0 [johbis]
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Q7.4 Geschlossene Netze mit einer Auftragsklasse

Feste Kundenpopulation im Netz | Jﬂ
— Anzahl Besuche an einer Stati®n o
oder 0 e
—Relative Besuchszahl,¥zgl. einer R ‘)W -
Referenzstation O
Wir betrachten erst einmal —’—LJW
nur eine Auftragsklasse mit —
Kundenzahl N und 4}{
Bedienbedarf Sn Station i - | 1 o
Ziel: Berechnung XN, R, U,
sowie X%, R =
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LeistungsgrofRen in geschlossenen Netzen hangen vétodelation ab
Wir definieren deshalb:

N.(n), R(n), U(n) mittlere Population/Antwortzeit/Auslastung votaon i,
bei Population n

Xi(n), X,(n) mittlerer Durchsatz von Station i/des NetzesRmmulation n
R,(n) Antwortzeit des Systems bei Population n

Sei ferner N(n), die mittlere Population, die ein Auftrag afftriwenn er an
Station i ankommt

Grundlage der Analyse: Ankunftstheorem (Reiser/Laventh@80)
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Wenn die Population bei Ankunft bekannt ist, kanrada die Antwortzeit
berechnet werden

»Ri(n) =S+ N, ) -S=3+ Ni(n-1) - Sfur Stationen mit einem Bediener—
»R.(n) = Sflr Verzogerungsstationen

Die Gesamtverweilzeit an Station i und im Netz emtsp dann

»R(n) =V;- R(N)und R=2_, | R’

Daraus kann man den Durchsatz des Netzes und jedien3tarechnen
>Xo(n) =n/R(N) und X(n) =V, - Xy(n)

Mit Hilfe des Satzes von Little folgt dann

>Ni(n) = X(n) - R(N) = X(n) - Ri(n)

damit ist dann

»N(n+1) = N(n)

n=n+1
bekannt
= Algorithmus der von n=0 (mit X0)=0) bis n=N lauft
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Q7.5 Geschlossene Netze mit mehreren Auftragsklasse

- S=(1, 1)
Wie im Fall offener Netze K et | -
unterschiedliche Verhaltensmuster | =2 | = = ="
(Klassen) mit spezifischen
»Besuchshaufigkeiten,y L :6.2.5/(:).1: L
»Bedienzeiten S R :_ E ? |
RefSkation
Leistungsgrof3en nun in Abhangigkeit| - -~ - 1 - -~ -~ = ° “|* "~
vom Populationsvektor .. |0.25/0.3 S=(1,1)
n=(n, ....,n) _
- Stations -
Leistungsgrof3en T S
. o
>Ry (), Xy (n), Uy (n), Ny (n) o :dzsld; | | _ S?‘: )
> X o(N), Ry(N) s
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Berechnung der Leistungsgrof3en:

PRy () =S+ 2, «Ngi(n) - § =S+ 2., kNy(n-g) - §

fur Stationen mit einem Bediener
R, (n) = §, fur Verzogerungsstationen

»RYy () =V,-RMN)und R, =%_,
»XodN) =N/ Ry(n) und X, (n) =V - Xy (N)

»N;(n) = X (n) - Ry(n) = Xg(n) - Ry (n) und N(n) =2,
»N_, (n+e) = N, (n)
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Algorithmus zur Berechnung: )
Ni(0) = N(0) =0;
For(nn=0to N) {

For (nc = 0to N,) {

For (k = 1 to K) { Aufwirlld:
if (n, > 0) { L Zeit O(...)
For(i=1tol){ Speicher O(...)

Ri(n) =8¢ - (1 +N(n-e)) ; }
Xodn) =N/ (e, Vi - Ri()
Nic(n) = Xo(N) - Vi - Ry(N) }
Ni(n) =2, kNy(n) 3} ... }
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Folie 29

pb1l Zeit O(K*I*\prod_{k=1,...K}N_k)
Speicher O(K*I)
buchholz; 06.11.2008



Fur grol3e Populationen und Klassenzahlen kann devakuf zu hoch sein
—=Approximationen zur effizienteren Berechnung

Es existieren zahlreiche Varianten

Ansatz von Schweitzer (erster Approximationsansatasem Kontext)

Anzahl der Auftrage in einer Station steigt proporél zur Auftragszahl
N (n-8) / Ny (n) = (N = 1) / N,

Fixpunktansatz:
1.Initialisiere N (N) ; .

_ Konvergenz nicht
2.Berechne N(N-6) = Ny (N) - (N.—1) /' N, bewiesen (nichtlineares
3.Bestimme R(N) und X, (N) wie vorher ; _ Fixpunktproblem), i.d.R.
4.Berechne N (N) = Xo(N) - Vi - Re(N) ; aber Konvergenz nach

wenigen lterationen mit
kleinen
Approximationsfehlern!

5.Falls may, | N (N) - N, (N)| <e
beende Berechnung

6.N, (N) = N*, (N) und fahre bei 2. fort ;
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Population Klasse 1: 1-20, Klasse 2: 10.
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|ldee der Mittelwertanalyse:
+/Ankommender Auftrag sieht den stationaren Zustand*

ermdglicht die Realisierung effizienter Analysealtonen fur viele Modelle
»Resultate sind fr spezielle Modellklassen exakt

»>i.a. aber nur Approximationen (oft mit nur gerindgeghlern)
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