Q8. Zeitschrankenberechnung flr
Warteschlangennetze

Gliederung

1.Einfache Schranken fur Stationen
2.Schranken fur Ankunftsraten
3.Schranken fur Bedienraten
4.Mathematische Grundlagen
5.Einzelne Stationen

6. Tandemnetze
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Ziele:

»|dee der Schrankenberechnung in Warteschlangerekenn
lernen

» Ankunfts- und Bedienzeitkurven als Basiskonzepte der
Schrankenberechnung einordnen und definieren konnen

»Basiskonzepte des Network- und Real-Time-Calculisé&r
lernen

»Mathematische Grundlagen der Schrankenberechnumgke
lernen

»Analyseansatze fur einfache Tandemnetze einsetmamek
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8.1 Einfache Schranken flur Stationen
A(t) B(Y)

I 4

Bisherige Sichtweise:

»Zwischenankunftszeiten und Bedienzeiten sind Zufaiigiaien

»Berechnet wird der Erwartungswert der Leistungsgrof3en

(in einigen Fallen auch die Verteilung)

»Bei unendlichen Puffern kdnnen keine Aussagen Udersdhlechtesten Fall
gemacht werden

—=Nur sehr eingeschrankt flr die Dimensionierung vomténd Realzeitsystemen
geeignet!

Sichtweise in diesem Kapitel
» Schranken fur Ankunfts- und Bedienzeiten
» untere Schranke flr die Zwischenankunftszeit
» obere Schranke flr die Bedienzeit
liefern Schranken flr die Verwellzeit, Pufferbelagu..
» Systematische Analysemethode durch Annahme kontirahier|Strome
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Bedienrate

Sichtweise (erst einmal) konstant c

Lasteinheiten pro
Ankunftsprozess A(t): Zeiteinheit Abgangsprozess A(t):
N,N,N,N,.... —> N NN ...
generiert Last beschreibt die Last flr
(jedes N ist eine Lasteinheit) nachfolgende Stationen

Beschreibung des Ankunftsprozesses im Intervall [0, TJ:

»A(t) Summe der Lasteinheiten, die im Intervall [@yilgekommen sind
t kann diskret oder kontinuierlich sein
A(t) sei rechts- oder links-kontinuierlich, so dasdA/dt = a(t)fur alle[0,T]

[
existiert und A() = /O a(s)ds
»Jeder kontinuierliche Strom kann diskretisiert werden

selA>0 der Zeittakt, dann ist DY = A(kA) mit k =0,1,2, ... und
A(t) = D( t/A]) ist das kontinuierliche Modell, dass aus dem diskregsultiert
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Ziel Berechnung von Leistungsgrof3en aus den Angaben
A(t)
A(t) C A(t) A Last
-2 A'(t)

Annahme: Keine Verluste!

Population zum Zeitpunkt t:

N(t) = A(t) — A'(Y)
= max(A(t) — A(s) — c(t-s))

v

Maximale Population in [0,T]:
Ninax = MaXee.o(A(D)-A(1)) = Mmaxp(Max.(A(t) — A(s) — c(t-s)))

Modellierung eingeb. und vert. Systeme -
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Last

7

A(t) C AWM/

—>

Bestimmung von A‘(t):
A'(t) = ming (A(s) + c(t-s))
Verzdgerung zum Zeitpunkt t,

falls Bediendisziplin FCFS
D(t) = min{s>0 : A(t)<A'(t+s)}

A

D(s)

A'(M)

v

Maximale Verzogerung fir FCFS:
Dinay = MaX_o(MIN{s>0 : A(<A'(t+5)})
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8.2 Schranken fur Ankunftsraten

Ankunftsstrome sind oft nicht deterministisch, sondexmieren

Schranken kénnen nur berechnet werden, wenn Samdiik Ankunftsraten
und Bedienraten bekannt!

In diesem Kapitel werden Schranken fur Ankunftspregdsestimmt:

Seia: R ;- R, eine streng monoton nicht fallende Funktion

»aYist eine obere Schranke fur einen Ankunftsprozeds,dat:
(t>s>0: A(t) — A(s)< aY(t-s) (upper arrival curve)

»>al ist eine untere Schranke fiir einen Ankunftsproze#is,dii:
Ot>s>0: A(t) — A(s)>al(t-s) (lower arrival curve)

»a ist subadditiv, fallsi(t+s)< a(t) + a(s) @ soll subadditiv sein)

>0 ist superadditiv, fallsi(t+s)> a(t) + a(s) @' soll superadditiv sein)
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Bestimmung von Ankunftskurven:
»Aus Messungen
» An realen Systemen
» Simulations-Traces
» Aus stochastischen Beschreibungen
»Aus dem System
» Flusskontrollmechanismen (Leaky bucket)
» Systembeschrankungen (Hardwaretakt)
»Aus Modellen
» Automatenmodellen zu Spezifikation

» UML Spezifikationen
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Beobachtungen aus Traces (Messung oder Simulation)
Ublicherweise Ankunft von Lastmengen zu diskretenpfeikten

» Genugend grol3e Zahl
von Ablaufen ist zu
beobachten

a! » Funktionen zur

Beschreibung der

Anktinfte sollten
> eine kompakte

Darstellung haben,
» subadditiv (bzw.
superadditiv) sein

» Analyse durch
stochastische
Auswertung der
Messungen
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Ableitung aus stochastischen Beschreibungen
Definition eines Ankunftsstroms
»Ankunftsabstande (p, j, d) mit

> p Periode (mittlerer Abstand zwischen zwei Paketen)

> | Jitter (maximale Abweichung von der Periode)

» d minimaler Abstand zwischen zwei Paketen
»Paketgrol3e konstant c=1 (eine Lasteinheit)
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Ableitung aus stochastischen Beschreibungen

Falls Abstand zwischen zwei Ankinften durch eine \feirig mit
Verteilungsfunktion F(t) (mit F(0) = 0) und Vertarigsdichte f(t) gegeben und
jede Ankunft eine Lasteinheit erzeugt, dann ergeaenfolgende Schranken:

a*(0) = at(0) =0

Sei o!(t) und a“(t) bekannt, dann:

Al =sup{s: f(s) >0} : &(t+ A <al(t) +1
A% =inf{s: f(s) >0} : a%(t+ A%) > ab(t) + 1

Falls f(0)>0 gilta(t) = oo flr alle t, falls f(o)>0 gilt a'(t)=0 fir alle t!

Probabilistische Schranken mit Irrtumswahrscheinlighkkerhalt man zum
Beispiel durch die folgende Berechnung vornind Av:

A = sup {s: F(s) > 1 €} und AY = inf {s: F(s) >¢ Of(s) > 0}
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Ableitung aus dem System
Beispiel leaky bucket (lecker Eimer)

Obere Schranke fur A(t):
I 0 Al) <pt+o

A

A()

Untere Schranke flr A(t) =
min (untere Schranke A‘(t),
pt +0)

Weit verbreitetes Modell fur Ankunftsstrome!
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Ableitung aus Modellen

Hier endliche Automaten zur Spezifikation von Peogmen, Komponenten etc.

Automaten mit Kantengewichten zur Beschreibung @aegerten Lasteinheiten
Periodisches Verhalten, d.h. eine Transition proetdeit

O A(t) (tON):

Pfadgewicht eines Pfades der
Lange t, der entweder
»Iim grinen Zustand oder

I »in einem beliebigen Zustand
beginnt

T Schranken durch Berechnung
minimaler/maximaler
Pfadgewichte
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Uberlagerung (Multiplexing) von Ankunftsstromen

A
Ayl)

Seia;/(t) < A1) < a4(t)

AD L i) — fjagos) < A(t) < a¥(t) = Z o' (t)

Beispiel: Ai(t)< aY(t) =pit + 0

At) < (im) -t+zn:0z'
i—1 i—1

An()

Es gilt dann nattrlich auch:

= o Za Z L(t)

=1

Uberlagerte Schranken, die aus stochastischen Ubegeguasultieren,
erlauben in der Regel die Bestimmung engerer Skbrafilr den Uberlagerten
Prozess!
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8.3 Schranken flr Bedienraten

Vorgehen ahnlich zur Schrankenberechnung fir Artkpnbzesse:

»Sel B(t) die Lastmenge, die im Intervall [0,t] beatbt/bedient wirde, wenn
der Bediener permanent arbeitet

Seif}: R.,—~R., eine streng monoton nicht fallende Funktion

»[3Yist eine obere Schranke flr einen Bedienprozessmoiads gilt:
[1t>s>0: B(t) — B(s)< 4(t-s) (upper service curve)

>3 ist eine untere Schranke flir einen Bedienprozeds gidtt
Ot>s>0: B(t) — B(s)> B'(t-s) (lower service curve)
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Beispiele:
»Konstante Bedienrate g (t) = B (t) = ct

»Konstante Bedienrate ¢ und maximale Verzogerung d:

B' (t) = max(0, c(t-d)) ungs (t) = ct

»Konstante Bedienrate c, konstante Verzdgerung dlitired j (j < d):

B' (t) = max(0, c(t-d-j)) undv (t) = max(0, c(t-d+j))

»TDMA, es werden alle p Zeiteinheiten bis zu @steinheiten bedient:
B' () =Lt/p) ¢, undpu (t) = [t/p]- ¢,

» Stochastische Bedienzeiten pro Lasteinheit mit Vertggfunktion F(s),
F(s) =0 flir 0<s &'und F(s) = 1 flr s A < oo;

B' (1) = L/ AvJundBu (1) = L/ &'

» Stochastische Bedienzeiten pro Lasteinheit mit Vertggfunktion F(s) unter
Einbeziehung einer Irrtumswahrscheinlichlesit

A = sup {s: F(s) > 1 €} und A" = inf {s: F(s) >¢ Of(s) > 0}

B' (1) = Lt/ AvJundpu (1) = Lt/ &' |
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8.4 Mathematische Grundlagen

Bevor wir uns mit der Analyse von Systemen bescleiftigin kurzer
Uberblick tiber die mathematischen Grundlagen: maxfyg min/+ Algebra
(weitere Details in der Literatur z.B. Buch von Balticet al.)

Mathematische Struktur der Seminringg, @&, -,0,1) mit

»K ist eine Menge mit den binaren Operationen + udokfolgenden Axiome
erfullen:

>+ und - are assoziativ
>+ Ist kommutativ
>+ und - sind rechts- und links-distributiv

»0 und 1 sind die additiven und multiplikativen Id&iten mit 0z 1
>furalle kDK giltk-0=0-k=0.
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Ubliches Beispiel

> (R, +, +,0,1):

a-(b+tc)=a-b+a-c

Wir nutzen im Folgenden:

»Min/+: (R U{+ o}, [, +, 40, 0) MitLI= min bzw. inf:
a+ (blJc)=a+blda+c=min (at+b, atc)

»Max/+: ([R.oU{-o0}, L, +, 0, 0) mitL1= max bzw. sup:

a+ (blJc)=a+bla+ c=max (atb, atc)

Ubertragung auf Funktionen f,§ - R:

(o) O =) + o) f<g=f(t) <g(t) fur alle t,
>(f [Q)(t) = f(t) Dg(t) =— fur alle t entsprechend fur =, <, >,

>(f0g)() =1 Ua® |

Notationen
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Integral einer Funktiofy,f(s)ds wird zu inf..(f(s)) bzw. sup..(f(s))

SeiF die Menge der monoton nicht fallenden Funktionenf(t)=0 flr t<O

Faltung von Funktionen (seien f[{fF):

(F &9t / Fit —s)g
Faltung von Funktionen in min/+ (seien flJ¢F):

(feg)(t) = inf (f(t—s)+g(s))

0<s<t

Faltung von Funktionen in max/+ (seien {1%):

(f®g)(t) = sup (f(t—s)+g(s))

0<s<t
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Subadditivitat: f(s+tk f(s) + f(t)

Subadditiver Abschluss:
Sei f1F, dann istf(t) rekursiv definiert als

1.F(0) = 0
2.f(t) = min,_._(f(t), f(s) + f(t-s)) fir t>0

Eigenschaften vor+g fur flgF:

» f ist subadditiv

>f<f

>Falls f subadditiv, dann ist f = f, falls f(0)=0 giltich die Umkehrung
»Monotonie f<g=f<g

»Subadditiver Abschluss des Minimums§ =f0 g
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Superadditivitat: f(s+ty f(s) + f(t)

Superadditiver Abschluss:
Sei f1F, dann ist f(t) rekursiv definiert als

1.£(0) =0
2.£(t) = maxy_,,(f(t), £(s) + £(t-s)) fir t>0

Eigenschaften vond fur f,g LF:

»>f ist superadditiv

>f >f

»Falls f superadditiv, dann istff, falls f(0)=0 gilt auch die Umkehrung
»Monotonie f<g=1f <g

»Subadditiver Abschluss des Minimumslg=fl g
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» avist eine obere Schranke furA A<A J au
> a'ist eine unter Schranke fur A A>A 0 o
» [BYist eine obere Schranke fur8 B <B [] 3¢
> Blist eine unter Schranke fur8 B>B O

Subadditive und superadditive Schranken konnerhdaestimmung des
subadditiven und superadditiven Abschlusses erreictiteme
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Entfaltung von Funktionen in min/+ (seien fiI¢):

(f2g)(t) =sup (f(t+s)—g(s))

0<s

Entfaltung von Funktionen in max/+ (seien £1%):

(fT9)(t) = inf ((t+3) ~ g(s))

Entfaltung zweier Funktionen afsmuss nicht in F liegen
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8.5 Einzelne Stationen

A(t) B(t) Schranker!, av, B' undp" bekannt
— —O—> Unendlicher Puffer
A'() FCFS Bedienung

Bediener arbeitet, wenn Last vorhanden

BY(1)

Ziele: Bestimmung von
»Schranken flr Abgangsprozess< A <a‘v

o' =inf {(a! @ %) @ 8,8}, o™ =inf {(a" @ ) @ 6, 8"}
»Schranken fir freie Bedienkapazifat<B* < [3'V

=B -a")®0, g =(8"-a) D0

» Schranken fur Population

sup (o (s) = 5"(5)) < Nimax < sup (a"'(s) — 5'(s))
»Schranken tur die Verwellzeit B

sup (Hlf{S Z 0: (l’l(t) S 6u(t + S)}) S Dmax S sup (Hlf {3 Z 0: au(t> S /Bl(t + S)})
t>0 t>0
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A (t) o o, B, B sind die Schranken
A\l(t) B.A(1) By(1 ' fir die individuellen Ankunfts-

/ und Bedienprozesse

A,(t) B, (1) B',() ~ A (t)

» Esgilta‘! <A (1) + A1) <a‘vund B! < max(B(t) - B'(t), 0)< B*ufir
System mit Ankunftskurveof = a,'+a,' , a¥ = a,%+a."] und
Bedienkurve B =B, =B, , B = B,* = B,

Berechnung wie vorher

» Unterbrechende Prioritaten (1 vor 2):

» Analysiere System fur Klasse=% a,'', a,'“ sowie

» Analysiere Systeme fur Klasse 2 mit neuen SchrankeB,(t)
[max(@,' - B, 0), max@,"- By ,0)]
» Generalized Processor Sharing (GPS) mit Aufteilymg, = 1-p)
durch Analyse von zwei Systemen nfdf [ 3] und [pa;', p a\]
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8.4 Tandemnetze

A(t) B,() B,(1)

» Berechnung der ersten Station liefeg{thA=A‘(t)
— Berechnung der zweiten Station mit Eingangsprozed$ A

Beispiel:
»Ankunftsprozess nach oben beschrankt duxetft) = o +pt

»Bedienprozesse nach unten beschrankt dsit¢h = min(0, ¢(t-d))
sei¢>p
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Bestimmung Abgangsprozess Stationod ;Y(t) = o + p(t+d,)
= Ankunftsprozess Station 2

Obere Schranke fur die Verweilzeit in Station 1S} DY=d, +0o/c;

Maximale Population in Station 1:;N= o0 + pd,

Analyse von Station 2 mit Ankunftsprozessschrarnkg(t) = o + p(t+d,)
analog

Bestimmung Abgangsprozess Stationod;Y(t) = o + p(t+d,+d,)
Obere Schranke fur die Verweilzeit in Station 2|8y DY =d, + (0 + pd,) / C,
Ober Schranke fur die Population in Station 2 -No + p(d; + d,)

Schranke fir die Gesamtverzdgerung:
D,"+ D)= d+d,+a/c+(@+pd)/c
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Unter FCFCS qilt:

Aty By HONNG Bo(t) =B, ()L1B,(t)

SO~ O - 3O

Bo'(t) = min(0, min(g, c) (t-d;-d))
Analyse liefert:

Bestimmung Abgangsprozess Stationo0y%(t) = o + p(t+d,+d,)
Obere Schranke fur die Verweilzeit in Station 0 S

D4=d, +d,+ o/ min(c,,cC)
Ober Schranke fur die Population in Station * ™o + p(d; + d))

Offensichtlich gilt iy < D,+D,

Grunde Bursts treten nur einmal auf, werden beZedegung aber
mehrfach berlcksichtigt bzw. verstarkt (pay bursts onise)
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