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Ziele:
> Zeitkontinuierliche Markov-Prozessen definieren kOnnen

» Modellierungsmachtigkeit zeitkontinuierlicher Markov-
Prozesse kennen lernen

> Ubergang vom Modell zur Markov-Prozesse kennen lernen
» Systeme mit Hilfe von Markov-Prozessen bewerten konnen

» Algorithmen zur Analyse von zeitkontinuierlichen Markov-
Prozessen kennen lernen

» Das M/M/1-System einordnen und handhaben konnen

» ldeen zur Analyse von strukturierten unendlichen Systemen
kennen lernen
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Q5.1 Zeitkontinuierliche Markov-Prozesse

Wir betrachten Zeit T=R, und
endliche/abzihlbare Zustandsraume (be1 Bedarf XcN)

Schreibweise X(t) Zustand zum Zeitpunkt teR

Fiir einen zeitkontinuierlichen Markov-Prozess gilt

PIX (e 1) =X X () =X, - -, X(t0)=X] = P[X(tyes 1)Kt | X (t)=X4 ]
Fart ,, >t=>...>2 1,

d.h. Zukunft hdangt nur vom aktuellen Zustand ab!

Beide Markov-Bedingungen sind erfiillt:

M1: in der Vergangenheit eingenommene Zustiande sind irrelevant
M2: Verweilzeit im aktuellen Zustand ist irrelevant

M2 bedeutet, dass die Verteilung der Restverweilzeit im Zustand unabhingig
von der bisherigen Verweilzeit ist (Gedachtnislosigkeit!)
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Exponentialverteilung (Parameter A>0)

/1-6_/1)(
f(x)=
(X) 0
l_e—/ix
F(X)=
(X) 0

. E(X)=1/A
. oXX)=1/)2
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Gedachtnislosigkeitseigenschaft der Exponentialverteilung:

]
>t+s|X>t]=eM/eM=¢ehs=P[X >5]

127

Dies hat zur Folge, dass die N

Restzeit einer

Exponentialverteilung immer |

06 T

exponentialverteilt mit einer

konstanten Rate ist 04+

Die Exponentialverteilung ist die .

einzige gedachtnislose

kontinuierliche Verteilung
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Weitere Eigenschaften der Exponentialverteilung:

» Additivitiat: Das Minimum zweier unabhingiger Exponential-Verteilungen
mit Raten A und p ist exponentiell-verteilt mit Rate (A + )
(Oftensichtlich kann dies auf eine beliebige Anzahl von Exponential-
Verteilungen erweitert werden)

» Ausdiinnung: Wenn Ereignisse mit exponentiell verteilten Eintrittszeiten mit
Rate A durch eine Zufallsentscheidung nur mit Wahrscheinlichkeit p
akzeptiert werden, so ist die Zeit zwischen zwei akzeptierten Ereignissen
exponentiell verteilt mit Rate pA

» Falls Ereignisse mit einer exponentialverteilten Generierungszeit mit Rate A
erzeugt werden, so entspricht die Anzahl Ereignisse, die in einem Intervall
[0,t] erzeugt werden, einem Poisson-Prozess mit Rate At.

D.h. P[k Ereignisse in einem Intervall der Linge t] = e (At)¥/k!
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Zuruck zu zeitkontinuierlichen Markov-Prozessen:

p;i(s,t) = P[X(t) = | X(s) = 1]
Wir beschrianken uns auf homogene Markov-Prozesse, d.h.:

p;i(t) = P[X(st+1) = j | X(s) =] flir alle s > 0

Offensichtlich muss %; p;(t) =1 fur alle T gelten

(i (i)
D @
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Verhalten ausgehen von X, = 1:

»Im Gegensatz zum zeitdiskreten Fall ist die Anzahl der
Transitionen im Intervall [t,t+A] nicht a priori
beschrankt

» aber lim,_,op;;(A) = 0 fur izj, falls die Verweilzeit in
einem Zustand durch eine Exponentialverteilung mit
endlicher Rate beschrieben ist
= lim,_,;p;(A) = 1 (Summe der Wahrscheinlichkeiten)
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Ziel: Untersuchung einzelner Transitionen

Transitionsrate ist definiert als qij; = iiino A fir i #

Damit gilt auch p;;(A) = ¢i;; A + o(A)

Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir jedes A 1 ergeben muss, gilt

L—pi(A) = Y pig(A) =) ai; A+ 0o(A)

17 17

Festlegung von q.; indem durch A geteilt wird und der Grenzwert betrachtet wird:

- (Z#@- qij A + O(A)>

. piu(A) —1 :
qii Ao A Ao A qii § . qdi; >
J71
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Transitionsraten q; werden einer Matrix Q zusammengetfasst
Eigenschaften von Q:

> Zeilensumme 0

» Nicht negative Elemente auf3erhalb der Diagonalen

Verhalten des Markov-Prozesses im Zustand 1:

» Die Verweilzeit im Zustand ist exponentiell verteilt mit Rate —q..

» Beim Verlasen des Zustandes geht der Prozess mit Wahrscheinlichkeit q;; / -q;;
in Zustand j iiber

Eingebetteter zeitdiskreter Markov-Prozess der Ubergangswahrscheinlichkeiten:
» Zustandsiibergangswahrscheinlichkeiten s;; = q;; / -q;; flir i) und s,=0

» Matrix S des eingebetteten diskreten Markov-Prozesses Y
Y, 1st der Zustand nach der k-ten Transition
Verweilzeit im Zustand wird nicht beachtet
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Ein kleines Beispiel (Wetter in Dortmund in kontinuierlicher Zeit)
Zustandsraum S = {1, 2, 3}

x = 1: Regen %:C
x = 2: Bedeckt —O.é 0.3 0.3 ’%
X = 3: Sonnig Q=| 02 -05 03 N

0.2 0.2 —-04

Interpretation: Wenn es bedeckt ist, wird es eine exponentiell verteilte Zeit mit
Rate 0.5 bedeckt bleiben (im Mittel also 2 Tage), dann folgt mit
Wahrscheinlichkeit 0.4 ein Regentag und mit Wahrscheinlichkeit

0.6 ein Sonnentag

0 05 05
Eingebetteter Markov-Prozess S =1 04 0 0.6
0.5 05 0

Interpretation der transienten oder stationdaren Verteilung des eingebetteten

Markov-Prozesses!?
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Wie im zeitdiskreten Fall konnen zeitkontinuierliche Markov-Prozesse mittels

~ et PRI P R I 2eyimle Aasa A Ao g [ VR R
gericnteter bewerteter Grapnen aargestelit werder

Mit Hilfe des Graphen werden definiert:

> Erreichbarkeit — Unerreichbarkeit von
Zustinden

» Abgeschlossene und irreduzible
Zustandsmengen

Qk.D)

Weitere Eigenschaften konnen aus dem eingebetteten zeitdiskreten Markov-
Prozess abgeleitet werden:

» Rekurrenz von Zustdnden: 1 im eingebetteten Prozess rekurrent =

1 1m zeitkontinuierlichen Prozess rekurrent
» Vorsicht: positive Rekurrenz und Nullrekurrenz iibertragen sich genauso
wenig wie Periodizitat
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Wie im zeitdiskreten Fall wird das Verhalten des Markov-Prozesses auch im
die C

‘ 12 dhmn Tall Aol 1 £ raminm ran - S SIS TR
LCILKUIILIIIUIUIML«I Cn rail aurcr 1C 11 pl

)

beschrieben

Es gilt dann fiir homogen Markov-Prozesse gilt:

ng szk pk]( ) fir0 <o <7
pij(t+A) —pi(t) = ijpz'k(t + A — a)pgj(a) — Xk:pz'k(t — a)pk; (@)
= Ek:(pik(t + A — ) —pi(t — o))pr; (@)

Wenn beide Seiten durch A dividiert werden und A—0, ao—t betrachtet wird, so
ergeben sich

dpi;
Chapman-Kolmogorov Vowirtsgleichungen: cgt( ) = Z QrjPik (L)

dpi;
Chapman-Kolmogorov Riickwartsgleichungen: cgt( ) = Z QikPrj(t)
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Se1 m(t) der Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt t

mi(t + A) = mi(2) 1_Zq'ijA + Z%ﬂk(t) A +o(A)

j#i ki
Da die Diagonalelemente von Q die negative Zeilensumme beinhalten gilt auch
( + A (Z qi;T k ) (A)

und folgende Grenzwertbetrachtung
. 7Tf,;(t—|—A>—7Tf,;( (A)
gl:no( ) = o (Saemt+ %5

Z qriTi (T Cg:) =7(t)Q

Im stationdren Fall andert sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht mehr, d.h.
die Ableitung wird O.
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Mogliche Ziele einer Analyse von Markov-Prozessen:

» Wenn die Zustandsverteilung zum Zeitpunkt t=0 bekannt ist, wie lautet die
Zustandsverteilung zum Zeitpunkt t=T7?
(d.h. Berechnung von 7(T) aus bekanntem m(0), transiente Analyse)

» Wenn der Prozesse im Zustand i startet, wie lange wird er im Mittel im Intervall
[0,T] in Zustand j sein?
(d.h. Berechnung von [ m;(t) dt, erweiterte transiente Analyse)

»Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich der Prozess im Mittel in Zustand i,
wenn man ihn iiber eine sehr lange Zeit beobachtet?

(d.h. Berechnung von lim,_,  m;(t), Existenz, Eindeutigkeit, Unabhingigkeit von
7(0) sind zu kliren)

»Mit welcher Wahrscheinlichkeit dauert es langer als T Zeiteinheiten vom
Verlassen von Zustand 1, bis zum erstmaligen Erreichen von Zustand j

(d.h. modifizierte Form der transienten Analyse mittels absorbierender Markov-
Prozesse)

Ublicherweise Definition der Leistungsmafe auf Modellebene (siehe Q5.2)
Detaillierte Analyseansitze spater (siehe Q5.3ff)
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Beschreibung der Modelle iiblicherweise in einem Modellierungsformalismus

—> Ableitung des Markov-Prozesses
Unterscheidung zeitdiskrete und zeitkontinuierliche Modelle:

» In zeitdiskreten Modellen mit parallelen Aktivititen, konnen alle Kombinationen
parallel aktivierter Transitionen auftreten

» In zeitkontinuierlichen Modellen treten Ereignisse einzeln auf

Wir betrachten als Beispiele:
» Warteschlangennetze
» Stochastische Petri-Netze

» Stochastische Prozessalgebren
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Warteschlangennetz: Station mit unterbrochenem Poisson-Ankunftsprozess
(vgl. zeitdiskretes Modell in Q3)

" P
\ ]

|
Kapazitit K

\

Zustandsraum: S = {(1,0),(2,0),(1,1), ...,(1,K),(2,K)}
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Leistungsmalle in Warteschlangennetzen:
}\‘ _‘_L
o

Stationare Malle werden mit Hilfe des stationiaren Vektors it berechnet

(transiente Mal3e mit Hilfe des transienten Vektors 7(t))
Beispiele:

> Mittlere Population im Puffer %, _;  k(m,, + m,,)
> Auslastung des Bedieners X, _; g (7, + 7,,)
» Durchsatz %, _; ¢ p(m; ) + 75)

» Berechnung der Verweilzeitverteilung eines Kunden, der das System als i-ter
Kunde betritt? (nicht aus den Zustandswahrscheinlichkeiten ableitbar)
=> Transformation des Prozesses notwendig (siehe absorbierende Prozesse)
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Stochastische Petri-Netze

s, O
( —A1 A 0
0 —Xa—2A3 As
Q= 0 0 — A2
0 A 0
Feuerungsrate t=A. \ A5 0 A

S=1{5,,5,53, $,55,5354,5455}=11,2,3.,4,5}
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Leistungsmal} in stochastischen Petri-Netzen

» Belegung von Stellen
z.B. mittlere Population auf s,: w, + mt,
(Zustande 4 und 5 beinhalten 1 Marke s,)

» Durchsatz von Transitionen
z.B. Durchsatz t5: mgAs

(nur im Zustand 5 1st t5 aktiviert)

» Wie lange dauert es im Mittel bis, ausgehend
von der initialen Markierung, t5 erstmals
aktiviert wird
(transiente Analyse eines transformierten

absorbierenden Markov-Prozesses sieche Q5.5)
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Stochastische Prozessalgebren Py .Py .M

/\

P,, = (think, 1,).P,, P12 Py .M Py Py M
Py, =(get;, o)).Py;
£13 = (work, p).P4 Py, .Py .M
14 (re%l, P1)-Pyy PP, M, /\ P,, M
P,, = (think, A,).P,,
Py, = (gety, a,,).Py; \
Py; = (work, u,).Py, Pi3.Py» M Py, .Py .M
Py, = (rely, B,).Py, \
M =(get,, T).M, + P, .Py .M, Py Py .M,
(get,, T).M, \v /
= (rel,, T).M

M, = (rel,, T).M

(PIIHPZI)HLM mit L = {getla get29 rella rel2}
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Leistungsmalle in Prozess- P, .P,, .M

Algebren: /\

> Definition uber

Zustinde von P12 Py M Py Py M
Komponenten oder
» Transitionsbe- P15 ,Py .M
schriftungen PP, M, P P M,
Beispiel \
» Zustand P,, und

Pi; Py, M, P, Py M
Ressource M, 13 > 22 571 12 123 5V

» Durchsatz der mit
i I 4o P14 5P21 ﬁMl Pil 5P
get, beschrifteten

Transitionen \ /

P14 >P22 >M1 P12 9P24 9M2
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Q5.3 Stationare Analyse

Ziel 1st die Bestimmung von lim,_,  7(t)
Falls der Markov-Prozess stationar 1st, gilt lim,_, mt(t) =n
d.h. der Grenzwert konvergiert gegen einen eindeutigen Vektor

Unter Nutzung der Chapman-Kolmogorov Gleichungen gilt dann:
E—wQ—Ound Zmzl

Bleiben fo lgend ragen:

» Wie berechnet man die stationire Verteilung?

» Gibt es einen Zusammenhang zwischen der stationidren Verteilung des
zeitkontinuierlichen Markov-Prozesses und des eingebetteten zeitdiskreten
Markov-Prozesses?
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Existenz der stationaren Verteilung:
> Fur einen endlichen irreduziblen zeitkontinuierlichen Markov-Prozess

existiert eine eindeutige stationdre Verteilung, diese 1st unabhangig von m(0).

» Fiir einen unendlichen irreduziblen zeitkontinuierlichen Markov-Prozess in
dem alle Zustiande positiv rekurrent sind, existiert eine eindeutige stationare
Verteilung, diese ist unabhangig von mt(0).

» Fiir einen Markov-Prozess dessen Zustandsraum S sich in Untermengen S,,
S.i, ..., S, disjunkt unterteilen lésst, so dass

» S, nur transiente Zustinde beinhaltet
» alle S irreduzible Zustandsmengen sind, in denen alle Zustidnde positiv
rekurrent sind

kann eine eindeutige stationdre Verteilung berechnet werden, die von 7t(0)
abhangt

Bedingungen wie im zeitdiskreten Fall ohne Periodizitat!
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Berechnung der stationdren Verteilung:

LoOsung eines linearen Gleichungssystems

» Fiir endliche Zustandsraume Standard
aber Zustandsraume konnen sehr groll werden (Millionen, Milliarden, ...)

» Im unendlichen Fall nur bei spezieller Struktur 16sbar (rekursive Berechnung)

Wir beschrinken uns erst einmal auf den endlichen Fall

<’£\%§ 0 = —-06m + 03m + 0.373
06 03 03 \&® 0 = 02m — 05m + 0.3m
Q= 0.2 —05 0.3 0 0.27 + 0.2m9 — 0.4m3
0.2 0.2 —04 1 = m + m + 3
Eine der ersten drei Gleichungen ist redundant!
Resultat lautet w = ( 0.25, 0.3214, 0.4286)
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Berechnung der stationdren LOosung;:
» Direktes Losungsverfahren auf Basis der GauB3-Elimination (und Varianten)
Aufwand: Speicher O(n?) Zeit O(n?)

» Iteratives Losungsverfahren berechnet konsekutive Approximationen
Aufwand: Speicher O(nz) (nz: Nichtnuzllelemente in Q), Zeit ??

Beispiel: Power-Methode
Sei o > max; |Q;;| und P = Q/a + I (P ist eine stochastische Matrix!)

Berechne lim,_, m(k) = n(k-1)P konvergiert gegen =, falls P aperiodisch

Beispiel: —0.6 0.3 0.3 0 1/2 1/2
Q= 02 -05 03 = P=1 1/3 1/6 1/2
Fiir a=0.6 02 02 —04 1/3 1/3 1/3

Power-Methode konvergiert oft sehr langsam, es gibt bessere iterative Methoden!
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Zusammenhang zwischen der stationdren Verteilung des zeitkontinuierlichen

Markov-Prozesses mit Matrix Q und des eingebetteten zeitdiskreten Markov-
Prozesses mit Matrix S fiir endliche Zustandsraume

» Q irreduzibel < S irreduzibel (S sei zusitzlich aperiodisch)

» Sei 7 stationdre Verteilung von Q und 0 stationédre Verteilung von S

a

~06 03 03 \& 0 05 05\ =B
Q=|( 02 —05 03 S=| 04 0 06

02 02 —04 05 05 0

n=(0.25,0.3214, 0.4286) 0=(0.3111, 0.3333, 0.3556)
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Q5. 4 Transiente Analyse

- - - "

Berechnung von 7t(t) in Abhangigkeit von 7(0)

Es gilt m(t) = % m(O)P[X (0~ | X(0) =1 = % m(0)py(0)
In Matrixform 7t(t) = 7t(0)P(t) mit der Losung wt(t) = 7(0)e®t

= (Qt
Approximation durch Taylor-Reihe €% = Z (Q1)

k!
X . k=0
ot (Qt)
Damit gilt: 7 (¢) ~ 7 (0) Z i
k=0
—0.6 0.3 0.3 0.401 0.276
Q= 0.2 —-0.5 0.3 = P(2.0)~ | 0.200 0.478
0.2 02 —-04 0.200 0.231

Berechnung u.U. in mehreren Schritten t(0), n(t,),...,m(t, )=n(t)
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Alternative Methode: Randomiserung/Uniformisierung

Zeitkontinuierlicher
Markov-Prozess

Einfiihrung eines Weckers mit exponentiell
verteilten Zeiten mit Rate a > max; |Q

i,i|

Falls der Prozess im Zustand 1 ist und der
Wecker ablauft, so akzeptiere Ereignis mit
Wabhrscheinlichkeit |Q;;|/ o

—> Zeit bis zum nichsten Ereignis
exponentiell verteilt mit Rate |Q

i

Exponentiell
1 / verteilt mit
-Qiil/a Rate a.
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Transformation des zeitkontinuierlichen Prozesses in einen zeitdiskreten Prozess +
einen Poisson-Prozess

Q = P =Q/a + | (stochastische Matrix)

. _ - —at (Oft>k k
Es gilt dann 7(t) = 7(0) Z e m P
k=0 '

Vorteil gegeniiber Taylor-Reihe, keine negativen Werte und Berechnung von
Fehlerschranken moglich

—ot (Oét)k Pk < < = —ot (Oét)k Pk
7(0) kZO e” Y 0—-P" < m(t) < w(0) kZO e "= —P" +ce
pu— K pu—

k
mit e = 1 — kzoe—at%
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Q5.5 Absorbierende Markov-Prozesse

Unterteilung der Zustandsmenge S = S, U S
» S, transiente Zustdnde
» S, absorbierende Zustinde

a

St i Sa
. (N IW S,
Struktur der Matrix Q@ =T S,

Es gilt Vel = -We!
M = -V-! existiert und
M(1,j) 1st die mittlere Zeit, die der Prozess vor Erreichen

eines absorbierenden Zustandes in Zustand j sein
wird, wenn er 1n Zustand 1 startet
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Analyse: Zustandsverteilung zum Startzeitpunkt sei1 7(0)

Momente der Zeit bis zur Absorption E(T") = 7(0)M'e”

Absorptionswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt t:

Fups(t) =1.0— ) mi(t) wobei (t)=n(0)e""
€S

Da alle Zustinde in S, transient sind, gilt lim, , m(t) =0
= F,,s(t) beschreibt eine Verteilungsfunktion
Dichte £, (t) = n(t)We'

Berechnung von 7(t), wie auf Folie 28 bzw. 30 angegeben

abs
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Kapazitit 2

Zweil Anwendungsbeispiele: ( A \

o
7\‘ '_
Exponentiell verteilte Bedien- und
Zwischenankunftszeiten

Exponentiell verteilte Bedienzeiten |
FCFS Bediendisziplin Volles System weist Kunden ab

Zeitpunkt der ersten Abweisung, wenn
mit dem leeren System gestartet wird?

Verwellzeit des roten Kunden?

—u w000
[ 0 4 4 0 0\ A A 0 |0
Q=| 0 0 —u u |0 Q= | # —r=Ar A |0
0 0 0 —ul|p 0 P o= AA
\"™0 0 0 0|0/ 0 0 0 [0

Absorptionszeit = Verweilzeit roter Kunde | Absorptionszeit = Zeit erste Abweisung
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Q5.6 Stationare Analyse von Modellen mit unendlichem
Zustandsraum

Losung eines Gleichungssystems mit unendlich vielen Variablen

—> Nur in speziellen Fillen moglich, wenn eine rekursive Struktur vorliegt

Beispiel: Geburts-/Todesprozess
(hier zeitkontinuierlich, zeitdiskret analog zu behandeln)

@: (. Qw \) Q*---

Seip=A/u
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Basis der stationdaren Analyse von Markov-Prozessen

Wahrscheinlichkeitsfluss: W. im Zustand zu sein - Transitionsrate
Im stationdren Zustand andert sich die
Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht =

Fluss aus einem Zustand = Fluss in den Zustand

Berechnung der stationaren

Zufluss C . . i
Abfluss —> Wabhrscheinlichkeiten ldsst sich
auf LOosung eines linearen
Gleichungssystems mit
rekursiver Struktur reduzieren
N 1 ___ 4 . /T 1 T .
UCODUILS-/ 10UCS-I'TOZCHDS

v

— — ~ —A — B —>A — _» —
9 6 9 9 6 0

Flussgleichgewicht tiber jeden Schnitt!
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Resultierendes Gleichungssystem
A\ :
7T7;°)\:7T,,;_|_1°/L:>7T7;:7T0<ﬁ> = mop"

 Falls wir , kennen, konnen wir alle w; berechnen

Uberlegungen zur Berechnung von m,:
m, (1=0, ...., ) definieren eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

= Summe der 7, muss 1.0 ergeben

oo o0 1
Damitgilt: 1= m=m Y p' = m=——
1=0 i=0 Z pfz:

1=0

Vorausgesetzt die Rethensumme 1st endlich!

( —1
Geometrische Reihe: E p=1-p) " fallsp<1
i—0
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Falls p > 1 werden alle Zustdnde nullrekurrent

— alle Zustandswahrscheinlichkeiten werden 0
Prozess driftet nach rechts (gegen unendlich)

Fiir p <1 geometrisch fallende Zustandswahrscheinlichkeiten

0.25
0.2 -
0.15
0.1
0.05
0

W p=0.9
M p=0.8

0123456 789
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Interpretation als einfache Warteschlange

(TN el e NA 111
(CLdlS ZUul iviodcCll
Bedienung mit exponentiell

Ankiinfte mit exponentiell verteilten Bedienzeiten mit
verteilten Zwischenankunfts- Rate pn

zeiten mit Rate A

v

Potenziell unendliche Kapazitit

Typische Fragestellungen:
» Wie viele Kunden warten im Mittel?
(Population N (inkl. Bediener) bzw. N, (exkl. Bediener)
» Wie viele Kunden werden im Durchschnitt pro Zeiteinheit bedient? (Durchsatz X)

» Wie lange wartet ein Kunde im Mittel? (Wartezeit W)

(N, N,,, X, W sind Zufallsvariablen, wir berechnen Erwartungswerte!)
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Auslastung: p=1—mr, Durchsatz E(X) = A

o0 o0 .
Mittlere Population: E(N) = > i-m = (1—=p)> i-p
i=0 i=1
o0
= (1—-prg Yoo= (1= P
— 1 A
= U= = 15
Mittlere Population: E(N,) = Y@G—-1)-m = (1=pp>i-p
(nur Warteraum) i=0 . i=1
= pE(N) =
100.00
80.00
z 60.00 ' Verweilzeiten spater siche Q6.1
40.00
20.00
*%%.00 0.20 040 060 0.80 100
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Veralleemeinerung der Ideen

Zur Erinnerung;:
Sei Q irreduzible Matrix eines zeitkontinuierlichen Markov-Prozesses
Sei o0 > max, |Q;| (oo <o) und P =Q/a + |

Se1 P aperiodisch (immer erreichbar durch Wahl von o > max; |Q;;|)

Es gilt dann fiir Vektort mitZ. t. = 1: tQ=0<nP=n

= Wir konnen mit Q oder P arbeiten
(und nutzen im Folgenden P)

Ziel: Herausarbeiten von Strukturen, die es erlauben, auch bei unendlichen
Zustandsmengen 1 zu berechnen
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Bisher behandelte Matrixstruktur (siehe M/M/1-System)
Geburts-/Todesprozess:

( Poo Poi \
Pio P11 P12
P21 P22 P23

Mit der rekursiven Berechnung;:

Tiv1 = (Piv1s) " (1 = pis)mi — pic1imi—1), 71 = (p1o)” (1 — poo)mo

Wenn 7, bekannt ist, so konnen alle wr; berechnet werden!

Moglicher Ansatz: 71 Auftretender Fehler
1. Setze m,=1 proportional zu
. i op X
2. Berechne &y,...,my
3. Normalisiere den resultierenden Vektor Z i/ Z ’

— 1=N+1 1=0
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Verallgemeinerung obere Hessenberg-Matrix

( Poo Po1r Po2 PpPo3 - \
Pio P11 P12 P13z -
P— 0 D21 p22 P23

0 0 p32 ps33

Mit der rekursiven Berechnung;:

i—1
mip1 = (pig1a) " | (L= pa)mi = > iy | 5 ™1 = (p10) " (1 — poo)mo
i=0

Rekursive Berechnung, wie auf vorheriger Folie!
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Geht es noch weiter?

Ja, wenn sich nicht einzelne Elemente, sondern ganze Untermatrizen wiederholen!

— Matrix-Geometrische/Matrix-Analytische Methoden (hier nur erste Anséitze)

Matrix eines Quasi-Geburts-Todes-Prozesses (QBD):

( B: By O

B, A; A

Q= 0 A> Ay
0 0 A,

\

Dimensionen der Matrizen
> B, :pxp

» B, :pxm

> B2 :mxp

> Ay, Ajund A, : mxm

© Peter Buchholz 2009

0
0
Ag
A4

0

0

0
Ag

Es gilt (mite=(1,...,1), 0=(0,..

> B,eT+ B eT=0T
> Bel+(A,+A)el =01
> (Ag+A +A)el =0T

Modellierung eingeb. und vert. Systeme -
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Seil nun ©t = (w,, T;,...) mit
» m, Vektor der Lange p
» . (1>0) Vektor der Linge m

Ges. Vektor © mit tQ=0 und me! = 1, sofern dieser existiert!
Wir nehmen an, dass Q irreduzibel ist

Struktur der Matrix ahnelt Geburts-Todes-Prozess

wenn Skalare durch Matrizen ersetzt werden!

Losung Geburts-Todes-Prozess: , = pz., = p'n, und t,= 1- p

Geburts-Todes-Prozess = Quasi-Geburts-Todes-Prozess

Ersetze p durch Matrix R der Dimension mxm und

Priife, was passiert!
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Erst einmal fiir j>2 (bei j=0 oder 1 u.U. Dimensionsprobleme)
Ti1Ao+ T A1+ T 1A =0 ()

Wenn eine Matrix R wie angenommen existiert so gilt fiir j>2:

;i =m_ 1R = 7 =mR/!

Eingesetzt in (*):

mR7TFA+ mRITIA + mR/A, =0 fiiralle j>2

Damit muss auch gelten:
mR77? (Ao + RA; + R?A2) =0 = Ag+RA; +R%A, =0

Quadratische Matrixgleichung zur Bestimmung von R

© Peter Buchholz 2009 Modellierung eingeb. und vert. Systeme -
Quantitativ 5 Zeitkontinuierliche Markov-
Prozesse

45



Damit &t existiert , muss gelten 1,2, R'eT <o

d.h. der Spektralradius von R muss kleiner 1 sein!

Angenommen, wir hitten ein ,,passendes R gefunden,

dann muss noch &, berechnet werden!

Es gilt: moB1 + m1 B2 0
moBo +m A1 +mA; = 0

Einsetzen von ;R fur =, liefert:

(71, o) B, Bo —0
DR\ By, Aj+RA, /|

Losung erfordert zusitzliche Normierungsbedingung (Summe der W. 1):
1 = 7T0€T + 7 ZRjeT — 7TOeT + 7 (I — R>_1 eT
§=0
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Berechnung von R:

Viele Verfahren existieren, wir schauen uns nur einen einfachen Algorithmus an

Matrix A, besitzt negative Diagonalelemente und A,e' <0
Falls Q irreduzibel ist, existiert (A,)!

Damit konnen wir umformen:

0=Ay;+RA, + R?A, = R—=— (AO (A1) £ R%A, (Al)_1>

Fixpunkt-Algorithmus, initialisiere R[0]=0 und iteriere
R[] = — (Ao (A1)~ + Rk —1))° Az (A1) )

bis ||R[k]-R[k-1]|| < &
Verfahren konvergiert, aber u.U. sehr langsam!
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Beispielmodell mit Matrix-geometrischer Matrixstruktur:
PH/PH/n-Systeme

Ankunftsprozess Bedienprozess

Warteraum

Bedien- und Ankunftsprozess absorbierende Markov-Prozesse mit
» n, und ng Zustinden

» Startverteilung i, und my

» Damit gilt p=n, und m =n, ng

» Blockunterteilung der Matrix nach Population in der Station
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