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1 Einleitung

Die Entwicklung vieler Wissenschaftszweige ist in den letzten 50 Jahren durch die Mathematisierung der
Einzelwissenschaften geprigt. Vorreiter dieser Entwicklung waren die Naturwissenschaften wie Physik,
Chemie und spiter Biologie, noch spéter folgten Psychologie, Soziologie und die Wirtschaftswissenschaf-
ten. Die Informatik, die in vielen Teilbereichen ihre Wurzeln direkt in der Mathematik hat, spielt hierbei
eine Sonderrolle. Was ist der Grund fiir die Mathematisierung der Einzelwissenschaften? Stark verall-
gemeinernd ist es der Wunsch, qualitative und daher unprizise Aussagen zu quantifizieren und damit
direkt in Handlungsanweisungen miinden zu lassen. Wegen der Komplexitét der quantitativen Methoden
sind diese fiir Probleme von praktischer Relevanz nur mit Rechnerhilfe einzusetzen, und somit ist die
Informatik an der Mathematisierung der Einzelwissenschaften direkt beteiligt.

Bei der Mathematisierung der Betriebswirtschaftslehre entstand das Gebiet Operations Research, das
sich heute zwischen Mathematik, BWL, Informatik und einigen Ingenieurwissenschaften ansiedelt. Der
Begriff Operations Research soll hier nicht definiert werden, da mir keine wirklich passende Definition be-
kannt ist. Die folgenden Gebiete sollen jedoch durch quantitative Methoden unterstiitzt werden: Planung,
Entscheidungsvorbereitung, Unternehmensforschung, Marktanalyse, Bewertung von Konfliktsituationen.
Es sollte Informatikerinnen und Informatiker daher nicht {iberraschen, dafl auch das Gebiet Operations
Research wesentliche Wurzeln in der militdrischen Forschung und in militdrischen Anwendungen hat,
und nach teilweiser geheimer Forschung im Zweiten Weltkrieg seit dem Ende der 40er Jahre 6ffentlich
wissenschaftlich unterstiitzt und betrieben wird.

Geradezu typisch ist der ,dual use“ Charakter der Operations Research Methoden. Fiir die folgenden
Probleme kénnen im wesentlichen die gleichen Methoden verwendet werden: die Suche nach einem ab-
gestirzten Flugzeug in einem uniibersichtlichen Dschungelgebiet sowie die Aufspiirung eines feindlichen
Kriegsschiffes. Die hierfiir benutzbaren Methoden wurden eingesetzt, um vor einigen Jahren die Titanic
wiederzufinden, 1966 eine von der USA verlorene H-Bombe im Mittelmeer bei Palomares (Spanien) zu
bergen und um 1968 ,vor den Russen® das gesunkene US-Atom-U-Boot , Scorpion“ zu entdecken und
zu heben. Was unterscheidet die Minimierung des Einsatzes von Diinger oder Insektenvertilgungsmit-
teln in der Landwirtschaft methodisch von der Planung eines kostengiinstigsten Bombenteppichs? Wohl
mehr die verwendeten Daten als die verwendeten Methoden. Nichts kann die Informatikerin und den
Informatiker von der Verantwortung befreien, vor dem Einsatz von Operations Research Methoden die
Entscheidung zu treffen, ob das gestellte Problem iiberhaupt gelést werden sollte und ob gegebenenfalls
die vorgenommene Modellierung angemessen ist und die benutzte Methode nicht wesentliche Aspekte
ausklammert.

Gleiches gilt fiir betriebswirtschaftliche Anwendungen. So endet der erste Satz in dem Buch ,, Operations
Research — Quantitative Methoden zur Entscheidungsvorbereitung® (W. Zimmermann, Oldenbourg,
1990): ,,Da das Ziel jedes unternechmerischen Handelns letztlich in der Maximierung des langfristigen
Gesamtgewinns gesehen werden kann, besteht die sogenannte Kunst der Unternehmensfiihrung in der
optimalen Kombination der Elementarfaktoren Mensch, Maschine, Material, Money und Management
hinsichtlich dieses Ziels. Mufl nun jemand, der diese zumindest iibersimplifizierende Sicht der Welt nicht
teilt, andere Operations Research Methoden entwickeln als jemand, der die genannte Weltsicht teilt?
Dazu sehen wir uns die drei Phasen an, die beim Einsatz von Operations Research Verfahren auf ein
reales Problem durchlaufen werden:

- Umwandlung des realen Problems in ein abstraktes Modell. Beschreibung des angestrebten Ziels
und der zu beachtenden Nebenbedingungen.

- Losung des entstandenen Optimierungsproblemes.

- Interpretation der gefundenen Loésung(en) und Riickiibersetzung in einen Handlungsvorschlag fiir
das reale Problem.

Besonders die erste Phase enthélt die kritischen Entscheidungen: Soll das Problem iiberhaupt gelost wer-
den? Ist eine Quantifizierung der Losung des Problems angemessen? Inwieweit verdndert die abstrakte



Modellierung das Problem? Werden eventuell Lésungsmoglichkeiten ausgeschlossen? Sind alle Nebenbe-
dingungen beriicksichtigt und bezogen auf ihre Wichtigkeit bewertet worden? Pafit das Optimalitatskrite-
rium zum Problem? Wessen Interessen werden modelliert? Diese Liste erhebt natiirlich keinen Anspruch
auf Vollstandigkeit. Es soll aber ausdriicklich dazu aufgefordert werden, sich in diese Entscheidungen
einzumischen. In der zweiten Phase wird dann ein abstraktes Problem geltst. In dieser Phase werden
Operations Research Verfahren eingesetzt. Nach der Riickiibersetzung der Lésung in einen Handlungs-
vorschlag sollte dieser noch einmal kritisch tiberpriift werden.

Operations Research Methoden sind also die Methoden, die in der zweiten Phase eingesetzt werden.
Dies fithrt auch in dieser Vorlesung dazu, dafl wir abstrakte Methoden behandeln und von den oben
andiskutierten Problemen abstrahieren. In konkreten Anwendungen diirfen wir uns aber nicht mit dem
Verweis, nur ein abstraktes Problem zu 16sen, aus der Verantwortung stehlen.

Geméf der obigen Beschreibung des Gebietes Operations Research ist klar, daf die Problem- und Me-
thodenvielfalt eine Behandlung aller Teilgebiete des Operations Research ausschlieft. Die Auswahl der
Themen wurde wesentlich dadurch bestimmt, Uberschneidungen mit bereits linger etablierten Stamm-
vorlesungen in Dortmund zu vermeiden. Daher werden die folgenden Bereiche nicht behandelt.

- Kombinatorische Optimierung, Lésung diskreter Optimierungsprobleme wie Traveling Salesman
Problem, Rucksackproblem, Flufiprobleme, Zuordnungsprobleme (Matching), Kiirzeste Wege und
Transportprobleme. Diese Probleme werden in der Vorlesung ,,Effiziente Algorithmen® behandelt.

- Simulation, da es hierfiir eine eigenstdndige Vorlesung gibt.

- Warteschlangensysteme, die im Rahmen der Vorlesung ,,Betriebssysteme® untersucht werden.

Was bleibt fiir unsere Vorlesung {ibrig? In Kapitel 2 behandeln wir das Problem der Linearen Optimie-
rung. Einerseits sind lineare Zielfunktionen und lineare Nebenbedingungen die wichtigsten Spezialfille fiir
Optimierungsprobleme. Andererseits ist der Simplexalgorithmus zur Lésung von linearen Optimierungs-
problemen der &lteste Operations Research Algorithmus, der noch heute alltdgliche Anwendung findet.
Bei der Lésung linearer Optimierungsprobleme sind die Losungen im allgemeinen reellwertig, wobei eine
Einschrankung auf rationale, aber nicht auf ganze Zahlen in vielen Praxissituationen méglich ist. Es liegt
jedoch in der Natur ,vieler Sachen“, daf sie nicht geteilt werden und nur als ganze Einheiten verwendet
werden kénnen. Die Einschriankung auf ganzzahlige Losungen verdndert das Problem der Linearen Opti-
mierung grundlegend. Zur Lésung von Problemen der Ganzzahligen Optimierung sind vollstdndig andere
Algorithmen nétig. Derartige Algorithmen behandeln wir in Kapitel 4.

Viele Optimierungsprobleme (auch die Lineare und die Ganzzahlige Optimierung) setzen eine vollstandi-
ge Kenntnis aller Parameter voraus. Insbesondere ist die Informationsgewinnung vor der Optimierung
und vor dem Beginn eigener Handlungen abgeschlossen. Im Gegensatz dazu sehen Planungsprobleme
die Planung von Handlungen fiir einen ldngeren Zeitraum vor. Wenn wir nun wihrend dieses Zeitraums
hinzulernen oder neue Informationen erhalten, sollten wir darauf reagieren kénnen. Kann dennoch ein
vollstandiger Handlungsplan erstellt werden? In der in Kapitel 8 behandelten Stochastischen Optimierung
(manchmal auch Dynamische Optimierung genannt) wird die Kenntnis aller zukiinftigen Moglichkeiten
vorausgesetzt. Nach einer Handlung von uns am ersten Tag (zum ersten Zeittakt) geschieht etwas, z.B.
handeln andere Personen, Firmen oder auch der Zufall. Unsere Handlung am zweiten Tag darf dann von
der Situation am Vorabend abhidngen. Da natiirlich unsere Handlungen die Reaktionen anderer beeinflus-
sen (und umgekehrt), wird im stochastischen Modell angenommen, dafl wir zwar nicht genau wissen, was
andere tun, aber Wahrscheinlichkeiten fiir diese Aktionen kennen. Es soll dann ein Handlungsplan (wenn
der dies und jenes tut, dann werde ich . ..) fiir einen endlichen oder unendlichen Zeithorizont erstellt und
die erwartete Giite maximiert werden.

In den untersuchten Optimierungsproblemen ist die Form der zu optimierenden Funktion eingeschrankt,
und die besten Losungsverfahren sind speziell auf diese Funktionsform zugeschnitten. Neben weiteren spe-
ziellen Problemtypen sind natiirlich auch allgemeine Methoden fiir Optimierungsprobleme von Interesse.
Derartige Methoden werden in Kapitel 5 vorgestellt.



In Kapitel 6 beschéftigen wir uns mit dem Problem der Aufstellung geeigneter Nutzenfunktionen und mit
den Grundziigen der Entscheidungstheorie. SchlieBlich soll in Kapitel 7 eine Einfiithrung in die Spieltheorie
gegeben werden. In den zuvor behandelten Optimierungsproblemen ist die Moglichkeit der Kommunikati-
on und der Erarbeitung von Verhandlungslésungen nicht vorgesehen. Reaktionen der Aulenwelt wurden
zwar in das Modell eingearbeitet, aber nicht die Erarbeitung einer einvernehmlichen Losung. Verhand-
lungen sind jedoch in vielen Bereichen die einzige Moglichkeit, um zu verniinftigen Loésungen zu gelangen.
Die Spieltheorie untersucht Konflikte und die Suche nach Verhandlungslésungen. Nur Konflikte zwischen
zwel Partnern mit diametral entgegengesetzten Zielen machen Verhandlungen iiberfliissig. Sie lassen sich
mit Methoden der Linearen Optimierung lsen. In allen anderen Problemen ist es wichtig und niitzlich,
die Interessen der Verhandlungspartner zu beriicksichtigen. Vor der Verhandlung sollten die Verhand-
lungspositionen und -stérken aller Beteiligten analysiert werden. Welche Koalitionen erweisen sich als
gewinntrachtig? Wie kénnen gerechte Lésungen aussehen?

Die Vorlesung folgt keinem Lehrbuch, da die Lehrbiicher entweder mehr aus dem Blickwinkel der Mathe-
matik oder mehr aus dem Blickwinkel der BWL geschrieben sind. Aus Sicht der Mathematik stehen auch
Existenzaussagen im Vordergrund, wihrend es aus Sicht der Informatik darauf ankommt, Algorithmen
mit realistischen Rechenzeiten zu erhalten. Die BWL-Lehrbiicher iiber Operations Research beschreiben
héufig nur die Verfahren. Dagegen sollten in der Informatik Algorithmuskenntnisse stets auch das Wissen,
warum die Algorithmen korrekt sind, und eine Laufzeitanalyse beinhalten. Die vollstdndige Behandlung
von Beispielen fiihrt ab einer bestimmten Grofle in Vorlesungen zu Langeweile. BWL-Lehrbiicher wie das
bereits genannte von Zimmermann kénnen gut als Nachschlagewerk fiir groflere Beispiele benutzt werden.



2 Lineare Optimierung

2.1 Das Problem und eine grundlegende Lésungsidee

Ein Problem der Linearen Optimierung ist das Problem, eine lineare Zielfunktion unter linearen Neben-
bedingungen zu minimieren. Es ist gegeben durch die Zahl n der Variablen, die Zahl m der Nebenbedin-
gungen, die Zielfunktion

Z(x) :=c1x1 + ...+ cpxy — min,

die m Nebenbedingungen
@121+ . F Gy < by fur 1 <7 <m

und die weiteren Bedingungen
z; >0 furl <j<n.

Prinzipiell kénnen die Parameter a;;, b; und ¢;, 1 <7 < m, 1 < j < n, reelle Zahlen sein. Fiir eine
Bearbeitung im Rechner nehmen wir jedoch an, dal die Parameter rationale Zahlen sind. Ansonsten ist
die Problemformulierung allgemeiner als sie auf den ersten Blick aussieht. Wenn wir eine lineare Funktion
maximieren und nicht minimieren wollen, geniigt es, die Zielfunktion mit <1 zu multiplizieren, um wieder
ein Minimierungsproblem zu erhalten. Bedingungen vom Typ > werden ebenfalls durch Multiplikation
mit <l zu Nebenbedingungen vom Typ <. Nebenbedingungen, die durch Gleichungen gegeben sind, wer-
den in eine >- und eine <-Nebenbedingung zerlegt. Schliefilich kann eine unbeschrénkte Variable z; durch
die Differenz zweier Variablen ) </ mit 2} > 0 und 2/ > 0 ausgedriickt werden. Nur Nebenbedingun-
gen vom Typ < werden ausgeschlossen. Dies macht aus zwei Griinden Sinn. Aus praktischer Sicht sind
<-Bedingungen (nicht mehr als xDM ausgeben) viel natiirlicher als <-Bedingungen. Aus theoretischer
Sicht fiihren <-Bedingungen zu Problemen ohne Lésungen. Schon die Maximierung von z; unter der
Nebenbedingung #; < 1 hat offensichtlich keine Losung.

Der einfacheren Schreibweise wegen fiihren wir folgende Notation ein. Die Parameter werden zu Spalten-
vektoren ¢, x und b und zu einer m x n-Matrix A zusammengefaf3t. Die Aufgabe besteht dann in der
Minimierung von Z(z) = ¢’z (dabei ist ¢! der transponierte Vektor, also ein Zeilenvektor) unter den
Nebenbedingungen Az < b und = > 0.

Lineare Funktionen sind, wie wir aus der Schulmathematik wissen, die einfachsten nicht trivialen Funk-
tionen. Dariiber hinaus kommen sie aber in der Praxis h&ufig vor. Der Preis fiir ein Produkt steigt
beispielsweise (von Mengenrabatten abgesehen) linear mit der Menge, die wir von dem Produkt kaufen.

Wir betrachten nun die Zielfunktion und die Nebenbedingungen genauer. Die Bedingung a;121 + ...+
@inTn, = b; beschreibt im R™ eine Hyperebene der Dimension n < 1: Wenn n <1 Variablen festgelegt
sind, 148t sich die n-te Variable ausrechnen. Fiir n = 2 beschreiben die Nebenbedingungen Geraden und
fiir n = 3 Ebenen. Die Bedingung a;121 + ... + aintn < b; beschreibt alle Punkte auf der Hyperebene
aj1x¢1+ ...+ ajpe, = b; und alle Punkte auf einer Seite der Hyperebene. Die Menge der Punkte, die diese
Nebenbedingung erfiillen, bildet einen Halbraum. Gleiches gilt auch fiir die Nebenbedingungen x; > 0.
Alle z-Vektoren, fiir die die Zielfunktion einen festen Wert z annimmt, bilden ebenfalls eine Hyperebene.

Der Bereich der zulédssigen Punkte ergibt sich als Durchschnitt der Mengen der Punkte, die die einzelnen
Nebenbedingungen erfiillen. Wenn der Bereich leer ist (z.B. 21 — min mit 1 < <l und 21 > 0), sprechen
wir von einem unzuldssigen Problem. Das Problem hat keine Lésung, da die Nebenbedingungen nicht
erfilllbar sind. Wenn der Bereich nicht leer und beschrankt ist (z.B. 1 — min mit 1 < 4 und »; > 0),
gibt es stets eine Losung, da der Bereich der zuladssigen Punkte dann kompakt ist (beschrankt nach
Voraussetzung und abgeschlossen als Durchschnitt abgeschlossener Mengen) und da stetige Funktionen
auf kompakten Mengen ihr Minimum und Maximum annehmen. Wenn der Bereich zuldssiger Punkte
unbeschrinkt ist, kann es eine Losung geben (z.B. #; — min mit <z < <l und 2, > 0), oder keine
Losung geben (z.B. <z — min mit <z < <l und 23 > 0). Im zweiten Fall kann der Wert <oo der
Zielfunktion angendhert werden. Wenn ein praktisch relevantes Problem richtig modelliert ist, sollte der
Bereich zulédssiger Punkte nicht leer sein, und es sollten nicht beliebig kleine Werte der Zielfunktion
unterschritten werden kénnen.



Wir behandeln nun ein sehr kleines Beispiel ohne praktische Relevanz, um daran die allgemeine Losungs-
strategie zu illustrieren.

Beispiel 2.1.1: Ein Hobbygirtner will die 100 m? Nutzfliche seines Gartens optimal mit Blumen und
Gemiise bepflanzen. Sein Kapital betragt DM 720, fiir den Anbau sind Arbeits- und Materialkosten
von 6 DM/m? fiir Gemiise und 9 DM/m? fiir Blumen zu veranschlagen. Der zu erwartende (und zu
maximierende) Gewinn betriigt 10 DM /m? fiir Gemiise und 20 DM/m? fiir Blumen. Schlielich sind nur
60 m? aufgrund von Sonne und Schatten fiir den Blumenanbau geeignet. Daraus ergibt sich folgendes
Problem der Linearen Optimierung:

<20x7 <1025 — min, wobei
z1 + x2 <100
921 + 622 < 720
z1 < 60
z1 > 0,29 > 0.

Hierbei steht x; fiir die fiir den Blumenanbau vorgesehene Fliche. Da wir nur zwei Variablen haben
(in der Praxis sind 100 Variablen nicht viel), 148t sich der Bereich zulédssiger Punkte einfach graphisch
darstellen, indem wir die fiinf Geraden fiir die Nebenbedingungen und die Halbrdume der zuléssigen
Punkte beschreiben.

\ " | <60
120 9% +6x,<720
< Steigung der
80 —| Zielfunktion
60 —

40 — x1+x25]_00":“

20

I I N N T
20 40 60 80 100 120
Abb. 2.1.1

Wenn wir fiir verschiedene z-Werte die Gleichung <20x1 <1022 = z oder 20z 4+ 10xs = <z betrach-
ten, stellen wir fest, daBl diese Geraden stets die gleiche Steigung haben. Je kleiner der z-Wert, desto
weiter ,rechts® verlduft die Gerade. In unserer Abbildung ist z = <2400, und die Gerade schneidet den
Bereich der zulédssigen Punkte nicht, d.h. der Gewinn von DM 2400 ist nicht realisierbar. Indem wir
den gewiinschten Gewinn sinken lassen, wird die Zielfunktionsgerade parallel nach links verschoben. Fiir
z = <1500 beriihrt sie den zulissigen Bereich erstmals im Punkt (60,30). Der Gewinn von DM 1500 ist
also erreichbar (60 m? Blumen und 30 m? Gemiise), wihrend ein grofierer Gewinn nicht erreichbar ist.
Bei dieser Lésung bleiben dem Girtner sogar 10 m? fiir seinen Liegestuhl.



Im zweidimensionalen Fall erhalten wir als zuldssige Menge stets ein konvexes Polygon. Wenn es eine
optimale Lésung gibt, wird diese auch an einem Eckpunkt (Schnittpunkt zweier Geraden) angenommen,
da bei der Parallelverschiebung der Zielgeraden zunéchst eine FEcke erwischt wird. Es kann auch ein ganzes
Geradenstiick erwischt werden, wenn die Zielgerade parallel zu einer Nebenbedingungsgerade verlduft. Zu
diesem Geradenstiick gehért dann auch ein Eckpunkt.

Im dreidimensionalen Raum arbeitet unsere geometrische Vorstellung noch. Der zulissige Bereich ist ein
konvexes Polyeder, dessen Ecken Schnittpunkte von drei linear unabhingigen Ebenen sind, wobei diese
Ebenen sich aus den Nebenbedingungen des Problems ergeben. Auch die Zielfunktion ist fiir fest vorge-
gebene Werte eine Ebene, die wir von z = <oo fiir wachsendes z an den zuléssigen Bereich heranwandern
lassen. Auch hier ist noch anschaulich klar, dafy der zuléssige Bereich zuerst in einem Eckpunkt getroffen
wird. Es 148t sich vermuten, dafi dies im n-dimensionalen Fall ebenfalls gilt. Das miissen wir dann jedoch
beweisen.

Was sind allgemein Eckpunkte? Schnittpunkte von n linear unabhingigen Ebenen, die durch die Neben-
bedingungen gegeben sind. Wenn unsere Intuition nicht triigt, geniigt es also, uns nur die Eckpunkte an-
zuschauen. Nach unseren Vorbetrachtungen ist die Zahl der Eckpunkte nur durch ("+m) zu beschréanken.
Diese im allgemeinen in n und m exponentielle Zahl ist aber immerhin endlich. Anstelle der iiberabzihl-
bar vielen Punkte im zuldssigen Bereich kénnen wir uns, wenn unsere Intuition trigt, auf die endlich
vielen Eckpunkte beschranken.

Z.B. fir n = m = 50 gibt es viel zu viele Eckpunkte, um alle zu untersuchen. Wir werden dann eine
Greedy-Strategie benutzen. Zunichst suchen wir einen zulédssigen Eckpunkt. Von einem Eckpunkt gehen
viele, genau n, Kanten aus. Wir wiahlen dann stets die Kante, auf der die Zielfunktion ,,am schnellsten®
fallt, wandern diese Kante bis zum néchsten Eckpunkt entlang und fahren dort analog fort. Wenn auf
allen Kanten von einem Eckpunkt aus der Wert der Zielfunktion wéchst, haben wir zumindest ein lokales
Minimum erreicht. Wir miissen theoretisch nachweisen, dal der Eckpunkt dann eine globale Losung
darstellt.

Nach diesen Vorbetrachtungen sollte der Weg zur Lésung ebenso intuitiv klar sein wie die Erkenntnis,
daB zur Verifikation des Algorithmus theoretische Arbeit nétig ist.

2.2 Konvexe Mengen

Wir haben schon von konvexen Polygonen und konvexen Polyedern gesprochen, ohne den Begriff konvex
zu definieren. In diesem Abschnitt wollen wir die fiir unsere Zwecke wichtigen Eigenschaften von konvexen
Mengen im RR™ herausarbeiten.

Definition 2.2.1: — Fiir zwei Punkte z,y € R"™ bezeichnet die , Verbindungsstrecke zwischen # und
y*“ die Menge der Punkte Az + (1 ©A)y mit 0 < A < 1.

— Eine Menge M C R™ heifit konvex, wenn fiir alle 2, y € M die Verbindungsstrecke zwischen z und
y in M liegt.

Es folgt nun sofort, dafl der Durchschnitt M beliebig vieler konvexer Mengen M;, ¢ € I, wieder konvex
ist. Wenn x;, y € M ist, ist z, y € M; fiir alle ¢ € 1. Also ist die Verbindungsstrecke zwischen = und y
in allen M; und damit in M enthalten. Die Nebenbedingungen in der Linearen Optimierung beschreiben
abgeschlossene Halbriaume

ai121 + ... F tinty, <b; oder x; > 0.

Halbriume sind konvex: Aus al z < b; und al y < b; folgt
al Az + (L eN)y) = Aaf 2 + (1 @N)al y < M + (1 S\)b; = b;.

Damit haben wir die zul&ssigen Mengen von Problemen der Linearen Optimierung charakterisiert.



Satz 2.2.2: Der zuldssige Bereich eines Problems der Linearen Optimierung ist der Durchschnitt von
n + m abgeschlossenen Halbrdumen und selber konver und abgeschlossen.

Wir wollen die in Kap. 2.1 bereits diskutierten Eckpunkte oder allgemeiner Extrempunkte auszeichnen.
Dazu diskutieren wir zunéchst, was die konvexe Hiille von Mengen in R™ ist.

Definition 2.2.3: Die konvexe Hiille KoH#(M) von M C R™ ist der Durchschnitt aller konvexen Men-
gen S mit S O M.

Die konvexe Hiille ist also die kleinste konvexe Obermenge der gegebenen Menge. Nach unseren Vor-
bemerkungen ist sie selber konvex. Da R" konvex ist, ist KoHi(M) stets wohldefiniert. Fiir konvexe
Mengen M gilt offensichtlich KoHu(M) = M.

Definition 2.2.4: Der Punkt zy € R” ist konvexe Linearkombination (kL) von «1,...,2z, € R”, wenn
es Ay >0mit > A =1lundzg= Y. Aw; gibt.
1<i<p 1<i<p

Satz 2.2.5: Die konvexe Hiille von M C R"™ ist genau die Menge S aller kL’s von Punkten aus M.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafi S C KoHu(M) gilt. Sei also z eine kL der Punkte z1,...,2, € M
zu A1, ..., Ap. Wir benutzen Induktion iiber p. Fiir p = 1 ist 29 = loy = 21 € M C KoH4(M). Sel nun
p > 1. Falls A, = 1, ist die Aussage wieder trivial. Falls A, < 1, kann man wie folgt ausklammern:

A1 Ap—1
rg = (1 @Ap) (ml‘l + ...+ 1;/\1) xp—l) —|—Apl‘p.

/
xr

Nach Induktionsvoraussetzung gehort @’ zu KoHu(M) und aus der Konvexitat von KoHiu(M) folgt
ro = (leX)2' + Apzp, € KoHu(M).

Wir zeigen nun, dafl KoH#(M) C S gilt. Da xq = lag eine kL ist, folgt M C S. Es geniigt also zu zeigen,
dafl S konvex ist. Seien also y,z € S, d.h.

y=XMzi+...+ e, mt M+...+X=1, >0, z €M,
z=XNai+ .+ A, mit A4+ 4N, =1, A >0, 2 €M,
Dann gilt fiir A € [0, 1]
A+ 1Nz =AMz +. o+ Az, + (LN 2]+ (1 SA)A, 2z, mit

Mit . A, 1SN+ (1SN, = A+ (1eA) =1,
i >0, 1SN >0, €M, z;€M.
Also ist Ay + (1 @A)z € S. O

Was sollen nun Extrempunkte von konvexen Mengen M sein? Sie sollen nicht im Innern einer Strecke,
die ganz in M liegt, liegen. Wir bendtigen auch die Definition von Randpunkten.

Definition 2.2.6: Ein Punkt « einer konvexen Menge M heif3t

e Randpunkt von M, wenn es keine e-Kugel (¢ > 0) um # gibt, die nur Punkte aus M enthalt.

e Extrempunkt von M, wenn aus x = Ay+ (1 ©A)z, v,z € M und A € (0, 1) folgt, dal = y = z ist.

Man iiberlege sich als Ubungsaufgabe, dafl ein Extrempunkt auch definiert werden kann als Punkt z, fiir
den gilt: Es gibt kein y, so daBl sowohl « 4 y als auch = <y in M enthalten sind.



Lemma 2.2.7: Ein Extrempunkt x von M ist auch Randpunkt von M

Beweis: Angenommen, x ware nicht Randpunkt von M. Dann gébe es eine e-Kugel um z, die nur
Punkte aus M enthéalt. Dann gibt es auch zwei Punkte z’ und z’' aus M, die von x verschieden sind, so
daB x als kL dieser beiden Punkte geschrieben werden kann. Also mufl # Randpunkt von M sein. i

Lemma 2.2.8: Seien M, ..., M; konvere Mengen. Wenn x Randpunkt von M := My N --- N M, ust,
dann gibt es ein ¢, so daff © Randpunkt von M; ist.

Beweis: Angenommen, x wire kein Randpunkt von einem M;. Dann gibe es fiir jedes i ein ¢;, so daB3
alle Punkte in der ¢;,~Kugel um « in der Menge M; wéren. Fiir € := min;{¢;} wiren somit alle Punkte in
der e-Kugel um « in der Menge M und somit 2 kein Randpunkt von M. i

Lemma 2.2.9 (von der trennenden Hyperebene): Sei M C R" konver und abgeschlossen und xq
ein Randpunkt von M. Dann gibt es eine Hypercbene H = {y | uy = uzo} durch zo, so daff alle v € M
im gleichen Halbraum bzgl. H liegen, d.h. es ist ux > uxg firx € M.

Beweis: Da zg Randpunkt von M ist, enthilt jede e-Kugel um xg, ¢ > 0, Punkte, die nicht in M liegen.
Also gibt es eine Folge #; von Punkten mit x; ¢ M und z; — x¢. Mit ||2;]| bezeichnen wir die Euklidische
Lange des Vektors z; € R™. Die Funktion

d(y) = [|z; Syl

ist auf der abgeschlossenen Menge M stetig und durch 0 nach unten beschrinkt. Also nimmt sie ihr
Minimum in einem Punkt z; € M an, d.h. z; ist der &; am nichsten gelegene Punkt in M. Damit liegt
im Inneren der Kugel um z; mit Radius ||x; < #]| kein Punkt von M. Es sei H; die Hyperebene durch
zi, die tangential an der Kugel um z; liegt. Mit der Wahl u; 2= ¢ R™ gt dies die Hyperebene

= Mei—all

Hi={y | wiy =z}

Es gilt ||u;]| = 1 und w;z; > w;a;. Wir behaupten nun, dafl w;z > u;z; fir alle 2 € M gilt, d.h. M liegt
ganz in einem durch H; definierten Halbraum, und zwar in dem Halbraum, der z; nicht enthélt. Dies kann
man wie folgt einsehen. Angenommen, es gibe einen Punkt € M mit u;x < u;z;. Wir betrachten die
Verbindungsstrecke zwischen den beiden, d.h. Punkte wy := Az 4+ (1 <A)z;. Definiere die stetige Funktion

F(A) = |wx x| |* oz <nl|* = (w <:>xl)2<:>(xl <:>zi)2 =...= /\2(90<:>zi)2—|—2/\(<:>zi2—|—xzi Srwi+izi)

Als Ableitung dieser Funktion ergibt sich:

F'A) =2Me &) + 2(e2] + 22 Srwi+ %)

und somit f'(0) = 2(x <) (2 ©z;) = ¢ - u; - (x ©z;) fir eine Zahl ¢ > 0. Da u;z; > w;z;, folgt f/(0) < 0.
Da f(0) = 0 und f/'(0) < 0, gibt es einen Punkt Ag > 0, fiir den f(Ag) < 0 ist. Fiir den zugehorigen
Punkt wy, gilt dann, da (nach Definition der Funktion f) wy, ndher an z; ist als an z;. Wegen der
Konvexitit von M wéire wy, € M. Dies ist aber ein Widerspruch zur Eigenschaft von z;, daf dies der zu
z; nichstgelegene Punkt aus M ist.

Da [|ug]| = 1 fiir alle i, gibt es eine Teilfolge u;(;), die gegen einen Vektor u konvergiert.! Da z; — o,
gilt auch z;(;y — xo. Da u;(j)@ > wiyzij) Lir alle x € M, folgt ux > uxg fir x € M. Also ist

H={y|uy=uap}

die gesuchte Hyperebene. a

IDies ist eine Konsequenz des Satzes von Bolzano—Weierstra$, der besagt, dafl jede beschriankte Folge eine konvergente
Teilfolge enthilt.



Satz 2.2.10 (von Krein-Milman): Sei M C R”™ konver und kompakt (abgeschlossen und beschrdinkt).
Dann ldfit sich jeder Punkt x € M als kL von héchstens n + 1 Extrempunkten von M darstellen.

Die Voraussetzung der Beschrinktheit von M ist notwendig, da z.B. die konvexe und abgeschlossene
Menge R™ keinen Extrempunkt hat.

Beweis von Satz 2.2.10: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 hat jede konvexe
und kompakte Menge die Form [a, b] mit a < b oder ist leer. Die Behauptung ist trivial.

Fiir n > 1 weisen wir zunéchst die Existenz eines Extrempunktes nach und reduzieren das Problem dann
um eine Dimension. Wenn M leer ist, ist nichts zu zeigen. Ansonsten sei zqg € M beliebig gewdhlt. Wir
betrachten eine beliebige Gerade ¢ durch zo. Geraden bilden abgeschlossene und konvexe Mengen. Also
ist ¢ N M kompakt, konvex und eindimensional. Daher ist ¢ N1 M die Verbindungsstrecke zwischen =’ und
2 mit &', 2" € gnN M. Da die Verldngerung dieser Strecke iiber #’ (oder z”’) hinaus zwar zu g, aber nicht
zu M gehort, sind ' und 2’ Randpunkte von M d.h. es gibt keine e-Kugeln (¢ > 0) um 2’ oder 2, die
ganz zu M gehoren. Nach dem Lemma der trennenden Hyperebene existiert eine Hyperebene H | definiert
durch u -y = ¢, die #’ enthalt und fiir die eine Seite der Hyperebene keinen Punkt von M enthalt. Da =z’
auf der Hyperebene H liegt, ist uzx’ = ¢ und damit

H={y|uy=uz',y cR"}.
Da M ganz in einem der beiden durch H beschriebenen Halbraume liegt, gilt 0.B.d.A. ua > ua’ fiir alle
reEM.

Die Hyperebene H ist abgeschlossen, konvex und hat Dimension n<1. Daher ist H N M kompakt, konvex
und liegt in einem Raum der Dimension n < 1. Nach Induktionsvoraussetzung 1aft sich 2’ als kL. von
hochstens n Extrempunkten von H N M darstellen. Wir behaupten, dafl die Extrempunkte von H N M
auch Extrempunkte von M sind. Sei also z ein Extrempunkt von H N M. Falls z kein Extrempunkt von
M ist, gilt z = Az1 + (1 &)z fiir geeignete 21,20 € M &{z} und A € (0,1). Daz € H und 21,22 € M,
gilt uz = ua’ < wuz;, i € {1,2}. Andererseits ist

uz = u(Az1 + (1 ©N)22) = Auzy + (1 ©A)uzs > uz’ = uz.

Da 0 < A <1, muB uz; = wa’ fiir i € {1,2} gelten. Damit sind z1, 29 € H N M. Da z Extrempunkt von
H N M, folgt nach Definition z = z; = z2 im Widerspruch zur Wahl von z; und z,.

Insbesondere haben wir die Existenz von Extrempunkten von M nachgewiesen. Damit kénnen wir die zu
Beginn gewiahlte Gerade g so legen, dafi " Extrempunkt von M ist. Die restlichen Uberlegungen bleiben
richtig. Es gilt nun fiir Extrempunkte '/, 21...,2, (p <n) von M

rg = A+ (1)
¥ = w44 Ay, mit A 4+ 4+ A =1, 4 >0.

Also ist #g eine kL der p+ 1 < n + 1 Extrempunkte '/, 21,..., 2, von M.

ro =AMz + .+ A + (L),

2.3 Grundlegende Eigenschaften linearer Optimierungsprobleme

Wir werden nun die allgemeinen Ergebnisse aus Kap. 2.2 auf lineare Optimierungsprobleme anwenden.

Satz 2.3.1: Fualls die zuldssige Menge M eines linearen Optimierungsproblems nicht leer ist, enthdlt sie
mindestens einen Extrempunkt.



Beweis: Falls M beschrinkt ist, ist M nach Satz 2.2.2 konvex und kompakt. Die Behauptung folgt aus
dem Satz 2.2.10 von Krein und Milman.

Sei nun M unbeschrinkt und zy € M. Falls zy der Nullvektor ist, ist zy auch Extrempunkt wegen der
Nebenbedingungen x; > 0. Ansonsten betrachten wir die Kugel K mit Radius (n + 2)||#o|| um den
Nullpunkt. Da M N K konvex und kompakt ist, 148t sich zy nach dem Satz von Krein und Milman
darstellen als

ro= ), Nz, M4+...+XN=1X%>0 p<n+l

1<i<p
z; Extrempunkt von M N K.
Entweder gilt ||z;]| = (n + 2)||@o]|, oder #; ist bereits Extrempunkt von M. Wir miissen nur widerlegen,
daB ||a;|| = (n + 2)||=o|| fiir alle ¢ gelten kann. Wenn dies der Fall ist, wahlen wir ein ¢ mit A; > an
Sei 2; = (21,...,%j,). Dann ist wegen der Nebenbedingungen in Problemen der Linearen Optimierung
zj, > 0. Es folgt
lzoll = [IMzy + o+ Apap| =
((Alxl,l + ...+ Apl‘pyl)z 4+ ...+ (/\1l‘17n + ...+ /\pl‘pyn)z)l/z Z
n-+2
(i 1)? 4 i) )2 = Al | > [zoll > [lzoll,
n+1
was ein offensichtlicher Widerspruch ist. a

Satz 2.3.2: Nemmt die Zielfunktion Z thr Minimum auf der zuldssigen Menge an, dann nimmt Z ithr
Mintmum auch wn einem Extrempunkt der zuldssigen Menge an.

Beweis: Sei 2z ein Punkt aus M mit Z(x¢) = min{Z(z)|z € M}. Falls 2o = Aiz1 + ...+ Az, eine kL
mit z; € M ist, folgt aus der Linearitdt von Z und der Optimalitit von zg

Z(l‘o) A1Z($1)++APZ(1‘Z,)

; /\1Z(l‘0)++/\pZ(l‘0):Z(l‘0)

Es gilt also Z(#;) = Z(xo), wenn wir 0.B.d.A. A; > 0 fiir alle ¢ annehmen. Wir haben im Beweis von Satz
2.3.1 gezeigt, dal wir g so als kL. darstellen kénnen, daf fiir mindestens ein ¢ der Punkt #; Extrempunkt
von M und A; > 0 ist. Also ist der Extrempunkt z; auch optimal. a

Satz 2.3.3: Jeder Extrempunkt der zuldssigen Menge M st Schnittpunkt von n linear unabhdngigen
Hyperebenen aus der Menge der n+ m Hyperebenen Hy, ... Hpyp, die durch die Nebenbedingungen (mit
Gleichheit statt > bzw. <) definiert sind. Es gibt mazimal (m:”) Ertrempunkte der zuldssigen Menge.

Beweis: Sei xg ein Extrempunkt von M. xp ist damit auch Randpunkt von M und somit Randpunkt
mindestens einer der Halbridume, die durch die Hyperebenen bestimmt sind. Somit liegt 7 mindestens
auf einer der Hyperebenen. Wir wahlen [ so, dafl #p genau dann auf H; liegt, wenn ¢ € [ ist. Der Durch-
schnitt aller H;, ¢ € I, ist nicht leer, da er zy enthélt. Wir nehmen nun an, dafl nur hochstens n <1 der
Hyperebenen H;, ¢ € I, linear unabhingig sind. Dann hat der Durchschnitt dieser Hyperebenen minde-
stens Dimension 1 und enthilt eine Gerade g durch zy. Von den anderen (endlich vielen) Hyperebenen
H;,i & I, hat 2o einen Abstand, der fiir ein geeignetes € > 0 gréBer als € ist. Damit liegt die e-Kugel K
um z auf der ,richtigen® Seite aller H;, ¢ ¢ /. Insbesondere ist K Ng in M enthalten, und zg ist im
Widerspruch zu seiner Extrempunkteigenschaft Mittelpunkt einer ganz in M verlaufenden Strecke. Die
letzte Behauptung ist nun ein einfaches Korollar. ad

Satz 2.3.4: Jedes lokale Minimum der Zielfunktion Z auf der zuldssigen Menge M st ein globales Mi-
nimum.
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Beweis: Die Zielfunktion Z habe auf der zuldssigen Menge M ein lokales Minimum in zg. Wir nehmen
an, daf es 1 € M mit Z(z1) < Z(xg) gibt. Da M konvex ist, liegt die Verbindungsstrecke zwischen xg
und z; ganz in M. Fiir alle Punkte Azg + (1 <A)x; im Inneren dieser Strecke, d.h. 0 < A < 1, gilt

Z(Azg + (1 ©X)z1) = A (o) + (1 N Z(z1) < Z(x0).
Fir A — 1 gilt Axg + (1 ©A)z1 = 2 im Widerspruch zur lokalen Minimalitat von xg. O

Wir fassen den Nutzen unserer bisherigen Resultate zusammen. Wir kénnen fiir alle (m:") Moglichkeiten,
n der gegebenen Hyperebenen auszuwdihlen, testen, ob diese linear unabhéngig sind. Wir erhalten alle
Extrempunkte der zulidssigen Menge, indem wir die Schnittpunkte von n linear unabhingigen Hyperebe-
nen auf ihre Zuldssigkeit priifen. Wir kénnen dabei auch den Extrempunkt berechnen, der unter allen
Extrempunkten die Zielfunktion minimiert. Wenn es keinen Extrempunkt gibt, ist die zuldssige Menge
leer. Ansonsten haben wir das Optimierungsproblem gelst, wenn die Zielfunktion ithr Minimum auf der
zuldssigen Menge annimmt. Wir bendtigen noch einen Test, um festzustellen, ob das Optimierungspro-
blem unbeschrankt ist, d.h. ob keine Lésung angenommen wird.

Dariiber hinaus ist der so skizzierte Algorithmus viel zu langsam, um praktische Relevanz zu haben. Dant-
zig hat 1947 auf dieser Basis einen anderen Weg beschritten. Zunéchst soll ein zulédssiger Extrempunkt
gesucht oder entschieden werden, dafl die zuldssige Menge leer ist. Vom ersten zuldssigen Extrempunkt
an wird von den n Hyperebenen, die den Extrempunkt definieren, eine gegen eine neue Hyperebene aus-
getauscht, um den néchsten Extrempunkt zu definieren. Dabei wird sichergestellt, dafl nur noch zul&ssige
Extrempunkte gebildet werden und der Wert der Zielfunktion auf den Extrempunkten féllt. Dabei wird
auch getestet, ob die Zielfunktion beliebig kleine Werte annehmen kann. Wenn ein Extrempunkt lokal
optimal ist, kénnen wir in der Gewiflheit abbrechen, dafi der Extrempunkt global optimal ist.

Wir bemerken noch, daf§ zulédssige Schnittpunkte von n linear unabhéngigen Hyperebenen stets Extrem-
punkte sind. Da n linear unabhéngige Hyperebenen genau einen Punkt gemeinsam haben, koénnen sie
namlich kein Geradenstiick positiver Lange gemeinsam enthalten.

2.4 Demonstration der Simplex-Methode an Beispielen

Wir wollen die spater zu einem Algorithmus ausgebaute Simplex-Methode an zwei Beispielen einfiihren.
Obwohl n = 2, wollen wir auf eine graphische Veranschaulichung verzichten, da diese auf nicht verallge-
meinerbaren Wegen zum Ziel fiihrt.

Beispiel 2.4.1: 7 = &3z, &5x3 — min, wobei

p=4 sl + 9 S 2
2¢1 & 3uo < 3
2l‘1 + 31‘2 S 12

1‘120, xQZO

Der Vorteil in diesem Beispiel ist, dafl die rechten Seiten aller Ungleichungen nicht negativ sind. Wir
erhalten daher mit ;1 = 0 und x5 = 0 einen zulissigen Extrempunkt mit Wert 0. Wir formulieren nun
unser Problem mit 3 (allgemein m) neuen Variablen um, wobei die neuen Variablen den Freiraum in den
Ungleichungen ausfiillen. Eine dquivalente Formulierung unseres Problems ist

Z — min

Z~+3x1+5x, =0

&S r + r +ow = 2
2¢1 & 3xs 4+  us = 3
2l‘1 + 31‘2 + uz = 12
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l‘lZOa $220a UlZOa UZZOa u320

Unser sogenannter Basispunkt ist (0,0, 2,3, 12) mit Z-Wert 0. Eine Basis besteht aus m Basisvariablen,
die jeweils in genau einer Gleichung mit Faktor 1 vorkommen, hier uq, us, us. Die anderen Variablen, hier
z1, 3, heiflen Nicht-Basisvariablen. Zuléssige Basispunkte sind Extrempunkte. Fir 1 = 0 und 22 = 0
erhalten wir drei linear unabhéngige Gleichungen, da die Losung des Gleichungssystems eindeutig ist.
Wir koénnen nun leicht priifen, ob wir Z vermindern kénnen. Dies ist durch Erhdhung von ¢ und/oder
durch Erhéhung von zs moglich. Wir wihlen x5, da 22 den groleren Vorfaktor hat und wir heuristisch
auf moglichst groffe Verminderung von Z hoffen. Welche Basisvariable soll Platz fiir 2 machen? Dazu
iiberlegen wir uns, wie grofl x» werden kann, wenn x; = 0 bleibt. Die erste Gleichung erzwingt, da
up > 0, 2o < 2. Die zweite Gleichung erlaubt beliebig grole Werte fiir z2, und die dritte Gleichung
erzwingt o < 4. Zusammen genommen folgt 2 < 2. Diese Bedingung folgt aus der ersten Gleichung.
Daher soll u; die Basis verlassen. Aus dieser Gleichung folgt s = 2 + 21 <uy. Diese Gleichung formen
wir so um, dafl x» mit Faktor 1 mit allen Variablen auf einer Seite steht. In allen anderen Gleichungen
ersetzen wir x2 durch obige Gleichung. Wir erhalten das folgende d4quivalente Problem.

Z — min

7 4 8z ©buy = <10

< 1 + Uy +  xo = 2
p=4 sl + 3U1 4+  us = 9
br1 & 3uy + uz = 6

l‘lZOa $220a UlZOa UZZOa u320

Da wir die Gleichung mit der strengsten Beschriankung fiir 2 zum Basiswechsel benutzt haben, bleiben
die rechten Seiten nicht negativ (allgemeiner Beweis spéter). Als Basispunkt erhalten wir (0,2,0,9,6)
mit dem besseren Z-Wert <10. Eine Vergroflerung von uy wiirde Z vergréflern, aber eine Vergrofierung
von z1 kann Z vermindern. Nun geben, da u; = 0, die ersten beiden Gleichungen keine Beschrankung
fiir 21, wohl aber die dritte Gleichung, die #; < 6/5 erzwingt. Wiirde die dritte Gleichung auch keine
Beschrankung liefern, konnte x; beliebig erhéht und 7 beliebig vermindert werden. Wir ahnen, dafl wir
ein Kriterium erhalten, um festzustellen, dafl ein Optimierungsproblem unbeschrankt ist. In der Basis
wird nun us durch z; ersetzt. Es gilt
T = % + §u1 <:>%U3,

und wir erhalten

Z — min

Z stur &iuz = <192

2 1 _ 1

FUL Fus + T2 = 33

2 1 _ 1

2§U1 gug +  us = 103

3 1 1

f=4 sU1 FU3 + x; = 13

l‘lZOa $220a UlZOa UZZOa u320

Als Basispunkt erhalten wir (1.2,3.2,0,10.2,0) mit dem besseren Z-Wert <19.6. Der Basispunkt ist
zuldssig. Aus der Gleichung fiir 7 mit den Nebenbedingungen u; > 0 und ug > 0 folgt 7 > <19.6. Also
st 21 = 1.2 und 22 = 3.2 Lésung unseres Optimierungsproblems.
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Beispiel 2.4.2: 7 = &hry &2x3 — min, wobel

S 3y & o < < 3
& 2 & 3 < < 6
2l‘1 + 9 S 4
Ty Z Oa L2 Z 0
Nach Umformulierung ergibt sich
7 — min

Z—|—5l‘1—|—21‘2:0

& 3 & ro +  uy = & 3
f—sg 2l‘1 f—sg 31‘2 4+ us = & 6
201 + @ + uz = 4

l‘lZOa $220a UlZOa UZZOa u320

Der zugehérige Basispunkt (0,0,<8, 6, 4) ist nicht zulissig. Was ist zu tun? Die dritte Gleichung ist in
gewlinschter Form, da us = 4 > 0. Die zweite Gleichung ist fiir 1 = 22 = 0 mit us = <6 nicht zuldssig
erfiillt. Wéren alle Koeffizienten der anderen Variablen positiv, dann wire die Gleichung nicht zuldssig
erfiillbar. So kénnen wir prinzipiell nachweisen, daf} die zuldssige Menge eines Optimierungsproblems leer
ist. Hier wéhlen wir eine Variable, 0. B.d. A. #1, mit negativem Koeffizienten. Die Variable z; soll in die
Basis aufgenommen werden. Dabei soll die zweite Gleichung zuléssig erfiillbar werden, ohne dafl diese
Eigenschaft der dritten Gleichung verloren geht. Es soll also uy oder ug die Basis verlassen. Bei Wahl von
us erhalten wir, da x;y = 3 <:>%a:2 + %uz, aus der zweiten und dritten Gleichung

%xz =4 %uz + = = 3
ey + Ug + uz = & 2.

Zwar hat die zweite Gleichung eine gute Form, aber die dritte nicht mehr. Bei Wahl von us erhalten wir,
da £, =2 C}%l‘z <:>%U3,

@21‘2 + us + U9 = & 2
tes +  tus + = 2.

Nun bleibt die letzte Gleichung gut, wihrend die zweite Gleichung schlecht bleibt. Spéter werden wir
nachweisen, daf3 wir fiir alle Gleichungen, die nicht oberhalb der untersten Gleichung mit negativer rechter
Seite stehen, den Quotienten aus der rechten Seite und dem Koeffizienten der neuen Basisvariablen bilden
sollten. Hier ergibt sich :—g =3 und % = 2. Unter den positiven Werten sollten wir den kleinsten wihlen,
die zugehdrige Basisvariable, hier us, sollte die Basis verlassen. Wir erhalten

Z — min

7z @%l‘z @gu;g = <10

T+ Sus + w = 3
ey + us +  us = & 2
txy + fus + = 2

1‘120, xQZO, u120, UZZO, U3>0.
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Der neue Basispunkt (2,0, 3, <2, 0) ist unzuldssig. In der vorletzten Gleichung ist die rechte Seite negativ.
Die Variable x5 wird neue Basisvariable, da sie in der vorletzten Gleichung die einzige mit negativem
Vorzeichen ist. Wir bilden die oben beschriebenen Quotienten :—g =1 und 1/% = 4. Also verlafit uy die

Basis. Wir erhalten

Z — min
Z eltus Stus = 2
7 1 _ 5
zus + Fu2 + W = 5
1 1 _ 1
f=4 §U3 f=4 5“2 4+ xs =
3 1 _ 3
JUs  + U2 + = 3

l‘lZOa $220a UlZOa UZZOa u320

Der zugehorige Basispunkt (1.5,1,2.5,0,0) mit Z-Wert <9.5 ist zuléssig. Da die Nicht-Basisvariablen in
der Z-Gleichung negatives Vorzeichen haben, ist dieser Basispunkt Losung des Optimierungsproblems.

2.5 Das Simplextableau und der Pivot-Schritt

Das Wort Simplex beschreibt in der Mathematik eine konvexe Menge der Dimension n mit genau n + 1
Extrempunkten, also Dreiecke im IR?, Tetraeder im R3, usw. Wenn wir hier einen zulissigen Basispunkt
im R” haben, haben wir n Kandidaten, die in die Basis eintreten kénnen. Jeder Kandidat liefert einen
moglichen neuen Basispunkt. Zusammen mit dem alten Basispunkt erhalten wir n 4+ 1 Punkte, die ein
Simplex aufspannen. Wenn der alte Basispunkt fiir dieses Simplex optimal ist, ist er global optimal. Auf
diese Weise hat der Algorithmus von Dantzig seinen Namen erhalten.

Wir bringen nun Probleme der Linearen Optimierung in eine rechnergerechte Form, wobei wir, wenn
keine Verwechslungen moglich sind, x und 7 identifizieren. Wir kénnen unsere Optimierungsaufgabe
folgendermaflen darstellen.

Z — min
ce + 0 = A4
Ar & b = <u

z >0, u>0.

Dabei sind die Zeilen Z — min und « > 0, v > 0 redundant.

Definition 2.5.1: Zu einem Problem der Linearen Optimierung gehort das Simplextableau

:L‘l :L‘Z e :L‘n

ail aia -+ Qip <bhy SUy
asi azz -+ Qap <bhy SU2
Am1 Am2 o Amn @bm SUm
c1 co e Cn 0 Z

Definition 2.5.2: Zwei Simplextableaus heiflen dquivalent, wenn die zugehorigen Gleichungssysteme
dquivalent sind, d. h. die gleichen Lésungsmengen haben.
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Allgemein steht oberhalb der n Spalten und rechts von den m Zeilen eine Permutation der Variablen
(Z1,...,&n, 1, ..., Up). Die Spaltenvariablen gehéren nicht zur Basis, d.h. sie werden im Basispunkt
gleich 0 gesetzt, die Zeilenvariablen sind die negierten Basisvariablen. Der Basispunkt entsteht durch
Negation der letzten Spalte, wobei in der untersten Zeile dann der zugehérige Z-Wert steht. Ansonsten
stehen in der letzten Zeile die Koeffizienten der umgeformten Zielfunktion. Der folgende Satz folgt direkt
als Verallgemeinerung unserer Diskussion in Kapitel 2.4.

Satz 2.5.3: Sind in einem Simplextableau die b-Werte der letzten Spalte nicht negativ, ist der zugehirige
Basispunkt zuldssig. Sind dariber hinaus die c-Werte der letzten Zeie nicht negativ, ist der Basispunkt
optimal.

Satz 2.5.4: Wenn ein Simplextableau zur Basis 1, ..., Tk, Uy, .., Uy dquivalent zu dem zu einem
linearen Optimuierungsproblem gehérigen Simplextableau ist, sind die Hyperebenen u; = 0,...,ux = 0,
Zp41 = 0,..., 2, = 0 linear unabhdingig. Der zugehérige Basispunkt ist also, falls er zuldssig ist, Fxtrem-

punkt der zuldssigen Menge.

Der Satz gilt natiirlich allgemeiner, wir haben zur einfacheren Beschreibung nur eine giinstige Numerie-
rung gewahlt.

Beweis von Satz 2.5.4: Wir schreiben die Hyperebenen als Gleichungen in den urspriinglichen z-Vari-
ablen. Aus u; = 0 wird a;121 + . .. + a;n T, = b;. Die Gleichungen x4 ; = 0 haben bereits die gewiinschte
Form. Die Hyperebenen sind genau dann linear unabhéngig, wenn die zugehorige Koeffizientenmatrix
invertierbar ist, d. h. wenn ihre Determinante von 0 verschieden ist. Die Koeffizientenmatrix hat folgendes
Aussehen:

ayr o @1 A1 k41 vt Gln
ag1 - Ok Ak k41 - Okp
1 0

0 : - :

0 1

Thre Determinante ist genau dann von 0 verschieden, wenn dies fiir die linke obere Untermatrix

ayp - Glk
A —

ag1 - Qgk

gilt. Mit dem oberen Index (k) wollen wir andeuten, dafl wir von einer Matrix nur die ersten & Zeilen und
Spalten betrachten. Es sei A’ die Koeffizientenmatrix zum Tableau zur Basis @1,..., &k, Ukt1, - - -, Um.
Fiir 241 = ... = x, = 0 erhalten wir hieraus

) = A1) (F) k)

Aus dem Originaltableau folgt

) = AF) g0) apk)

Nach Einsetzen in die obere Gleichung folgt

etk = A/(k)(@A(k)x(k) + b(k)) <b'*®) und
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2F) = A1) A(R) () oy 1)) (R

Da die letzte Gleichung auch fiir z*) = 0(%*) (Nullvektor aus k Nullen) gilt, ist <A’F)pFE) 4 p/(k) = ok),
Also gilt 2F) = 4" AR) 1) figp all %) d.h. A% ist die zu A®) inverse Matrix. O
Wir wollen nun die Folgen eines Basiswechsels am Simplextableau nachvollziehen. Es seien 71, ..., r, die
Nicht-Basisvariablen und s1, ..., s, die Basisvariablen. Das Simplextableau habe folgendes Aussehen:
’)”1 PR rk: PR /)”n
L I T N ) =2 51
N ¢ 77 S <b; =3
am1 C Amk C Amn @bm 5m
Cl PR Ck: PR Cn 6 Z

Definition 2.5.5: Beim Basiswechsel r; < s; heifit das Element a;; Pivotelement.

Im Englischen steht pivot fiir Drehpunkt. Im Simplextableau ist a;; der Drehpunkt, um den sich der
Basiswechsel dreht. Wir fiithren Basiswechsel nur durch, wenn a;; # 0 ist. Dann folgt:

a1 @i f—1 1 k41 a; bs
G = ol AL L s
aik aik aik aik aik aik
In der Matrix wird das Pivotelement a;, durch —— ersetzt. Alle anderen Elemente der Pivotzeile werden

durch a;; dividiert. Betrachten wir nun fir j # z “die j-te Zeile des Tableaus:

a1+ . A E—1Tk—1 + Q5kTE + A5 k+1Tk+1 - GjnTh <:>bj = 55

Wir setzen nun fiir r; den obigen Wert ein und fassen zusammen. Es ergibt sich

aql ai k—1 Ajk
(ajl <:>ajk—)r1 + ...+ (ajyk_l Sk )Tk_1<:> S
(€293 (€293 (€293

a Uin b;
—|—(ajyk+1 Sk Ul )Tk+1 + ...+ (ajn Ak n ) (b <:>a]k—) = &55-
A5k Aik (273

Die letzte Zeile des Tableaus wird analog umgeformt. Wir fassen die Auswirkungen des Basiswechsels
Ti > s; Mit einem Pivotelement a;; # 0 zusammen.

Pivotelement: a;; — ﬂ
Pivotzeile j # k: a;; —> i oy — T8 o
Pivotspalte i # j: ajp —> <:>— Ck _> e

Ubrlge Elemente, i # j, k # l aji— aj Sajp - <:>b — b Sajp Tt

Dies ist etwas viel, um sich alles zu merken. er koénnen eine kurzere Merkformel angeben. Sel p das
Pivotelement, ¢ ein anderes Element der Pivotzeile, r ein anderes Element der Pivotspalte und s das
Element, das die Zeile mit » und die Spalte mit ¢ gemeinsam hat. Dann hat der Basiswechsel folgende

Wirkung
poa] v
TS sl

I}@w
D
= |3
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2.6 Der Simplex-Algorithmus

Um den Simplex-Algorithmus zu vervollstandigen, miissen wir beschreiben, wie das Pivotelement gew&hlt
wird. Danach sind Korrektheit und Endlichkeit zu zeigen.

Algorithmus 2.6.1 (Simplex-Algorithmus): Wir arbeiten auf dem Simplextableau (s. Def. 2.5.1).

1. Phase

Die letzte Spalte (<b Elemente) enthélt mindestens eine positive Zahl (d. h. der aktuelle Basispunkt ist
nicht zulassig). G := {l | b > 0} sei die Menge der ,,guten® Zeilen und S := {l | & < 0} die Menge der
»schlechten® Zeilen. Sei s := max.S.

1. Unterfall:  as1,...,asn, > 0. STOP. Ausgabe: ,Die zuldssige Menge des Problems ist leer®.

2. Unterfall:  Es kann ein kg mit asx, < 0 gewdhlt werden. Wihle die Pivotzeile p so, dafl
by . b; .
—— = min —|jEGundajkD>0

Upko Qjko

ist. Falls die betrachtete Menge leer ist, wahle p = s. Fiihre einen Basiswechsel um das Pivotelement ay,
durch. Fahre mit dem néchsten Simplextableau analog fort.

2. Phase
Die letzte Spalte enthélt keine positive Zahl (d. h. der zugehorige Basispunkt ist zuléssig). Berechne ein
ko, so daB ¢x, = min{ey, ..., cn}.

1. Unterfall: ¢k, > 0. Der aktuelle Basispunkt wird als optimale Losung ausgegeben. STOP.

2. Unterfall: ¢, < 0. Falls a;,, < 0 fiir alle ¢, kann die Zielfunktion beliebig kleine Werte annchmen
und nimmt thr Minimum auf der zulédssigen Menge nicht an. Der Algorithmus meldet dies. STOP.

Ansonsten wiahle die Pivotzeile p wie im zweiten Unterfall der ersten Phase. (Hier ist G die Menge aller
Zeilen und die Menge, iiber die das Minimum berechnet wird, nicht leer.) Fiihre einen Basiswechsel um

das Pivotelement a,r, durch. Fahre mit dem néchsten Simplextableau fort.

Nur der letzte Schritt bedarf eines kurzen Kommentars. Wir haben uns dafiir entschieden, die kg-te Nicht-
basisvariable in die Basis aufzunehmen. Alle anderen Nichtbasisvariablen bleiben Nichtbasisvariablen. Fiir
den Basispunkt haben sie den Wert 0. Aus der i-ten Gleichung wird dann

@ik Tho + 8i = b; mit  b; > 0.
Ist a;p, <0, kann 74, in dieser Gleichung beliebig wachsen. Da ¢, < 0, wiirde dann Z — <00 konvergie-
ren. Ist a;i, > 0, folgt ri, = (bi <s5)/ai, < bi/ain,.

Wir wihlen also die stidrkste Beschrankung an rg,. Wir fassen unser Wissen iiber den Simplex-Algorithmus
zusaminern.

Satz 2.6.2: Der Simplex-Algorithmus st partiell korrekt, d. h. er liefert das korrekte Resultat, wenn er
stoppt. Jeder Basiswechsel ist in Zeit O(nm) durchfiihrbar.

Der Simplex-Algorithmus 2.6.1 ist in der angegebenen Form nicht endlich, da er mit einem Problem nicht
umzugehen weif}.

Definition 2.6.3: Ein lineares Optimierungsproblem heifit degeneriert, wenn es unter den m + n zum
Problem gehérenden Hyperebenen n + 1 Hyperebenen mit nicht leerem Schnitt gibt.

Degenerierte Probleme lassen sich an Simplextableaus erkennen, die in der b-Spalte eine 0 haben. Um-

gekehrt gibt es fiir degenerierte Probleme immer ein dquivalentes Tableau, das in der b-Spalte eine 0
hat. Falls <b; = 0, liegt der aktuelle Basispunkt auf den n + 1 Hyperebenen vy = 0,...,r, = 0,s; = 0.
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Umgekehrt mufl nur die Basis r1, ..., 7, gewdhlt werden. Bevor wir diskutieren, wie wir mit degenerierten
Problemen umgehen, zeigen wir die Endlichkeit des Simplex-Algorithmus fiir nicht degenerierte Probleme.

Satz 2.6.4: Der Simplex-Algorithmus ist fir nicht degenerierte Probleme endlich.

Beweis: Wir zeigen zunichst: Phase 1 findet in endlicher Zeit einen zuldssigen Basispunkt oder erkennt,
daBl die zuldssige Menge leer ist. Wenn noch kein zuldssiger Basispunkt gefunden worden ist, ist die
Menge S der schlechten Zeilen nicht leer. Wir zeigen, dafl nach Ausfithrung eines Basiswechsels fiir das
neue Simplextableau (Elemente o’ statt a, usw.) folgendes gilt:

a) eine Zeile g, die vorher gut war, ist immer noch gut, also by > 0 = b; > 0.

b) fiir die betrachtete schlechte Zeile s gilt b% > b;.

Die Pivotzeile p ist nach dem Basiswechsel auf jeden Fall gut. Nach Wahl von p gilt namlich (auch, wenn

p = sist): b, = —Lp < 0. Da das vorliegende Problem nicht degeneriert ist, gilt sogar a_b” < 0. Sei

Apkg

i # p eine beliebige Zeile. Es gilt

rk

b
&by = b + aig, - —— .

Upko
Ci
Betrachten wir zunéchst das Verhalten der s—ten Zeile. Wenn als Pivotzeile p = s gewihlt wird, dann
ist mit der Uberlegung von gerade die s—te Zeile hinterher auf jeden Fall gut, insbesondere gilt auch
Behauptung b). Ansonsten ist b, = &b, + ¢,, und da a., < 0,bp/aps, > 0 ist, ist ¢, < 0 und daher
sb < b, und auch hier gilt Behauptung b). Zum Nachweis von Behauptung a) betrachten wir eine
gute Zeile g. Wenn p = g gewahlt wurde, ist die Zeile ¢ auch hinterher gut. Ansonsten ist p £ ¢ und wir
unterscheiden zwei Félle:

L Fall:  ag, <0.Dann ist ¢y <0 und somit <), = by + ¢, < ©b, <0.

2. Fall:  agg, > 0. Dann wurde bei der Minimumsbildung zur Berechnung von p auch die gute Zeile g¢
betrachtet und nach Wahl von p ist <bg/agr, < <by/apk,. Also ist

b b b
by = by + L = gy (o + ) <0,
Gpko Qgko Gpko

Damit ist Behauptung a) gezeigt.

Da es nur endlich viele Basispunkte gibt, wird nach endlich vielen Schritten die s—te Zeile gut und somit
die Menge G der guten Zeilen gréfler. Also gilt: Entweder stoppt der Algorithmus in der ersten Phase mit
dem Nachweis, daf} die zuldssige Menge leer ist, oder er berechnet einen zuléssigen Basispunkt.

Wir kommen zur zweiten Phase. Diese wird gestartet, nachdem der Algorithmus einen zulédssigen Basis-
punkt gefunden hat. Wir zeigen nun, dafi in jedem Schritt von Phase 2 zu einem Basispunkt gewechselt
wird, der zuléssig ist und der einen echt kleineren Z-Wert hat.

In der zweiten Phase sind alle Zeilen gut und ein Basiswechsel wird nur durchgefiihrt, wenn ein a5, > 0
ist fiir ein ¢. Die betrachtete Menge, tiber die das Minimum berechnet wird, ist also nicht leer. Nun folgt
aber aus Behauptung a), dafi der neue Basispunkt zulissig ist, denn alle Zeilen sind gut und bleiben gut.
Es bleibt zu zeigen, dafi ¢’ < § ist. Es ist 6’ = § + cxbp/apk, -

Nach Wahl von kg ist ¢x, < 0 und apr, > 0. Wegen der Nichtdegeneriertheit des Problems ist b, > 0,
also ist &' < 4.

Da es nur endlich viele Basispunkte gibt, gelangt der Algorithmus nach endlich vielen Schritten zu einer
optimalen Losung oder gibt aus, dafl die Zielfunktion auf der zuldssigen Menge beliebig kleine Werte
annehmen kann. i
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Bei degenerierten Problemen kénnen wir Gliick haben, und nach endlich vielen Schritten stoppt der
Simplex-Algorithmus. Bei etwas Pech kénnen wir in eine unendliche Schleife geraten. Wenn wir bei
jedem Basispunkt, den wir wiederholt aufsuchen, die méglichen Aktionen sich abwechseln lassen, sichern
wir, dafl wir einen optimalen Basispunkt nach endlicher Zeit erreichen. Dieses Vorgehen erfordert einen
gewaltigen Overhead an Speicherplatz. In der Praxis wird in degenerierten Basispunkten der néchste
Basiswechsel nach der Gleichverteilung ausgewiirfelt. Dies sichert, dafl die erwartete Rechenzeit endlich
ist.

Was gilt fiir die worst case Rechenzeit selbst bei nicht degenerierten Problemen? Sie ist exponentiell in der
Tableaugréfie. Es kostet allerdings eine grofiere Anstrengung (der wir uns nicht unterziehen wollen), um
derart schlechte Beispiele zu konstruieren. Der Simplex-Algorithmus ist einer der wenigen (,natiirlichen®)
Algorithmen mit exponentieller worst case Rechenzeit, der in der Praxis sehr schnell ist. Er ist bis heute
aus praktischer Sicht uniibertroffen.

2.7 Heuristische Ideen zur Verbesserung des Simplex-Algorithmus

Wir kénnen das typische Verhalten des Simplex-Algorithmus nicht analysieren. Einerseits ist unklar,
was eine typische Eingabe fiir das Problem der Linearen Optimierung ist, andererseits kennen wir keine
Methoden, um Eingaben sehr schnell als einfach oder schwierig zu klassifizieren. Daher sind Verbesse-
rungen stets heuristische Verbesserungen. Wir erwarten oder hoffen, dal sie den Simplex-Algorithmus
beschleunigen. Dies kann durch Experimente untermauert werden.

Die erste Verbesserung betrifft Nebenbedingungen, die durch Gleichungen gegeben sind. Bisher haben
wir sie durch <- und >-Ungleichungen ersetzt, wodurch das Problem automatisch degeneriert wird. Statt
dessen konnen wir die Gleichung nach einer Variablen auflésen, in allen anderen Ungleichungen diese
Variable ersetzen und benutzen die Gleichung direkt, d.h. die ausgewdhlte Variable wird zu Beginn
Basisvariable. Gegeniiber dem bisherigen Vorgehen sparen wir eine Nebenbedingung, zwei Variablen und
verhindern die Entstehung von Degenerationen.

Das zweite Problem ist die Losung ,,Ahnlicher® Optimierungsprobleme. Wir nehmen an, dafl wir das
Problem Z = ¢z — min mit Az = b (u-Variablen werden als weitere z-Variablen bezeichnet) und
xz > 0 gelost haben. Die Losung sei #* zur Basis B. Wenn wir nun ein neues Problem I8sen wollen, das
nur eine Variable z,41 und somit eine Spalte im Ausgangstableau mehr hat, sollte es moglich sein, zu
vermeiden, ganz von vorne anzufangen. Mit (2*,0) (der Wert 0 steht fiir den Wert von z,41) erhalten
wir sofort einen zulissigen Basispunkt des neuen Problems. Es ist naheliegend zu vermuten, daf§ (z*,0)
der bessere Startpunkt als der iibliche Basispunkt ist. Wenn wir den Losungsweg fiir das alte Problem
abgespeichert haben, kénnen wir diesen Weg fiir die neue Spalte nachvollziehen. Dies bedeutet jedoch
eine arge Verschwendung von Speicherplatz.

Besser ist folgendes Vorgehen. Wir kennen fiir das alte Problem die Startbasis und die Basis fiir den
Lésungsvektor. Der Weg von der Startbasis zur Losungsbasis ist aber unerheblich. Es geniigt nun, einen
kiirzesten Weg von der Startbasis zur Losungsbasis nachzuvollziehen. Offensichtlich reichen min{m, n}
Basiswechselschritte immer aus. Die Gesamtrechenzeit ist also durch O(mn min{m,n}) abschitzbar.

Schliefilich koénnen wir aber auch auf den Beweis von Satz 2.5.4 zuriickgreifen. O.B.d. A. (Umnumerie-
rung) nehmen wir an, daff 1, ..., 25 gegen wuy, ..., ux ausgetauscht werden miissen. Im Beweis von Satz
2.5.4 haben wir gezeigt, daff die Inverse von AK*) (der oberen linken k& x k-Untermatrix des Tableaus)
hinterher oben links im Tableau steht. Was geschieht mit der neuen (n 4 1)-ten Spalte? Sei (a”*1)*) der
Anfang der Linge & in dieser Spalte. Mit B bezeichnen wir die Matrix aus den Spalten k4 1,...,n und
Zeilen 1,... k von A. Sei ' = (xg41, ..., %y). Dann gilt im Starttableau

AR ) 4 Be' 4 (0P, 1 b)) = <)

Nach Multiplikation mit (A%))=1 folgt
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(A(k))—lu(k) + (A(k))—le/ + (A(k))—l(an+1)(k)ggwrl @(A(k))—lb(k) = k),

Dabei kénnen wir (A(k))_1 im Lésungstableau fiir das alte Problem ablesen und miissen nur
(AR =1 (@ *+1) () neu berechnen. Dieses Matrix-Vektorprodukt kann auf die iibliche Weise in Zeit O(k?)
berechnet werden.

Es bleibt zu iiberlegen, wie sich die restlichen Elemente der (n + 1)-ten Spalte entwickeln, sowohl die
a-Elemente als auch ¢, 41. Diese Werte stehen nie in der Pivotzeile. Sie werden also stets nach der Regel
s = s <rq/p behandelt. Fiir ¢,41 (analog fiir die anderen Werte) ergibt sich als neuer Wert

1 & Y (i h)ier.

1<i<k

Dies folgt fiir £ = 1 direkt und fiir £ > 1 durch Induktionsbeweis (Ubungsaufgabe). Wir haben also
Methoden, um weitere Variablen effizient hinzuzufiigen und dann mit einem heuristisch guten Basispunkt
den Simplex-Algorithmus starten zu kénnen.

Bisher haben wir unbeschrénkte Variablen z als Differenz y <2 mit y > 0 und z > 0 modelliert.
Auch diese Erhéhung der Variablenzahl ist nicht notwendig. Wir arbeiten nun auch mit unbeschrankten
Variablen. Bei der Wahl der Pivotspalte in der zweiten Phase des Algorithmus 2.6.1 kommen bei den
vorzeichenbeschrankten Variablen nur die mit ¢; < 0 in Frage, bei den unbeschrankten alle mit ¢; % 0.
Wir konnen ja die Variable in die gewiinschte Richtung verdndern und Z vermindern. Wenn nun keine
Variable gewdhlt werden kann, ist der gefundene Basispunkt optimal. Bei der Wahl der Pivotzeile mufl
der Fall z; unbeschriankt und zugehériger e-Wert positiv nur so verdndert werden, dafl z; nun negativ
wird, wobei der Basispunkt zulissig bleiben muf} (Ubungsaufgabe). In der ersten Phase (Suche nach
einem zuléssigen Basispunkt) kénnen wir das Verfahren im wesentlichen beibehalten, wenn wir beachten,
daBl manche Variablen auch negativ sein kénnen. Die zugehdrigen Gleichungen miissen bei der Wahl der
Pivotzeile und Pivotspalte nicht beriicksichtigt werden (Ubungsaufgabe).

Untere Schranken, x; > «;, kénnen durch Ersetzung von z; durch #} := z; ©a; mit #f > 0 leicht
ersetzt werden, wenn «; > 0 ist. Ansonsten kann die Bedingung wegfallen. Miissen wir obere Schranken
z; < a; fiir a; > 0 als Nebenbedingungen verwalten? Auch hier deuten wir nur an, wie wir den Simplex-
Algorithmus modifizieren koénnen, so dal er mit Variablen z;, fiir die 0 < z; < a; vorausgesetzt ist, direkt
fertig wird. Die Ausarbeitung der Ideen wird als Ubungsaufgabe gestellt. Wir erweitern den Begriff des
Basispunktes. Fiir die beidseitig beschriankten Variablen, die nicht in der Basis sind, darf der Wert 0
oder der Wert «; festgesetzt sein. Ein erweiterter Basispunkt ist optimal, wenn der Wert der Zielfunktion
durch keine erlaubte Anderung einer Nicht-Basisvariablen vermindert werden kann. Das Problem ist
unbeschrdnkt, wenn eine Variable beliebig wachsen darf und dabei den Wert der Zielfunktion beliebig
verkleinert. Daf die zuldssige Menge leer ist, kann auf die gewohnte Weise festgestellt werden. Wir kommen
nun auf die zwei Phasen des Simplex-Algorithmus zu sprechen.

Bei der Suche nach einem zuldssigen erweiterten Basispunkt kann nun ein Basispunkt unzuléssig sein,
weil eine Variable ihre obere Schranke iiberschritten hat. Wir konzentrieren uns wieder auf die unterste
»schlechte Gleichung und , verbessern® diese, ohne die darunter stehenden Gleichungen unzuléssig zu
machen.

Bei der Verbesserung von Basispunkten ist zu beachten, in welche Richtung die beidseitig beschrankten
Variablen, die in der Basis sind, verandert werden diirfen. Wir fiihren die Anderung der Variablen, die
in die Basis kommt, nur soweit durch, dafl die andere Schranke nicht verletzt wird. Als Variable, die die
Basis verlafit, miissen wir dabei eine wihlen, die die Anderung der neuen Basisvariablen minimiert. So
kann gesichert werden, dafl der neue erweiterte Basispunkt zuléssig ist und sich der Wert der Zielfunktion
vermindert.
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2.8 Das Dualitédtsprinzip der Linearen Optimierung

Aus der Vorlesung ,,Rechnerstrukturen® ist die duale Funktion einer Booleschen Funktion bekannt. Sie hat
analoge Eigenschaften zu der urspriinglichen, d. h. der primalen Funktion, und die duale Funktion zu der
dualen Funktion ist wieder die primale Funktion. Der stets iibliche Wechsel zwischen der Untersuchung
der primalen und der dualen Funktion erleichtert viele Betrachtungen.

Definition 2.8.1: Das duale Problem zum (primalen) Problem 7 = ¢’z — min, Az > b, = > 0 ist
das Problem 7' = b7y — max, ATy < ¢, y > 0. (Wir beachten, daf wir im primalen Problem nun die
Nebenbedingungen in >-Form gebracht haben. Der Grund wird im Beweis von Satz 2.8.3 deutlich.)

Zunichst zeigen wir, dal wir die Bezeichnung duales Problem zu recht gewé&hlt haben.

Satz 2.8.2: Sei P ein primales Problem der Linearen Optimierung, P’ dual zu P und P" dual zu P’.
Dann sind P und P" dquivalent.

Beweis: P’ ist gegeben durch 7/ = b7y — max, ATy < ¢, y > 0. Dies ist Aquivalent zu 7' = (b)) Ty —
min, (&A4)Ty > <e, y > 0. Damit ist P” definiert durch 7/ = (©e)Tz — max, (AT)T2 < <b, 2 > 0.
Dies ist dquivalent zu Z* = ¢?z — min, <Az < &b oder Az > b, z > 0, und damit zu P. a

Wir bauen zunéchst die Dualititstheorie fiir die Lineare Optimierung auf und zeigen dann, welche An-
wendungen sie hat. In Zukunft sei P das primale und P’ das duale Problem:.

Satz 2.8.3: Sei xg zuldssig fiir P und yy zuldssig fir P'. Dann gilt Z(xo) > 7' (yo).

Beweis: Wir wenden die Nebenbedingungen fiir die Probleme P und P’ an und erhalten

Z(xo) = cTwy > (ATyo)Tl‘o =yd Arg >yl b= Z'(yo).
a

Korollar 2.8.4: Wenn die Zielfunktion des primalen Problems nicht nach unten beschrdnkt ist, ist die
zuldssige Menge des dualen Problems leer.

Beweis: Jeder zulidssige Punkt yo fiir das duale Problem liefert mit Z’(yg) nach Satz 2.8.3 eine untere
Schranke fiir die Zielfunktion des primalen Problems. a

Satz 2.8.5 (Dualititstheorem): P hat genau dann eine Lésung, wenn P’ eine Losung hat. Wenn xq
Lésung von P und yo Lésung von P’ ist, gilt Z(xo) = Z'(yo). Aus dem Losungstableau fiir P kann eine
Lésung fir P' direkt abgelesen werden (und umgekehrt).

Beweis: Wir beschreiben P und P’ in der fiir Tableaus iiblichen Form.

P: Z=c"r— min, (eA)r <<bh, = >0.
P 7' = (eh)Ty — min, ATy<e, y > 0.

Die Anfangstableaus haben folgendes Aussehen.

xl PR xk‘ PR xn
11 cee o Sk cee o SHin by Suq
Sap e S e Sdip bi St
c1 e Ch e Cn =0 A
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Wir nehmen nun an, daf} P eine Lésung hat, und verfolgen den Weg des Simplex-Algorithmus fiir P.
Es sei im ersten Schritt <a;; das Pivotelement. Nach den Regeln aus Kapitel 2.5 erhalten wir folgende
Tableauwerte:

P i Aij . .
a. . e _ = fUI' 7] # ]f
& ik ik

f=7] a .. .
ay, = o = fir 144
ik ik

_ g\
ay = Sy (S ) =

Sy +alkz_i fir [ #¢undj #k

b; )
by = b oap— fir [ £
Qi
o= ¢ @ck% fir j#£k
Qi
bi
& =6 + cp—
Qi

Wir nehmen nun im zweiten Simplextableau einen Basiswechsel zwischen y; und vy vor, unabhéngig
davon, ob der Simplex-Algorithmus dies vorschreibt. Wir erhalten folgende Werte.

- 1
ik =
ik
A5 ... .
aly = oL fir j£k
ik
b
"o 7
bi — —_—
ik
Al ... )
aj, = — fir l#£i
ik
Ck
1
Cr = oo
ik
Al ... ) .
a; = @aija fiir {#¢und j#k
K3
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o= e b fir £
(273
C
¢ = &g —|—aij—k fir j#£k
(273
A = AshE = e ob
(273 (273

falls A = <d wie zu Beginn.

Nach diesen Basiswechseln bleiben viele Beziehungen erhalten. So die Beziehung zwischen z; und v;
sowie zwischen u; und y;. Die Matrix des zweiten Tableaus bleibt die negative Transponierte der Matrix
des ersten Tableaus. Die letzte Spalte des ersten Tableaus stimmt weiterhin mit der negierten letzten
Zeile im zweiten Tableau iiberein. Ebenso bleibt die letzte Zeile im ersten Tableau gleich der negierten
letzten Spalte im zweiten Tableau. Schlieflich bleibt die Beziehung A = <94 erhalten. Wenn dies fiir einen
Basiswechsel gilt, dann auch fiir beliebig viele.

SchlieBlich stoppt der Simplex-Algorithmus fiir P. Die Koeffizienten seien mit * versehen. Der optimale
Basispunkt z* = 0, v* = <b* ist zuldssig, d.h. &b > 0. Da Z nicht verringert werden kann, ist
¢* > 0. Wir untersuchen nun den Basispunkt y* = 0, v* = ¢* fiir das duale Problem. Der Basispunkt
ist zuldssig, da ¢* > 0. Die Zielfunktion <7’ kann nicht verringert werden, da <b* > 0 ist. Also kann
7' mnicht vergrofiert werden, und der betrachtete Basispunkt ist optimal, d.h., P’ hat eine Losung. Der
Wert der Losung fiir P ist 6*, und der Wert der Losung fiir P’ ist €A* = ¢*. Also stimmen die Werte
der Losungen iiberein. Wir haben auch gezeigt, wie wir die Losung fiir P’ aus dem Losungstableau fiir P
ablesen kénnen. ad

Praktisch hat dieser Satz folgende Konsequenz. Wenn der erste Basispunkt fiir P unzulissig und ¢ > 0
ist, erhalten wir fiir das duale Problem sofort einen zuldssigen Basispunkt. Aus heuristischer Sicht sollte
das duale Problem bearbeitet werden.

Satz 2.8.6: Fin zuldssiger Punkt p fiir das primale Problem ist genau dann optimal, wenn es fiir das
duale Problem einen zuldssigen Punkt d gibt, der folgende Bedingungen erfiillt:

~pj>0=(al)Td=c; ((a’) ist die j-te Spalte von A).
- (Elj)Td< c;=>p; =0
—d; > 0= aip=b;
- Elip>bi:>di:0.
Sind p und d fiir beide Probleme optimal, gelten die Bedingungen.

Beweis: Falls p fiir das primale Problem optimal ist, gibt es eine Losung d fiir das duale Problem
(Dualitatstheorem). Die Werte stimmen iiberein, d. h.

cTp=0b"d.

Andererseits ist ¢Tp > (ATd)Tp =dTAp = pTATd = (Ap)Td > bTd.

Aus beiden Beziehungen folgt die Gleichheit in der zweiten Ungleichungskette, d.h. ¢”p =pTA7d und
bTd = pT ATd. Die erste Gleichung schreiben wir ausfiihrlich:

ST oepi= Y pi(@)ad)

1<j<n 1<j<n
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Da d zuldssig ist, gilt (@/)7d < ¢;. Da p zulissig ist, gilt p; > 0. Damit folgt ¢;p; = p;((a’) T d) fiir alle
j- Ausfiihrlich erhalten wir die ersten beiden Bedingungen, die anderen beiden Bedingungen folgen auf

duale Weise.

Gelten die vier Bedingungen fiir zuldssige Vektoren p und d, folgt mit einer umgekehrten Rechnung
¢Tp=pTATd =b"d. Aus dem Dualitiitstheorem folgt, da d und p optimal sind. a

Die in obigem Beweis hergeleitete Bedingung p;((@/)Td <¢;) = 0 und die duale Bedingung
di(pT (a*)T <b;) = 0 heifien auch Optimalititsbedingungen.

Insgesamt tritt fiir P und P’ stets einer der folgenden vier Falle ein.

1.) Beide Probleme haben Losungen, optimale Losungen haben den gleichen Wert.

2.) Die Zielfunktion von P ist auf der zuldssigen Menge nicht nach unten beschrankt, und die zulissige
Menge von P’ ist leer.

3.) Die Zielfunktion von P’ ist auf der zuldssigen Menge nicht nach oben beschriankt, und die zulissige
Menge von P ist leer.

4.) Die zuldssigen Mengen von P und P’ sind leer.

Das Dualitdtstheorem hat eine interessante ckonomische Interpretation. Das primale Problem P : 7 =
g7 x — max, Ax < b, x > 0 habe folgende Interpretation. Einem Unternehmen stehen m Produktionsfak-
toren Ry,..., Ry 1n by, ..., b, Einheiten zur Verfiigung. Es kénnen n verschiedene Produkte Py, ..., P,
hergestellt werden, wobei zur Produktion von einer Einheit von P; genau a;; Einheiten von R; (1 < ¢ < m)
bendtigt werden. Wenn z; Einheiten von P; (1 < j < n) erstellt werden sollen, ist dies nur méglich, wenn
die Nebenbedingungen Ax < b, d.h. Zj ag;x; < b; fir 1 <7< n,und z > 0 erfiillt sind. Der Gewinn

betrigt ¢7x, wenn g; der Gewinn fiir eine Einheit von P; ist. Der Gewinn soll maximiert werden.

Das duale Problem ist 7/ = 67y — min, ATy > g, y > 0. Fiir realistische Daten haben die Probleme
optimale Lésungen #* und y*. Nehmen wir nun an, dal b; um 1 erhéht wird. Wenn die Losung des
Problems die gleiche Basis hat, erhdht sich der Wert von 7’ um y;. Nach dem Dualitatsprinzip ist auch
Zrr = Z(x*) 4y Wir kénnen nun y; als ,, Wert® einer Einheit von R; bezeichnen, auch ,Schattenpreis®
von R; genannt. Wir kaufen ndmlich R; nur fiir Preise, die den Schattenpreis nicht iibersteigen. Mit dieser
Interpretation ist ), a;;y; der Wert einer Einheit von P; zum Preisvektor y. Die Nebenbedingung besagt,
daBl der Gewinn durch den Wert beschrankt sein mufl. Unter diesen Nebenbedingungen soll der Wert der

eingesetzten Produktionsmittel, namlich 67y, minimiert werden.

Das Dualitdtstheorem sagt nun aus, daf bei optimaler Planung der Gesamtgewinn der produzierten Giiter
gleich dem Gesamtwert der eingesetzten Produktionsmittel ist. Bei allen suboptimalen Planungen erreicht
der Gewinn nicht den Wert.

Auch die Optimalititsbedingungen lassen sich 6konomisch interpretieren. Falls a’z* < b;, wird der Pro-
duktionsfaktor 12; nicht voll ausgenutzt. Sein Wert ist 0, und die Optimalitatsbedingung impliziert y; = 0.
Ist andererseits y; > 0, folgt a’x* = b;, alle Produktionsfaktoren mit positivem Wert werden aufgebraucht.
Wir kommen zu den dualen Bedingungen. Falls (a/) Ty* > g;, liberschreitet der Wert der Produktionsmit-
tel zur Produktion von P; den Gewinn. Verniinftigerweise impliziert die Optimalitétsgleichung, dafi dieses
Produkt nicht hergestellt wird, d.h. z; = 0. Produkte, die produziert werden (J:;‘ > 0), haben dagegen
die Eigenschaft, dal der Wert der eingesetzten Produktionsmittel dem Gewinn entspricht ((a?)?y* = g;).

2.9 Der Algorithmus von Khachiyan

Der Simplex-Algorithmus hat sich in der Praxis bew&hrt. Dennoch wird seit seiner Erfindung nach bes-
seren Algorithmen gesucht. Auch aus praktischer Sicht ist eine Verringerung der Rechenzeit mehr als
wiinschenswert. Theoretisch ist interessant, ob es polynomielle Algorithmen fiir das Problem der Linea-
ren Optimierung gibt.
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Die Forschungen gehen in zwei Richtungen. Einerseits wird nach speziellen Algorithmen fiir spezielle
Probleme (wenige Variablen oder wenige Nebenbedingungen) gesucht. Es gibt dann zwar polynomielle
Algorithmen, aber die konstant gehaltene Parameterzahl taucht im Exponenten der Laufzeit auf, was fiir
nicht sehr kleine Parameter zu praktisch nicht realisierbaren Laufzeiten fiihrt.

Die andere Richtung betrachtet das allgemeine Problem der Linearen Optimierung. Bevor wir hier ein-
steigen, wollen wir die Rechenzeitabschiatzungen naher diskutieren. Der Simplex-Algorithmus kommt mit
O ((m:")mn) Rechenschritten aus, wobei die arithmetischen Operationen +, <,/ als Einzelschritte
zihlen. Die Abschitzung der Rechenzeit ist auch giiltig, wenn die Eingaben reellwertig und Operationen
iiber reellen Zahlen zugelassen sind. Bei Eingaben, die aus rationalen oder ganzen Zahlen bestehen, spielt
die Bitldnge der gegebenen Zahlen fiir die Abschéitzung der Zahl der arithmetischen Operationen keine

Rolle.

Ein stark polynomieller Algorithmus fiir das Problem der Linearen Optimierung muf} fiir Operationen
auf den rationalen Zahlen eine von der Zahlenlinge unabhéngige in n und m polynomielle Rechenzeit
haben. Derartige Algorithmen sind noch unbekannt.

Bekannt sind Algorithmen, deren Laufzeit polynomiell in n, m und der Bitlinge der Eingabe ist. Wir
lassen also nur rationale Eingaben zu. Durch entsprechende Skalierung kénnen wir o. B.d. A. annehmen,
daB die Parameter sogar ganzzahlig sind. Diese Algorithmen von Khachiyan (1979) und Karmarkar (1984)
haben jeweils grofle Hoffnungen erregt. In der Praxis hat sich der Simplex-Algorithmus diesen Algorithmen
als liberlegen erwiesen. Das Gebiet der Linearen Optimierung ist also aus Forschungssicht 1dngst nicht
abgeschlossen.

Hier soll der Algorithmus von Khachiyan dargestellt werden. Der urspriingliche Algorithmus entscheidet
nur das Problem, ob das System von Ungleichungen

a1 %1+ ..o+ apr, < by (1<i<m)

fiir a;;,b; € Z durch einen Vektor (z1,...,z,) € R erfiillbar ist. Spéater werden wir diesen Algorithmus
in einen Algorithmus fiir die Lineare Optimierung umformulieren. Wir nehmen o.B.d. A. an, daf kein
Vektor a; = (ai1, . . ., ain) ein Nullvektor ist. Die zugehdrige Ungleichung ist entweder trivialerweise erfiillt
(b; > 0) und kann wegfallen, oder sie ist unerfiillbar (b; < 0), dann ist das Problem bereits geldst.

Algorithmus 2.9.1 (von Khachiyan):

1.) k:=0, %) :=0 (Vektor der Liange n), I n x n-Einheitsmatrix,

L= 1 cicmacian Hoglas| + 1)1+ 221 i< og([bs| + 1)] + [logmn] + 1

(Bitlange der Eingabe),
BW) = 22L1,

2.) Falls ) das Ungleichungssystem erfiillt, STOP. Das Problem ist geldst.
Falls 2(*) das Ungleichungssystem nicht erfiillt und > 4(n + 1)2L ist, STOP. Es wird behauptet,
dafl das Problem keine Lésung hat.
Ansonsten k := k 4 1. Sei die i-te Ungleichung eine, die der Punkt =1 nicht erfiillt (d.h.
al ®=1 > b)),

(k—1),.
2B = (k=) o 1 B a;
n+1./aT Bt-1q;
- — T
B .— n? -1 o 2 (Bk-Ug,) (Bh=Da,)
T onZ2oel n-4+1 aZ'TB(k_l)ai

Wetter in Schritt 2.

Der Algorithmus stoppt spétestens nach 4(n+1)2L = O(n?L) Iterationen. Mit den iiblichen Algorithmen
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fiir die Multiplikation von Matrizen mit Vektoren oder Vektoren mit Vektoren folgt, daf jede Iteration
in O(n(n + m)) Schritten durchfiihrbar ist.

Satz 2.9.2: Die Rechenzeit des Algorithmus von Khachiyan ist durch O(n®(m + n)L) Operationen be-
schrdnkt.

Es muf} also ,nur® gezeigt werden, dafl das Ungleichungssystem keine Lésung hat, wenn nach 4(n +
1)2L Iterationen keine Losung gefunden wurde. Dies ist allerdings harte Arbeit. Bevor wir uns an die
Arbeit machen, wollen wir die Idee, die hinter diesem Algorithmus steckt, herausarbeiten. Da wir mit
<-Ungleichungen arbeiten, ist der Losungsraum leer oder eine offene Teilmenge des R™ und muf3 dann
positives Volumen haben. Dieses Volumen kann vorab in Abhéngigkeit von m,n und L durch eine positive
Zahl abgeschitzt werden. Das gilt sogar fiir den Teil S des Losungsraumes, der in der Kugel mit Radius
2% um den Nullpunkt liegt. Diese Kugel nennen wir £(°), da wir sie als spezielles Ellipsoid auffassen.
Allgemein sind Ellipsoide E Mengen, die sich folgendermaflen darstellen lassen. Es gibt eine symmetrische
(bij = bj;), positiv definite (27 Bx > 0 fiir alle # # 0) n x n-Matrix B iiber R und einen Punkt 2’ € R™,
so dafl gilt

E={z|(ze)' B (zer)<1}.

Kugeln um den Ursprung mit Radius r sind spezielle Ellipsoide, denn sie lassen sich folgendermaflen
darstellen

{zlai+. 2l <r?}={a|(zi+.. . +22)/r? <1} ={z| (x0T ()" (z 0) < 1}.

Mit (% = 2/ = 0 und B(® := 22L] erhalten wir als Ellipsoid F(®) die Kugel mit Radius 2% um den
Ursprung. Nach Definition ist S C E(®). Das Ellipsoid £*) wird zu #(*) und B%) gebildet. Wir haben zu
zeigen, daf B*) symmetrisch und positiv definit ist. Weiterhin zeigen wir, daB einerseits S in allen £
enthalten ist und daf andererseits das Volumen der Ellipsoide so schnell fallt, daf das Volumen von E*)
fiir k = 4(n + 1)2L kleiner als das Volumen von S ist, falls S nicht leer ist. Daraus folgt unmittelbar die
Korrektheit des Algorithmus von Khachiyan.

Etwas genauer kénnen wir das Verfahren noch beschreiben. Es sei S C F®) und 2*) keine Losung, da
die i-te Ungleichung verletzt ist. Sei weiter

HY = {2 | af (¢ 00®) <0} = {o | ale < a2 }

der Halbraum, der durch die i-te Nebenbedingung parallel verschoben zum Punkt x(*) beschrieben ist.
Wir beobachten, daB er nach Definition alle zulissigen Punkte enthilt und somit S C F®) 0 H®) gilt.
Wir werden E¥*+1) so definieren, daB das Volumen schnell genug fillt und E®) n H¥) C B+ gilt.
Dann folgt S C E®*+Y trivialerweise. In Kapitel 2.10 beweisen wir die Korrektheit des Algorithmus, und
in Kapitel 2.11 wenden wir ithn auf die Lineare Optimierung an. Schon hier ist festzustellen, dafl sich
der Simplex-Algorithmus und der Algorithmus von Khachiyan grundlegend unterscheiden. Der Simplex-
Algorithmus diskretisiert das Problem, indem er es auf die Extrempunkte oder Basispunkte reduziert.
Der Algorithmus von Khachiyan arbeitet analytisch. Aus ,eigentlich® viel schéneren Polyedern macht
er die ,scheinbar® unhandlicheren Ellipsoide. Diese haben jedoch die angenehme Eigenschaft, dafi ihr

Volumen wesentlich einfacher handhabbar als das von Polyedern ist.

2.10 Die Korrektheit des Algorithmus von Khachiyan

Wir beginnen mit der Untersuchung des Volumens von S, dem Durchschnitt des Losungsraumes (unter
der Annahme, dafl dieser nicht leer ist) mit der Kugel mit Radius 2% um den Nullpunkt.

Lemma 2.10.1: Jeder Extrempunkt des Polyeders Ax < b,z > 0 hal rationale Koordinaten. Der Belrag
der Koordinaten und der Betrag des Nenners (natiirlich in gekiirzter Darstellung) ist kleiner als 2L /mn.
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Beweis: Wir wissen, daf} jeder Extrempunkt n linear unabhéingige Gleichungen aus dem System Az = b
und x = 0 erfiillt. Das Gleichungssystem von n derartigen Gleichungen sei in Matrixform Dx = z. Wegen
der linearen Unabhéngigkeit der Gleichungen gilt det D # 0. Fiir den Extrempunkt v = (v1,...,v,) gilt
v = D7!z. Nach der Cramer’schen Regel gilt

din - dl,k—l 21 dl,k+1 e diy

v = det D, mit Dy :=

det D :
dnl e dn,k—l Zn dn,k+1 e dnn

Es bleibt zu zeigen, daf8 | det D| und |det Dy | kleiner als 2% /mn sind.

Aus der Linearen Algebra sollte bekannt sein, dal das Hyperparallelepiped, das von den Spaltenvektoren
dy,...,dy, von D aufgespannt wird, das n-dimensionale Volumen | det D| hat. Fiir n = 2 (Parallelogramm)
und n = 3 (Spat) ist dies leicht nachzurechnen. Das Volumen eines Hyperparallelepipeds mit gegebenen
Seitenlangen ist maximal, wenn die Vektoren senkrecht aufeinanderstehen (Rechteck, Quader, ...). Dann
ist das Volumen gleich dem Produkt der Lange der Vektoren. Es sei ||d;|| die Lange des Vektors d;, d.h.

ldjll = +/di; + ...+ d7;

Nach den obigen Uberlegungen gilt |det D| < ||di]| * ... ||dn||. Aus der trivialen Ungleichung (alle
Summanden links kommen rechts vor)

Vit oy <l + 1)k (gl + 1)

folgt |lyl| = (v + ... +y7)"/? < [Li<icn(luil + 1)
Also gilt
|det D < J] I (Idisl +1) < 27tesmn=b < ok fimn,
1<j<n1<i<n

Dabei folgt die vorletzte Ungleichung nach Logarithmieren, da jedes Element aus der Eingabe (A, b) nur
hochstens einmal in D vorkommt. Hinzu kommen eventuell aus Gleichungen z; = 0 Einheitsvektoren, die
die Determinante nicht vergroBern. Vollig analog folgen die Aussagen iiber | det Dg|. i

Korollar 2.10.2: Jeder Extrempunkt des Polyeders Az < bz > 0,z < LQL/nJe mit e = (1,...,1) hat
rationale Koordinaten, deren Nenner betragsmdpig kleiner als 2% /mn sind.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 2.10.1, da wir nur die Nenner, also | det D]
betrachten. O

Lemma 2.10.3: Wenn das Ungleichungssystem Az < b eine Losung hat, hat die Menge S ein Volumen
von mindestens 2~ +1L

Beweis: Es sei y eine Losung von Az < b. O.B.d. A. nehmen wir y; > 0 fiir alle ¢ an, sonst transformieren
wir z; in <z;. Da Az < b eine offene Losungsmenge hat, konnen wir auch y; > 0 annehmen. Damit hat
das Polyeder Az < b,z > 0 einen inneren Punkt und positives Volumen. Da wir uns auf einen Orthanten
(z > 0) beschranken, liegt keine Gerade ganz im Polyeder. Also hat das Polyeder einen Extrempunkt
v. Nach Lemma 2.10.1 ist |[v||,, := max{|v;| | 1 < i < n} < [2%/n]. Es gibt eine e-Kugel um den
Extrempunkt, die ganz in dem Polyeder aller z* mit ||z*||., < [2L/n] liegt. Damit hat auch das Polyeder
Az < bz > 0,2 < LQL/nJe einen inneren Punkt und ist echt n-dimensional, d.h. es liegt auf keiner
Hyperebene. Da n Extrempunkte nur ein héchstens (n < 1)-dimensionales Gebilde aufspannen, gibt es
n + 1 Extrempunkte, die nicht auf einer Hyperebene liegen. Seien vy, ..., v, diese Extrempunkte, die
ein Simplex aufspannen. Das Volumen des Polyeders ist mindestens so grofl wie das Volumen dieses
Simplexes.
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Wir schétzen nun das Volumen des Simplex ab. Es betrégt, wie aus der Linearen Algebra bekannt ist,
det ( I ...1 )
Vo L. Up

Nach Korollar 2.10.2 kénnen wir in ( vl
0

/n!

y ) alle rationalen Eintrdge durch Nenner, die kleiner

als 2% /n sind, ausdriicken. Fiir jeden Vektor v; gilt, dal wir fiir jede seiner Komponenten sogar den
gleichen Nenner benutzen kénnen. Dies folgt nach dem Beweis von Lemma 2.10.1. Also ist v; = diui mit

di € Z, |d;| < 2% /n, u; € Z". Also folgt
det<1 1)‘:det< 11 11 )‘
Vo Lo Up %UO Eun
1

1 2L _(n+1)
= — . |det do ... dn > > — .
|do| * ... % |dy] Ug ... Up = |do| * ... % |dn| n

Die vorletzte Ungleichung folgt, da wir eine ganzzahlige Matrix erhalten haben. Dann ist die Determinante
ganzzahlig. Sie kann aber nicht 0 sein, da sonst das Volumen des Simplexes 0 wére. Die letzte Ungleichung
folgt, da |d;| < 2 /n fiir alle i ist.

Also kénnen wir das Simplexvolumen nach unten abschétzen durch

L —(n+1) n+1
det( I o...1 )‘> 1 (2_) _ 9-(tL ' S 9—(n+1)L.

Vg ... Up n' \n n!

1

n!

O

Im folgenden soll der bereits frither beschriebene Loésungsweg nachvollzogen werden. Hierbei handelt
es sich leider um langliche Rechnungen, die keine gréfleren Ideen enthalten. Zuni#chst skizzieren wir
unser Vorgehen. Lemma 2.10.4 beschreibt eine affine Transformation, mit der das gegebene Ellipsoid
in die Einheitskugel transformiert wird; ebenso wird der Halbraum, der der ersten Nebenbedingung
entspricht, die von dem untersuchten Vektor z(*) nicht erfiillt wird, auf den ,einfachsten® Halbraum
H = {z; > 0} transformiert. Ellipsoide werden von affinen Transformationen in Ellipsoide transformiert
und Halbriume in Halbrdume. Teilmengenbeziehungen bleiben erhalten, und das Volumen aller Ellipsoide
wird um den gleichen Faktor verdndert. Mit diesem Hilfsmittel miissen die folgenden Lemmas nur noch
fiir die einfacheren Fille bewiesen werden.

In Lemma 2.10.5 zeigen wir dann, da B¥#+1) symmetrisch und positiv definit ist, wenn dies fiir B*) gilt.
In Lemma 2.10.6 wird die schon diskutierte Behauptung F*) 0 H*) C E(*+1) nachgewiesen. Schlieflich
wird in Lemma 2.10.7 das Volumen von E**1) mit dem Volumen von E*) verglichen.

Wir wollen also mit der Einheitskugel £ = {z | 2Tz < 1} und dem Halbraum H = {z | v < 0} fiir
vl = (&1,0,...,0) starten. Fiir das Ellipsoid E ist also ' = 0 und B = I. Fiir das im Algorithmus von
Khachiyan definierte Nachfolgeellipsoid gilt fiir den neuen z’-Vektor z/

neu

, R 1 Tv 1
Loy = T = - v
neu n+ 147 Ty n+1
Wir setzen o := n%—l Mit G .= % und v := n%—l ergibt sich als neue Matrix

Bpew = (1 <:>'yva).
Das neue Ellipsoid 148t sich beschreiben durch

Eneu = {l‘ | (l‘ Qx;eu)TB_l (l‘ Qx;eu) S 1}

neu
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Wenn wir nun mit einem beliebigen Ellipsoid
E={z|(ze2)'B  (ze2) <1}

und dem Halbraum B
H={z|(zer)fa<0}
(a # 0) starten, erhalten wir das neue Ellipsoid

b= (oot Y (o BTN (Lt

hew =32 | 2T+ — - e TSI+ — )
aTBa/) B 7T Ba al’Ba/ —

Lemma 2.10.4: Es gibt eine affine Transformation T', d. h. T'(x) = Zz + b, mit H=T(H), E=T(FE)

und Epey = T(Frey)-

Beweis: Aus der Linearen Algebra ist folgendes bekannt. Da B symmetrisch und positiv definit ist, gibt
es eine reguldre Matrix L mit B = LLT. Da a # 0, ist LTa # 0. Daher geht v aus L?a durch eine
Drehung und anschlieBende Normierung hervor, d. h. es gibt eine Rotationsmatrix @ mit

_ QTLTa
QT LT al|
Bekanntlich beschreibt Q7 die Rotation in die Gegenrichtung der Rotation @, d.h. Q@™ = I. Fiir jeden
Vektor x ist ||ar:||2 = 22 und daher
||QTLTa|| QTITa) Q"I a =" LQQTILTa = a” L1  a = " Ba.
Wir definieren die affine Abbildung 7" durch
T(z)=LQr+ &.
Die Umkehrabbildung ist
“Ha)=QT L7z ©r),
denn T71T(2z) = QT L Y LQr+ 2z %) = QT L1 LQz = QTQx = x. Es ist
T(H) = {T()| v H)
{e|T7 (z) € H}
{e [(QTL™ (z wa))Tv <0}
“HTQu <0}
Tr=HrQQ*r"a/ ||QTLTa|| < 0}(s. Gleichung fiir v)

I
—~—
&
&
¢
&
—

T(E) = {T(x)|zeF)

{o | T-'(x) € B}

o | (T (@) (T () < 1)

[ (@I o 92)T Q7L (¢ 20)) < 1)
{z] (e 00)"(L7)'QQ"L  (z ©z) <1}
{z] x@i‘)T(LLT)_l(x &) <1}

E.

o~ o —

Nun machen wir uns an die Berechnung von T'(FEyeq).
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T(Eneu) =
= {l‘ | T_l(l‘) S Eneu}
= {2|QTL' (&) € Fneu}

{ [ (QTL™ (x &) + av)T

(I ey )N)™r (QTL™ Yz <)+ av) < 1}.

S

TLT ~
Oben hatten wir gezeigt, dafi v = W?ZTTGH und [|QT 27 a||* = o7 Ba gilt. Damit erhalten wir
a
L Tt TL-ppt B
w! = QTLTaa’LQ und av=a Q @ _ aQ a _ Q"L ' a

aT Ba

QT LTal| VaTBa VaT Ba’

Also ist

Ba
QML Mz o) +av=Q7 L7} <x<:>x+oz = )
( ) vaT Ba

Wir fahren in unserer Berechnung von T'(FEye,) fort.

{x
{x

Damit T(Epey) = Epey ist, geniigt es, folgende Gleichung zu beweisen, die wir anschlieend dquivalent

umformen.

T(Epew) =

) <)

T _
) (L_l)TQ%(ICVyva)_lQTL_l (x <:>x+a\/%) < 1}

_ T
7—aiaBa) (L_l)TQ %(I <:>'yva)_1 QTL! (x ST+ o

<x<:>x+oz

Ba
vaT Ba

<x<:>x+oz

- _ Ba)(Ba)"\ ™!
(L_l)TQ (I<:>'yva) 1QTL_1 = (B @7%)
= L(QT)—l (I @,vaT) Q—lLT - B ny(Ba)T(i)T
a’ Ba
1oy . DQT)T'QT L ad" LQQTLT o (Ba)(Ba)”

Die ersten Summanden stimmen iiberein, da
L(QT)—lQ—lLT — L(QQT)—lLT — LLT — B

Von den zweiten Summanden mufl nur noch die Gleichheit der Z#hler gezeigt werden. Auf der linken
Seite ergibt sich B B o
LI aa” LL" = Baa® BY = (Ba)(Ba)”.
O

Lemma 2.10.5: Falls im Algorithmus von Khachiyan die Matriz B(= B(k_l)) symmetrisch und positiv
definit ist, gilt dies auch fir die Matriz Byey (= B(k)). Insbesondere ist EF) tatsdchlich ein Ellipsoid.

Beweis: Es geniigt nach Lemma 2.10.4, den einfachen Fall #/ = 0, B = I und ¥ = (&1,0,...,0) zu
betrachten. Dann ist

L =0& ! A ! 0 0
x = =
neu n 1 /aTa n 1’ bl bl

30



SN ERTA Y g ey !

d Bneu == = -
b n? <l n+1ala 0

n?/(n? 1)

Die letzte Gleichung folgt, da aa” nur an der Position (1,1) eine 1 hat und sonst aus Nullen besteht,
a’a = 1 ist und nach etwas Bruchrechnung. Somit ist By, symmetrisch. Wir zeigen nun, dafl B,

positiv definit ist. Dazu sei  # 0. Dann folgt

2 2

T __n 2 n 2 2
' Byt = (n—i—l)le—i— n2<:>1(x2—|—...—|—xn) > 0.
O
Lemma 2.10.6: Im Algorithmus von Khachiyan gilt E®) 0 H*®) C B+,
Beweis: Wieder kénnen wir uns auf den einfachen Fall 2’ = 0, B = I und a = (&1,0,...,0) be-
schrinken. Es sei also * = (z1,...,2,)7 ein Punkt aus dem zugehérigen Ellipsoid und dem zugehérigen

Halbraum, d. h. ||z*]| < 1 und 0 < ©aTz* = z;. Da ||z*|| < 1, ist z; < 1. Wir miissen nun zeigen, daf}

% € Fpey ist, wobel Ejpey iber 2!, und Bpey (s. Beweis von Lemma 2.10.5) definiert ist. Da By, und

auch B! Diagonalmatrizen sind, it sich das Produkt

besonders einfach ausrechnen, es ergibt sich ndmlich:
(n+1)? n? &1

(n+1)? 1 n? o1

1 2 2 2 _ 2 x(2 2
et a)) = e e ) () )
(n—l—l)2 1 9 n? &1 9
S T ey e

wobei wir ||z*|| < 1 benutzt haben. Wenn man die rechte Seite als Funktion in #; betrachtet, dann ist
es eine nach oben offene Parabel. Das Maximum der Funktion wird also auf dem Bereich z; € [0, 1] fiir

z1 = 1 oder 1 = 0 angenommen. Fiir 21 = 0 ist die rechte Seite nl—Q + ”Zgl = 1, und fiir #; = 1 ist die

rechte Seite 1+ ”Zgl (1 1) = 1. Damit ist 2* € Fyey. a

Lemma 2.10.7: Der Quotient aus dem Volumen des neuen Ellipsoids und dem Volumen des alten El-
lipsoids ist kleiner als 271/ (2(n+1)),

Beweis: Zunichst iiberlegen wir uns, wie die affine Transformation 7" aus dem Beweis von Lemma 2.10.4
das Volumen verdndert. Sei F' = T(FE). Die Verschiebung verdndert das Volumen nicht. Also kénnen wir
hier T(x) = LQux setzen. Also gilt

vol(E) = det(LQ)vol(E) = det(L) det(Q)vol(E).

Dabei ist det(Q) = 1, da @ eine Drehung ist und das Volumen gleich ldft. Da LLT = B, ist det(L) =
det(B)l/2 von E unabhingig. Somit kénnen wir uns wieder auf den einfachen Fall zuriickziehen.

Dabei ist
Vol (Bpey ) Jvol(E) = det(Bpey) >

Da By eine Diagonalmatrix ist, 148t sich det(Bneu)l/2 leicht berechnen als

n n2 \ (/2 1 1 (n=1)/2
o —— =le—) |14+ —— .
n+1 <n2<:>1) ( <:>n—|—1) ( + n2<:>1)
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Wir benutzen die Abschitzung 14z < e” fiir alle 0 und erhalten:

1 1 1 R —
lo—— < e =" sowle 14+ —— <en?-1,
n+1 n?sl

also 1st der Quotient der beiden Volumina beschrankt durch

_ 1 4 (n=1)/2 1 1 __1 __1
e P = ¢ n+1+2~(n+1) = e TAD < 2 2~(n+1)(< 1)

Satz 2.10.8: Der Algorithmus von Khachiyan ist korrekt.

Beweis: Es bleibt zu zeigen, dafl das gegebene Ungleichungssystem keine Lésung hat, wenn der Algo-
rithmus in 4(n+1)?L Iterationen keine Lésung gefunden hat. Wir wissen, daf} es eine Lésung in E©) gibt,
wenn es iiberhaupt eine Losung gibt. Sei S die Menge aller Lésungen in E(®) und S # () angenommen.
Nach Lemma 2.10.3 hat S dann ein Volumen von mindestens 2~ (*+1D% Fiir alle Tterationen gilt nach der
Konstruktion S C E®). Wir schneiden stets nur einen Halbraum von Nichtlésungen ab und iiberdecken
den Rest durch das néchste Ellipsoid (Lemma 2.10.5 und Lemma 2.10.6). Nach Lemma 2.10.7 ist

vol(E(k)) < Q_k/(z("+1))vol(E(0)).

Das Volumen der Kugel E(®) mit Radius 2% schitzen wir durch das Volumen eines Wiirfels mit Kan-
tenlange 2 - 2% ab, dieses betragt 27X+ Also gilt fiir k = 4(n + 1)°L

vol(EX)) < 9= 2+ 1)Lan(L41) _ g=nl=2L+n

Da nach Definition von L gilt n < L, folgt vol(E(k)) < 27(+DL Dies ist ein Widerspruch zu § C EF*)
und vol(S) > 2~ P+, O

2.11 Die Anwendung des Algorithmus von Khachiyan auf die Lineare Opti-
mierung

Zunéchst reduzieren wir die Lésung von Problemen der Linearen Optimierung auf das Losen von linearen
Ungleichungssystemen mit <-Ungleichungen. In einem zweiten Schritt setzen wir Ungleichungssysteme
mit <-Ungleichungen mit Ungleichungssystemen mit <-Ungleichungen in Beziehung.

Wir starten mit dem Problem ¢’z — max mit Az < b, z > 0. Das duale Problem lautet b7y — min mit
ATy > ¢, y > 0. Nach der Dualititstheorie gilt fiir alle zuldssigen Losungen ¢’z < b7y, Dariiber hinaus
hat das primale Problem genau dann eine endliche Lésung, wenn es zulissige Losungen mit ¢’z = 67y
gibt. Also ist das Ungleichungssystem

e >by, Ar<b,e>0, ATy >c, y>0

genau dann erfiillbar, wenn das primale Optimierungsproblem eine endliche Losung hat. In diesem Fall
ist jede Losung des Ungleichungssystems Losung des Optimierungsproblems. Wenn wir also allgemein fiir
Ungleichungssysteme Az < b konstruktiv entscheiden kénnen, ob sie 16sbar sind, kénnen wir konstruktiv
Probleme der Linearen Optimierung lésen, die Optimierung erhalten wir also praktisch gratis.

Satz 2.11.1: Jeder Algorithmus zur Lésung von Ungleichungssystemen Az < b+ (2L, ..., 27L) kann
mil geringem Aufwand in einen Algorithmus zur Lésung von Ungleichungssystemen Az < b umgewandelt
werden.

Wir verzichten in dem Satz auf eine genauere Analyse des Mehraufwandes, da dieser, wie sich im Beweis

zeigt, gegeniiber dem Aufwand des Algorithmus von Khachiyan iiberhaupt nicht ins Gewicht fallt. Wir
schieben noch den Beweis eines Lemmas ein.
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Lemma 2.11.2: Fir 1 <i < m und z € R" sei ©;(z) := al' v ©b;. Fiir zg € R" ldft sich ein x; € R"
konstruieren, so daf$ die folgenden Bedingungen gelten.

o Vicicm: ©i(x0) > 0= 0;(x1) = O;(x0).
o Vicicm: Oi(x0) < 0= 0;(x) <0.

o Jedes a; ldfit sich als Linearkombination der a; mit ©;(x1) > 0 schreiben.

Falls # das Ungleichungssystem Az < b erfiillt, gilt ©;(x) < 0 fiir alle i. Wenn 2z das System Az <
b+(27F, ... 275 erfiillt, gilt ©;(zo) < 2L fiir alle i. Der neue Vektor z ist keine groBe Verschlechterung
(aus < kann < werden), dafiir wird Struktur gewonnen, jedes a; ist Linearkombination der schlechten a;.

Beweis von Lemma 2.11.2: Wir numerieren die Ungleichungen, so dafl ©1(zg),...,0k(2¢) > 0 und
Okt1(z0), ..., Om(zg) < 0. Wir wihlen nun ¢; mit [ > k&, so dafl @; keine Linearkombination aus
ai,...,a ist. Falls [ nicht existiert, ist z; := 2¢ als Losung geeignet. Ansonsten ist, da a; auflerhalb des
von ay, ..., ag aufgespannten Raumes liegt, folgendes Gleichungssystem losbar.

afy=0,1<i<k undaly=1.

K3

Sei yp eine Lésung dieses Gleichungssystems und

z1 = xo+1tyo
t = min{<:>®j(xo)/a]ryo | a]Tyo >0und k< j<m}.

Fiir k < j < mist ©;(zo) < 0 nach Definition. Da a yo = 1 > 0, folgt ¢ > 0 und
t < €O (zo)/af yo = €O (o).
Es folgt, daB fiir alle 1 < ¢ < m gilt:
0;(x1) = O;(x0 +tyo) = al (vo + tyo) b; = tal yo + O; (o).

Diese rechte Seite ist fiir i < k, da alyp = 0, gleich ©;(xo), und nicht positiv fiir i > k: Dies gilt,
falls alyo > 0 nach Definition von ¢, und sonst direkt. Fiir den Index j, der fiir die Definition von t
entscheidend ist, gilt offensichtlich ©;(z1) = 0. Der Vektor ©(xz;) ist also an mindestens einer Stelle mehr
als ©(xzo) nicht negativ. Vielleicht ist #; eine gewiinschte Losung, sonst fahren wir mit #; analog zu xg
fort. Spétestens nach m <k < m Iterationen sind wir am Ziel, da dann alle ©;(z1) > 0 sind. o

Beweis von Satz 2.11.1: Sei nun x, eine Lésung von Az < b+ (27%, ... 27L) d.h. ©;(x) < 27F
fiir alle ¢ = 1,...,m. Wir numerieren die Ungleichungen o.B.d.A. so, daBl alzq > b; fiir 1 < i < k
und ClZTl‘o < b; fir k < 7 < m gilt. AuBlerdem sind aq,...,a, linear unabhéngig und a,41,...,am
Linearkombinationen von aq, ..., a,.

Wir ersetzen nun zy durch den 1m Beweis von Lemma 2.11.2 konstruierten Vektor z;, benutzen jedoch
die alten Bezeichnungen (z.B. wieder zq fiir #1). Dann gilt zusatzlich, dal sich alle ary1,...,an als
Linearkombinationen der Vektoren ay, ..., a, schreiben lassen.

Wir betrachten eine Losung z des Gleichungssystems a]Tx = b;, 1 < j < r. Wegen der linearen Un-
abhingigkeit von ay, ..., a, existiert z. Wir behaupten, dal al » < b; fiir alle ¢ gilt. Falls » = m ist, so ist

nichts mehr zu zeigen. Im folgenden kénnen wir also » < m<1 annehmen.

Wir betrachten nun ein festes ¢: Es gibt D; € Z, D € N mit

a; = Z %a]’.

1<j<r
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Dabei kénnen wir analog zu Lemma 2.10.1 zeigen, dafl wir D; und D dem Betrage nach kleiner als 2 /mn
wiihlen kénnen. Da D > 0 ist, kénnen wir (af z <b;) < 0 beweisen, indem wir D(al z <b;) < 0 beweisen.
Hier geht nun der kleine, aber entscheidende Trick ein. Wir zeigen, dafl D(al z <b;) einerseits ganzzahlig
und andererseits kleiner als 1 ist. Daraus folgt dann D(al z <b;) < 0.

Da a]Tz =b; fiir 1 <j <r, folgt
D(afz&bi)= Y Djalz&Dbi= Y Djbj Db € L.
1<j<r 1<j<r
Wir formen weiter um:

= Z Dj (a]Tl‘o <:>®j (l‘o)) D (aiTl‘o <:>®Z($0)) .

Dabei gilt
T Dj T
Z Djaj ro=2D Z a; xo = Daj zg.
1<j<r 1<j<r

Also ist
D(aZTz C}bz) = D@Z(l‘o) f=4 Dj@j(l‘o).
1<5<r

Nun gilt ©;(z¢) > 0 fiir 1 < j < r, ©;(zg) < 271 fiir alle j und ©D; < | Dy fiir alle j. Damit folgt

D(afz &bi) < D275+ > |Dj|27F

1<<r
2 2 1
PR A S LA
mn mn mn mn
In der letzten Ungleichung haben wir n > 2 vorausgesetzt, aber sonst ist das Problem trivial. ad

Wir sehen, dafl wir geschickt die Ganzzahligkeit der Eingabeparameter ausgenutzt haben. Mit reellen
Parametern wiren die Beweise nicht durchfiihrbar.

Wir fassen zusammen, wie wir Probleme der Linearen Optimierung mit Hilfe des Algorithmus von Kha-
chiyan 18sen kénnen. Wir betrachten das Problem ¢’z — max mit Az < b, # > 0. Zunéchst benutzen wir
die obigen Konstruktionen und den Algorithmus von Khachiyan, um zu testen, ob Az < b, > 0 16sbar
ist. Damit stellen wir fest, ob die zuldssige Menge leer ist. Danach wenden wir den gleichen Ansatz auf
das grofere System ¢’z > 6Ty, Ax < b, x>0, ATy > ¢, y > 0 an. Entweder wir erhalten eine optimale
Losung fiir unser Problem, oder unser Problem ist unbeschrankt.

Komplexititstheoretisch fallt ins Gewicht, da8 wir in dem <-System die Zahlen 2= addiert haben. Wir
miissen also mit 2° multiplizieren, um wieder ein ganzzahliges System zu erhalten. Wir arbeiten also
mit sehr groflen Zahlen. Um aus Lésungen des <-Systems Losungen des <-Systems zu machen, ist nur
geringer Mehraufwand notig.

Ist der Algorithmus numerisch stabil? Es wird ja nicht nur dividiert, sondern es werden auch Wurzeln
gezogen. Wir kénnen immer so runden, daf} die Ellipsoide nicht verkleinert werden. Dann gentigen 10(n +
1)2L Tterationen bei Zahlen der Linge 300(n + 1)L, wenn die Eintriige in By, jeweils mit 21/(4(n+1))
multipliziert werden.

Der Algorithmus von Khachiyan ist hier nur dargestellt worden, um im Vergleich zum Simplex-Algorithmus
zu zeigen, dafl das gleiche Problem mit véllig verschiedenen Methoden attackiert werden kann. Der Al-
gorithmus von Khachiyan hat keine praktische Bedeutung, wé&hrend der Algorithmus von Karmarkar
bei manchen recht groflen Problemen den Simplex-Algorithmus geschlagen hat. Fiir die Praxis kann aus
heutiger Sicht nur der Simplex-Algorithmus empfohlen werden. Allerdings muf3 die Hoffnung auf bessere
Algorithmen nicht aufgegeben werden.
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3 Semidefinite Programmierung

In der Informatik sind viele wichtige Probleme NP-hart und somit vermutlich nicht auf effiziente Weise
16sbar. Oft gibt man sich fiir solche Probleme dann mit Algorithmen zufrieden, die nicht die optima-
le Losung finden, sondern nur eine ,gute“ Losung. Ein Approximationsalgorithmus garantiert, dafl die
gefundene Losung nicht viel schlechter ist als die optimale Losung. Angenommen, wir haben ein Maximie-
rungsproblem. Ein 1/2—-Approximationsalgorithmus fiir dieses Problem ist dann z.B. ein Algorithmus, der
Losungen abliefert, die mindestens halb so grof sind wie das Optimum. In den letzten Jahren (seit 1994)
hat es eine interessante Entwicklung gegeben. Es ist den Forschern und Forscherinnen gelungen, bessere
Approximationsalgorithmen zu entwerfen, und zwar fiir eine Reihe von Problemen. Diese Algorithmen
basieren auf einer Verallgemeinerung der Linearen Programmierung. Es handelt sich um die sogenannte
Semidefinite Programmierung. Wir wollen in diesem Kapitel den Lesern und Leserinnen einen kurzen
Eindruck geben, worum es sich bei der Semidefiniten Programmierung handelt und nur erwé&hnen, daf
es Polynomialzeitalgorithmen gibt, die Probleme der Semidefiniten Programmierung l6sen kénnen. Diese
Algorithmen basieren auf einer Verallgemeinerung von , Innere-Punkt—Methoden®, die urspriinglich fiir
die Lineare Programmierung entwickelt worden sind.

Um ein Beispiel abzuliefern, wie man die Semidefinite Programmierung fiir in der Informatik auftretende
Probleme verwenden kann, schauen wir uns auch das Beispiel an, das gewissermaflen die Forschungslawine
in den letzten Jahren ausgelost hat, ndmlich das Problem MAXcUT.

Zunichst bendtigen wir aber ein paar Begriffe aus der Matrixtheorie bzw. der linearen Algebra. Diese
kann man z.B. auch in einem Buch von G.H. Golub und C.F. van Loan nachlesen: Matriz Computations,

North Ozford Academic, 1986.

3.1 Grundlagen der Matrixtheorie

Wir gehen in diesem Kapitel davon aus, dafl die betrachteten Matrizen nur Eintrdge aus den reellen
Zahlen haben (also nicht etwa komplexe Zahlen).

Eine n x m-Matrix heiBt quadratisch, wenn n = m ist. Eine Matrix A mit A = AT heiBt symmetrisch.
1d bezeichnet in diesem Kapitel die Identitdtsmatrix.

Definition 3.1.1: Ein Figenvektor einer Matrix A ist ein Vektor « # 0, fiir den ein A € C existiert mit
A-xz =X z. Der Wert A heifit Eigenwert.

Eigenwerte lassen sich auch noch anders charakterisieren:

Lemma 3.1.2: Die Eigenwerte einer Matriz A sind die Nullstellen des Polynoms det(A <A - Id), wobei
A die Variable des Polynoms ist.

Fiir symmetrische nxn-Matrizen A ist folgendes bekannt: A besitzt n reelle Eigenwerte (die nicht not-
wendigerweise alle voneinander verschieden sind.) Diese n Eigenwerte werden hiufig geschrieben als
A1, ..., A, wobel man eine kanonische Numerierung annimmt, so dal Ay > ... > A, gilt.

Wenn ein Eigenwert mehrmals vorkommt, dann wird die Anzahl seines Vorkommens auch Multiplizitdt
genannt.

Satz 3.1.3 (Rayleigh-Ritz): Wenn A eine symmetrische Malriz ist, dann gilt
A1(A) = max 2T A und An(A) = min 2T A x.

n
[lz||=1 [lz||=1
Definition 3.1.4: Eine quadratische Matrix A heifit

positiv semidefinit, wenn x7 - A.x >0

positiv definit, wenn 2T Az >0 }fur alle € R™\ {0} ist.

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff | positiv semidefinit® auch abkiirzen als ,PSD*.
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Als Korollar von Satz 3.1.3 erhalten wir, dafl eine symmetrische Matrix PSD ist genau dann, wenn ihr
kleinster Eigenwert A,, > 0 ist.

Wir wollen nun einige Beispiele fiir Matrizen bringen, die PSD sind. Zuné&chst sollten wir festhalten, dafl
eine Matrix, die nur positive Eintrige hat, nicht unbedingt PSD ist: Wir betrachten die folgenden beiden

Matrizen:
{1 4 . 1 <1
A._<41) B._<<:>1 4).

Die Matrix A ist nicht PSD. Dies sicht man zum Beispiel daran, dafl (1,<1)- A - (1, <1)? = <6 ist. Wenn
man die Eigenwerte von A ausrechnet, findet man Ay = 5, Ay = &3.

Es gilt zum Beispiel A - (1,1)T = (5,5)7 und A - (1, )T = (&3, 3)7.

Die Matrix B enthélt negative Eintrige, ist aber ,trotzdem® PSD. Dies liegt daran, dafl die beiden
Eigenwerte von B ungefahr die Werte 4.30 and 0.697 haben, also beide echt gréfler als Null sind.

Fiir eine Diagonalmatrix sind die Eigenwerte identisch mit den Eintragen auf der Diagonale. Eine Dia-
gonalmatrix ist also genau dann PSD, wenn alle ihre Diagonaleintrége nicht kleiner als Null sind.

Aus der Definition der Semidefinitheit folgt auch, daff folgendes gilt: Wenn B und C' Matrizen sind, dann
ist die Matrix B0
A=
(v c)

PSD genau dann, wenn B und C' beide PSD sind. Dies bedeutet, dafl man eine Bedingung der Form , die
Matrizen Aq,..., A, sollen PSD sein“ auch ausdriicken kann als ,die Matrix A* soll PSD sein“, wenn
man die Matrix A* analog zu gerade aus den A; zusammensetzt.

Aus der Definition folgt auch: Wenn A PSD ist, dann ist die k& x k—Submatrix, die man aus A enthalt,
indem man die Spalten und Zeilen k& + 1 bis n eliminiert, auch PSD.

Als letztes Beispiel betrachten wir die folgende symmetrische Matrix:

1 a a
a 1 a
a a 1

die Einsen auf der Diagonalen hat und eine Konstante @ an allen anderen Stellen. Eine einfache Rechnung
(Ubungsaufgabe!) zeigt, daf die Eigenwerte dieser Matrix die beiden Zahlen 14+a-(n<l) (mit Multiplizitit
1) und 1<a (mit Multiplizitdt n<l) sind. Die Matrix ist also PSD, wenn wir a so wihlen, dafl <l /(nol) <
a <1 alt.

In diesem Kapitel haben wir meistens mit symmetrischen Matrizen zu tun. Fiir symmetrische Matrizen
gilt die folgende Aquivalenzaussage:

Lemma 3.1.5: Sei A eine symmetrische n x n-Matriz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

e A st PSD.
e Alle Figenwerte von A sind nicht—negativ.

o Es gibt eine n x n—Matriz B, so daff man A schreiben kann als A = BT - B.

Die Zerlegung A = BT . B kann man auch anders lesen: Es gibt n Vektoren by, ...,b,, so daB jedes
Element A; ; = bt b; ist. Die Vektoren b; entsprechen den Spalten in B.

Wenn wir eine symmetrische Matrix A haben, die PSD ist, dann ist die Zerlegung A = BT - B nicht ein-
deutig, weil das Skalarprodukt von Vektoren rotationsinvariant ist, also liefert die Rotation der Vektoren,
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die durch die Matrix B beschrieben werden, eine neue Zerlegung. Insbesondere kann man B immer so
wihlen, dafi B eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix ist.

Wenn man eine symmetrische Matrix A gegeben hat, die PSD ist, dann interessiert man sich eventuell
fiir eine zugehérige Zerlegung. Diese bezeichnet man auch als , (unvollstindige) Cholesky—Zerlegung®. Es
gibt einen Algorithmus, der eine solche Cholesky-Zerlegung in Laufzeit O(n?®) berechnet, man lese zum
Beispiel im oben erwédhnten Buch von Golub und van Loan nach.

Zum Beispiel hat die folgende Matrix A, die PSD ist, die angegebene Cholesky—Zerlegung:
A— 1 sy L0y /1 <l
Tlel 4 )T el VB 0 V3 )"
Der erwidhnte Algorithmus bemerkt auch, wenn die vorgelegte symmetrische Matrix nicht PSD ist.

Wen es nun stort, dafl wir zwar fiir symmetrische Matrizen entscheiden konnen, ob sie PSD sind oder nicht,
aber anscheinend nicht fiir beliebige Matrizen, der mége durch folgende Uberlegung beruhigt werden:

Das Problem, zu entscheiden, ob eine gegebene quadratische Matrix A PSD ist, kann zuriickgefiihrt
werden auf das gleiche Problem fiir eine symmetrische Matrix A’. Wir konnen namlich A’ wie folgt

definieren: A ; := % “(Aij + Aj;). Da

T — E
xr Ax = AZ'JWl‘Z"l‘j
J

ist, gilt, daB 27 - A" -2 = 27 - A -z ist und somit ist die symmetrische Matrix A’ genau dann PSD, wenn
die Matrix A PSD ist.

3.2 Semidefinite Programme

In der Literatur gibt es verschiedene Definitionen von Semidefiniten Programmen. Wie man jedoch nicht
anders erwarten sollte, sind diese Definitionen (oft oder immer?) dquivalent. Wir wahlen die folgende
Definition:

Definition 3.2.1: Ein semidefinites Programm hat die folgende Form: Wir suchen eine Loésung in den
reellen Variablen x,...,x,,. Gegeben ist ein Vektor ¢ € R™, und wir wollen die Zielfunktion ¢’ - x
minimieren (oder maximieren). Der zuldssige Bereich fiir die Belegung der z—Variablen ist beschrieben
durch eine symmetrische Matrix SP, die als Eintrédge lineare Funktionen in den z;—Variablen enthalt.
Genauer gesagt: Ein Vektor a ist zuldssig, wenn die Matrix SP PSD wird sobald wir die Variablen z; in

SP mit den Werten aus a belegen, also z; = a; setzen.

Hier ist ein Beispiel eines semidefiniten Programms:

max r1+ 22+ 3
1 x1 =1 201 + 2 &1
so dafl &1 & ro+ 3 PSD ist.
201 + 2 &1 xo+ 3 0

Wie bei der Linearen Programmierung ist es nicht wesentlich, ob wir x; > 0 verlangen oder nicht. Wenn
wir ein Problem als semidefinites Programm modellieren méchten, muf3 sich nicht unbedingt eine symme-
trische Matrix ergeben. Entsprechend der vorhin gemachten Bemerkungen kann man ,,unsymmetrische
Bedingungen® durch symmetrische Bedingungen ausdriicken.

Die Matrix, die wir erhalten, wenn wir die Variablen z; gemifl dem Vektor a belegen und in SP einsetzen,
bezeichnen wir hier mit SP(a).

Wir bemerken, dafl es Methoden gibt, ein semidefinites Programm zu 16sen. Genauer: Zu jedem gegebe-
nen € > 0 und jedem semidefiniten Programm, das eine endliche, polynomiell beschrankte Losung hat,
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kann man das Programm in Polynomialzeit 1ésen, bis auf einen Fehler (in der Zielfunktion) von . Im
allgemeinen 148t sich so ein Fehlerterm nicht vermeiden, weil die optimale Losung eines semidefiniten
Programmes irrational sein kann.

Es mag auch tiberraschen, dafl man wissen muf}, dafl das Programm eine polynomiell beschréankte Lésung
hat. Warum so etwas aber wichtig ist, sehen wir an folgendem Beispiel: Wahrend wir fiir ein lineares
Programm von vornherein wissen, dafl bei gegebener Grofle L des linearen Programms ein Losungspunkt
existiert, dessen Koordinaten betragsmiBig durch 2” beschrinkt sind, so gilt dies bei der Semidefiniten
Programmierung nicht mehr. Betrachte folgendes Beispiel:

min z, so daB z; =2 und z; > 27 ;.

Die optimale Losung dieses Programms ist natiirlich 22"7" und es handelt sich um ein semidefinites Pro-
gramm, weil man die Bedingung x; > 7 | in einem semidefiniten Programm formulieren kann (Ubungs-
aufgabe). Allein zur Ausgabe der Losung wiirden wir aber schon Laufzeit €(2") bendtigen.

Wir haben erwéhnt, dafl die Semidefinite Programmierung eine Verallgemeinerung der Linearen Pro-

grammierung ist. Dies wollen wir beweisen:

Lemma 3.2.2: Die Lineare Programmierung ist emn Spezialfall der Semidefiniten Programmierung.

Beweis: Wir schreiben die Bedingungen des linearen Programms wie folgt auf. Die i-te Bedingung sei
durch IN; > 0 gegeben, wobei
IN; = a; 1214+ ...+ @i ntn + b

ist, fiir 1 < ¢ <r. Wir definieren die Matrix SP fiir das semidefinite Programm wie folgt:

INy 0 - 0
0 INy --- 0
0 0 IN,

Da eine Diagonalmatrix genau dann PSD ist, wenn alle ihre Diagonalelemente nicht-negativ sind, erhalten
wir, dafl der zuléssige Bereich des linearen Programms und des semidefiniten Programms gleich sind. O

Lineare Programmierung kann also nach diesem Beweis angesehen werden als der Spezialfall der Semi-
definiten Programmierung, bei dem die beteiligte Matrix SP eine Diagonalmatrix ist.

Viele Eigenschaften, die fiir die Lineare Programmierung gelten, lassen sich auf die Semidefinite Pro-
grammierung iibertragen. Zum Beispiel ist der zuldssige Bereich eines semidefiniten Programms auch
konvex:

Gegeben zwei zuldssige Vektoren a und b und die entsprechenden Matrizen SP(a) und SP(b). Alle Vekto-
ren, die auf der Verbindungsstrecke zwischen a und b liegen, sind dann auch zuldssig: Fiir alle 0 < A <1
gilt namlich:

SP((1 M)z + \y) = (1 ©X)SP(x) + ASP(y).

Diese Matrix ist auch PSD, wie man wie folgt sehen kann:

vl SP((1 &Mz + Ay) -v=v" - (1)) - SP(z) v+ v -\ SP(y) -v>0.

Als eine Konsequenz aus dieser Konvexitdtseigenschaft wollen wir hier festhalten, dafl man z.B. ein
semidefinites Programm nicht benutzen kann, um eine Bedingung wie zum Beispiel 2 > 1 oder < &1
ausdriicken kann, da der zuléssige Bereich fiir diese Menge nicht konvex ist.

Wir wollen an einem Beispiel zeigen, dafl man mit Hilfe eines Semidefiniten Programms mehr Bedingungen
ausdriicken kann als mit Hilfe eines Linearen Programms.
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Wir betrachten zum Beispiel die symmetrische 2 x 2-Matrix

a b
b c)
Diese Matrix ist genau dann PSD, wenn a > 0,c¢ > 0, und % < ac ist. Zum Beispiel beschreibt damit die

folgende Matrix
sl 2
2 9

als zuldssigen Bereich denjenigen, wo fiir die Variablen z; und x5 gilt, dal #1 - 22 > 4,21 > 0,22 > 0 ist.
Hier ist die Bedingung #1 - £2 > 4 nicht linear.

Ein weiteres Beispiel: Wenn wir im semidefiniten Programm die Matrix

1 = 0
r y 0
0 0 ey+i+14

wihlen, dann sind genau alle Punkte =,y mit y > 0,y > 2% und y < /3 + 1/2 zuliissig. Diese Punkte
liegen im folgenden Bild alle zwischen der Parabel und der Geraden. Wir iiberlassen es dem Leser und
der Leserin, die optimale Losung dieses semidefiniten Programms zu bestimmen, wenn man konkrete
Zielfunktionen wahlt.

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

3.3 Eine Anwendung der Semidefiniten Programmierung in der Informatik

Das Problem MaXcuT ist wie folgt definiert:

Problem MaXcuT

Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V| F). Finde eine Zerlegung der Knotenmenge V = V4 U Va3 (mit
Vi NV = §), so dafBl die Anzahl der Kanten aus F, die zwischen V; und V3 liegen, maximal wird.

MAXcUT ist ein NP-hartes Problem, also ist man schon gliicklich, wenn man Lésungen, also Zerlegungen
berechnen kann, die relativ gut sind, wenn auch nicht optimal.

Fiir ein 0 < ¢ < 1 heifle ein Approximationsalgorithmus A fiir MAXCUT e-Approximationsalgorithmus,
wenn die von A berechnete Losung mindestens ¢ mal soviele Kanten enthilt wie die optimale Lésung. Bis
ca. 1994 waren nur 1/2-Approximationsalgorithmen fiir MAXCUT bekannt. So war es quasi eine Sensa-
tion, als es den beiden Forschern Goemans und Williamson gelang, einen Algorithmus zu entwerfen, der
ein 0.878 .. —Approximationsalgorithmus fiir MAXcUT ist. Insbesondere haben sie gezeigt, dafl die Semi-
definite Programmierung eine interessante Methode ist, um zu Approximationsalgorithmen zu gelangen,
und entsprechend haben sie eine Lawine ausgelost, in der viele weitere Probleme darauthin untersucht
wurden, ob sie mit Hilfe der Semidefiniten Programmierung besser gelost werden konnen.
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Wir beobachten zunéchst, dal man die optimale Losung eines MAXCUT—Problems als Lésung des folgen-
den mathematischen Programms erhalten kann:

1 Sy . .
max Z y so daB3 y; € {&l,1} ist fiir alle 1 < ¢ < n.
{ijleE

Die Idee hinter dieser Formulierung ist, dafl man V3 = {¢ | y; = 1} und V5 = {i | y; = <1} als die beiden
Klassen der Zerlegung wahlen kann. Ein Term (1 <y;y;)/2 tragt 1 zur Summe bel genau dann, wenn
yi # y; ist und O sonst.

Wir wollen dieses mathematische Programm ,relaxieren®, d.h. den Raum der zul&ssigen Lésungen zunéchst
groBer machen. Wir machen den Raum der zuléssigen Losungen dabei so grof, dafl wir das neue Programm
mit Hilfe der Semidefiniten Programmierung 16sen kénnen. Wir relaxieren das Programm dahingehend,
dafl wir von den Variablen y; nicht verlangen, daf sie 1-dimensional sind, sondern, wir lassen zu, daf sie
n—dimensional sind. Wir erhalten das folgende mathematische Programm:

max Z % so daB} ||y|| =1,y € R" ist fiir alle 1 <7 <n.
{i.jlek
(Ausnahmsweise stellen wir in diesem Unterkapitel einmal die Vektoren durch unterstrichene Buchstaben
dar, um sie deutlicher von Integervariablen zu unterscheiden.)

Das gerade gezeigte Programm ist noch kein semidefinites Programm, aber indem wir neue Variablen
einfithren, erhalten wir ein semidefinites Programm:

1 %2 w3 - Yin
N yi2 1 Y23 ... ¥om
max Y. 2% oo daB vis Y23 1. wsa PSD ist.
{i,j1eE : : : :
Yn Y2n Y3n cee 1

Der Grund ist der folgende: Wegen der dritten Aquivalenz in Lemma 3.1.5 definiert die Matrix einen
zuldssigen Bereich, in dem jede Variable y; ; geschrieben werden kann als das Produkt von Vektoren
v; - vj. Die Diagonale in der Matrix garantiert dabei, daf ||v;|| = 1 fiir alle ¢ ist.

Dies ist eine Relaxation des urspriinglichen Problems in einer Dimension, denn jeder zuldssige Punkt
mit Zielfunktionswert Z fiir das 1-dimensionale Problem kann als zuldssiger Punkt mit Zielfunktionswert
7 fiir das n—dimensionale Problem gesehen werden: Wir fiillen die anderen Komponenten einfach mit
Nullen.

Wir entwerfen nun folgenden randomisierten Algorithmus, um eine Zerlegung V4 U V5 zu bekommen.

Zunichst wenden wir einen Algorithmus an, um eine Losung des obigen semidefiniten Programms zu
finden, die optimal ist. (Bzw. bis auf einen kleinen additiven Term & optimal ist).

Wir fahren dann wie folgt fort:
e Berechne eine Cholesky—Zerlegung und erhalte so Vektoren v;, 1 = 1,..., n, fiir die y; ; = v; - v; gilt.
Dies kann in Laufzeit O(n?®) geschehen.

e Wihle zufillig eine Hyperebene H aus. Dies kann zum Beispiel dadurch geschehen, daff man einen
Zufallsvektor r als Normale der Hyperebene auswiirfelt. Zu diesem Zweck benutzt man eine rotati-
onssymmetrische Verteilung.

o Wir wahlen Vi als die Menge all derjenigen Knoten aus V', deren zugehoriger Vektor auf einer Seite
der Hyperebene H liegt. Also: v; € Vi <= r -v; < 0. Auerdem wahlen wir Vo ==V \ Wi
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Der Vorgang, aus den Vektoren v; mittels der Wahl einer Hyperebene Elemente aus {<1, 1} zu machen,
wird auch ,,Rundungsprozedur® genannt.

Der gerade beschriebene Algorithmus ist ein randomisierter Algorithmus, er hangt also von Zufallsent-
scheidungen ab, ndmlich von der Wahl der Hyperebene. Die berechnete Zerlegung ist eine Zufallsvariable.
Zufallsentscheidungen koénnen auch schlecht ausgehen, das heifit, wir bekommen nicht unbedingt jedes
Mal eine gute Zerlegung. Was wir aber zeigen kénnen, ist folgendes: Die erwartete Kantenzahl der zufillig
berechneten Zerlegung ist mindestens 87% der Kantenzahl in einer optimalen Zerlegung. Dieser Aufgabe
wollen wir uns nun widmen.

Wegen der Linearitdt des Erwartungswertes brauchen wir nur fiir zwei gegebene Vektoren v; und v; die
Wahrscheinlichkeit auszurechnen, daf sie auf verschiedenen Seiten der gewihlten Hyperebene liegen. Da
das Produkt v; - v; rotationsinvariant ist, kénnen wir die Ebene betrachten, die von den beiden Vektoren

aufgespannt wird:
gesp VJ
AII" y

@

(Der Winkel o = arccos(v; - v]) zwischen den Vektoren v; und vj ist rotationsinvariant.)

Als erstes beobachten wir, dafl die Wahrscheinlichkeit, dafl die gew&hlte Hyperebene H identisch mit der
von den Vektoren aufgespannten Ebene ist, gleich Null ist.

In den anderen Féllen schneiden sich die beiden Ebenen in einer Geraden. Wenn die beiden Vektoren auf
verschiedenen Seiten von H liegen sollen, dann miissen sie auch auf verschiedenen Seiten der Geraden
liegen. Also muf} die Gerade ,,zwischen® v; und v; liegen, also in den Bereich fallen, der im Bild schraffiert
ist. Dies passiert jedoch genau mit Wahrscheinlichkeit

2c

o

o  arccos(v; - vj)
T m

Also ist die erwartete Zahl an Kanten, die zwischen 1] und V2 liegen (,,Schnittkanten genannt) in der
zufilligen Zerlegung V = V4 U V5 wie folgt zu berechnen:

arccos(v; - v])

(1) E[AnzahlSchnittkanten] =
{i.jlek

Wenn wir eine konkrete semidefinite Relaxation des Problems MAXCUT berechnen, erhalten wir natiirlich
eine obere Schranke fiir die optimale MaXcUT—-Ldsung. Die Giite der Lésung héngt vom Ausgang der
Rundungsprozedur ab, wir berechnen die erwartete Giite. Im konkreten Fall kann man die erhaltene
Lésung mit der oberen Schranke vergleichen und so direkt die Giite der erhaltenen Losung abschéatzen.
Entsprechend kann man bei Bedarf weitere Zufallsversuche vornehmen.

Als Erfahrungswert sollte man auch im Hinterkopf behalten, dafl Experimente zeigen, daf in den ,, meisten*
Fillen die berechnete Lésung sogar eine Giite hat, die viel besser ist als die von uns bewiesenen 0.878 .. ..

Wir wollen den Erwartungswert in Ausdruck (1) mit dem Wert des relaxierten Programms vergleichen.
Eine Méglichkeit, dies zu tun, besteht darin, jeden einzelnen Term arccos(v; - v;)/m mit (1 <v; - v;)/2 zu
vergleichen. Es ist eine relatlv einfache Analyswaufgabe zu zeigen, dafl im Bereich <1 <y <1

arccos(y) o g7856- LY il
2
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Im folgenden wollen wir die beteiligten Funktionen bildlich darstellen: Wir sehen im folgenden Bild die
beiden Funktionen arccos(y) /7 und (1 <y)/2.
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y

Die folgenden beiden Bilder zeigen den Quotienten %Os(y)/l_Ty im Bereich <l < y < 1 (links) und
sl <y <0 (rechts).
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Es bezeichne RelaXOpt den optimalen Wert der Zielfunktion des Semidefiniten Programms. Die gerade
gemachte Analyse zeigt, daBl der Erwartungswert der Anzahl der gefundenen Schnittkanten mindestens
0.878 - RelaXOpt ist, also ist die Giite der produzierten Losung nicht schlechter als 1/0.878 & 1.139.

Zum Schlufl wollen wir betonen, dal wir gerade zwar einen randomisierten Algorithmus fiir die Run-
dungsprozedur beschrieben haben, dafl aber auch deterministische Algorithmen mit der gleichen Giite
bekannt sind. Diese sind jedoch wesentlich schwieriger zu beschreiben als die obige Rundungsprozedur.
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4 Ganzzahlige Optimierung

4.1 Das Problem und eine komplexititstheoretische Klassifizierung

Das Problem der Ganzzahligen Optimierung ist wie die Lineare Optimierung das Problem, eine lineare
Zielfunktion unter linearen Nebenbedingungen zu minimieren (oder maximieren), wobei allerdings nur
Lésungsvektoren aus Z" erlaubt sind. In diesem Zusammenhang ist es sinnvoll, auch die Eingabepara-
meter als ganzzahlig anzunehmen. Wir wihlen eine etwas andere Notation als in Kapitel 2, da dies einer
einfacheren Beschreibung des Algorithmus dient.

Fir a;; € Z (0 <i<m,0<j < n)ist die Funktion Z(z1,...,2,) =)< j<n @0jTj Saop 2U minimieren
auf der Menge aller (#1,...,2,) mit T

ZlSanaijxj <
T1,...,%p > 0
T1,...,&p S

Im Gegensatz zu Kapitel 2 werden die Parameter der Zielfunktion in die ,nullte® Zeile geschrieben und
die Parameter der rechten Seiten der Nebenbedingungen in die nullte Spalte. Dafl wir nun einen opti-
malen Vektor in einer wesentlich kleineren Menge suchen, mag zu der Vermutung Anlaf geben, daf} das
Problem der Ganzzahligen Optimierung einfacher als das Problem der Linearen Optimierung ist. Dies ist
nicht der Fall. Wir wissen, daf} es polynomielle (allerdings noch keine stark polynomiellen) Algorithmen
fiir die Lineare Optimierung gibt. Dagegen ist das Problem der Ganzzahligen Optimierung NP-hart, d. h.
polynomielle Algorithmen sind nur méglich, wenn die NP#P-Hypothese falsch ist. Das bekannte Ruck-
sackproblem erweist sich schnell als Spezialfall der Ganzzahligen Optimierung. Beim Rucksackproblem
gibt es einen Rucksack mit Gewichtsbeschrankung . Aus n Objekten mit Gewichten ¢4, ..., g, und Nut-
zenwerten ¢y, ..., ¢, soll eine Auswahl mit maximalem Nutzen getroffen werden, wobei das Gewichtslimit
respektiert wird. Dieses Problem 148t sich folgendermaflen formalisieren.

c1x1+...+cpe, — max mit
iz + ..+ gz, < G
Ty, ..,y < 1
xy,...,x, > 0
xy,...,xq € 7T
Die letzten drei Bedingungen sind dquivalent zu «1, ..., ¢, € {0,1}. Da die Variablen nur zwei Werte an-

nehmen kénnen, wird dann auch von der Bindren Optimierung gesprochen. Das Rucksackproblem ist also
das Problem der Bindren Optimierung eingeschrinkt auf eine Nebenbedingung. Das Rucksackproblem ist
NP-dquivalent, d. h. es gibt polynomielle Algorithmen genau dann, wenn NP=P ist. Um zu zeigen, welche
Spezialfille bereits NP-dquivalent sind, schranken wir das Rucksackproblem weiter ein. Zunéchst setzen
wir ¢; = g; fiir alle 2. Wir konnen einen letzten Schritt weitergehen und landen beim Partitionsproblem.
Gibt es @1,..., 2, € {0, 1} mit

G121+t gntn =01+ ...+ 9n)/27

Fir das Rucksackproblem gibt es mit Hilfe der Dynamischen Programmierung pseudopolynomielle Al-
gorithmen und effiziente Approximationsschemata. Fiir eine exakte Losung stehen Branch-and-Bound
Methoden zur Verfiigung. Diese Methoden lassen sich teilweise auf die Bindre Optimierung, aber nicht
mehr auf die Ganzzahlige Optimierung verallgemeinern. Das Problem der Ganzzahligen Optimierung
erweist sich als schwieriger. Andererseits ist die Forderung nach Ganzzahligkeit der Losungen in vielen
Fillen aus praktischer Sicht eine notwendige Forderung.
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4.2 Vorbereitende Uberlegungen

Wir werden spéter in einigen Schritten analog zur Simplexmethode vorgehen. Daher sollte die Ganzzah-
ligkeit der Parameter erhalten bleiben. Wenn wir uns die Formeln fiir den Pivotschritt anschauen, stellen
wir fest, daBl nur durch das Pivotelement dividiert wird. Wenn wir die Ganzzahligkeit der Parameter
erhalten wollen, bleibt uns wohl nichts anderes iibrig, als durch Tricks zu erreichen, dafl das Pivotelement
stets +1 oder <1 ist.

Was kann denn die Simplexmethode bei der Ganzzahligen Optimierung helfen? Wir nehmen zunéchst
an, daf} der zuldssige Bereich (auch ohne die Bedingung #1,..., %, € Z) beschrankt ist. Dann arbeitet
die Simplexmethode auf den Schnittpunkten von n linear unabhéngigen Hyperebenen und spéiter auf
den Extrempunkten der zuldssigen Menge. Diese Extrempunkte miissen nicht ganzzahlig sein, auch wenn
die Eingabeparameter ganzzahlig sind. Wenn wir einen solchen Extrempunkt gefunden haben, kénnte es
sinnvoll sein, eine neue Nebenbedingung hinzuzufiigen, die diesen Extrempunkt, aber keinen zul&dssigen
ganzzahligen Vektor verbietet. Am Ende kdnnte die zuldssige Menge auf die konvexe Hiille aller zuléssigen
ganzzahligen Vektoren geschrumpft sein. Auf diesen Bereich kénnte die Simplexmethode angewendet wer-
den, um das Problem der Ganzzahligen Optimierung zu lésen. In dieser reinen Form werden jedoch viel zu
viele neue Nebenbedingungen gebraucht. Es geniigt aber, so viele neue Nebenbedingungen hinzuzufiigen,
daB die Losung (ohne die Nebenbedingung 1, ..., z, € Z) ganzzahlig ist.

Wir testen zunéchst, ob der zuldssige Bereich (ohne die Nebenbedingung #1,...,2, € Z) leer oder
unbeschriankt ist. Wenn er leer ist, gilt dies auch mit der weiteren Nebenbedingung 1, ..., 2, € Z, und
das Problem ist gelost. Wenn der zuléssige Bereich unbeschrinkt ist (was in der Praxis kaum vorkommt),
miissen SondermafBnahmen ergriffen werden, die in den Ubungen besprochen werden. Mit dem ,,normalen®
Simplex-Algorithmus kénnen wir ansonsten die Funktion #; + ...+ z, auf dem beschriankten Bereich
maximieren und so eine ganzzahlige obere Schranke M fiir #1 4 ...+ @, erhalten.

Wir nehmen an, dafl zu Beginn die Spalten 1 bis n linear unabhéngig sind. Falls das nicht der Fall ist,
kann man neue Variablen einfiihren, die den Linearkombinationen von alten Variablen entsprechen und
man kann ein neues Tableau mit weniger Spalten aufstellen. Dies kann man so lange durchfiihren, bis die
Spalten 1 bis n linear unabhingig sind. Wir werden das in den Ubungen genauer besprechen.

Der von uns vorgestellte ,, Algorithmus von Gomory“ wird auf die duale Simplexmethode zuriickgreifen,
d.h. er wird dafiir sorgen, dafl wir stets einen dual zul&ssigen Basispunkt vorliegen haben. Um zu Beginn
einen solchen dual zuldssigen Basispunkt zu bekommen, verfahren wir wie folgt: Wenn alle ag; (die
Koeffizienten der Zielfunktion) nicht negativ sind, erhalten wir direkt einen dual zuldssigen Basispunkt.
Ansonsten fiigen wir die nicht einschrinkende Restriktion z1 4+ ...+ 2, < M zum Problem hinzu. Die
J-te Spalte wird Pivotspalte, wenn ap; = min{agx | 1 < k < m} ist. In diesem Fall ist ap; < 0. Die neue
Restriktion wird Pivotzeile. Damit ist das Pivotelement 41 (primal) bzw. <l (dual). Aus den Zahlen agy
werden die Werte ap,. Dabel ist agj = &ag; > 0. Fiir k # j ist a), = aox ©ag; > 0 nach Wahl von
j- Nach diesem Basiswechsel erhalten wir sofort einen dual zuldssigen Basispunkt. Diese Methode zur
Berechnung eines dual zuldssigen Basispunktes wird M-Methode genannt.

Wir benétigen zur weiteren Beschreibung des Algorithmus den Begriff der lexikographischen Positivitat.

Lexikographisch positive Vektoren

Definition 4.2.1: Ein Vektor ¢ = (ay,...,a:) heifit lexikographisch positiv, wenn a # 0 und der erste
von Null verschiedene Eintrag grofier als Null ist. Formal: Aus & = min{¢ | a; # 0} folgt aj > 0.

Zum Beispiel ist (0,0,3, 1,4, &4) lexikographisch positiv und (0,0, <1, 2,2) nicht. Ein Vektor a heifit
lextkographisch gréfier als ein Vektor b, wenn die Differenz a<h lexikographisch positiv ist. Naheliegender-
weise schreiben wir a >, b, wenn a lexikographisch grofier ist als 6. Da fiir zwei Vektoren a # b entweder
a <b oder b <a lexikographisch positiv ist, haben wir eine totale Ordnung auf der Menge der Vektoren
definiert und in einer Menge von Vektoren kann man also auch den ,lexikographisch kleinsten“ Vektor
auszeichnen. Wir bemerken am Rande, dafl ein Vektor lexikographisch positiv ist genau dann, wenn er
lexikographisch gréfer ist als der Nullvektor. Wir zeigen zunéchst einfache Eigenschaften:
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Lemma 4.2.2: Die Summe zweier lextkographisch positiver Vektoren a und d ist lexikographisch positiv.
Beweis: Sei ig ;= min{i | a; > 0 oder d; > 0}. Dann ist a; + d; = 0 fir alle i < ip und a;, +d;, > 0. O

Wenn wir in den reellen Zahlen fiir a,b > 0 eine Ungleichung der Form a+c¢-b > 0 haben, dann kénnen wir
leicht ausrechnen, wie klein wir ¢ wéhlen kénnen, damit diese Ungleichung wahr wird, es reicht ndmlich
aus, ¢ > <a/b zu wahlen. Wie grofl bzw. wie klein kann man aber eine Zahl ¢ wéhlen, so daB fiir zwei
lexikographisch positive Vektoren a und b auch der Vektor a + ¢ - b lexikographisch positiv ist?

Lemma 4.2.3: Gegeben seien zwei lexikographisch positive Vektoren a # b sowie eine Zahl c¢. Set i, :=
min{i | ¢; > 0} und 4 := min{7 | b; > 0}. Wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist, dann ist
v:=a -+ c-b auch lexikographisch positiv.
i) ¢>0. i) 14 < ip und c beliebig.
i) iq = iy und ¢ > Sa;, /b, i) a >y b und c > Sl

Beweis: 1) Wenn ¢ = 0 ist, ist Aussage i) trivial. Fiir ¢ > 0 iiberlegt man sich leicht, dafi ¢ - & auch
lexikographisch positiv ist und wendet Lemma 4.2.2 an.

ii) Diese Aussage ist trivial, da fiir ¢ < 7, die Zahl v; = 0 ist und v;, = a;, > 0 gilt.
iii) Es ist v; = 0 fiir alle i < 7, und v;, = a;, +¢-b;, > a;, ©a;, = 0.

iv) Wenn i, < ¢ ist, so folgt Aussage iv) aus Aussage ii). Wenn i, = 4 ist, dann ist <a;, /b;, < <l.
Wenn ¢ > &l ist, folgt dann ¢ > <a;, /b;, und Aussage iv) folgt aus Aussage iii). Wir miissen nun nur
noch den Fall ¢ = &l betrachten. Dann i1st v = a <b und da a >, b ist, folgt die lexikographische
Positivitat von v nach Definition der Relation >, . 0O

Hinzufiigen von neuen Restriktionen

Angenommen, das Simplextableau enthélt eine Zeile, die der Gleichung a; 121 + -+ - + a5 n%n + % = 5,0
entspricht. Wegen u; > 0 folgt, daf fiir jedes A > 0 gilt:

a0 a1 [¢2%7) a0 a1 [¢2%7) .
— o2 & - &—2x, >0, also — > 2 +..-4+ ——z, und somit
A P A= A=At P
a; o a; 1 ain
) > ) . )

da alle z—Variablen nicht negativ sind. Da die rechte Seite dieser Ungleichung fiir alle zulédssigen Varia-
blenbelegungen eine ganze Zahl ist, folgt | <2 ] > |4t |21 +- - -+ | %% |2, und somit kdnnen wir fiir eine
neue ganzzahlige Variable z > 0 die Zeile

a1 ¢

\ Jey + -+

4|

,ann _ Lai,OJ

A A

zu unserem ganzzahligen linearen Programm hinzufiigen, ohne zulissige Losungen auszuschlieflen.

Wir kehren zuriick zum Algorithmus von Gomory und dem Simplextableau, das wir in diesem Algorithmus
verwalten. Wenn alle Spalten lexikographisch positiv sind, folgt daraus sofort, dafi der Basispunkt dual
zuléssig ist (die Umkehrung gilt nicht). Indem wir 2y + -+ + 2, < M als erste (!) Nebenbedingung
einfiigen, erhalten wir, da ja der Basispunkt dual zuléssig ist, lexikographisch positive Spalten.

4.3 Der Algorithmus von Gomory

Der Algorithmus von Gomory (1963) fiir Probleme der Ganzzahligen Optimierung ist ein heuristischer
Algorithmus, der (natiirlich, siehe Kapitel 4.1) zwar exponentielle worst—case-Rechenzeit hat, der aber
in vielen Féllen recht schnell ist. Wir nehmen im folgenden an, dafl alle in Kapitel 4.2 diskutierten
vorbereitenden Mafinahmen durchgefiihrt worden sind. Wir stellen den Algorithmus von Gomory zunéchst
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vor, kommentieren dann die Vorgehensweise und beweisen schliefllich Korrektheit und Endlichkeit. An
dieser Stelle sei bemerkt, dafl die Literatur iiber den Algorithmus von Gomory voller Fehler steckt.

Wihrend des Algorithmus werden zum Tableau Zeilen hinzugefiigt. Die Zahlen m und M sollen uns
angeben, wieviele Spalten zu Beginn bzw. aktuell vorhanden sind, d.h. zu Beginn seien die Zeilen 0 bis
m vorhanden, wahrend des Algorithmus die Zeilen 0 bis M. Zu Beginn setzen wir also M := m.

Algorithmus 4.3.1: Algorithmus von Gomory

1.) Falls a; o > 0 fiir 1 <7 < M, dann STOP: Der Basispunkt ist optimal.

2

i:=min{¢ > 0| a; o < 0}. Die Zeile ¢ wird die Pivotzeile ,erzeugen®.

e

)
)
3) J:={j|1<j<n,a;; <0} Falls J = : STOP, es gibt keinen zulédssigen ganzzahligen Vektor.
.) Wihle aus J die lexikographisch kleinste Spalte s. Spalte s wird Pivotspalte.

)

5.) Sei i(j) := min{k | ar; > 0} fiir 1 <j <n. Es sei p; := <l und fiir alle j € J\ {s} mit a;¢;y,, >0
sel pt; eine (moglichst kleine) ganze negative Zahl, so dafi (Spalte j) 4+ p; - (Spalte s) lex. positiv
ist. Nach Lemma 4.2.3, Teil iv) kénnten wir immer p; = <1 wahlen, aber es ist heuristisch gesehen

besser, p; kleiner zu wahlen, wenn moglich.

6.) A= max{ﬁ | 145 ist deﬁniert} :
Hj

7.) Die Restriktion |a;o/A] = Z laij/A|z; +2, &> 0,% € Z wird als letzte Zeile dem Simplex-
1<j<n
tableau hinzugefiigt. Diese Zeile wird Pivotzeile. M = M+1.

8.) Basiswechsel anhand der gewihlten Pivotzeile und Pivotspalte. Weiter in Schritt 1.

Beim ersten Durchlauf sind die Entscheidungen korrekt, wenn der Algorithmus stoppt. Dies folgt sofort in
Analogie zum Simplex-Algorithmus aus der Voraussetzung, dafl der Basispunkt zum gegebenen Simplex-
tableau dual zuldssig und ganzzahlig ist. Wir miissen also sicherstellen, dafl auch in spéteren Iterationen
der Basispunkt dual zuldssig und ganzzahlig ist. Es ist leicht zu sehen, daf} jede Iteration des Algorithmus
von Gomory in linearer Zeit bezogen auf die Grofie des Simplextableaus durchfithrbar ist.

Zunachst kommentieren wir die einzelnen Schritte.

1.) Wenn die Basispunkte dual zulissig und ganzzahlig sind, treffen wir die richtige Entscheidung, da der
Basispunkt ganzzahlig und fiir den gesamten noch betrachteten Bereich optimal ist.

2.) Dieser Schritt ist analog zum dualen Simplex-Algorithmus angelegt. Es wird die erste stérende Zeile
gewihlt. Diese wird jedoch nicht zur Pivotzeile, da dann die Parameter nicht ganzzahlig bleiben. Sie wird
nur die Pivotzeile ,erzeugen“, indem die neue Restriktion in Schritt 7 aus dieser Zeile konstruiert wird.
3.) Die i-te Zeile ist nicht erfiillbar, daher ist die Entscheidung korrekt.

4.) Bei der Wahl der Pivotspalte miissen wir beachten, dafl wir das duale Simplexverfahren nachahmen.
Im dualen Simplex-Algorithmus wéhlen wir eine der Spalten j € J, fiir die ap;/a;; maximal ist, wobei 4
die gewdhlte Pivotzeile ist. Hier wird erst die in Schritt 7 hinzugefiigte Restriktion Pivotzeile. Der Zahl
a;; entspricht dann |a;;/A]. Die im dualen Simplex-Algorithmus gewahlte Spalte wiirde in unserer neuen
Notation zu J gehdren. Wir wihlen hier die Pivotspalte mit mehr Sorgfalt. Einerseits miissen wir beach-
ten, dafl Probleme degeneriert sein kénnen, andererseits miissen wir erzwingen, dafl die lexikographische
Positivitat der Spalten erhalten bleibt. Entsprechende Eigenschaften zeigen wir spéter. Hier iiberzeugen
wir uns nur davon, dafl die lexikographisch kleinste Spalte eindeutig definiert ist: Zu Beginn sind alle
Spalten linear unabhingig, somit kénnen keine zwei Spalten identisch sein und im Laufe des Algorithmus
bleibt diese lineare Unabhéngigkeit der Spalten erhalten, wie wir gleich sehen werden.
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5.) Der Wert von i(j) ist wohldefiniert, da die Spalten lexikographisch positiv sind.
6.) Da pu, = <l definiert ist, gilt stets A > <a; , > 1> 0, also gilt fiir das Pivotelement |a; ;/A] = &1.

7.) Da die neue Restriktion aufier der neuen Basisvariablen Z nur Nicht-Basisvariablen enthélt, kann sie
ohne Umformung in das Simplextableau eingefiigt werden. Nach den vorhin gemachten Bemerkungen
schlieffen wir keinen zuléssigen ganzzahligen Vektor aus.

Lemma 4.3.2: Die Eintrige tm Simplextableau sind stets ganzzahlig.

Beweis: Wie unter 6.) bemerkt, ist das Pivotelement <l. Die Koeffizienten der neuen Restriktion sind
offensichtlich ganzzahlig. ad

Lemma 4.3.3: Die Spalten 1,... n des Simplextableaus bleiben linear unabhdingig und lexikographisch
positiv, auch wenn man sie nach der m-ten Zeile abschneidet.

Beweis: Wir betrachten zunichst die Pivotspalte. Da die Pivotzeile nicht unter den Zeilen 0 bis m ist
und sie somit ,,abgeschnitten wird, wird die Pivotspalte nach der Regel ,,r — <r/p“ behandelt. Nach
Lemma 4.3.2 ist p= <1, d. h. die Pivotspalte wird auf den Zeilen 0 bis m nicht verdndert.

Die anderen Spalten &dndern sich gemafB der Regel ,,s — s<rq/p = s+ rq“. Wir betrachten das Verhalten
der Spalte j # s: Fiir das neue Element a;j mit { < m gilt

i
/ )
g = {AJ'“’S'

Anders gelesen: Fiir ¢ := La;\jJ ergibt sich die neue j—te Spalte aus der alten j—ten Spalte, indem man das

c—fache der alten Spalte s aufaddiert. Damit ist auch klar, dafi die lineare Unabhéngigkeit der Spalten 1
bis n erhalten bleibt, wenn man die Spalten auf den Zeilen 0 bis m betrachtet.

Wir wollen nachweisen, dafl die neue j—te Spalte lexikographisch positiv ist. Dazu wollen wir Lemma 4.2.3
anwenden, denn sowohl die alte j—te Spalte als auch die alte s—te Spalte sind lexikographisch positiv.

1. Fall: ¢ = La;\jJ > 0. Dann greift Aussage i) von Lemma 4.2.3.

2. Fall: ¢ < 0, also a;; < 0, also j € J. Dann wissen wir, daf} die j-te Spalte lexikographisch grofier ist
als die s—te Spalte. Dann ist a;(;) s > 0.

Fall 2a: a;(;), = 0. Es greift Lemma 4.2.3 mit Aussage ii).
Fall 2b: a;(jy , > 0. Dann ist p; definiert, also A > a; ;/p; und, da a; ; <0, p; < 0:

c=laij/A] > [ai;/(ai;/p)] = Lni] = pi-
Nach Wahl von p; ist die neue Spalte j lexikographisch positiv. a

Wegen der lexikographischen Positivitat sind insbesondere alle Basispunkte dual zuldssig. Bisher haben
wir gezeigt, dafl der Algorithmus korrekt entscheidet, wenn er in endlicher Zeit stoppt. Nun zeigen wir,
dajf$ er stoppt.

Lemma 4.3.4: Der Algorithmus von Gomory ist endlich.

Beweis: Wir nehmen an, dafi der Algorithmus unendlich lang l4uft und fiithren diese Annahme zu einem
Widerspruch. Wir erhalten eine Folge von Pivotspalten sq,s2,.... Zunichst wollen wir zeigen, daf es
einen Zeitpunkt ¢* gibt, ab dem jede jeweilige Pivotspalte s in der O-ten Zeile nur noch Nullen stehen
hat. (Formal wiirden wir schreiben: 3¢ : V¥t > ¢" 1 ag,, =0.)

Zum Beweis beobachten wir, dafl sich die Zahl ag o beim Pivotschritt wie folgt verdndert:

ano = ao0 + [aio/A] - aos.
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Wegen der lexikographischen Positivitat aller Spalten gilt fiir alle Pivotspalten ag, > 0. Wenn ag s,
unendlich oft grofier Null wére, dann wiirde wegen |a; 0/A| < <l die Zahl ap o unendlich oft kleiner
werden, und zwar jeweils mindestens um 1. Aus Dualitétsgriinden ist <ag o aber eine untere Schranke
fiir das Minimum der Zielfunktion auf dem zulédssigen Bereich. Da wir angenommen haben, dafl wir ein
beschrénktes Problem gegeben haben, gibt es also einen Zeitpunkt ¢*, so dafl gilt: V¢ > t* 1 ag ., = 0.

Nun wollen wir induktiv vorgehen. Angenommen, wir haben schon gezeigt, dafl es eine Zahl g und einen
Zeitpunkt ¢* gibt, ab dem die folgenden Eigenschaften gelten: Jede Pivotspalte s, die noch gew&hlt wird,
hat in den Zeilen 0 bis g1 eine Null und die nullte Spalte hat in den Zeilen 1 bis g1 Zahlen stehen, die
groBer gleich Null sind. (Wir haben bei der Argumentation iiber das ag o gerade den Induktionsanfang
fiir g=1 gemacht.) Es ergibt sich folgenc(l)es Bild:

S
0
oo 0
~ 0
9 3o >0
Wir wissen a, . > 0, da alle Spalten 1, ..., n lexikographisch positiv sind. Angenommen, es ist a, 0 < 0.

Dann wiirde der Algorithmus :=¢ wihlen. Da die jeweilige Pivotspalte s aus der Menge J gew&hlt wird,
miifite ay ; < 0 sein. Ein Widerspruch. Also kann die g—te Zeile in der nullten Spalte nie negativ werden.
Bei einem Pivotschritt verdndert sich a4 o wie folgt:

! _ . .
ay o= ago+ [aio/A] - ags <agoay;s.

Bei ag s > 0 wird der Wert in Zeile g und Spalte 0 also mindestens um 1 kleiner. Wenn a4 ; fiir alle noch
nachfolgenden Pivotspalten s noch unendlich oft gréfier als Null wére, dann miifite a4 ¢ aber irgendwann
negativ werden, was nicht sein kann, wie wir uns gerade iiberlegt haben. Also gibt es einen Zeitpunkt ¢,
ab dem gilt: Jede Pivotspalte, die noch gewidhlt wird, hat in den Zeilen 0 bis g eine Null und die nullte
Spalte hat in den Zeilen 1 bis g nur nicht-negative Zahlen stehen.

Induktiv erhélt man nun, dal es einen Zeitpunkt gibt, ab dem die gewidhlte Pivotspalte auf den Zeilen
0 bis m nur Nullen enthé&lt. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Eigenschaft, daf§ alle Spalten 1,... n
lexikographisch positiv sind, auch wenn man sie nach der m—ten Zeile abschneidet. Also wissen wir, dafl
der Algorithmus nicht unendlich lange 13uft. ad

Wir halten noch einmal fest, dafi die lexikographische Positivitdt der verkiirzten Spalten sichert, dafl wir
nicht den Wettlauf gegen die Vergroflerung des Tableaus verlieren.

Satz 4.3.5: Der Algorithmus von Gomory lést das Problem der Ganzzahligen Optimierung.

Wir haben schon bemerkt, daf der Algorithmus von Gomory ein heuristischer Algorithmus ist. Er hat sich
in der Praxis bewéhrt. Worst case Abschidtzungen wiirden allerdings zeigen, dafl der Algorithmus nur in
vielen oder den meisten Fillen gut ist. Die Schritte im Algorithmus von Gomory haben wir nachtriglich
motiviert und bemerken nur noch, dafl der Beweis von Lemma 4.3.4 zeigt, dafi sich die Koeffizienten im
Simplextableau moglichst stark verdndern sollten, damit der Algorithmus schnell zum Ziel fiihrt. Da A
im Nenner bei den Anderungen auftritt, sollte A (unter den Nebenbedingungen) moglichst klein sein.
Genauso haben wir A gew&hlt.

Weiterhin haben wir gesehen, dafl zunéchst ag o seinen festen Wert erhélt. Danach kann der Algorithmus
noch lange brauchen, bis der Basispunkt auch primal zul&ssig 1st. Wir haben zwar bereits einen sich nicht
mehr dndernden Wert der Zielfunktion (ohne dies zu wissen), aber wir miissen noch eventuell viele neue
Nebenbedingungen schaffen, um den zulédssigen Bereich so zu verdndern, daff die ganzzahlige Losung ein
optimaler zuldssiger Punkt unter allen (auch nicht ganzzahligen) Vektoren ist.
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5 Nichtlineare Optimierung

5.1 Das Problem und eine Klassifizierung der Lésungsansitze

Das allgemeine Problem der Nichtlinearen Optimierung besteht in der Maximierung (oder Minimierung)
einer Zielfunktion f(z1,..., #,) unter Nebenbedingungen g;(z1,...,2,) < b (1 <i<m)undz; > 0(1 <
J < n). Im Spezialfall, dafi f und alle g; lineare Funktionen sind, erhalten wir Probleme der Linearen
Optimierung. Also wollen wir hier annehmen, dafl mindestens eine der beteiligten Funktionen nichtlinear
ist. Fiir das Problem in dieser Allgemeinheit kann es keinen effizienten Losungsalgorithmus geben. Wir
unterscheiden drei Klassen von Losungsansitzen.

Die analytischen Verfahren versuchen, méglichst grofle Teilklassen der Nichtlinearen Optimierung mit
vertretbarem Aufwand zu 16sen. Dazu miissen allerdings starke Voraussetzungen an die Funktionen f
und g; gestellt werden. Die Korrektheit der Verfahren beruht auf Ergebnissen der Analysis, die in dieser
Vorlesung nicht vorausgesetzt werden kénnen.

Da hier auch nicht der Platz ist, diese Kenntnisse zu erarbeiten, werden wir in Kap. 5.2 nur einige
Methoden vorstellen, ohne ihre Korrektheit zu beweisen.

Im Gegensatz zu analytischen Verfahren, wo eine exakte Losung angestrebt wird, stehen Verfahren, die
sich mit approximativen Losungen zufrieden geben. Dies ist aufgrund der Schwierigkeit vieler Probleme
die einzig verbleibende Moglichkeit. In Kap. 5.3 untersuchen wir die Approximationsméglichkeiten durch
Linearisierung von Zielfunktion und Nebenbedingungen. Die algorithmischen Suchverfahren, die wir in
Kap 5.4 andiskutieren, gehen von einer zuléssigen Losung aus und versuchen, die jeweilige Losung iterativ
7u verbessern.

5.2 Analytische Lésungsverfahren

Wir beginnen mit der Optimierung nichtlinearer Zielfunktionen ohne Nebenbedingungen. Aus der Schule
wissen wir, daf} eine differenzierbare Funktion f : R — IR in 2 nur dann ein lokales Minimum oder
Maximum hat, wenn Jf(xg)/0z = 0 ist. Mit dieser Bedingung kann die Zahl der zu untersuchenden
Punkte oft auf eine kleine endliche Zahl verringert werden. Wenn es einfache Nebenbedingungen wie
z € [a,b] gibt, miissen bekanntlicherweise die Randpunkte extra betrachtet werden.

Aus der Analysis sollte die Erweiterung dieses Vorgehens auf differenzierbare Funktionen f : R”™ — R
bekannt sein. Es miissen nicht die Ableitungen in alle moglichen Richtungen betrachtet werden, es ist
ausreichend (weil dquivalent) den Vektor der partiellen Ableitungen, den sogenannten Gradienten zu
betrachten. Notwendig fiir ein lokales Optimum in xy ist die Bedingung grad f(z¢) = 0. Wenn fiir die
Variablen Randbedingungen wie z; € [a;, b;] angegeben sind, miissen die Rander extra behandelt werden.
Es sollte auch bekannt sein, wie mit Hilfe der zweiten Ableitung Maxima und Minima unterschieden
werden konnen.

Als erste Verallgemeinerung fiigen wir eine Gleichung als Nebenbedingung hinzu

fler, ... ) — max, wobei

glxzy,...,xn) = 0.
Hier ist die notwendige Bedingung fiir ein lokales Optimum in g
grad f(zg) = Agrad g(zp) fiir ein A € R.
Dabei heifit A Lagrangescher Multiplikator.

Beispiel 5.2.1: Maximiere f(z1,...,2,) = €1 - - - &, unter der Nebenbedingung #;+...+z, = 1, 2; > 0.
An den Réndern wird hier sicherlich das Maximum nicht angenommen. Ebenso ist f als stetige Funktion
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auf der zulédssigen kompakten Menge beschrankt und nimmt daher ithr Maximum an. Die Methode der
Lagrangeschen Multiplikatoren liefert

Hl‘i,Hl‘i,...,Hl‘i :/\(1,1,...,1).

TIRTY i#n

Da das Produkt aller z;, ¢ # 1, gleich dem Produkt aller z;, i # 2 sein muf, folgt 1 = 22 und analog
£1 = &2 = ...= x,. Aus der Nebenbedingung folgt 1 =22 = ... = 2, = 1/n.

Beispiel 5.2.2: Maximiere f(z,y,z) = z?y®z unter der Nebenbedingung 2z + y* + 32 = 1, z,y,z > 0.
Wir erhalten die Bedingung

(22y°2, 3x%y? 2, 2%y?) = A(2,2y,3), also
ry’z = N, 3xtyz = 2), 2%y® = 3\

Daraus folgt

2
29:y3z = 3x2yzoder2y2 =3z,dh z= gyz.

Die Bedingungen werden nun zu

4 5 4 7
- = — =2\, —y' = 3\
JU% » 3y ' Y 3

Aus der ersten und letzten Bedingung folgt

4 2
Yz 9y oderz 9y

Aus der Nebenbedingung wird nun

4 2
vy Sy = Loalso 3y’ = Lund y =

Sl

2 2 2

Daraus folgt = %y = % und z = %y =
Wenn die Zahl der Nebenbedingung en wichst, g;(z) = 0, 1 < j < m, dann wird die Funktion (Lagrange-
Funktion)
L{x1,...y@n, A, 0 Am) = fe) & Z Ajg;(z)
1<5<m

gebildet. Die notwendige Bedingung fiir ein lokales Optimum lautet nun
OL/0x; =0,1<i<n,dL/0N; =0,1<j<m.

Wir bekommen also ein System von m+n Gleichungen, dessen gemeinsame Lésungen wir suchen miissen.
Dies ist in vielen Fillen analytisch nicht moglich.

Die Situation wird noch unangenehmer, wenn die Nebenbedingungen Ungleichungen g;(x) < b; sind. Es
gibt jedoch einen auch praktisch wichtigen Spezialfall, in dem die Analysis Bedingungen fiir ein globales
Maximum liefert. Die zu maximierende Funktion f sei konkav, die Funktionen der Nebenbedingungen
dagegen konvex, zusatzlich sei z; > 0 gefordert. Dann lauten die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen fiir
die Lagrange-Funktion

dL/0x; = 0 falls z;0 > 0
dL/0x; < 0 falls 250 =0
aL/ox, = 0 falls Aj g >0
OL/ON; < 0 falls Aj g =0
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fiir den untersuchten Vektor (z1.0,...,%n,0,A1.0,---, Am.0).

Abschlieflend betrachten wir Methoden, mit denen Nebenbedingungen in die zu optimierende Funktion
yeingearbeitet werden. Sei das Problem
f(z) = max

gegeben. Fiir einen Strafparameter > 0 betrachten wir die Funktion

Flar)=fz)er Y (max{0,g;(z)})?

1<j<m

Im zuldssigen Bereich stimmen f und f* tiberein (fiir jedes r). Fiir Punkte aus dem unzulissigen Bereich
sollte der Strafterm (fiir groBe r) verhindern, dafl diese Punkte maximal werden. Wenn wir also f*
nur unter den Nebenbedingungen z; > 0 maximieren und dabei fiir irgendein r einen optimalen Punkt
erhalten, der die Nebenbedingungen erfiillt, haben wir das urspriingliche Problem geldst. Es ist hierbei g;
in f* quadriert worden, damit die Funktion f* auch fiir die Punkte mit g;(2) = 0 fiir ein j differenzierbar
ist, wenn dies fiir f und alle g; gilt. Dennoch entsteht das Problem, daff die Ableitungen meistens nur
mit Fallunterscheidung (g;(x) > 0, g;(x) < 0) geschrieben werden kénnen.

Dies wird bei der Barriere-Methode vermieden. Dabei wird

B(x,r) = f(a:)—i—%b(x)
o) =Y (o) oder
@) =Y )

maximiert. Die Wirkung der Barrieresummanden ist die folgende. Im Innern des zulédssigen Bereiches
haben die Funktionen eine geringe Wirkung. Am Rande bekommen sie jedoch den Wert <oo, so daf ein
Optimum im Innern des zuldssigen Bereiches gesucht wird. Wenn nun fiir » — oo (dann verlieren die
Barrieresummanden ihre Bedeutung) die Folge optimaler Punkte zulédssig bleibt, haben wir das Problem
gelost.

Beispiel 5.2.3:

fle,y) = 2*+y — max
g(r,y) = 2+ y*©20<0.
Sei also
1
B(z,y,r) = 2*+y+ -In(20 &r? oy?),
r
1 S
33/31‘ = 2I+ ;m = 0, also
1
r =
20 &2 sy
1 Ky
B - gy
0B/0y + r 20 &2 &y?

Nach Einsetzen von r folgt 1 <2y = 0, also y = 1/2. Nun ist es offensichtlich verniinftig, = so grofl wie
moglich zu wihlen, ohne die Restriktion zu verletzen, d.h. z = (19, 75)1/2. In diesem Fall ist » = oo und

Flz,y) = 19,75+ 0,5 = 20, 25.
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5.3 Linearisierungsmethoden

Auch hier wollen wir nur zwel Losungsansitze diskutieren. Im ersten Fall sind die Nebenbedingungen
linear, und die Zielfunktion ist separabel, d. h. es gilt

f($1a .. 'a$n) = fl(xl) + ...+ fn(xn)
Dann lassen sich die Funktionen f; einzeln linear approximieren.

Beispiel 5.3.1:
f(xlaxZ) :<:\/(l‘1 @3)2 @2(1‘2 <:>2)2 — max

r1tae <3, 21 <2, 212>0, 222>0

Fiir f1(21) = &(z1 ©3)? und fa(z2) = €2(22 ©2)? withlen wir jeweils vier Stiitzstellen 0,1,2 und 3. Wir
suchen fiir f; eine stiickweise lineare, stetige Funktion g1, die mit f; an diesen vier Stellen iibereinstimmt.
Es soll also gelten

gl(O) = &0, gl(l) = A, g1(2) =<, g1(3) =0,

und gy soll auf [0, 1], [1, 2] und [2, 3] linear sein. Wir zerlegen @1 in 21 = 211+ 212+ @13 mit 211, €19, 213 €
[0,1] und setzen gi(z1) = 5211 + 3212 + 1oz <9. Wir erhalten die gewiinschte Funktion bei folgender
Zerlegung

v €[0,1] + rii=w, x12=0, x13=0
r € [1,2] =1, o =21 1, 213=0
T 6[2,3] e =1, xa=1, v13 =121 S2.

Allerdings erlauben wir auch andere Zerlegungen. Auf analoge Weise erhalten wir
g2(x2) = 6221 + 2092 ©2x23 8.
Wir haben also unser Maximierungsproblem linear approximiert durch
5211 + 3212 + 213 + 6221 + 2292 22923 ©17 — max

zi1+ zi2+ 213+ 221 + 222+ 223 < 3
z11+zi2+ 213 <2

Dieses Problem kann mit der Simplex-Methode gelost werden. Es ergibt sich 17 = 1, 10 = 1, 213 = 0,
also ©1 = 2, 91 = 1, @93 = 0, 223 = 0, also #5 = 1 und als Wert der Zielfunktion <3. Dies ist nicht die
Losung des Ursprungsproblems (wie lautet diese?) Die Qualitat der Approximation kann natiirlich durch
die Wahl engerer Stiitzstellen verbessert werden. Hier war es auch nicht gerade intelligent, 1 auf [0, 3] zu
approximieren, da xz; < 2 vorausgesetzt war. Es ist natiirlich zu beachten, daf eine Erhohung der Zahl
der Stiitzstellen das Simplextableau vergrofiert und damit Rechenzeit kostet.

Im zweiten Ansatz wird angenommen, daf3 die nichtlinearen Teile Produkte von zwei verschiedenen Va-
riablen sind. Wir nehmen fiir diese Variablen x und y an, daf§ der betrachtete Bereich ein Rechteck
[a,b] X [¢,d] ist. Zu Anfang wird dieses Rechteck , grofl genug® gewahlt. Wir ersetzen nun # und y durch
vier Variablen Aj; As, Az und Ay, Wir fordern A; 4+ Aa + Az + A4 = 1 und A; > 0. Die Variablen werden

ersetzt durch

r — a/\1 + aAz + bAg + b/\4,
¥y — chi+dAs+cAz+dAy,
xy —  acAy + adis + beAs + bdAy.
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In den vier Eckpunkten kénnen wir die drei , Variablen® z,y und zy durch Wahl von A; = 1 fiir das
passende ¢ exakt darstellen. Allgemein wollen wir ,, Werte®

aa+ (1 a)b
Be+ (1 op)d
afac+ ol P)ad + F(1 Sa)be + (1 <a)(l <F)bd

darstellen. Das fiihrt zu folgenden Bedingungen.

M+l +As+M = 1, A >0,
a = Ai+A
B = X+X3
af = M
a(lep) = A
Blea) = A3
(lea)(lep) = A

Wir bekommen also eine lineare Approximation an die Wirklichkeit. Wenn die Lésung (2*, y*) im Innern
des Rechtecks liegt, wird das Rechteck um einen Faktor v € (0, 1), z. B. v = 1/5 verkleinert,

ad = ya+ (1&y)z”
Vo= b+ (1ey)a”
R
d = ~vd+ 1)y .

Wenn die Lésung auf dem Rand des Rechtecks liegt, wird das Rechteck um die entsprechende Seite ge-
klappt, damit die Losung ,,in die gewiinschte Richtung® wandern kann. Wir sehen, dafl die Wahl v = 1/5
die Rechtecke schnell verkleinert, aber auch dafiir sorgt, daB wir maximal viermal in eine Richtung wan-
dern konnen, ohne das gréflere Rechteck zu verlassen. Schliefilich miissen noch geeignete Abbruchkriterien
festgelegt werden.

Diese beiden Losungsansétze sollten vor allem veranschaulichen, dafi es bei den Linearisierungsmethoden
erstaunlich viele Freiheiten gibt.

5.4 Algorithmische Suchverfahren

Das Grundprinzip Algorithmischer Suchverfahren ist einfach. Ausgehend von einem (heuristisch gu-
ten) zulissigen Punkt wird eine Suchrichtung gewahlt. Diese Suchrichtung reduziert n-dimensionale
Suchridume auf Geraden. Durch entsprechende Ersetzung der Variablen wird das Optimierungsproblem
auf diese Gerade reduziert. Wir erhalten also ein eindimensionales Optimierungsproblem, das meistens
direkt l6sbar ist. Fiir das gegebene Problem heifit dies, dafl wir den besten Punkt auf einer Geraden
gefunden haben. Dieser Punkt ist nun der nichste zulédssige Punkt, von dem aus eventuell auf analoge
Weise weiter gesucht wird.

Das popularste Verfahren dieser Art ist das Gradientenverfahren.

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion gibt die Richtung des steilsten Anstiegs an. Daher gehort
das Gradientenverfahren zu den Greedy Methoden. Der Gradient gibt dabei aber nur lokal die Richtung
des steilsten Anstiegs an. Fiir konkave Funktionen ohne Nebenbedingungen konvergiert die Folge der von
uns erzeugten Punkte gegen das globale Maximum, in allgemeinen Féllen ist nur sichergestellt, dafl die
Punktfolge gegen ein lokales Maximum konvergiert. Die Methode ist also nicht empfehlenswert, wenn
wir es mit Funktionen mit vielen lokalen Maxima, die wesentlich schlechter als globale Maxima sind, zu
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tun haben und wir nicht garantieren kénnen, eine Anfangslésung zu berechnen, die nahe genug an einem
globalen Optimum liegt.

Bei Problemen mit Restriktionen miissen wir eventuell an Grenzen stoppen, die durch die Restriktio-
nen vorgegeben sind. Insbesondere gibt es eine Reihe von Regeln zur Wahl der néchsten Suchrichtung,
wenn der Gradient in den unzulissigen Bereich zeigt. Eine dieser Regeln lautet beispielsweise: Fiihrt die
Richtung des Gradienten in einem Randpunkt des zul&ssigen Bereichs aus diesem heraus, ohne senkrecht
auf dem Rand zu stehen, so wird die Richtung des auf die Grenze des zulédssigen Bereichs projizierten
Gradienten als weitere Suchrichtung gewé&hlt. Steht der Gradient senkrecht auf dem Rand des zuléssigen
Bereichs, ist ein lokales Optimum gefunden.

Die iterative Variante des Barriere-Verfahrens aus Kap. 5.2 ist das Gummiwand-Verfahren. Die Funktion

0 sonst.

B(z,r) == f(ar:)<:)>l Z %

- g, (2)] mit [&g;(2)] = { <yj(w) falls <g;(x) >0

1<j<m =Y
wird hierbei betrachtet. Jetzt wird jedoch nicht beziiglich einer Richtung optimiert, sondern es werden
Schritte einer Schrittlinge A in die verschiedenen Koordinatenrichtungen (nach einer bestimmten Rei-
henfolge) probiert, solange dies den Wert der abgednderten Zielfunktion verbessert. Im Laufe der Zeit
werden r und A verringert. Es ist teilweise erheblich besser, auch andere (gemischte) Suchrichtungen zu
erlauben.

Diese klassischen Methoden haben den Nachteil, nur Schritte zu gestatten, die den Wert der Zielfunktion
verbessern. Wer in einem Gebirge den hochsten Berg besteigen mochte, ist jedoch gezwungen, viele Téler
zu durchwandern. Die Methode des Simulated Annealing erm&glicht eine entsprechende Vorgehensweise.
Wir wollen hier auf das physikalische Experiment, dem die Methode des Simulated Annealing nachemp-
funden wurde, nicht n&her eingehen. Das Verfahren 148t sich folgendermafBen beschreiben. Wenn wir einen
zuldssigen Punkt gefunden haben, sind Schritte in die Nachbarschaft méglich. Passende Nachbarschaften
miissen definiert werden. Unter diesen Schritten wird einer zuféllig ermittelt, wobei haufig eine Gleichver-
teillung auf der Menge moglicher Schritte benutzt wird, aber eine geschicktere Wahl nicht ausgeschlossen
ist. Ein verbessernder Schritt wird stets durchgefiihrt, ein verschlechternder Schritt wird nur mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit akzeptiert, die von der Gréfle der Verschlechterung und von der Zahl
durchgefiihrter Tterationen (oder Phasen) abhéngt. Die Idee liegt nun darin, zu Beginn auch den Abstieg
in viele und tiefe Téler zu akzeptieren, in der Hoffnung, langsam in die Nahe des héchsten Berges zu
kommen, den wir dann nur noch mit kleiner Wahrscheinlichkeit wieder verlassen. Es ist Intuition und
Erfahrung nétig, um die vielen Freiheiten im Grundalgorithmus des Simulated Annealing fiir spezielle
Probleme gut zu nutzen. Die Erfolge beim Einsatz von Simulated Annealing Algorithmen sind jedoch
iiberzeugend. Genetische und Evolutiondre Strategie werden in vielen Spezialvorlesungen behandelt.

Dieser kurze Ausblick in die Nichtlineare Optimierung soll geniigen. Fiir einige Verfahren wiirden wir
einen tieferen mathematischen Hintergrund brauchen, um ihre Korrektheit unter bestimmten Nebenbe-
dingungen beweisen zu koénnen. Bei den heuristischen Verfahren ist dagegen viel Zeit und praktische
Ubung nétig, um von dem Grundverfahren aus zu erfolgreichen heuristischen Regeln zu gelangen.
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6 Nutzen- und Entscheidungstheorie

6.1 Nutzentheorie

Bei den bisher diskutierten Optimierungsproblemen haben wir angenommen, dafl wir wissen, was wir
optimieren wollen. Beispiele haben sich mit der Maximierung der Einnahmen bzw. der Minimierung der
Kosten befafit. Geld ist ndmlich einfach zu bewerten: Viel Geld gilt als besser als weniger Geld. In vielen
Situationen, in denen Entscheidungen gefillt werden miissen, sind jedoch recht unvergleichbare |, Giiter®
abzuwégen. Wie bewerten wir ein finanziell gutes Geschéft, das uns mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
einen Freund kostet?

Operations Research Verfahren setzen voraus, dafl die Nutzenwerte so gewahlt sind, dafl eine Maximierung
des Nutzens das Gewiinschte leistet. Wenn Nutzen nicht zahlenmafBig mefibar ist, konnen Operations
Research Verfahren nicht angewendet werden. Mit der Nutzentheorie wird versucht, fiir moglichst viele
Situationen angemessene Nutzenwerte zu definieren.

Dabei beginnen wir mit einer ordinalen Nutzenbewertung. Menschen sollten fiir zwei Ereignisse A und B
wissen, ob sie A bevorzugen (préferieren), d. h. Ap B, B bevorzugen (B p A) oder ob sie der Entscheidung
A oder B indifferent gegeniiberstehen (A ¢ B). Fiir die Relationen p und ¢ fordern wir, daf§ die folgenden
Axiome erfiillt sind. Sonst ist eine Nutzenbewertung nicht méglich.

1) Fiir je zwei Ereignisse gilt genau eine der drei Beziehungen Ap B, Ai B und Bp A.

2) At A fir alle A.

3) A«B & BriA

5) ApBund BpC = ApC.

6) ApBund B:C' = ApC.

(1)
(2)
(3)
(4) AiBund BiC = AiC.
(5)
(6)
(7)

AiBund BpC = ApC.

Mit einer derartigen ordinalen Nutzenskala kann entschieden werden, welche der Moglichkeiten Ay, ..., A,
gewidhlt werden sollte. Spannend wird es bei Entscheidungen unter Risiko. Es gelte Ap B p C'. Entschei-
dung 1 sei die Wahl von B, wihrend Entscheidung 2 mit Wahrscheinlichkeit r das Ereignis A und
mit Wahrscheinlichkeit 1 <7 das Ereignis C' auslost. Die zweite Entscheidung nennen wir eine Lotterie
rA+ (1 &r)C. Welche Entscheidung soll nun geféllt werden? Wir sehen, dafl wir gezwungen sind, Lotte-
rien als Ereignisse zuzulassen, und in unsere Nutzenskala einzufiigen. Fiir Lotterien gelten die folgenden
Axiome.

(8) rA+ (1r)B =(1r)B+rA.
(9) rA+ (1or)[sB+ (1es)Cl=rA+ (1or)sB+ (1 or)(1l <s)C.

)
)

10) rA+ (1 or)A = A.
)

12) ApCund r > 0= [rA+ (1 &r)B]p[rC+ (1&r)B].
)

(
(11) AiC und r € [0,1] = [rA+ (1 ©r)Bli[rC + (1 ©r)B].
(
(

13) ApCp B. Dann existiert ein r € (0,1) mit [rA + (1 <r)B]iC.

Wenn wir alle diese Axiome akzeptieren, miissen wir die Folgerungen daraus auch akzeptieren. Diese
fithren schlieilich zu Nutzenfunktionen.
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Satz 6.1.1: Der Wert von r im Stetigkeitsaziom (13) ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei 0 < s <r<1lund [rA+ (1<r)B]iC und [sA+ (1 <s)B]iC. Nach Axiom (10) gilt

r&s 1er
1&s 1&s

B =B.

Aus Ap B folgt mit Axiom (12)

r&s ler
1es 1&s

B] pB.

Aus Axiom (9) und (10) folgt

A
1&s + 1&s

1
rA+ (1 &r)B =sA+ (1 ©s) [TQS CWB] )

Zusammengenommen folgt mit | =5 A + t’; } pB

CilrA+ (1er)Blp[sA+ (1es)BlilC
im Widerspruch zu den grundlegenden Axiomen. ad

Satz 6.1.2: FEs existiert etne Funktion u, die die Menge aller Erecignisse in die Menge der reellen Zahlen
abbildet, fiir die u(A) > u(B) genau dann gilt, wenn Ap B ist, und fir die die Gleichung

u(rA+ (1 er)B) = ru(A) + (1 ©r)u(B)

erfillt ist. Dariiber hinaus ist die Abbildung u bis auf lineare Transformationen eindeutig, d. h. gelten die
Bedingungen auch fiir v’, gibt es a > 0 und 3 € R mit

u' (A) = au(A) + 3.

Dieser Satz besagt, dafl aus der Annahme, daff Nutzenfunktionen linear auf Lotterien wirken sollten, die
Eindeutigkeit der Nutzenfunktion bis auf ,,die Wahl der Wahrung® folgt. Mit 2 kann der Nullpunkt der
Nutzenfunktion beliebig festgelegt werden. Der Faktor oo wihlt die , Wahrung®. Offensichtlich sind « und
u’ fir unsere Zwecke gleich gut geeignet.

Beweis von Satz 6.1.2:: Wenn A i B fiir alle Ereignisse gilt, ist die Nutzenfunktion u(A) = 0 geeignet
und offensichtlich auch bis auf lineare Transformationen eindeutig.

Ansonsten existieren Ereignisse, Fy und Fy mit Fy p Ey. Wir definieren w(F1) = 1 und u(Ey) = 0. Fiir
jedes andere Ereignis A gibt es fiinf Méglichkeiten, fiir die wir «(A) definieren.

e ApFEipFy. Nach dem Stetigkeitsaxiom existiert ein r € (0,1) mit
[rA+ (1<r)Ey]iEy. Aus

u(Fy) = u(rd+ (1 ©r)Ey) = ru(A) + (1 r)u(Ey)
folgt u(A) = 1/r.

AiE;. Dann mufl u(A) = 1 sein.

E1pApEy. Es existiert ein s € (0, 1) mit [sE] + (1 <s)FEy]i A. Also setzen wir u(A) = s.

AiEy.  Dann muf u(A) = 0 sein.

EipEypA. Esexistiert ein t € (0,1) mit [tE; + (1 t) Al Ey. Also sollte tu(Er) + (1 St)u(A) =
u(Fy) sein. Daraus folgt
u(A) = <t/(1 st).
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Fir die so definierte Funktion u miissen nun allgemein die beiden geforderten Bedingungen nachgewiesen
werden.

u(A) >u(B) & ApB
u(rAd+ (1er)B) = ru(d)+ (1 Sr)u(B).

Der vollstindige Beweis ist sehr umfangreich, da A und B je 5 Fille erfiillen kénnen. Wir wahlen nur
den Fall
EipApEy und EypBpkE,.

Die anderen (einige der anderen) Fille werden als Ubungsaufgabe gestellt. Es seien s4, sg € (0,1) mit
[saB1+ (1 &sa)Ep]iA und [spE1 + (1 &sp)FEo]iB.
Falls s4 = sp, folgt aus Axiom (4), da$ A i B ist. Nach Definition ist
u(A) = s4 = sp = u(B).
Falls s4 > sp, folgt wie im Beweis von Satz 6.1.1
Ai[saF1+ (1 esa)Eo]plseErL+ (1 &sp)Eo]i B,

also Ap B. Analog folgt fiir s4 < sp, dafl Bp A gilt.

Zum Nachweis der Linearitit von u setzen wir in rA + (1 <r)B die zu A und B indifferenten Ereignisse
ein. Es folgt
[rA+ (1er)Bli[r[sal1+ (1 &sa)Eo] + (1 ©r)[spE1 + (1 Ssp)Eo]

=(rsa+ (1 &r)sp)E1+ (r(1 ©s4) + (1 ©r)(1 ©sp)) Fo.
Damit gehort rA 4+ (1 <r)B auch zum dritten Fall. Nach Definition von u gilt also
u(rA+ (1or)B) =rsa + (1 ©r)sp = ru(A4) + (1 ©r)u(B).

Abschlielend zeigen wir, dafl jede andere Nutzenfunktion u’, die den Anforderungen entspricht, eine
lineare Tranformation von u ist. Da Ey p Ey, folgt «/(FE1) > o/ (FEp). Wir setzen

B = u(Ep) und
a = u'(E)) eu'(E)

Dann ist o > 0. Wieder betrachten wir nur einen der fiinf Fille. Sei Fyp Ap Ey und u(A4) = s, d.h.
Ai[sE1 + (1 <s)Ep]. Fiir die Nutzenfunktion ' gilt dann

w'(A) = W(sEy+ (1&s)Ey) =su/'(E) + (1 &s)u’'(Ey)
= s(u/(Fy) ©u'(Ey)) + v (Ey) =sa+ 3
= au(4)+ 4.

O

Der Beweis von Satz 6.1.2 gibt uns auch eine M&glichkeit, wie wir Nutzenfunktionen ermitteln kénnen.
Wir entscheiden, ob es iiberhaupt Ereignisse gibt, gegen die wir nicht indifferent sind. Sei Eq p Ey. Fiir
jedes andere Ereignis A wird ermittelt, zu welchem der fiinf Fille es gehort und was die zugehorige
Lotteriewahrscheinlichkeit ist. Daraus kann dann w(A) ermittelt werden. Allerdings soll das Problem,
passende Lotteriewahrscheinlichkeiten zu schéatzen, nicht verniedlicht werden.

Als Experiment moge jeder Leser und jede Leserin versuchen, den personlichen Nutzen von Geld zu
messen. Der Nutzen von Geld wichst zunéchst linear. So sind uns 10 DM 1m wesentlichen so viel wert
wie eine Lotterie

1 1
5 (20DM) + - (0DM).
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Hierbei miissen wir verdeutlichen, dafl diese Schreibweise eine Lotterie und nicht den Mittelwert 10 DM
beschreibt. Allerdings sind den meisten Menschen 1 Million DM lieber als eine Lotterie zu » = 1/2 fiir die
Auszahlungen 2 Millionen DM und 0 DM. Der Grenznutzen der meisten Giiter fallt mit der Menge des
Gutes. Dies erklart auch, warum Menschen Versicherungen abschlieBen. Verniinftige Versicherungsver-
triage fiihren ndmlich stets zu einer negativen erwarteten Auszahlung (die Versicherung will auch leben),
aber dennoch zu einem positiven Nutzen, da hohe Kosten (schwere Krankheit, hoher Haftpflichtschaden)
in jedem Fall vermieden werden miissen, damit uns finanziell eine Zukunft bleibt.

Nach Wahl einer angemessenen Nutzenfunktion soll der Nutzen einer Lotterie rA + (1 <r)B genau
ru(A)+(1sr)u(B) betragen. Die Ergebnisse aus Kapitel 4 miissen also neu interpretiert werden. Sie diirfen
sich nicht stupide auf Geldwerte beziehen, sondern sie miissen auf der Grundlage einer angemessenen
Nutzenfunktion gebildet worden sein.

6.2 Grundlagen der Entscheidungstheorie

Entscheidungen unter Gewiflheit sind im Prinzip leicht zu treffen. Es muf} eine Aktion mit maximalem
Nutzen gewahlt werden. Im spéter folgenden Kapitel zur Dynamischen und Stochastischen Optimierung
werden wir sehen und auch in fritheren Kapiteln dieser Vorlesung haben wir bereits gesehen, daf} es
schwierig sein kann, eine solche Aktion oder Strategie zu berechnen. Hier wollen wir eine viel einfachere
Grundsituation annehmen, namlich die folgende:

Es gibt nur endlich viele Aktionen und die Parameter zu den Aktionen sind bekannt. Wir miissen je-
doch eine Entscheidung unter Ungewifiheit treffen. Nicht alle Parameter sind bekannt (Nachfrage, Wetter
am néchsten Tag, ...). Uns ist eine Auszahlungsmatrix bekannt, die fiir jede Aktion und jeden mogli-
chen Parameterwert die Auszahlung angibt. Welche Aktion soll gewdhlt werden? Es gibt viele Regeln
zur Berechnung einer ,guten® Aktion. Wir stellen die wichtigsten vor. Es sei e;; die Auszahlung bei
Parameterkonstellation ¢ und Aktion j.

Maximax-Regel: Waihle eine Aktion j, fiir die
max €;;

maximal ist. Diese Aktion sichert im Gliicksfall die grofite Auszahlung. Sie ist nur fiir extrem risikofreudige
Personen angemessen, da sie keinerlei Absicherung gegen widrige Umsténde beinhaltet.

Maximin-Regel: Waihle eine Aktion j, fiir die
min e;;

maximal ist. Diese Regel ist extrem konfliktscheu, da die Natur als iibelwollender Gegner behandelt wird.
Die Gefahr, bei einer Aktion einen Minimalnutzen zu verlieren, 148t Aktionen als unattraktiv aussehen,
selbst wenn im Gliicksfall das Paradies winkt.

Hurwicz-Regel:  Wihle ein « € [0, 1]. Wiahle eine Aktion, fiir die
amaxe;; + (1 ©a)mine;;

maximal ist. Mit einem Parameter o wird also zwischen der Maximax- und der Maximin-Regel gemittelt.
Auch hier werden fiir jede Aktion nur die negativste und die positivste Konstellation betrachtet.

Laplace-Regel: Die Laplace-Verteilung ist die Gleichverteilung. Wahle eine Aktion j, fiir die
9
- i
n < J

maximal ist. Hierbei wird iiber alle Moglichkeiten gemittelt. Wenn keine Kenntnis iiber die wahren Wahr-
scheinlichkeiten vorhanden ist, ist die Annahme der Gleichverteilung die einzige verniinftige Annahme.
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Minimax-Regret-Regel: Der Regret-Wert einer Aktion bei einer Parameterkonstellation soll messen, wie
sehr man den entgangenen Chancen nachtrauert. Es sei

Tij = mkaxeik €.

1
Es soll nun eine Aktion j gew&hlt werden, fiir die — Z r;; minimal ist. Unabhéngig von der Parameter-
n =

1
konstellation sind wir durchschnittlich am néchsten am Maximum.

Die beiden folgenden Regeln setzen voraus, dafl die Wahrscheinlichkeit p; fiir die ¢-te Parameterkonstel-
lation bekannt ist.

Maximum-Likelihood-Regel: Es wird ein ¢* mit p;+ = max;{p;} gewéhlt. Dann wird eine Aktion j
gewdhlt, fiir die

€i*j
maximal ist. Bei vielen méglichen Aktionen und nur kleinem p;+ werden viel zu viele nicht unwahrschein-
liche Konstellationen ganz ignoriert.

Bayes—Regel: Es wird eine Aktion j gewihlt, fiir die die erwartete Auszahlung
S s

maximal ist. Diese Regel werden wir spéter in der Dynamischen und Stochastischen Optimierung von
vornherein zur Richtschnur unseres Handelns machen.

Kénnen wir abschitzen, wann es sich lohnt, sichere Informationen zu beschaffen? Bei sicherem Wissen
kénnen wir das nachtriagliche Bedauern natiirlich auf 0 reduzieren. Der Wert

me;j
i

gibt den Mittelwert fiir das nachtrigliche Bedauern an. Wenn uns die Beschaffung sicherer Informationen
mehr kostet als wir durch dieses Wissen gewinnen, ist es sicherlich verniinftig, auf die Beschaffung sicherer
Informationen zu verzichten.

Zunichst wollen wir diskutieren, wie wir unsere a—priori Wahrscheinlichkeiten p(Ay), ..., p(A,) nach ei-
nem Experiment, das die Ergebnisse By, ..., By, liefern kann, , korrigieren miissen. Dazu miissen wir die
bedingten Wahrscheinlichkeiten p(B;|A;) kennen. So kennen wir eventuell die a-priori Wahrscheinlichkei-
ten p(A1),...,p(Ap), dal wir unsere Brille in einem der n Zimmer unserer Wohnung verlegt haben. Wir
kennen auch die Wahrscheinlichkeit, die Brille bei einer zehnminiitigen Suche im j-ten Zimmer zu finden,
wenn die Brille im j-ten Zimmer ist. Nach einer ausgiebigen erfolglosen Suche im j-ten Zimmer sollte
die Wahrscheinlichkeit, dafl die Brille im j-ten Zimmer ist, gesunken sein, wihrend sie fiir alle anderen
Zimmer gestiegen sein sollte. Wie kénnen wir diese a—posteriori Wahrscheinlichkeiten berechnen?

B;i|A)p(A;
Satz 6.2.1: Bayessches Gesetz p(4i|B;) = 5((; |A)];( (A) 7
P\ 5| Ak)P\ Ak
g j

p(A;NB;)  plAinB;) p(BylA)p(A)

Beweis: Es gilt p(A4;|B;) = = = )
STV TS SFTE TN 7 R ST ETSTIEY

Beispiel 6.2.2: Eine Olgesellschaft hat die Chance, an einer Stelle nach Ol zu bohren. Die a-priori
Wahrscheinlichkeit fiir das Finden von Ol sei p(+) = 0.5. Also ist p(<) = 0.5. Die Bohrkosten mogen
100.000 DM betragen. Der Gewinn bei Vorhandensein von Ol sei 250.000 DM. Wird nicht nach Ol gebohrt,
betrigt die Auszahlung 0 DM. Wird nach Ol gebohrt, betrigt die Auszahlung

1 1
<100.000 + 5250.000 + 50 = 25.000.
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Also sollte gebohrt werden. Nun kommt aber ein schlaues Geologieteam und bietet uns eine seismogra-
phische Untersuchung fiir 30.000 DM an. Es ist bekannt, dafl die Giite ihrer Arbeit sich folgendermafBen
messen laBt. Sie sagen Ol mit Wahrscheinlichkeit 0.9 voraus, wenn auch welches vorhanden ist. Sie sagen
allerdings auch mit Wahrscheinlichkeit 0.2 Ol voraus, wenn keines vorhanden ist, d.h.

p(++) = 0.9 p(el+) =0.1
p(+[e) =02 p(ele) =038

Sollen wir die Offerte akzeptieren? Die Wahrscheinlichkeit, Ol vorherzusagen, betragt
1 1
9= 2.--=0.
0.9 2 +0 7 0.55

Die a-posteriori Wahrscheinlichkeit fiir Ol, wenn welches vorhergesagt wurde, betrigt 9/11. Wenn wir
also bei positiver Vorhersage nach Ol bohren, betriagt die erwartete Auszahlung

<100.000 + 19—1250.000 —+ % -0 A 104.546.
Es sollte also nach Ol gebohrt werden. Die a-posteriori Wahrscheinlichkeit fiir Ol, wenn keines vorher-
gesagt wurde, betrdgt 1/9. Wenn dann nach Ol gebohrt wird, ist die erwartete Auszahlung negativ. Es
sollte also nicht gebohrt werden. Wenn wir also die seismographische Untersuchung durchfiihren lassen,
zahlen wir 30.000 DM und erhalten insgesamt die erwartete Auszahlung von <30.000+ 0.55(<100.000 +
%250.000) = 27.500 DM, die Voruntersuchung lohnt sich also.

In dem behandelten Beispiel hatten wir nur die Moglichkeit, die seismographische Untersuchung durch-
fithren zu lassen oder sie abzulehnen. In anderen Beispielen kénnen wir zwischen zahlreichen Optionen
wahlen. Es sei fiir ein Problem der Qualitiatskontrolle beispielsweise bekannt, dafl 40% aller Sendungen
10% defekte Teile, 30% aller Sendungen 20% defekte Teile und 30% aller Sendungen 30% defekte Teile
enthalten. Einkaufs- und Verkaufspreise sind gegeben. Der Héndler mufl den Kunden defekte Teile er-
setzen, die er aber nicht vom Werk ersetzt bekommt, wenn er die Ware akzeptiert hat. Nun kann der
Héndler Stichproben aus den Sendungen entnehmen und diese Teile testen. Dies kostet natiirlich Geld.
Nach der Stichprobe kann eine Sendung akzeptiert oder abgelehnt werden. Bei einer abgelehnten Sendung
werden alle Teile getestet und defekte Teile vomn Hersteller ersetzt. Hier kommt es auch darauf an, eine
optimale Stichprobengréfie zu berechnen. Die Berechnung der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten ist
mit den bekannten Methoden moglich. Auch hier wollen wir uns nicht in Details vertiefen, da wir dann
Statistik betreiben miifiten.
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7 Spieltheorie

7.1 Was ist Spieltheorie?

In den bisher behandelten Optimierungsproblemen gab es nur eine Partei, uns selber, die Interessen hatte.
Wir wollten Gewinne, Auszahlungen oder Nutzen maximieren oder Kosten minimieren. Die Auflenwelt
setzte uns teilweise unliebsame Restriktionen, also Nebenbedingungen. Manchmal wurden die zukiinftigen
Situationen auch durch zufillige Ereignisse beeinflufit. Dies alles ist fiir viele reale Probleme angemessen.
Aber es gibt auch mindestens ebensoviele Probleme, in denen andere Parteien ihre Interessen vertreten.
Am klarsten tritt dies in Spielen und Gesellschaftsspielen auf, was der hier betrachteten Theorie ihren
unwissenschaftlich klingenden Namen verliehen hat. Gleiches gilt aber im Wirtschaftsleben, wo Firmen
um einen Markt konkurrieren, oder in der nationalen und internationalen Politik.

Die klassische Konfliktsituation (Schachspiel) ist die des Zwei-Personen Nullsummenspiels unter vollstandi-
ger Information. Diese Spiele lassen sich durch endliche Spielbdume beschreiben, an deren Blattern die
Spielausgéinge mit ithrem Wert stehen. Der Gewinn des einen Spielers ist unmittelbar der Verlust des
anderen. Die Werte in den einzelnen Situationen lassen sich im Spielbaum bottom-up auf triviale Wei-
se berechnen. Das einzige Problem ist eine effiziente Bearbeitung, bei der méoglichst grofie Teilbdume
nicht betrachtet werden miissen («-3-Pruning, siehe Skript DATENSTRUKTUREN). Das Schachspiel
ist nur deswegen interessant, weil der Spielbaum so grof} ist, dafl er bisher nicht analysiert werden konnte.
Prinzipiell wissen wir jedoch, wie wir eine optimale Strategie berechnen kénnen.

Prinzipielle Schwierigkeiten treten bereits bei Zwei-Personen-Nullsummenspielen unter unvollstdndiger
Information auf. Beim Stein-Schere-Papier Spiel ,ziehen® die Beteiligten gleichzeitig, beim Poker ist die
Kartenverteilung zum Teil unbekannt. Bei Zwei-Personen-Nullsummenspielen ist der Interessengegensatz
perfekt. Es gibt also nichts zu verhandeln. Optimale Strategien konnen wir erstaunlich leicht berechnen,
da wir ja die Theorie der Linearen Optimierung und die Dualitétstheorie kennen.

Moderne Spiele ermdéglichen Kooperation. Dies macht Spiele spannender, ist menschlicher und der Rea-
litat (hoffentlich) angepafiter. Wir behandeln diese Verhandlungssituation zunéchst fiir zwei Beteiligte.
Dabei gibt es eine nicht-kooperative Variante, bei der die Beteiligten nicht iiber die Situation diskutieren
diirfen, und eine kooperative Variante. Es ist hierbei nicht das Ziel, das Ergebnis von Verhandlungen vor-
herzusagen. Dies kann ndmlich vom psychologischen Geschick oder auch vom Machtwillen der Beteiligten
abhéngen. Wir wollen versuchen, Situationen zu bewerten und stabile oder auch gerechte Ldsungen zu
charakterisieren. Dies kann in der Praxis dazu verhelfen, Situationen realistisch einzuschétzen, d.h. die
eigene Verhandlungsstirke weder zu iiberschitzen noch zu unterschétzen. Dies ist in der Realitit tibrigens
eine der wichtigsten Voraussetzungen fiir erfolgreiche Verhandlungen. Sich iiberschitzende Beteiligte sind
nicht kompromififahig, sich unterschétzende Beteiligte erhalten zu wenig, so dafl Losungen in der Zukunft
instabil sind. Wir werden stets annehmen, dafl jeder Beteiligte nur seinen Nutzen maximieren will. Dies
sieht nur auf den ersten Blick egoistisch aus. Wer den Interessen anderer einen positiven Wert beimifit,
muf} dies in seiner Nutzenfunktion beriicksichtigen. Danach ist es ausreichend, den ,eigenen® Nutzen
maximieren zu wollen.

Noch spannender wird die Situation bei n > 2 Beteiligten. Erstmals sind Koalitionen méglich. Was mufl
eine Koalition mir bieten, damit ich mich an ihr beteilige? Welche Lésungen kénnen als stabil angesehen
werden? Schliefllich wollen wir die Macht von Aktienbesitzern oder Parteien in Parlamenten messen.
Warum kann eine Erhohung des Aktienanteils von 20 auf 30% nutzlos sein, wihrend eine Erhchung auf
31% die Macht vergréflert? Es ist leicht zu erklaren (Ziinglein an der Waage), warum die FDP in der
Bundesrepublik in den Drei-Fraktionen-Bundestagen von 1961-1982 so méchtig war. Wie aber kénnen
wir die Macht der Parteien in Italien messen?

Wir wollen versuchen, Antworten (zumindest Teilantworten) auf diese spannenden Fragen zu finden.
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7.2 Zwei-Personen-Nullsummenspiele

Wir behandeln hier also zwei sehr wesentliche Einschrankungen. Am Spiel (wir werden diesen Ausdruck
benutzen, obwohl wir viel allgemeinere Situationen oder Konflikte meinen) nehmen nur zwei Spieler
(Beteiligte, Kontrahenten, Partner) teil, und fiir jeden Spielausgang gilt, da§ Spieler IT zahlen muf, was
Spieler T erhilt. Negative Zahlungen bedeuten natiirlich, dafl Spieler I an Spieler II zahlt. Die Spieler
haben also kontrare Interessen. Die Spielregeln und der Ablauf des Spiels interessieren uns weniger. Beide
Spieler kénnen sich eine Strategie auswiahlen, die fiir jede mégliche Spielsituation und jeden moglichen
Wissensstand beschreibt, was der Spieler tun wird. Nach der Wahl der Strategien kénnte ein Dritter
das Spiel fiir beide Spieler spielen. In deterministischen Spielen kommt es zu einer festen Auszahlung, bei
stochastischen Spielen (zufillige Kartenverteilung) zu einer zufilligen Auszahlung, wobei wir die erwartete
Auszahlung als feste Auszahlung interpretieren.

Definition 7.2.1: Ein Zwei-Personen-Nullsummenspiel kann durch eine n x m-Matrix beschrieben wer-
den. Spieler I hat dann n und Spieler I m Strategien zur Auswahl. Bet Wahl der Strategie ¢ durch Spieler
I und der Strategie j durch Spieler II muf} Spieler 11 a;; an Spieler I zahlen.

Nach unserer obigen Beschreibung haben wir mit unserem sehr allgemeinen Strategiebegriff wirklich alle
Zwei-Personen-Nullsummenspiele erfafit. Es ist eine gute Ubung, sich das Aussehen der Matrix fiir Spiele
wie Schach und Poker zu iiberlegen. Daf fiir Gesellschaftsspiele n und m riesig grof8 sind, mufl wohl
nicht betont werden. In anderen Konfliktsituationen sind n und m zwar typischerweise grof, aber doch
tiberschaubar (und oft bekannt).

Wann kann die Wahl einer Strategiekombination (¢, j) als stabil gelten? Doch nur dann, wenn nicht ein
einzelner Spieler durch Wahl einer anderen Strategie sich verbessern wiirde.

Definition 7.2.2: Eine Strategiekombination heifit Gleichgewichtspaar, wenn kein Spieler durch Ande-
rung seiner Strategie einen Vorteil erhalten wiirde. Fiir Zwei-Personen-Nullsummenspiele heifit fiir die
Auszahlungsmatrix A = (a;;) die Strategiekombination (¢, j) Sattelpunkt, falls a;; das Minimum seiner
Zeile und das Maximum seiner Spalte ist.

Offensichtlich sind genau die Sattelpunkte Gleichgewichtspaare.

Beispiel 7.2.3:
5 1 3

A= 3 2 4
<3 0 1
Offensichtlich ist nur ass = 2 Sattelpunkt. Eine Analyse des Spiels zeigt, dafl beide Spieler Strategie
2 benutzen sollten. Hierbei geht natiirlich ein, dafl niemand den anderen fiir bléd hilt. Spieler 1 sollte
nicht Strategie 1 in der Hoffnung spielen, dal Spieler I seine einzige Gewinnchance wahrnehmen will und
auch Strategie 1 spielt. Spielt Spieler II namlich Strategie 2, bekommt Spieler I nur 1 statt 2 ausgezahlt.
Wenn Spieler I erkennt, dafi Spieler I Strategie 2 spielen wird, ist es fiir thn am besten, Strategie 2 zu
spielen. Sollte Spieler IT nicht so klug sein, kann Spieler I nur zusétzlich verdienen. Gleiche Uberlegungen
gelten fiir Spieler II. Aber was geschieht, wenn es mehrere Gleichgewichtspaare gibt? Bei Zwei-Peronen-
Nullsummenspielen sind alle Gleichgewichtspaare dquivalent, wie wir in folgendem Satz zeigen:

Satz 7.2.4: Sind (4,j) und (¢',j') Sattelpunkte in A, dann sind auch (4, j') und (', j) Sattelpunkte in A,
und es gilt A55 = Qg5 = Q450 = Q4157

Beweis: Aus den Sattelpunkteigenschaften folgt

Q55 < Q451 S [ und

arjr <G S G

Alsoist a;; = a;1; = a;50 = a5 Da a5 Minimum seiner Zeile ist, gilt dies auch fiir a;/;. Da a;; Maximum
seiner Spalte ist, gilt dies auch fiir a;;. Analog kann gezeigt werden, daf (7, j') Sattelpunkt ist. a
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Fir Zwei-Personen-Nullsummenspiele mit Sattelpunkten in der Auszahlungsmatrix kennen wir somit
Losungen. Betrachten wir aber nun das Spiel Stein-Schere-Papier, wobei wir die Strategien entsprechend
durchnumerieren. Es ergibt sich die Auszahlungsmatrix

0 1 <l
A= <l 0 1
1 <1 0

Diese Matrix hat offensichtlich keinen Sattelpunkt. Gleiches gilt fiir die Matrix

2 0
B_<<:>1 1)'

Was kann sich Spieler I sichern? Spielt er allgemein Strategie 7, bekommt er mindestens min{a;;|1 < j <
m}. Diese Mindestauszahlung mochte er maximieren. Er kann also eine Strategie ¢ wihlen, fiir die

v} := maxmin{a;; }
i

sein Maximum annimmt. Spieler IT zahlt bei Wahl von Strategie j hochstens max; {a;; } und mochte dies
minimieren. Er kann sich also dagegen wehren, mehr als

vi; = minmax{a;; }
J K3

zu zahlen, indem er eine Strategie j wahlt, fiir die v7; sein Minimum annimmt. Schon aus dieser Inter-
pretation folgt
v; S v;I’

denn Spieler I kann sich keinen Gewinn sichern, gegen dessen Zahlung Spieler II sich erfolgreich wehren
kann. Falls A einen Sattelpunkt (¢, j) hat, folgt offensichtlich

vp = Vi = aij.
Im Stein-Schere-Papier Spiel gilt v7 = <1 und v}; = 1, fiir die B-Matrix gilt ¥7 = 0 und vj; = 1. Fiir
jede Strategienkombination gibt es einen Spieler, der gerne abweichen wiirde.

Bei Sattelpunkten schadet es nichts, wenn wir die gewihlte Strategie bekanntgeben. Beim Stein-Schere-
Papier-Spiel besteht der Trick aber gerade darin, das eigene Verhalten nicht preiszugeben und mit psycho-
logischer Raffinesse das Verhalten des Gegeniibers zu erraten. Diese Psychologie hat mit den handelnden
Personen zu tun und kann nicht allgemein fiir das Spiel modelliert werden. Wenn wir unsere Absichten
verschleiern wollen, miissen wir bereit sein, verschiedene Strategien zu spielen und den Zufall entscheiden
zu lassen, was wir tatséchlich tun. Zumindest ist diese Vorstellung zur Analyse des Spiels notwendig.

Definition 7.2.5: Eine gemischte Strategie eines Spielers ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber
seine (sogenannten reinen) Strategien. Wenn die Spieler die gemischten Strategien (z1,...,#,) und
(y1,...,Ym) spielen, betragt die erwartete Auszahlung

Z Z Ai5L:Y5,

1<i<n1<j<m
oder in Matrizenschreibweise z” Ay.

Was kann sich Spieler I nun sichern? Spielt er Strategie z und Spieler II ,kriegt das raus®, wird Spieler
II y so wihlen, daB 7 Ay minimal ist. Strategie # mufB also so gewihlt werden, daBl

vr(x) == min{z” Ay|y Strategie fiir 1T}
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maximal ist. Fiir festes z ist 7 Ay eine lineare Funktion in (yi,...,¥n). Die Nebenbedingungen y; >0
und y; + ... =+ Y = 1 flihren zu einem Simplex mit genau m Extrempunkten, ndmlich den m Einheits-
vektoren y(¥) = (0,...,0,1,0,...,0) mit einer 1 an der i-ten Stelle. Diese Vektoren entsprechen genau
den m reinen Strategien. Sei nun A,; die j-te Spalte von A. Dann gilt nach den Ergebnissen der Linearen
Optimierung

vr(z) = min{z? A,;| 1 < j < m}.

Mit gemischten Strategien kann sich Spieler I also den Wert vy, der durch
vr = max{min{z” A,;| 1 < j < m}| = Strategie fiir I}

definiert ist, als erwartete Auszahlung sichern. Analog kann sich Spieler II gegen eine hohere erwartete
Auszahlung als

vrr = min{max{A;,y| 1 < i < n}| y Strategie fiir /7}
absichern, wobei A;, die i-te Zeile von A bezeichnet.

Wir kénnen vy durch ein Problem der Linearen Optimierung beschreiben.
A — max! wobei

2TAG> A 1<j<m,
1+ ... t+tx, =1
xy,...,xy > 0.

Wenn z? A,; > A fiir alle j gilt, dann auch fiir das Minimum (und umgekehrt). Der Maximalwert von
A entspricht also dem Wert von v;. Wenn wir das Simplextableau aufschreiben, bemerken wir, daff in
der Zielfunktion nur A den Wert 1 hat, alle anderen Koeffizienten sind 0. In der Gleichung =1 + ...+ z,
machen wir z,, zur Schlupfvariablen. In der Spalte fiir die rechten Seiten der Nebenbedingungen steht in
der Darstellungsform von Kap. 2.8 eine <1 und sonst Nullen. Wenn wir nun das duale Problem bilden,
erhalten wir

X — min!

Ay <X, 1<i<n
yla"'aymzo

und somit ein Lineares Programm zur Berechnung von vyy.

Satz 7.2.6: Minimaxtheorem

Fiir Zwei-Personen-Nullsummenspiele qilt v = vrr. Diese Werte und Strategien fiir Spieler I und Spieler
Il die Spieler I einen erwarteten Gewinn von vy sichern bzw. Spieler II gegen eine héhere Zahlung als
vrr absichern, kénnen mat Hilfe eines Linearen Programms geldst werden.

Beweis: Das Minimaxtheorem folgt direkt aus dem Dualitatstheorem 2.8.5. i
Zwei-Personen-Nullsummenspiele sind fiir uns also gelost. Als Spieler I kénnen wir uns eine erwartete
Auszahlung von vy sichern. Spieler IT kann sich gegen eine hohere erwartete Zahlung absichern. Die beiden

zugehorigen Strategien sind im Gleichgewicht. Dies gilt fiir kein Strategienpaar, in dem die erwartete
Zahlung nicht v := vy = vyy ist.
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7.3 Nicht kooperative Spiele

Wir haben eben gesehen, dafl Zwei-Personen-Nullsummenspiele nicht kooperativ sind. Es lohnt sich nicht,
mit dem anderen zu verhandeln, da es kein gemeinsames Interesse gibt. Anders ist die Situation bei n > 2
Spielern oder bei Spielen, die nicht die Nullsummeneigenschaft haben.

Wir nehmen fiir Spiele mit n Spielern an, dafl es, falls Spieler ¢ genau k; reine Strategien hat, n-
dimensionale Auszahlungsmatrizen A;,... A, gibt, wobei A; an der Stelle ({1,...,{,) mit 1 <; < k;
die Auszahlung fiir Spieler ¢ enthalt, wenn Spieler j (1 < j < n) Strategie ; benutzt. Spiele heiflen nicht
kooperativ, wenn die Spieler nicht miteinander reden kénnen, Seitenzahlungen ausgeschlossen sind, usw.

Definition 7.3.1: Ein Strategientupel (s1,...,sn) von gemischten Strategien ist fiir die Auszahlungs-
matrizen Aq, ..., A, im Gleichgewicht, wenn fiir jeden Spieler gilt, daf eine alleinige Strategiednderung
seinerseits thm keinen Vorteil bringt.

Schon hier sollte intuitiv klar sein (Beispiele folgen), daf verschiedene Gleichgewichtsstrategientupel nicht
zu gleichen Auszahlungstupeln fiithren miissen. Wir kénnen aber zeigen, dafi es stets Strategientupel gibt,
die sich im Gleichgewicht befinden.

Satz 7.3.2: Jedes nicht kooperative Spiel besitzt mindestens ein Strategientupel, das sich im Gleichge-
wicht befindet.

Beweis: Wir beschrianken uns auf den Fall n = 2, da der allgemeine Fall keine weitere Idee erfordert,
aber der Beweis durch den notwendigen Formalismus schwerer lesbar wird. Set A = A; und B = As. Se1
(z,y) ein beliebiges Paar (gemischter) Strategien. Sei

¢; := max{0, Ay <’ Ay},

Falls ¢; > 0, sind («, y) nach Definition nicht im Gleichgewicht. Falls ¢; = 0 fiir alle 4, ist keine Abweichung
zu einer reinen Strategie fiir Spieler I von Vorteil. Da jede gemischte Strategie eine konvexe Kombination
der reinen Strategien ist, kann keine Abweichung fiir Spieler I von Vorteil sein. Formal gilt

T Ay et Ay >0
nur, wenn fiir mindestens ein ¢
Ay ozl Ay >0

ist. Analog sei
d; = max{0, 2" B,; <«” By}.

Fir n Spieler miiiten wir fiir jeden Spieler die Abweichung bei einem Wechsel zu einer reinen Strategie
messen. Wir definieren nun eine Transformation T'(z,y) = («',y') durch

;o Tt

1T Tiya
k

y; = Yitdi

J 1—|—Zdl
]

Offensichtlich ist (#',y") wieder ein Paar gemischter Strategien. Es gilt
T(z,y)=(z,y) ©Vi:¢;=0und ¥j : d; = 0.

Die Richtung ,,<=*“ ist trivial. Die Richtung ,,=“ folgt, da nicht alle ¢; (oder alle d;) positiv sein kénnen.
Eine gemischte Strategie, also eine konvexe Kombination der reinen Strategien, kann nicht schlechter als
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jede reine Strategie sein, da die Auszahlungsfunktion linear ist. Mit unserer Diskussion der Bedeutung

der c-Werte (d-Werte analog) folgt

T(z,y) = (x,y) & (#,y) sind im Gleichgewicht.

Es gibt also genau dann ein Strategienpaar, das sich im Gleichgewicht befindet, wenn die Abbildung
T einen Fixpunkt hat. Die Abbildung operiert auf der Menge der Strategienpaare und damit auf einer
kompalkten und konvexen Teilmenge von R™t™ nimlich

{($ay)|x1+~~~+xn:1ax1a"'axn20a y1++ym:1ay1aaym20}

Alle ¢; und damit alle z; (analog dj und y;) héngen stetig von (z,y) ab, also ist 7" stetig. Nun hat die
Mathematik die Arbeit fiir uns getan. Der seit Jahrzehnten bekannte Fixpunktsatz von Brouwer (auf
dessen Beweis wir hier verzichten miissen) besagt, dafl jede stetige Funktion f : S — S, wobei S eine
konvexe und kompakte Teilmenge des R™ ist, mindestens einen Fixpunkt hat. a

Es gibt Methoden zur Berechnung bzw. Approximation von Fixpunkten, die wir hier nicht behandeln, da
der Gleichgewichtsbegriff (auler fiir Zwei-Personen-Nullsummenspiele) umstritten ist. Dazu diskutieren
wir zwel Beispiele.

Beispiel 7.3.3: Kampf der Geschlechter

(0,0)

o)

Zumindest unter der angegebenen Bezeichnung ein perfides Spiel. Streiten sich die Geschlechter, geht es
allen schlecht (Auszahlung 0). Dominiert ein Geschlecht, geht es diesem gut und dem anderen etwas besser
als im Streitfall. Niemand ist gezwungen, diesen letzten Teil der Modellierung als gelungen zu bezeichnen.
Das Spiel st hoffentlich schon deswegen irreal, da eine Kooperation zwischen den Geschlechtern verboten
ist. Die reinen Strategien # = (1,0) und y = (1, 0) sind im Gleichgewicht mit Auszahlung (4, 1), dies gilt
aber auch fiir die Strategien ' = (0, 1) und ¥’ = (0, 1) mit Auszahlung (1, 4). Die Stabilitit dieser beiden
Gleichgewichtspaare darf wohl angezweifelt werden. Erstaunlicherweise gibt es noch ein Gleichgewichts-
paar. Sei " = (4/5,1/5) und y”’ = (1/5,4/5). Mit Wahrscheinlichkeit 4/25 kommt es zur Auszahlung
(4,1), mit Wahrscheinlichkeit 16/25 + 1/25 kommt es zur Auszahlung (0,0) und mit Wahrscheinlichkeit
4/25 zur Auszahlung (1,4). Die erwartete Auszahlung fiir jedes Geschlecht betrigt also sogar nur 0.8.
Wiirde das #-Geschlecht zu @ = (1, 0) abweichen, erhilt die Auszahlung (4, 1) die Wahrscheinlichkeit 1/5,
die Auszahlung (1,4) aber die Wahrscheinlichkeit 0. Also bleibt die erwartete Auszahlung 0.8. Wiirde
das z-Geschlecht zu z’ = (0,1) abweichen, erhalt die Auszahlung (4,1) die Wahrscheinlichkeit 0, die
Auszahlung (1,4) aber die Wahrscheinlichkeit 4/5. Wieder bleibt die erwartete Auszahlung 0.8. Dieser
Gleichgewichtspunkt ist also fiir beide Geschlechter noch schlechter und gewify nicht stabil.

o= (i

Hier kénnen wir uns bereits Gedanken machen, was eine Kooperation bewirken kann. Offensichtlich soll-
ten beide Geschlechter eine Auszahlung von 2.5 erhalten. Dazu kénnten sie sich auf eine Lotterie, sogar
auf einen Miinzwurf einigen. Bei Kopf werden die ersten Strategien gespielt, bei Zahl die zweiten. Das
liefert eine erwartete Auszahlung von 2.5. Aber wie die Welt so ist, wird sich Geschlecht I denken: Wenn
Kopf féllt, prima, wenn aber Zahl fallt, was kiimmert es mich. Diese Kooperation wird also erst moglich,
wenn sie vertraglich abgesichert werden kann. Selbst dann ist die Lésung nicht voll befriedigend, da jedes
Geschlecht nur im Durchschnitt auf die erwartete Auszahlung von 2.5 kommt. Besser ist es, wenn vertrag-
lich Seitenzahlungen vereinbart werden kénnen, die beiden Geschlechtern in jedem Fall die Auszahlung
2.5 zukommen lassen. Geld und Waren lassen auf einfache Weise Seitenzahlungen zu, aber im Kampf der
Geschlechter? Die Losung kann nur ein ,, Vertrag der Geschlechter®, der echte Gleichberechtigung sichert,
sein. Vielleicht ist dann die Auszahlung fiir beide Geschlechter grofler als 2.5, aber dies fiihrt iiber die
Analyse des gegebenen Spiels hinaus.
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Beispiel 7.3.4: Gefangenendilemma

[ (e2,<2) (<10,0)
wm=( st 5

Wir befinden uns im Wilden Westen. Der Sheriff hat zwei Banditen verhaftet. Er vermutet, dafl sie
die Bank ausgeraubt haben, kann dies aber nicht beweisen. Dariiber hinaus ist seine Rechtsauffassung
klassisch geprégt: ,,In dubio pro reo“. Er sperrt die Gefangenen in Einzelzellen und gibt ihnen bis zur
Verhandlung die Chance zu gestehen. Wenn beide nicht gestehen, kommen sie mit zwei Jahren Geféngnis
davon (unerlaubter Waffenbesitz und ahnliche Delikte). Wenn einer gesteht, kommt er nach der Kronzeu-
genregelung frei, wihrend der andere fiir 10 Jahre sitzen mufl. Gestehen beide, gibt es keinen Kronzeugen
mehr. Aber gestdndige Bankraduber miissen nur fiir 5 Jahre sitzen. Hier geht es also um die Ehre. Wihrend
Winnetou und Old Shatterhand den Verlockungen widerstehen wiirden (in dhnlicher Lage, natiirlich sind
sie keine Bankrduber), wiirden typische Banditen gestehen. In der Tat ist dies der einzige Gleichgewichts-
punkt, wéhrend die Strategie ,, Klappe halten® fiir beide besser ist. Dieses Strategienpaar ist aber duflerst
instabil. Es 148t sich offensichtlich nur durch besonderes Vertrauen oder durch Vertriage stabilisieren.

Das Beispiel lief3 sich in der Zeit des Kalten Krieges auf die Riistungsspirale in der USA und der UdSSR
anwenden. Es war stets klar, dal beiderseitiges Abriisten schén ist. Aber beide Seiten hétten noch lieber
heimlich aufgeriistet, wihrend der andere abriistet. Und so haben sie beide jahrelang aufgeriistet. Die-
sen beiden ,,Spielern® waren Verhandlungen nicht verboten, sie konnten Vertrdge schliefen. Nur gab es
keine Instanz, die VertragsverstoBe {iberzeugend sanktioniert hitte. Dadurch war man praktisch im nicht
kooperativen Fall.

Ein verniinftiger Einwand ist: Nun, die beiden spielen doch nicht einmal, sondern jeden Monat (oder eine
andere Zeitspanne) wieder. Dies soll bedeuten, die gegenseitige Ausspidhung war geniigend sicher, um
VerstoBle zu entdecken. Sollte also jemand aufriisten, kénnte der andere mit einer kleinen Zeitverzogerung
nachriisten. Dieses Risiko wére doch aufgrund der groflen Hoffnung tragbar gewesen?! Nehmen wir also
an, dafl das Spiel k, z. B. £ = 100 Runden gespielt wird. Nur hat sich leider nichts gedndert. Das letzte
Spiel ist wie ein einmaliges Spiel, d.h. beide riisten auf. Wenn das aber klar ist, ist das vorletzte Spiel
wie ein einmaliges Spiel, usw. Es ist also wieder nur die Aufriistungsstrategie im Gleichgewicht.

Was ist aber, wenn die Zahl der Spielrunden nicht feststeht? Eine Strategie konnte folgendermafBen
aussehen: Ich riiste ab und vertraue, dal der andere abriistet. Sollte der andere einmal betriigen, werde
ich eine Runde lang aufriisten und dann zur Abriistung zuriickkehren. Die Drohung verpufft nie, da
das Spiel nie zu Ende ist. Wenn beide diese Strategien benutzen, riisten sie ewig ab. Sollte ein Spieler
abweichen, kann er in dieser Runde 2 Einheiten gewinnen (0 statt <2). In der nichsten Runde erhilt
er jedoch bestenfalls <b. In den beiden Runden erhélt er zusammen hochstens <b, wéhrend er bei der
Abriistungsstrategie <4 erhalten hétte. Die Abriistungsstrategien verbunden mit den Drohstrategien
befinden sich also im Gleichgewicht und fithren zur Abriistung.

Eine Bemerkung am Rande: Breschnew hatte in dem System der UdSSR einen ,,unendlichen® (besser
unbegrenzten) Horizont vor sich, wihrend der Spielraum von Nixon, Carter oder Reagan jeweils auf 4
Jahre beschrankt war.

7.4 Die Nash—Ld&sung fiir kooperative Spiele

Wir betrachten nun kooperative Spiele. Wieder beschrianken wir uns nur aufgrund der einfacheren Dar-
stellung auf n = 2 Spieler. Jeder Spielausgang ergibt einen Punkt (u,v) € R? wobei u die Auszahlung an
Spieler I und v die Auszahlung an Spieler II beschreibt. Wir erinnern daran, dafl Auszahlung eigentlich
den Nutzen des jeweiligen Spielers beschreibt und die Auszahlung nicht in Geldeinheiten erfolgen muf.
Da die Spieler nun aber auch Lotterien vertraglich vereinbaren kénnen, sind auch alle konvexen Linear-
kombinationen der Spielausgdnge méoglich. Wir haben schon in Kap. 7.3 diskutiert, dafl es stabiler ist,
Lésungen neu zu konstruieren oder durch Seitenzahlungen zu garantieren, die die gleiche Losung garan-
tieren. In jedem Fall besteht die Verhandlungsmenge S aus der konvexen Hiille der Punkte, die direkte
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Spielausginge darstellen. Wir verallgemeinern hier sogar etwas, indem wir als Verhandlungsmengen S
beliebige konvexe und kompakte Teilmengen des IR? zulassen. Dies soll bedeuten, dafi genau die Nutzen-
paare (u,v) € S realisierbar sind. Welcher Punkt in S stellt nun eine ,gerechte® Verhandlungslésung dar?
Eine solche Losung wire fiir einen neutralen Schlichter gerecht. Im konkreten Fall ist es nicht verboten,
mehr anzustreben, als die gerechte Losung vorschreibt.

Wie konnen wir zu einer gerechten Losung gelangen? Nash ist den Weg gegangen, Axiome, die von allen
akzeptiert werden konnen, aufzustellen und dann aus diesen Axiomen die Verhandlungslésung abzuleiten.
Zunichst stellen wir fest, dafl uns S als Information nicht geniigt. Wir bendtigen noch ein Nutzenpaar
(u*,v*) € S als Konfliktldsung. Dies sollten Werte sein, die die Spieler ohne Kooperation erreichen kénnen.
Fir Spieler 1 ist dies fiir seine Auszahlungsmatrix A der Wert des Zwei-Personen-Nullsummenspiels mit
Auszahlungsmatrix A. Spieler II kann v* analog zu seiner Auszahlungsmatrix B berechnen.

Definition 7.4.1: Ein Verhandlungsproblem ist gegeben durch die Verhandlungsmenge S C R”, die
konvex und kompakt sein muf, und durch eine Konfliktlésung (uf, ..., u%) € S.

Wir suchen nun eine Abbildung ¢, die jedem Verhandlungsproblem (S, uf, ..., u}) eine (gerechte) Ver-
handlungslésung

e(S,uy, ... uy) = (Uy,...,Up) €S
zuordnet. Nash hat die folgenden Axiome fiir ¢ aufgestellt.

Axiom 1: ,Individuelle Rationalitat®.
Fiir alle 7 soll w; > u} sein. Niemand wird sich in Verhandlungen mit weniger begniigen als er ohne
Verhandlungsergebnis erhélt.

Axiom 2: ,Pareto-Optimalitat®.

Aus (uy,...,un) € S und u; > w; fir alle ¢ folgt w; = w; fiir alle ¢. Dieses Axiom driickt aus, daf§ die
Spieler nicht im Vergleich gewinnen wollen oder andere bestrafen wollen. Nach geeigneter Wahl ihrer
Nutzenfunktionen génnen sie anderen beliebig viel, wenn sie mit der eigenen Auszahlung zufrieden sind.

Axiom 3: ,Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen®.

Falls T'C S und (@y,...,an) € T, ist (T, u},...,u}) = (W1, ...,U,). Wenn eine gerechte Losung fiir
ein Verhandlungsproblem anerkannt ist, sollte sich diese L&sung nicht dndern, wenn die Konfliktlésung
sich nicht dndert, die Verhandlungslésung zuldssig bleibt und nur einige Nutzenkombinationen, die wir
vorher nicht gewidhlt haben, verboten werden. Dieses Axiom hat es in sich. Nehmen wir einmal an,
dafB alle Auszahlungen (w,v) mit w > 0, v > 0 und v + v < 1 die Verhandlungsmenge bilden und
(uw*,v*) = (0,0) Konfliktldsung ist. Die Symmetrie legt es nahe (siche auch Axiom 5), daf (1/2,1/2)
gerechte Verhandlungslosung ist. Wenn wir nun die Verhandlungsmenge durch die Forderung u < 1/2
einschranken, folgt aus Axiom 3, daff weiterhin (1/2,1/2) die gerechte Verhandlungslésung ist. Dann
bekommt Spieler 1 sein Maximum, wihrend Spieler IT mehr bekommen kénnte!

Axiom 4: ,Unabhéngigkeit von linearen Transformationen®.
Es sei T" das Bild von S unter den linearen Abbildungen

up = aiui+ i, >0, B €R, 1<i<n

Dann ist
Qp(jjaaluslF + 61a .. ~aanu2 +6n) == (Oflul +61a .. .,Oénﬂn + 671)

Dieses Axiom besagt nur, dafl ein Spieler, der seine Nutzenfunktion durch eine 4quivalente Nutzenfunktion
(s. Kap. 6.1) ersetzt, dadurch in der Verhandlungslésung nichts gewinnt oder verliert.

Axiom 5. ,Symmetrie®.
Wenn S die Eigenschaft hat, dafi mit (u1,...,u,) auch jede Permutation in S enthalten ist und wenn
u] = ... = u} ist, dann gilt auch w; = ... = w,,. Dieses Axiom impliziert, daf} alle Spieler prinzipiell

gleich ,méchtig® sind, es sei denn, das Verhandlungsproblem weist ithnen unterschiedliche Starken zu. Ein
Spieler soll nicht deswegen weniger bekommen, weil z.B. seine Spielernummer ungerade ist.
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Sicher 148t sich die Reihe sinnvoller Axiome fortsetzen. Die hier aufgefithrten sind jedoch die unum-
strittensten Axiome (hochstens Axiom 3 ist angreifbar), und sie sichern bereits die Eindeutigkeit der
Verhandlungslésung. Wir werden die folgenden Ergebnisse fiir beliebiges n formulieren und teilweise nur
fiir n = 2 beweisen. Die Beweise fiir allgemeines n ben&tigen keine neuen Ideen, sind jedoch komplizierter
aufzuschreiben. Wir beginnen mit einer Definition.

Definition 7.4.2: Fiir eine Verhandlungsmenge S sei

Sy i= {(ur, ... up) €S| Vi:u; > ul}.
Sy = A{(ur, ... un) €S| Vi:u; > ui}.

Wir nennen S reduziert, wenn S = 5> und S5 # § ist.

Wir kénnen uns bei der Analyse von Verhandlungsmengen auf reduzierte Verhandlungsmengen be-
schranken, wie die folgenden Uberlegungen zeigen:

Ein v € S mit u; < u} kann wegen Axiom 1 keine gerechte Verhandlungslésung sein, daher brauchen wir
solche Vektoren nicht zu betrachten. Angenommen, fiir alle i gibe es ein «(?) € S mit ul(»i) > uf. Dann ist
die konvexe Linearkombination V' := % . (u(l) + -4 u(”)) in S, da S konvex ist. Wegen ,,S = S>* und
nach Wahl der «(") ist V in jeder Komponente grofer als »* und somit S # (. Wenn Sy leer wire, gibe
es also ein ¢ mit der Eigenschaft, daf alle v € S u; = u] haben. Fiir Spieler ¢ weifl man dann aber auf
jeden Fall, daBl er in der gerechten Lésung u} bekommt. Man kann das Problem dann durch Entfernen

von Spieler i reduzieren.

Lemma 7.4.3: Wenn S reduziert ist, so gilt: Es existiert ein eindeutig bestimmter Punkt (uf, ... ul)
aus S, der die folgende Funktion g mazimiert:

glur, ... up) = (ug Sul) - (uy Sun).

Beweis: Wieder fiihren wir den Beweis nur fiir n=2. Da S konvex und kompakt ist, nimmt die stetige
Funktion g ihr Maximum auf S an. Sei also max := max;egs ¢(x). Da S reduziert und somit S5 # () ist, ist
max > 0. Nehmen wir nun an, daf§ es zwei verschiedene Punkte o/, u” € S gibt mit g(v') = g(uv") = max.
Da S konvex ist, gehort (v’ 4+ v”)/2 zu S. Es gilt:

u/ + u// . u/ + u// .
g((u' +u")/2) = ( ! 5 ! <:>u1) ( 2 5 Z s
_ () eu)(uh sul) n (u) eu)(uy sus) n (uy uf)(uy Susb)
2 2 4 '
) o) () )
2 2 4
o e o)
4

Falls v} = Y, folgt aus g(v') = g(v”’) = max > 0, dafl v}, = uf ist im Widerspruch dazu, dafy v’ # u”
1 1 g 2 2

ist. Falls «f > uf (v} < uf), folgt aus g(u') = g(v'), uh < uf (u) > uf). Also ist der dritte Summand

positiv im Widerspruch zur Maximalitat von v’ und u”. a

Damit ist fiir eine reduzierte Verhandlungsmenge S der Punkt (@y,...,%,) eindeutig definiert, der die
Funktion ¢ auf S maximiert.

Lemma 7.4.4: Sei h(uy,us) = (U1 Sul)us + (U2 Sul)uy. Wenn S reduziert ist, so gilt h(uy,us) <
h(wy,us2) fir alle (uy,us) € S.
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Beweis: Wir nehmen an, daf§ h(uy, us) > h(U1,u2) und (uy, usz) € S ist. Die Strecke zwischen (uy, uz)
und (@1, us) liegt wegen der Konvexitdt von S ganz in S. Da h in den Variablen w; und wus linear ist,
folgt aus h(uy,us) > h(uy,U2)

h(U1 SuL, U C}Uz) > 0.

Wir betrachten den Punkt () =@ + £(u1 ©u1), uh = Uz + £(u2 SUa)) auf der Strecke zwischen (uy, uz)
und (@1,%2), d.h. 0 < e < 1. Dann gilt

gluy,uh) = () Sul)(uh Sul)
= (w1 ou] + c(uy ©U1)) (U2 Sul + e(us SUz))
= (W eup) (U2 ud) + (v W) (U2 Suy) + (U Sul)(uz )]
+e? (ug &) (u2 SUs)
= (W, ) + ch(uy Uy, us SUa) + &2 (uy U1 ) (ug SUs).

Der zweite Summand ist positiv und fiir ¢ — 0 grofler als der dritte Summand. Also folgt g(u), ub) >
g(u1,Ua) fiir ein geeignet kleines ¢ im Widerspruch zur Definition von (%, @s). a

Wir kommen nun zur Definition der Nash-Losung. Fiir alle Spieler ¢ € I, fiir die es kein (u1,...,u,) € S
mit u; > uf gibt, setzen wir w; = u]. Dann wird das Spiel auf die anderen Spieler reduziert, d.h. es
werden die Spieler i € I betrachtet und nur die Verhandlungsergebnisse, die mit den Spielern i € T
um u; erginzt werden konnen. Fiir diese Spieler wird w;, @ ¢ I, als eindeutiger Punkt definiert, der die
zugehorige g-Funktion maximiert.

Satz 7.4.5: Es gibt nur eine Verhandlungsldsung, die die Aziome 1 — § erfillt. Diese sogenannte Nash-
Lésung ist der Vektor (dy, ..., uy).

Beweis: Fiir die Spieler ¢ € [ ist nur die Auszahlung %; = u} nach Axiom 1 méglich. Also ist die
Reduktion des Spiels korrekt.

Wir nehmen nun an, da nur noch zwei Spieler betrachtet werden miissen.

Zunichst zeigen wir, dafl die genannte Losung die fiinf Axiome erfiillt. Dies gilt fiir Axiom 1 direkt. Die
Funktion ¢ hat nun ein positives Maximum. Dann ist klar, dafl das Maximum nur an Pareto-optimalen
Punkten angenommen werden kann. Fiir die Maximierung gilt die Unabhéngigkeit von irrelevanten Alter-
nativen offensichtlich. Ein maximaler Punkt bleibt maximal, wenn andere Alternativen verboten werden.
Die linearen Transformationen wirken sich auf g folgendermafien aus. Aus dem Faktor u; < wu; wird
a;ui + B Slogul + 55) = a;(u; Sul), doh. wir erhalten die gleiche Funktion mit einem konstanten posi-
tiven Faktor. Es werden also auch die maximalen Punkte linear transformiert. Das letzte Axiom ist das
Symmetrie-Axiom. Die Funktion g¢ ist ebenfalls symmetrisch. Wenn also (@, @2) maximaler Punkt ist,
ist fiir symmetrisches S, da uj = u}, auch (@2, %;) maximal. Aus der Eindeutigkeit maximaler Punkte
folgt also wy = us.

Es bleibt zu zeigen, dafl kein anderer Vektor aus S die Axiome erfiillen kann. Dazu machen wir unser
Problem (S, uf, u%) handlicher. Sei

U= {(u1, u2)| h(uy, u2) < h(wy,us2)}.

Nach Lemma 7.4.4ist S C U. Falls also (U, u}, u%) die eindeutige Lésung (W, U2) hat, gilt dies wegen des
Axioms der Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen auch fiir (S, uj, u}).

Die Menge U hat die angenehme Eigenschaft, daf} sie linear in eine symmetrische Menge transformiert

werden kann. Sei .
U] U

TRE _7i und uf :=
Uy Uy

Ug C}U;

Us C}U;

die lineare Transformation. Dabei ist zu beachten, daB w; <u] und us <wuf positive konstante Faktoren
sind. Wie sieht das Bild T von U unter dieser linearen Transformation aus? Es gilt
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(u1,u2) €U & (1 Sul)us + (U Sud)uy < (U ul)us + (U2 ub)wm
f—sg (Ul C}UT)UQ + (Uz <:>u’2‘)u1 <:>1f1F (Uz C}U;) C}U;(Ul @UT)

< (Ul <:>u’1‘)U2 + (Uz <:>u’2‘)U1 <:>1f1F (Uz C}U;) C}U;(Ul @UT)

& (T ul)(uz Sul) + (T2 ul)(up Sul)
< (U &ui) (e Gus) + (U Gus) (W Sul) = 2(T Sul) (T Sul)
U Sul Uy Suj
uy <:>1f1F Us <:>u’2‘ -

S oul +uh <2

Also ist T = {(u] + uh)| v} + uf < 2}. Die Konfliktlésung wird offensichtlich auf P = (0,0) transfor-
miert. Die Losung von (7,0, 0) ist mit den Axiomen leicht. Nach dem Symmetrie-Axiom erhalten beide
Spieler das gleiche. Aber unter derartigen Punkten ist nur (1, 1) Pareto-optimal. Wegen des Axioms der
Unabhéngigkeit von linearen Transformationen, erhalten wir die eindeutige Losung von (U, u7, u3) durch
Riicktransformation des Punktes (1, 1). Daher gilt

Uy Suj Uy Suj
TR L
Uy Uy U <> Us
Also folgt, dafl (@, us) die Losung von (U, u}, u3) und damit auch von (S, u, u3) ist. a

Fiir gegebene Verhandlungsprobleme kénnen die Nash-Losungen zumindest numerisch recht effizient
berechnet werden.

Wir wollen den Nutzen der Nash—Theorie an zwei Beispielen erlautern.

Beispiel 7.4.6: Wie teilen Reich und Arm?

Wir nehmen an, dal der Nutzen von Geld logarithmisch wéchst, d. h. eine Person, die x DM besitzt und
y DM hinzubekommt, erzielt dadurch einen Nutzen von log(z 4 y) ©log # = log(1+ £). Wir nehmen nun
an, daB zwel Personen sich 1000 DM teilen diirfen, wenn sie sich iiber die Aufteilung einigen kénnen. Die
eine Person ist reich, sie besitzt 1000000 DM und verschwendet keinen Gedanken an , sozialen Klimbim®.
Wenn sie nun w DM erhélt, betriagt der Nutzen

U

u
1000000) ~ 1000000

log(1 +

Da lineare Transformationen keine Rolle spielen, bewerten wir den Nutzen mit u. Die andere Person ist
arm, sie besitzt nur 1000 DM. Wenn sie bei der Verhandlung v DM erhélt, betrigt der Nutzen

v

log(1 .
°8(1 + 1500/

Da 0 < v < 1000, ist hier die lineare Approximation nicht sehr genau. Die Konfliktlésung ist natiirlich
u* =0, v* = 0. Was ist nun eine Verhandlungslosung, die der Verhandlungsstirke entspricht? Von gerecht
mochte ich hier nicht reden. Fiir die Pareto-optimalen Punkte gilt w+v = 1000. Also ist die Nashfunktion

v
g(u, v) = ulog(l + 7755)

fiir v = 1000 < u zu maximieren. Wir erhalten die Funktion

. _ u
9" (u) = ulog(2 <:>—1000),

die auf [0,1000] zu maximieren ist. An den Réndern sind die Funktionswerte 0. Wir bilden also die 1.

Ableitung

/(1) = log(2 & —r 92— 1000 1n2
5 (1) = log(2 &5 o) esu/[(2 65— ) 10001n )
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Es gilt ¢*'(u) = 0 genau dann, wenn

u u
log (2 _ In2
Og( <:>1000) 2000 ou’ ™

ist. Diese Gleichung kann nur numerisch approximativ gelost werden. Im Ergebnis erhilt der Reiche
ca. 545 DM und der Arme nur 455 DM. Die Nash—Theorie ist also in der Lage, Machtverh&ltnisse zu
beriicksichtigen.

Beispiel 7.4.7: KSZE.

Anfang der 70er Jahre wurde bereits iiber eine européische Sicherheitskonferenz diskutiert. Stattgefunden
hat sie dann 1975 unter dem Namen KSZE in Helsinki. Vor solchen Konferenzen sollten die Unterhandler
nicht nur wissen, was sie wollen, sondern auch, was die anderen wollen. Nur so kénnen Kompromisse
bewertet werden. Nur dies kann zu stabilen Vertrégen fithren. In den Planungsstiben finden daher Plan-
spiele statt, deren Ergebnisse leider nicht verdffentlicht werden, damit die eigene Verhandlungsposition
nicht geschwicht wird.

1971 haben Politologen unter Leitung von Reich ein Planspiel gespielt und das Resultat verdffentlicht.
Es wurden die acht ,wichtigsten® Nationen USA, GB, FRA und BRD einerseits und UdSSR, POL,
CSSR und DDR andererseits simuliert. Die Gruppen, die die Nationen ,spielten®, erhielten eine lange
Liste von Statements, die eventuell Teil des Vertragstextes sein konnten. Sie haben diesen Statements
Nutzenwerte zugeordnet. Mit diesen Nutzenwerten wurde eine Nash—Analyse durchgefiihrt. Die Losung
gab allen Teilnehmern einen positiven Nutzen gegeniiber der Konfliktlosung ,kein Vertrag“. Allerdings
waren fiir die USA und die BRD die Nutzenwerte nur geringfiigig liber der Konfliktlésung, so daf3 die
Losung als nicht sehr stabil bezeichnet werden mufite.

Dariiber hinaus simulierten die Nationen auch drei Tage lang eine Sicherheitskonferenz. Diese Konferenz
endete ,,nach gutem und konstruktivem® Beginn mit der Konfliktlsung.

Was hatte dieses Experiment mit der Wirklichkeit zu tun? Es wurden nur Statements iiber die politische
Lage in Europa verhandelt. Im Mittelpunkt der Verhandlungen standen die Unverletzlichkeit von Grenzen,
die Anerkennung des Status Quo, usw. An diesen Statements hatten insbesondere die UdSSR und die
DDR Interesse, wahrend den USA und der BRD diese Statements eher Probleme bereiteten. So wurde
die Idee der europiischen Sicherheitskonferenz auch wesentlich von Ostlicher Seite betrieben. Als die
Konferenz zustande kam, ergab sich eine Verhandlungskrise wie in dem beschriebenen Planspiel. Die
USA und die BRD ,drohten® mit der Konfliktlésung, die thnen auch kaum einen Verlust, aufler dem
Imageverlust, Verursacher des Scheiterns zu sein, bereitet hitte. Was ist nun zu tun, wenn diese Lage
allen Beteiligten klar ist? Im Gegensatz zum Planspiel gab es die Moglichkeit, das Spiel zu verdndern. Der
bisherige Verhandlungsrahmen wurde zum ,, Korb 1% deklariert, und zwei neue Kérbe wurden , erfunden®.
In Korb 2 lagen die wirtschaftlichen Beziehungen, Statements, iiber die sich alle einig waren und die
die Verhandlungsstimmung positiv beeinflulten, ohne allerdings das Grundproblem zu 16sen. In den
spéter beriihmt gewordenen Korb 3 wurden die Menschenrechte gepackt. Vertragliche Zusicherungen,
die Menschenrechte einzuhalten, bereiteten den 6stlichen Nationen Probleme. Tatséchlich griindeten sich
spéater Menschenrechtsbewegungen, die sich ausdriicklich auf Helsinki beriefen. Fiir die USA und die
BRD war es dagegen von groflem Nutzen, diese Statements vertraglich zu regeln. Nun war eine neue
Verhandlungssituation geschaffen. Alle konnten profitieren, und alle mufiten Kréten schlucken. In der
Summe konnte allerdings jede Nation aus dem Vertrag einen gréfieren positiven Nutzen schlagen. So
wurde ein wichtiger Vertrag tatsichlich beschlossen.

Es konnte nicht iiberpriift werden, ob der endgiiltige Vertrag der Nash Losung in dem neuen erweiterten
Verhandlungsspiel nahe kommt, da fiir die neuen Statements keine Nutzenschéitzungen vorlagen. An
diesemn Beispiel wurde aber deutlich, dafl eine Nash—Analyse zur Beurteilung von Verhandlungssituationen
beitragen kann.

Beispiel 7.4.8: Drohungen Wir betrachten die folgenden Auszahlungsmatrizen.
_( (L4 (A/3,:4)
= (&l U
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Wenn wir die Konfliktlésung auf die iibliche Weise als Maximin-Werte berechnen, ergibt sich v* = v* = 0.

14
(15,35)

(2.5,2.5)

(4.1
0.0

(-3-1)

(-4/3,-4)

Ausgehend von der Konfliktlosung (0, 0) ergibt sich offensichtlich die Nash-Losung (2.5, 2.5). Dies gefillt
Spieler II iiberhaupt nicht. Er sagt sich, daff er mehr Macht als Spieler I hat. Er droht, im Konfliktfall
Strategie 1 zu spielen. Spieler T kann dann im Konfliktfall zwischen Strategie 1 (Spieler IT erhilt viel
mehr) und Strategie 2 (Spieler II verliert weniger als er) wihlen oder eine gemischte Strategie spielen.
Den Abstand zu Spieler IT minimiert er mit Strategie 2. Konfliktlésung ist dann (<8, <1). Bezogen
auf diese Konfliktldsung dndert sich die Nash-Losung. Die Pareto-optimalen Punkte sind (u, 5 <u) mit
(1 <u < 4). Es ergibt sich die Nash-Funktion

97 (w) = (ue(8))6 cue(al))
= (u+3)(6u) =ecu’+3u+l8.

Es ist ¢*'(u) = <2u + 3 = 0 genau dann, wenn u = 1.5 ist. Die neue Nash-Lésung ist also (1.5, 3.5) und
beriicksichtigt das Drohpotential von Spieler II.

Es 148t sich analog zu Kapitel 7.3 zeigen, dafl es stets Drohstrategien gibt, die sich im Gleichgewicht
befinden, d.h. eine Abweichung eines Spielers wiirde seine Nash-Losung nicht verbessern. Aber wir geraten
auch in die gleichen Probleme, wie sie allgemein der Gleichgewichtstheorie anhaften.

7.5 Die Bedeutung von Koalitionen in kooperativen Spielen

Die Nash-Lésung ergibt sich fiir Zwei-Personen-Spiele auf analoge Weise wie fiir n-Personen-Spiele, da
wir davon ausgehen, daf} jeder Spieler das beste fiir sich herausholen will. Fir n > 2 werden jedoch
Koalitionen méglich. Hierbei wird das Stabilitdtsproblem noch gravierender.

Beispiel 7.5.1: Drei Spieler stehen vor dem Problem, eine Koalition zu bilden. Gelingt dies nicht, findet
keine Auszahlung statt, ebenso bei der Dreier-Koalition. Gelingt eine Zweier-Koalition, mufl der Ausge-
schlossene je eine Einheit an jeden der beiden Koalitionédre zahlen. Zu den drei Koalitionen gehéren die
Auszahlungen (<2, 1,1), (1,42, 1) und (1, 1, <2), die alle stabil sind. Wir nehmen nun abweichend an, daf
beim Zustandekommen der Koalition {2, 3} der erste Spieler 1.1 Einheiten an Spieler 2 und 0.9 Einheiten
an Spieler 3 zahlen muf. Ist das nicht schén fiir Spieler 27 Nein, denn die von ihm gebildeten Koalitionen
werden instabil, da Spieler 1 den Spieler 3 leicht aus der Koalition {2, 3} locken kann. Auch die Koalition
{1, 2} ist nicht stabil, da Spieler 2 selbst verlockt ist, zu Spieler 3 zu wechseln. Im Endeffekt ist nur die
Koalition {1, 3} stabil und Spieler 2 der Verlierer. Dies kann er ausgleichen, wenn Seitenzahlungen erlaubt
sind. Spieler 2 konnte in der Koalition {2,3} 0.1 Einheiten seiner Auszahlung an Spieler 3 weitergeben.

Wir nehmen im folgenden an, daf§ die Nutzenfunktionen so gew&hlt sind, dafi Nutzen direkt (im Nutzen-

verhéltnis 1:1) transferierbar ist. Die nun folgende Theorie ist also im Gegensatz zur Nash—Theorie nicht
unabhingig von linearen Transformationen der Nutzenfunktionen.
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Definition 7.5.2: Sei N = {1,...,n} die Menge der n Spieler. Jede nichtleere Teilmenge von N heif3t
Koalition.

Eine Koalition .S kann sich den Maximinwert des Zwei-Personen-Spiels zwischen dem Superspieler S und
dem Superspieler N <5 sichern. Diesen Wert nennen wir v(.S). Zusatzlich definieren wir v(#) := 0. Sind
S und T disjunkte Koalitionen, konnen sie sich natiirlich zusammen mindestens so viel sichern, wie sie
sich einzeln sichern koénnten, d.h. es gilt

v(SUT) > v(S) +o(T), falls SNT = .

Wir reduzieren die Spiele nun darauf, dafl die Spielregeln gar nicht mehr interessieren, sondern nur noch
die Machtstruktur der Koalitionen.

Definition 7.5.3: Ein n-Personen-Spiel in Form der charakteristischen Funktion ist eine Abbildung v
auf der Potenzmenge von N = {1,...,n}, die die Bedingungen v(#) = 0 und v(S UT) > v(S) + v(T) fir
SNT =0 erfiillt.

Wir suchen nun Auszahlungsvektoren # = (#1,...,2,), die bei gegebener charakteristischer Funktion
stabil sind. Eine Koalition S kann, da Seitenzahlungen erlaubt sind, den Betrag v(S) beliebig unter
sich aufteilen. Wir stellen zunéchst zwei notwendige Bedingungen an stabile Auszahlungsvektoren. Kein
Spieler ¢ wird akzeptieren, wenn er weniger als v({7}), was er sich alleine sichern kann, erhilt. Wenn alle
zusammen weniger als v(N) bekommen, kénnten sich alle einigen und jedem etwas mehr auszahlen. Bei
Nichteinigung kann es zwar zu derartigen Auszahlungsvektoren kommen, jedoch ist diese Situation nicht
stabil.

Definition 7.5.4: Ein Vektor # = (#1,...,2,) heifit Imputation des n-Personen-Spiels v, wenn z; +
oot zy = v(N) und z; > v({i}) fiir alle ¢ gelten. Die Menge aller Imputationen wird mit I(v) bezeichnet.

Aus der zweiten Bedingung an charakteristische Funktionen folgt v({1})+...+v({n}) < v(N). Falls hier
Gleichheit gilt, gibt es nur die Imputation (v({1}),...,v({n})). Das Spiel ist also von der Koalitionskon-
stellation uninteressant und heifit unwesentlich. Wir behandeln nur wesentliche Spiele.

Fiir zwei Imputationen z und y gilt 21 + ...+ 2, = 41 + ...+ yn. Falls x # y, gibt es Spieler ¢, die z
bevorzugen, da z; > y;, und Spieler j, die y bevorzugen, da y; > x;. Welche dieser Spielergruppen kann
und wird sich durchsetzen?

Definition 7.5.5: Seien z,y € I(v) und S eine Koalition. Die Imputation # dominiert y durch S (Nota-
tion # >g y), wenn die folgenden Bedingungen gelten:

x; > y; fir alle i € S sowie le < v(9).
=

y,2Ilmputation z dominiert y*, falls es eine Koalition S mit z >g y gibt.

Fiir eine dominierte Imputation gilt, dafl es eine Koalition gibt, die aus eigener Kraft diese Imputation
verhindern kann, wobei alle Teilnehmer dieser Koalition dabei gewinnen. Die Relation <g ist fiir festes S
transitiv, dies gilt aber nicht fiir <. Aus * <5 y und y <g/ z kann nicht die Existenz einer Koalition S” mit
xz <gn z gefolgert werden. Es kann ndmlich ohne weiteres  <g y und y <g/ x gelten, wiahrend = <g» z
definitionsgem&f unmoglich ist. In Beispiel 7.5.1 haben Einerkoalitionen den Wert <2, Zweierkoalitionen
den Wert 2 und die Dreierkoalition den Wert 0. Jede Imputation wird dominiert. Es gibt immer zwei
Spieler, die zusammen nicht die Auszahlung 2 erhalten. Sie kénnen sich zusammentun und die Auszahlung
2 so aufteilen, daf jeder mehr bekommt als zuvor.

Wir wollen nun die Menge der Spiele strukturell untersuchen, dquivalente Spiele identifizieren und Spiele
in eine Normalform bringen.

74



Definition 7.5.6: Zwei Spiele u und v heifilen dquivalent, wenn es » € RT und ay,...,a, € R gibt, so
daB fiir alle Koalitionen S gilt

v(S) = ru(S) + Zai.

i€S
Bemerkung 1: Der Aquivalenzbegriff auf Spielen stellt eine Aquivalenzrelation dar.

Beweis: Natiirlich ist v zu sich selber dquivalent (r = 1, o; = 0 fiir alle 7). Die Relation ist symmetrisch,
denn es gilt

1
u(S) = ;v(S) <:>Z a; /7.
i€S
Schliefilich ist die Relation transitiv:

Aus v(S) =r-u(S) + Zai und w(S) =7 - v(S) + Zag folgt w(S) = r'ru(S) + Z(r’ai + al). a
€S €S €S

Wir charakterisieren nun einen Vertreter jeder Aquivalenzklasse.

Definition 7.5.7: Ein Spiel v heifit auf (0, 1) normiert, wenn v(N) = 1 und v({é}) = 0 fiir alle ¢ ist.

Satz 7.5.8: Jedes wesentliche Spiel ist genau zu einem Spiel in (0, 1)-Normierung dquivalent.

Beweis: Zwei Spiele v und v in (0, 1)-Normierung kénnen nur dquivalent sein, wenn sie gleich sind. Die
Bedingungen fiir die Koalitionen {i} fithren zu a; = 0, aus der Bedingung fiir N folgt » = 1. Es bleibt die
Existenz eines zu v dquivalenten Spiels in (0, 1)-Normierung zu zeigen. Dafiir haben wir n+ 1 Unbekannte
r a1, ..., a, und die Gleichungen

v({i}) = ru({i})+o; =, fir 1 <i<nund
v(N) = ru(N)—i—Zozi:r—l—Zai.
ieN ieN

Die ersten Gleichungen definieren die a-Werte und die letzte Gleichung dann r. Dabei ist » > 0, da wir
iiber wesentliche Spiele reden. a

Wir kénnen uns also auf Spiele in (0, 1)-Normierung beschrianken. Dann gelten folgende Bedingungen:

v(@) = 0
v({i}) = Ofirie{l,...,n}
o(N)y = 1
v(SUT) > u(S)+o(T) fir SNT = 0.

Zwei Klassen von Spielen sind von besonderem Interesse.

Definition 7.5.9: Ein Spiel v heifit symmetrisch, wenn v(S) nur von |S| abhingt. Ein Spiel in (0, 1)-
Normierung heifit einfach, wenn v(S) € {0, 1} fiir alle Koalitionen S ist. Ein Spiel heifit einfach, wenn
seine (0, 1)-Normierung einfach ist.

Wir haben bereits gesehen, dafl dominierte Imputationen keine stabilen Lésungen darstellen. Daher bietet
es sich an, die Menge der nicht dominierten Imputationen zu untersuchen.

Definition 7.5.10: Die Menge aller nicht dominierten Imputationen eines Spiels v heifit Kern des Spiels.
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Satz 7.5.11: Der Kern des Spiels v enthdlt genau alle Auszahlungsvektoren x mat

Z z; > v(S) fir alle Koalitionen S
€S

in = o(N).

1EN

Beweis: Die zweite Bedingung ist fiir alle Imputationen erfiillt. Falls die erste Bedingung nicht erfiillt ist,
kann die Koalition S, fiir die die Bedingung nicht erfiillt ist, ihre Gesamtauszahlung verbessern. Dabei
kann sie den zusétzlichen Gewinn gleichmifBig auf ithre Mitglieder verteilen. Die gegebene Imputation
wird also bzgl. dieser Koalition dominiert.

Nehmen wir nun an, dafl die Bedingungen fiir « erfiillt sind. Falls z <g y glt, folgt

Zyi > Zl‘z > v(S)

1€S 1€S
im Widerspruch zur Definition von <g. a

Dieser Satz hat als Konsequenz, dafi der Kern eine abgeschlossene und konvexe Menge ist, die durch ein
System von linearen Ungleichungen beschrieben ist. Damit ist, wie wir in dieser Vorlesung gelernt haben,
der Kern eine gut handhabbare Menge. Verschiedene Imputationen im Kern sind alle gleich stabil, da
Anderungen von keiner Koalition erzwungen werden kénnen. Den Kern als Lésungsmenge anzusehen, ist
also recht verniinftig. Allerdings ist der Kern oft leer.

Definition 7.5.12: Ein Spiel v heifit Konstant-Summen-Spiel, wenn v(S) + v(N <S) = v(N) fiir alle
Koalitionen S gilt.

Satz 7.5.13: Fiir wesentliche Konstant-Summen-Spiele ist der Kern leer.

Beweis: Sei angenommen, dafl  im Kern liegt. Fiir jedes ¢ gilt dann

a5 > o(N & {i}) = o(N) Su({i}).
J#L
Die letzte Gleichung folgt aus der Konstant-Summen-Bedingung. Da z; > v({¢}) fiir jede Imputation #
gilt, folgt
Z z; > v(N).
JEN
Andererseits kann hier nur Gleichheit gelten. Daraus folgt #; = v({i}) fiir alle i. Dann gilt aber, da das
Spiel wesentlich 1st,
> @i =2 v({ih) <v(N).
JEN JEN
Mit diesem Widerspruch haben wir gezeigt, dafl der Kern leer ist. ad

Was ist zu tun, wenn der Kern leer ist? Von Neumann und Morgenstern haben stabile Mengen eingefiihrt.

Definition 7.5.14: Eine Menge V' C I(v) von Imputationen heifit stabil, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

- keine Imputation € V' dominiert eine andere Imputation y € V' (innere Stabilitat).

- jede Imputation # ¢ V wird von einer Imputation y € V' dominiert (dufiere Stabilitét).
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Es gibt auch Spiele ohne stabile Mengen. Diese sind jedoch schwer zu konstruieren. Andererseits haben
Spiele teilweise viele stabile Mengen. Es ist dann unklar, welche stabile Menge gew&hlt wird, und dann,
welche Imputation der gew&hlten stabilen Menge gew&hlt wird. Wir untersuchen nur ein Beispiel, die auf
(0,1) normierte Variante von Beispiel 7.5.1.

Beispiel 7.5.15: v(S) =0, falls |S| < 1, und »(S) = 1, falls |S| > 2, wobei n = 3.
Die Menge V = {(1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2),(0,1/2,1/2)} ist stabil. Die innere Stabilitdt ist klar. Sei

z = (21,22, 23) € V eine Imputation, dann kann eine Zweierkoalition # dominieren.

Fir 0 < ¢ < 1/2 ist auch
Vae={(z1,l ©cr,e) |0< 2 <1&e}

stabil. Analoges gilt fiir entsprechende Mengen Vi . und V5 ..

Die innere Stabilitdt von Vs . ist offensichtlich, da sich zwei Imputationen z, y € V3 . nur darin unterschei-
den, wie sich die Spieler 1 und 2 den Rest, ndmlich 1 <¢, aufteilen. Derartige Imputationen dominieren
sich nicht, da Dominanz durch Einerkoalitionen ausgeschlossen ist.

Wir kommen zur dufleren Stabilitat. Sei y & Va ..

1. Fall: y3 > c. Dann sel ¢ := yz <e, 21 = 41 +¢/2, 22 = y2 + /2, 23 := c. Es ist x € V3., und =
dominiert y bzgl. der Koalition {1,2}. Beide Partner dieser Koalition bekommen mehr und kénnen
dies auch zusammen erzwingen.

2. Fall: y3 < c. Esist y1 <1/20der y» <1/2,0.B.d.A. yn <1/2.8Sei & :=(1¢¢,0,¢). Dannist z € Vs .
Nun dominiert # die Imputation y bzgl. der Koalition {1,3}. Spieler 1 bekommt mehr als zuvor,
da ¢ < 1/2 vorausgesetzt ist. Spieler 3 bekommt nun ¢ statt vorher ys. Schliefllich kann sich die
Koalition {1,3} die gemeinsame Auszahlung 1 sichern.

7.6 Der Shapley-Wert

Beim Kern hatten wir das Problem, daf} der Kern oft leer ist. Wenn dagegen der Kern grof3 ist, wissen
wir nicht, welche Imputation des Kernes gew#hlt wird. Ahnlich sieht es bei den stabilen Mengen aus.
Shapley ist dagegen einen Weg analog zu dem von Nash gegangen. Er hat Axiome formuliert, aus denen
sich ein eindeutiger Auszahlungsvektor fiir n-Personen-Spiele ableiten 148t. Dieser Vektor soll nicht die
wahrscheinlichste oder gerechteste Auszahlung angeben, sondern die Macht, die Starke oder den Einfluf3
der Spieler messen. Jeder Spieler kann dann eine Auszahlung oberhalb des Shapley-Wertes als Erfolg
feiern.

Da Spiele bei uns charakteristische Funktionen sind, kénnen wir Spiele addieren und mit positiven Fak-
toren multiplizieren. Wir wollen einfache Spiele sinnvoll 16sen und dann zeigen, dafl jedes Spiel so aus
einfachen Spielen zusammengesetzt ist, dafl jede Zerlegung zum gleichen ,, Wert® fiir die einzelnen Spieler

fiithrt.

Um die Shapley-Axiome beschreiben zu kénnen, benétigen wir noch zwei Definitionen.

Definition 7.6.1: Eine Koalition T eines Spiels heifit Trager des Spiels, wenn v(S) = v(S NT) fiir alle
Koalitionen S gilt, d.h. Spieler aufierhalb des Tragers tragen zu keiner Koalition etwas bei.

Definition 7.6.2: Sei v die charakteristische Funktion eines Spiels. Die charakteristische Funktion zu
dem Spiel, das aus v nur durch Umnumerierung der Spieler nach der Permutation 7 entsteht, heifit wv,

d.h.
ro({m(é1),...,7(is5)}) = v({ir, ... s }).
Die Shapley—Funktion ¢ soll jeder charakteristischen Funktion v einen Vektor ¢(v) = (¢1(v), ..., ¥n(v))

zuordnen, wobei ;(v) der Shapley-Wert fiir den Spieler ¢ im Spiel v ist. Die Shapley—Funktion soll die
folgenden drei Axiome erfiillen.
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Axiom 1: TIst T ein Trager des Spiels v, soll die Summe aller ¢;(v), i € T, genau v(T) (= v(N)) betragen.
Spieler, die zu keiner Koalition etwas beitragen, sind machtlos und erhalten nichts.

Axiom 2: Fiir alle Permutationen 7 und Spiele v gilt @r(;)(7v) = @i(v). Kein Spieler soll nur aufgrund
seiner Nummer etwas erhalten.

Axiom 3: Die Shapley-Funktion soll linear auf Summen wirken, d.h. ¢(u 4+ v) = ¢(u) + ¢(v). Auch
dieses Axiom ist plausibel, es hat aber viele Konsequenzen, da sich Spiele auf sehr viele Weisen in
Summanden zerlegen lassen.

Lemma 7.6.3: Das Spiel vp sei definiert durch vp(S) := 0, falls S 2 T, und vp(S) := 1, falls S D T.
Dann ist firt := |T)|

v (vr) 1/t | fallsi €T, und

pilor) = 0, fallsigT.
Beweis: Aus der Definition des Spiels folgt, dafi T" Trager des Spiels ist. Da die Spieler des Tragers alles
bekommen und sich Einzelspieler 0 sichern konnen, ist @;(vp) = 0 fiir ¢ ¢ T. Aus Axiom 2 folgt fiir
Permutationen 7, die 7" auf sich abbilden, dafi 7vy = vy und @i(vr) = @z (Tv7) = @r()(vr) ist. Also

erhalten im Shapley-Wert alle Spieler aus 7" das gleiche. Nach Axiom 1 erhalten sie zusammen 1. Also ist
pilvp) =1/t firi e T. O

Wir kénnen nun zeigen, daf die Spiele vy, (§ ; T C N, eine Basis fiir alle Spiele bilden.

Lemma 7.6.4: Fiir jedes Spiel v existieren 2" <1 reelle Zahlen e mit T C N und T # 0, so daff v die
Summe der Spiele cpvp ist (wobei einige der cp negativ sein konnen).

Beweis: Wir setzen im folgenden stets ¢ = |7 und s = [S| und definieren ep := ) op(<1) 5 0(5).
Sei nun U C N eine Koalition. Wir wollen zeigen, dafl
w(U) =Y ervp(U)
TCN
ist. Dazu benutzen wir die Definition von vp. Es gilt

Z CTUT(U) = Z cr

TCN TCU

= D> (B u(s)

TCU SCT

= > ST e u(s).

SCU \TCU,SCT

Wir betrachten nun die innere Summe. Es gilt stets S C T C U. Fiir jeden Wert ¢ mit s <1 < u = |U|

gibt es genau (?:;) Mengen 7" mit ¢ Elementen und S C T C U. Also ergibt die innere Summe nach dem

Binomischen Lehrsatz

U &S s U =S U—5— U—s8
S ()= X (T e = g
s<t<u 0<t<u—s

Dieser Wert ist 0 fiir s < w und 1 fiir s = w. Fiir s = w ist S = U, und der &duflere Faktor ist v(U). Also
ergibt die Summe wie gewiinscht v(U7). O
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Satz 7.6.5: Es qibt genau eine Funktion, die die drei Shapley-Aziome erfillt. Fiir diese Funktion gilt

oy = Y VS o e i),

‘ n!
TCN,i€T

Beweis: Wir leiten die Shapley—Funktion zunéchst aus den Axiomen ab. Wir benutzen die Zerlegung des
Spiels v in die Summanden cpvp aus Lemma 7.6.4. Wir haben nun das Problem, daff manche Koeffizienten
cp negativ sein konnen. Aus dem Summenaxiom folgt allgemein fiir Spiele u<w und v, dafl p(usv)+p(v) =
@(u) ist. Dann ist aber auch p(u <v) = p(u) Sp(v). Also konnen wir das Summenaxiom auf die Summe
aller cpvp anwenden. Es folgt mit der Lésung der Spiele cpvp aus Lemma 7.6.3

piv) =Y wilervr) = > er/t.

TCN TCN,i€T

Nun konnen wir die Werte fiir ¢y einsetzen. Also ist

> Y s

TCN,ieT = SCT

OIS DI I

SCN TCN, Su{i}CT

vi(v)

Sel nun

ICED DR

TCN, Su{i}CT
Sei S = S"U{i}, ¢ ¢ 5. Wir wollen ~;(S) und ~;(S”) vergleichen. Es ergeben sich in der Definition die
gleichen Summanden, nur ist s’ = s < 1. Also ist v;(S) = < (S’). Also ist
pilt) = Y %u(S)(u(S) (s &{i}).
SCN,ies
Um die behauptete Form von ¢ zu erhalten, geniigt es,

(s =1)l(nos)!

firie S
n!

7i(S) =

zu beweisen. Dazu gehen wir einen iiberraschenden Umweg iiber Integrale. Sei ¢ € S. Dann gibt es genau
(727) Koalitionen 7" mit ¢ Elementen und S C T'. Also gilt

EED W M F

s<t<n

Wir schreiben nun 1/t als Integral. Die néachste Gleichheit 148t sich riickwérts trivial verifizieren. Es ist

i (:5)

I

=
T

w
TN
~ 3
te
~—
o
T

-

U
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Die letzte Gleichung folgt wieder aus dem Binomischen Lehrsatz. Wir haben nun +;(S) in eine Form
gebracht, die in der Analysis in allgemeiner Form studiert wurde. Wir erhalten ndmlich ein Integral, das
die Betafunktion definiert. Aus der Analysis folgt nun direkt

(s 1)l(n <s)!
n! ’

7i(S) =

Wir haben noch zu zeigen, dafi die abgeleitete Funktion die Shapley-Axiome erfiillt.

Dazu diskutieren wir folgendes Experiment. Wir betrachten alle n! Permutationen der Spieler. Fiir jede
Permutation lassen wir die Spieler in der zugehorigen Reihenfolge an die Kasse gehen. Wenn vor Spieler ¢
die Spielermenge S* an der Kasse war, erhélt Spieler ¢ fiir S := 5" U {i} die Auszahlung v(S) <v(S &{i}).
Insgesamt wird fiir jede Permutation v(N) ausgezahlt, ndmlich bei der Reihenfolge 41, ..., 14, die Werte

v({ir}) ©v(0),v({i1,i2}) Sv({i}),...,v(N) ©v(N <{i,}). Jeder Spieler erhilt, da fiir i €
v(S) = v({i}) + v(S ={i})

ist, stets mindestens v({i}). Also ist die Auszahlung stets eine Imputation. Wenn wir jedem Spieler den
Durchschnittswert iiber alle Permutationen geben, bleibt diese Eigenschaft erhalten. Was erhilt Spieler ¢
dann? Es gibt (s<l)!(nss)! Permutationen, in denen vor ihm genau die Spielermenge S’ an der Kasse war.
Also erhilt Spieler i bei diesem Experiment im Durchschnitt genau den Shapley-Wert! Spieler, die nicht
im Trager sind, tragen zu keiner Koalition etwas bei und bekommen nie etwas. Also bekommen die Spieler
aus dem Trager alles, d. h. Axiom 1 gilt. Eine Umnumerierung der Spieler verandert das Experiment nicht,
d.h. Axiom 2 gilt. Auch Axiom 3 folgt sehr einfach. Wenn wir das Experiment nacheinander fiir » und
fiir v durchfithren, kommt das gleiche heraus, als wenn wir das Experiment fiir « 4+ v durchfiihren. a

Mit dem zweiten Teil des Beweises haben wir den Shapley-Wert auch gut veranschaulicht. Wir beschlielen
dieses Kapitel mit zwei Beispielen zum Shapley-Wert.

Beispiel 7.6.6: In einem Parlament sitzen vier Parteien mit 10, 20, 30 und 40 Sitzen (analog Aktienbesit-
zer einer AG und ihre Anteile). Wenn ,wie in modernen Demokratien, jeder mit jedem koalitionsfahig ist®,
wollen wir mit dem Shapley-Wert die Macht messen, die die Parteien aus ihren Mandaten ziehen kénnen.
Es sei v(S) € {0, 1} und v(S) = 1 fiir alle Koalitionen, die mehr als 50% der Mandate haben. Dann gibt es
die folgenden Gewinnkoalitionen (nur sie tragen zum Shapley-Wert bei): {2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {1,2,4},
{1,3,4},{2,3,4} und {1,2,3,4}.

Fiir Spieler 1 ist {1,2,3} die einzige Koalition, die ohne ihn nicht gewinnt. Also ist

v1(v) = %: %:0.0833...

Fiir Spieler 2 sind die Koalitionen {2,4}, {1,2,3} und {1,2,4} zu betrachten. Alle erhalten den Faktor
2/41, also ist @a(v) = 3 - % = 0.25.

Fiir Spieler 3 sind die Koalitionen {3,4}, {1,2,3} und {2, 3,4} zu betrachten. Damit ist auch ¢3(v) = 0.25.

Fiir Spieler 4 miissen die Koalitionen {2,4}, {3,4}, {1,2,4}, {1,3,4} und {2,3,4} betrachtet werden.
Damit ist p4(v) =5/12=10.416---.

Also haben die Parteien 2 und 4 mehr Macht als Mandate, wiahrend das fiir die Parteien 1 und 3 genau
umgekehrt 1st.
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Beispiel 7.6.7: Wir betrachten wieder ein Parlament, nun sei die Mandatsverteilung 10, 30, 30 und 40.
Gewinnkoalitionen sind {2, 3}, {2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4} und {1,2,3,4}. Es zeigt sich, dafl
{2, 3,4} Trager des Spiels ist und daB die vierte Partei von ihren 10 zusitzlichen Mandaten nichts hat.
Bs ist @1(0) = 0, pa(v) = ga(0) = pa(0) = 1/3.
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8 Dynamische und Stochastische Optimierung

8.1 Das Problem und einleitende Bemerkungen

Sowohl bei der Linearen Optimierung als auch bei der Ganzzahligen Optimierung werden alle Daten als
bekannt vorausgesetzt, und eine bekannte Funktion muf optimiert werden, um eine gegenwartige Aktion
zu planen. Obwohl diese Problemstellungen in vielen Praxissituationen angemessen sind, gibt es doch
viel allgemeinere Problemstellungen. Die gegenwértigen Daten sind bekannt, dann haben wir eine Aktion
durchzufiihren, gleichzeitig handeln aber auch andere Beteiligte, die Daten einen Zeittakt spater hingen
nicht nur von unserer Aktion, sondern von allen Aktionen ab, in Abhingigkeit von diesen Daten miissen
wir wieder eine Aktion durchfiihren, usw. Hinzu kommt, dafl die Daten zu keinem Zeitpunkt sicher
bekannt sind. Wir kennen, aber auch nur vielleicht, unsere eigene Situation genau, der Erfolg unserer
Aktionen hdngt auch von der Ausgangslage anderer Beteiligter ab. Diese Daten koénnen nur geschétzt
werden. Wir modellieren unser Wissen iiber die Daten durch ein stochastisches Modell, d. h. wir nehmen
an, dal wir die Wahrscheinlichkeiten kennen, mit denen bestimmte Parameter gewisse Werte annehmen.

Was ist nun unser Ziel? Wir wissen, dafl es im allgemeinen fatal ist, den gegenwértigen Gewinn zu ma-
ximieren und nicht in die Zukunft zu planen. Im Leben von Studierenden fiihrt diese Greedy Strategie
dazu, nie Ubungsaufgaben zu lésen. Statt dessen suchen wir einen Handlungsplan, eine Strategie, die
unser Verhalten in allen gegenwéirtigen und zukiinftigen Situationen plant und dabei den erwarteten
Gewinn maximiert. In einem stochastischen Modell kann natiirlich nur der erwartete Gewinn und nicht
der Gewinn maximiert werden. Dieses Modell ist auch dann sinnvoll, wenn wir eventuell spéter zusitz-
liches gesichertes Wissen erhalten. In einem derartigen Fall mufl die Zukunft neu geplant werden. Das
gegenwirtige Verhalten kann natiirlich nur auf dem Hintergrund des gegenwértigen Wissens optimiert
werden. Dabei stellt auch ,,stochastisches Wissen®, d. h. die Kenntnis von Wahrscheinlichkeiten, mit denen
Ereignisse eintreten, Wissen dar.

Wir stellen zunichst allgemeine Resultate fiir Probleme der Dynamischen und Stochastischen Optimie-
rung vor. Dieses Wissen ist notwendig fiir die Losung konkreter Probleme, reicht dafiir aber nicht aus.
Fiir konkrete Probleme miissen die allgemeinen Resultate auf die spezielle Situation angewendet werden,
was Jedes Mal aufwendig sein kann.

Im folgenden diskutieren wir das Grundmodell der Dynamischen und Stochastischen Optimierung.

e S ist eine nicht leere, hochstens abzahlbar unendliche Menge (state space), die die moglichen
»Zustiande“ enthidlt. Der Zustand einer Firma kann sich zusammensetzen aus dem Kontostand,
der Auftragslage, der Qualifikation der Beschaftigten, dem Zustand des Maschinenparks, den Be-
ziehungen zu Kunden, Verwaltung und Politikern, ... Auch hier sehen wir die groflen Freiheiten
bei der Modellbildung. Die einzigen Einschriankungen bestehen darin, dafl wir einen diskreten Zu-
standsraum (hochstens abzéhlbar unendlich, nicht iberabzahlbar unendlich wie R) annehmen (dies
ist keine wesentliche Einschrankung) und daff wir annehmen, den momentanen Zustand erfassen
(oder messen) zu konnen.

o A ist die Menge der durchfiihrbaren Aktionen (Produktionsentscheidungen, Kauf- oder Verkaufs-
entscheidungen, Investitionsentscheidungen, Entscheidungen iiber Einstellungen oder sogenannte
Freistellungen, ...).

o H, ist die Menge der Vektoren, die die Vergangenheit (history) zum Zeitpunkt n beschreiben, d.h.
fir h,, € H, 1st
hn = (s1,a1,...,0n-1,8n) ES X AXxSx...x AxS

ein Vektor, der die Zustédnde s1, ..., s, zu den Zeitpunkten 1,... n und die Aktionen aq, ..., ap_1
zu den Zeitpunkten 1,...,n <1 beschreibt.

Nicht bei jeder Vergangenheit ist jede Aktion tatsichlich durchfithrbar. Bei negativem Kontostand
erhdlt man nicht beliebig viel Kredit, auch nicht, wenn man in der Vergangenheit als Kreditschwind-
ler aufgefallen ist.
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e D, (h) C A beschreibt fiir h € H,, die Menge der bei dieser Vergangenheit erlaubten Aktionen.

e H, soll die Vektoren h € H, enthalten, die tatséighlich moglich sind. Dabei st H; = H, = S,
und H, enthilt alle h, = (s1,0a1,...,an-1,8,) € Hy, fiir die a; € D;(s1,a1,...,s;) fir alle ¢ ist.
Offensichtlich geniigt es, wenn D, (h) fiir h € H,, definiert ist.

e pg beschreibt die a priori Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Anfangszustand. Daher ist pg : S —
[0,1]und ) ¢ po(s) = 1.

e p, beschreibt die Ubergangswahrscheinlichkeiten vom Zeitpunkt n zum Zeitpunkt n + 1. Es soll
pn(h,a,s) fir h € Hy, a € Dy(h) und s € S die Wahrscheinlichkeit sein, bei Vergangenheit
h und gewihlter Aktion a in den Zustand s zu gelangen. Daher ist p,(h,a,-) : S — [0,1] und

Zsespn(h,a,s) =1.

e 7, beschreibt die Auszahlung (Belohnung, reward) zum Zeitpunkt n. Fir h € H, ist r,(h,-) auf
D,, (k) definiert und nimmt Werte in R an. Negative Belohnungen sind Kosten. Also ist 7, (h, a) die
Auszahlung zum Zeitpunkt n bei Historie h und gewihlter Aktion a.

Was ist nun ein Handlungsplan? Eine deterministische Strategie f gibt fiir jede Historie A an, welche
Aktion gewahlt werden soll. Es soll f = (f,) mit f, : S — A sein. Zu (s1, ..., sy) gehort bei Verwendung
von Strategie f sicher die Historie

hp = (51, fi(s1), 82, fa(s1,82), -, fac1(S1, ... 8n—1), 5n) -

Natiirlich verlangen wir, dal f(h,) € Dy(hy) ist. Wir beschranken uns zunichst auf deterministische
Strategien. Randomisierte Strategien erlauben, dal wir statt einer Aktion stets eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf der Menge der erlaubten Aktionen wihlen. Wir zeigen spéter, dafl diese gréfere Strate-
gienklasse keine besseren Strategien enthélt. Dies mag selbstverstindlich klingen, gilt aber nur, weil wir
den Rest der Welt stochastisch und nicht reagierend modelliert haben. Wenn ein Unternehmen an einem
Markt nur einen kleinen Anteil hat, ist dieses Modell angemessen. Wenn es jedoch wie in einem Oligopol
durch seine Aktionen die Bedingungen fiir die anderen Oligopolisten verdndert, reagieren diese, um die
Aktionen zu beeinflussen. Diese Situation wird in der Spieltheorie (Kapitel 7) modelliert. Dort haben sich
randomisierte Strategien in vielen Féllen als den deterministischen Strategien iiberlegen erweisen.

Wenn die Strategie f gewé&hlt ist, ergibt sich in unserem Modell folgender stochastischer Prozefl. Geméaf
po wird der Startzustand s; (Zeitpunkt 1) ausgewdhlt. Wir reagieren mit Aktion a3 = f(s1) und er-
halten die Auszahlung ri(s1,a1). Der Nachfolgezustand ergibt sich gemif der Verteilung pi(s1, a1, ).
Wenn der Nachfolgezustand sq ist, wiahlen wir die Aktion as = f(s1,s2) und erhalten die Auszahlung
r2((s1, a1, $2), az). Der Nachfolgezustand sz ergibt sich gemaf der Verteilung pa((s1, a1, s2), az, -), usw.

Wir miissen in Zukunft viel mit bedingten Wahrscheinlichkeiten rechnen. Wir streuen dann die Rechen-
regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie, die eigentlich bekannt sein sollten, wegen der eventuellen Vergef3-
lichkeit des einen oder der anderen zu gegebener Zeit ein. Es seien P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und A
und B Ereignisse mit P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung,
dafl B eingetreten ist, definiert durch

P(A|B) := P(AN B)/P(B).

Die Gleichung P(AN B) = P(A|B)P(B) gilt trivialerweise auch fiir P(B) = 0. Diese Definition 148t sich
folgendermafBen veranschaulichen, wobei © der gesamte Wahrscheinlichkeitsraum ist.
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Wahrscheinlichkeiten sind MafBle und kénnen in der Abbildung durch Flachenmafle symbolisiert werden.
Der gesamte Raum © hat Mafl 1. P(A) ist der Anteil der Fliche von A an . Was &ndert sich, wenn wir
die gesicherte Erkenntnis gewinnen, dafi das Ereignis B eingetreten ist? Alle Masse konzentriert sich auf
B. Der Anteil von A, der auBerhalb von B liegt, ist unmdglich geworden. Also ist P(A|B) der Anteil der
Flache von ANDB an der Flache von B. Sei F(X) die ,,Flache“ von X. Dann ist P(ANB) = F(ANB)/F ()
und P(B) = F(B)/F (). Also ist F(ANB)/F(B) = P(ANB)/P(B) und P(A|B) ,verniinftig® definiert.
Wir wollen die Wahrscheinlichkeit P¢(sq, ..., s,) berechnen, dafl die Zustandsfolge s, ..., s, unter der
Strategie f entsteht. Das Auftreten der Zustandsfolge ist der Durchschnitt der Ereignisse, daf s; der i-te
Zustand ist. Also folgt

Pi(s1,...,5,) Pi(sa,...,80 | 51)Ps(s1)

Pi(ss,....80 | 51,82)P¢(s2 | 51)Pr(s1)

H Pf(SZ' | 81,...,82'_1)

1<i<n

I pici((sa, F(s1)s o isica) F(sas oo sicn), i)

1<i<n

Fiir ¢ = 1 ergibt sich als Faktor pg(s1). Auch an der Abbildung wird deutlich, daf fiir disjunkte Ereignisse,
d.h. AnB =0, P(AU B) = P(A) 4+ P(B) gilt. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit Py (s,) berechnen,
daBl unter Strategie f der n-te Zustand s, ist. Fiir verschiedene (s1,...,sp-1) € 57~1 sind die Ereignisse
(S1,...,8n-1, 5n) disjunkt. Also ist

Pt (s,) = > Pi(s1,..., ).

(81,..y8n_1)ES™—1

Im konkreten Fall miissen wir uns natiirlich iiberlegen, wie wir konkrete Wahrscheinlichkeiten analytisch
berechnen. Falls |S| = oo, haben wir es mit unendlichen Reihen zu tun. Falls |S| = k, hat die Formel fiir
Py (s,) genau k"~! Summanden, die selber Produkte aus n Faktoren sind. Theoretisch erhalten wir zwar
manchmal lange, aber stets gut zu manipulierende Formeln.

Jetzt konnen wir unser Ziel formalisieren. Die Auszahlung zum Zeitpunkt n ist unter Strategie f,
falls die Zustandsfolge (s1,...,s,) eingetreten ist, rp((s1, f(s1),...,8n), f(s1,...,8,)) oder abgekiirzt
Tn,f(81,...,8n). Die erwartete Auszahlung zum Zeitpunkt n betragt

Rn = Z Pi(s1,...,80)7n (51, ..., 50).
(81,...,50)ES™

Die erwartete Auszahlung unter Strategie f ist also

Gf Z:Rf: Z Rnyf.
1<n<oo

Es sel
G = sup{G; | f zuléssige Strategie}.
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Eine Strategie heifit genau dann optimal, wenn Gy = G ist, und e-optimal, wenn G > G'<¢ ist. Unser Ziel
ist also die Berechnung einer optimalen Strategie oder ersatzweise einer e-optimalen Strategie. Optimale
Strategien miissen natiirlich nicht existieren (Bsp.: Auszahlung nur zum Zeitpunkt 1 von 0 verschieden,
Aktion a (€ N) ergibt Auszahlung 1 <1/a), da G als Supremum nicht angenommen werden muf. Dann
miissen wir uns mit e-optimalen Strategien zufriedengeben. Selbst wenn optimale Strategien existieren,
ist die Berechnung e-optimaler Strategien teilweise vorzuziehen, da diese sich effizienter berechnen lassen
(Abschitzung unendlicher Reihen, usw.).

Eigentlich sind wir zu schnell vorgeprescht, da die Reihen, die R,, ; oder Gy definieren, gar nicht kon-
vergieren miissen. In einem Modell, wo wir nur eine Strategie f haben und zu ungeraden Zeitpunkten 1
DM kassieren und zu geraden Zeitpunkten 1 DM bezahlen miissen, ist ¢ undefiniert. Es bleibt uns also
nichts tibrig, als die Konvergenz zu erzwingen. Fiir Funktionen ¢ : Def(g) — R sei

lgll = sup{lg(z)| | = € Def(g)}
lg]] = sup{max{0,g(x)} | 2 € Def(g)}
||g_ || = sup{emin{0,g(x)} |z € Def(g)}.

Wir machen die generelle Annahme, daf} stets eine der folgenden Voraussetzungen erfiillt ist.
(EN) essentially negative case: 3, . ||| < oo, die Auszahlungen sind im wesentlichen negativ.

(EP) essentially positive case: len«)o |77 || < oo, die Auszahlungen sind im wesentlichen positiv.

(C) convergent case : D 1<, .o |lrall < o0, d.h. (EN) und (EP). Die erwarteten Auszahlungen kon-
vergieren nach dem Majoritatsprinzip fir jede Strategie.

Auch in den Fillen (EN) und (EP) konvergieren die erwarteten Auszahlungen, wenn wir die Konvergenz-
punkte <oo bzw. +oo zulassen.

Im allgemeinen sind die Funktionen r,, durch eine gemeinsame Konstante beschrdnkt. Da unsere Schétzun-
gen fiir die Zukunft kaum fehlerfrei sind, ist es oft sinnvoll, die Auszahlungen zum Zeitpunkt n mit einem
Diskontfaktor o™ fiir ein «v < 1 zu versehen. Dann sind wir automatisch im Fall (C).

Wir beschliefen das einfithrende Kapitel mit einigen Bemerkungen.

1.) Die Fille (EN) und (EP) sind nicht dual zueinander, da wir in beiden Féllen die erwartete Auszahlung
maximieren wollen. Die Ergebnisse fiir die Félle (EN) und (EP) werden sich stark unterscheiden.

2.) Die Bedingungen an die Fille (EN), (EP) und (C) kénnen abgeschwécht werden. Es geniigt natiirlich,
daBl die zugehorigen Reihen fiir alle Strategien konvergieren. In Stopproblemen entstehen beispielsweise
solange Kosten, bis wir die Stopaktion wéhlen und eine Auszahlung erhalten. Danach entstehen weder
Kosten noch Auszahlungen. Wenn ||ry, || < ¢ fiir eine Konstante ¢ und alle n, konvergieren die betrachteten
Reihen.

3.) Ist es nicht allgemeiner, wenn die Auszahlungen auch noch vom erreichten Zustand abhingen diirfen?
Nein, denn dies ist in unserem Modell implizit enthalten, da wir die Auszahlungen um einen Zeitpunkt
verschieben kénnen. Dann ist 71 = 0, und r,(h, @) hangt nicht von a ab.

4.) Der Spezialfall r, = 0 fiir n > N fiihrt zu Problemen mit endlichem Horizont.

5.) Der Spezialfall, dafl p,(h,a,s) = 1 fiir ein s = s(h, a) ist, fiihrt zu Problemen der deterministischen
Dynamischen Programmierung.

Probleme, die wir in Vorlesungen wie Datenstrukturen, GTT oder Effiziente Algorithmen mit Dynamischer
Programmierung 16sen, sind Falle von deterministischen Problemen mit endlichem Horizont. Insgesamt
haben wir ein sehr allgemeines Modell, unter dem sich eine Vielzahl sehr verschiedenartiger wichtiger
Probleme wiederfindet.

8.2 Das Bellman’sche Optimalitatsprinzip

Bellman(1957): , An optimal policy has the property that whatever the initial state and initial decisions
are, the remaining decisions must constitute an optimal policy with regard to the state resulting from
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the first decision®.

Die zitierte Aussage von Bellman scheint trivial zu sein. Sie ist es aber nicht, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 8.2.1: S ={1,2}, A={W,S} (W L weiter, S L stop}, po(1) = 1, im Zustand 1 bleiben wir,
solange wir Aktion W wiéhlen, bei Aktion S wechseln wir in Zustand 2, wo wir stets bleiben. Im Zustand
2 sind die Auszahlungen 0, in Zustand 1 bei Aktion W ebenfalls, nur in Zustand 1 gibt es bei Aktion S
die Auszahlung 1<1/n, wobei n der zugehdrige Zeitpunkt ist. Es ist niemals optimal, die Aktion S zu
wéhlen, da es besser ist, die Aktion S einen Zeitpunkt spéter zu wihlen. Zu jedem Zeitpunkt ist es also
optimal, die Aktion W zu wéhlen, was zu der schlechtestmoglichen Auszahlung 0 fithrt.

Der Haken an diesem fiir viele ,,Qual der Wahl“-Situationen des alltdglichen Lebens typischen Problem
ist die Nichtexistenz optimaler Strategien. Bellman setzt aber klugerweise die Existenz einer optimalen
Strategie voraus. Wir werden sein Prinzip formalisieren und dann verifizieren.

Definition 8.2.2: Fiir y = (s1,...,5,) € 5" und eine deterministische Strategie f sei Gp¢(y) die erwar-
tete Auszahlung ab Zeitpunkt n unter der Bedingung, dafl die ersten n Zustdnde sq, ..., s, sind. Damit
ist G'ns(y) nur wohldefiniert, falls P¢(y) > 0. Falls P¢(y) = 0, sel Gpnys(y) :=0.

Wir geben eine Formel fiir Gy, ¢ (y) an, wobel wir wie auch im folgenden P(A|B) = 0 setzen, falls P(B) =0
ist. Die erwartete Auszahlung zum Zeitpunkt m > n betrigt

Rp(y) = Y. Pr(sngr, - smly) rm(s1, f(s1), - (51, 8m)

Snd41y--8m

Also ist

Gnr(y) = D Rms(w).

n<m<oo

Definition 8.2.3: Fiir eine Historie h = (s1,a1,...,sy) sei A(h) die Menge der Strategien f, die die
Historie A moglich machen, fiir die also f(s1,...s5) = ai fir k& < n gilt. Mit

Gn(h) :=sup{Gns(y)|f € A(h)}

bezeichnen wir den maximal zu erwartenden Gewinn bei Historie h. Fiir y = (s1, ..., sp) bezeichnen wir
mit hn¢(y) die Historie, die aus y und f bis zum Zeitpunkt n entsteht, d.h. a; = f(s1,...,s;) fiir i < n.
Darmit sind die Notationen py, ¢ (y, s) und r, ¢ (y) fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten und Auszahlungen
zu y und f und dem Zeitpunkt n wohldefiniert.

Mit diesen Notationen gilt trivialerweise

Gnyp(y) < Gulhng(y)).

Wir miissen die Ungleichung nur ausfiihrlich ,lesen®. Links steht die erwartete Auszahlung ab Zeitpunkt
n zur bzgl. y und f gebildeten Historie, wenn Strategie f weiter benutzt wird. Rechts steht die erwartete
Auszahlung ab Zeitpunkt n zur bzgl. y und f gebildeten Historie, wenn wir {iber alle Strategien (also
auch f) das Supremum bilden. Auch in Zukunft miissen wir formale Aussagen auf diese Weise lesen. Das
folgende Hilfsmittel der Wahrscheinlichkeitstheorie ist trivial zu beweisen, aber dennoch der Schliissel
vieler Umformungen.

Satz 8.2.4 (Satz von der bedingten Wahrscheinlichkeit): Es sei By, ..., By, eine disjunkie Zerle-
gung des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraumes Q, Dann gilt

P(A) = Z P(A|B;) P(By).
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Beweis: Es gilt

P(A) = PANQ)=PAN |J B)
1<i<m
= > PANB) (Disjunktheit der B;)
1<i<m
= > P(A[B)P(By) (Definition P(A|B;)).
1<i<m

O

Wir zerlegen nun G,y mit Hilfe des Satzes von der bedingten Wahrscheinlichkeit in die erwartete Aus-
zahlung zum Zeitpunkt n und die erwartete Auszahlung ab Zeitpunkt n + 1.

Lemma 8.2.5: Sei f ewne deterministische Strategie. Dann gilt
Gy = D pols) Gisls)
SES

G”f (y) = Tny (y) + anf(ya 5) Gn+1,f (ya 5)'
SES

Beweis: Die erste Aussage kann als Spezialfall der zweiten Aussage fiir den Zeitpunkt n = 0 aufgefafit
werden. Es gibt dann keine Historie, und die einzige Aktion ist Warten. Auflerdem ist 7o = 0, der Zustand
s zum Zeitpunkt 1 wird mit Wahrscheinlichkeit po(s) erreicht.

Wir zeigen daher nur die zweite Aussage. Es ist

Crs() = Y Ros(v)

n<m<oo
fiir y = (s1,...,8,). Da mit f und y die Historle bis zur n-ten Aktion feststeht, ist R, ¢(y) = rps(y) die
deterministische Auszahlung zum Zeitpunkt n.
Fir m > n ist

Roply) = Z Pi(spnt1,- -, 5mlY) Tms (Y, Snt1, - - -5 5m) (Definition)

SndlySm

Z Z Pr(sn41|Y) Pt (Sn42s - SmlY, Snt1) Pmp (Y, Snt1, .-, m)  (bed. W keit)

Sn41 Sn42,--5m

anf(y’s) Z Pf(5n+2""5m|(y’5)) rmf((y,s),5n+2,...,5m)

Sn42,-Sm

= anf(y, S)Rmf (y’ 5)'

Also 1st
Crg(¥) = s+ D D Pas(5) Rusly,s)

n<m<oo 8

= ras(¥) + Y Par(y,5) Gusrs(y,5).
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Um einigermafen iiberschaubare Formeln zu behalten, bendtigen wir Abkiirzungen, die wir dann aber
auch wie Vokabeln lernen miissen, um uns verstindigen zu kénnen.

Definition 8.2.6: Fiir Funktionen v : S"*! — R := R U {&00, +00} sei A, v : S” — R definiert durch

Ango(y) = rag(¥) + D Pos (9, 5)0(y, s).

Da Ay; auf Funktionen angewendet wird, bezeichnen wir A, ; als Operator. Wir wenden den Operator
nur in Situationen an, in denen die rechte Seite konvergiert. Um mit dem Operator verniinftig arbeiten zu
kénnen, miissen wir ihn richtig lesen. Gegeben sind wieder n, y und f. Wir erhalten zum Zeitpunkt n die
normale Auszahlung r,¢ und zum Zeitpunkt n + 1 in Zustand s die Endauszahlung v(y, s). In dieser Si-
tuation betragt die erwartete Auszahlung A, rv(y). Wenn v = Gh4q ¢ ist, erhalten wir als Endauszahlung
die ,,richtige” erwartete Auszahlung. Lemma 8.2.5 kann daher verkiirzt geschrieben werden.

Lemma 8.2.7: Gy = ApiGrgrs.
Mit Operatoren kénnen wir nun abstrakt arbeiten. Wir werden haufiger die folgenden beiden trivial aus
der Definition folgenden Eigenschaften anwenden:
v<w = Anpv < Appw
Anf(v+c¢) =Anpv+ ¢ fiir ¢ konstant.
Lemma 8.2.8: Gt(y) = kli}m AnfAnii - Aogr s 0(y).
(o]
Auf der linken Seite steht die erwartete Auszahlung ab Zeitpunkt n. Auf der rechten Seite wenden wir
Operatoren auf die Nullfunktion an. Nach unserer Interpretation erhalten wir die korrekte Auszahlung fiir

die Zeitpunkte n, ..., n+k und dann die SchluBzahlung 0. Fiir £ — oo sollte dies die korrekte Auszahlung
bei Strategie f sein. Auch im folgenden sollten uns die Aussagen schon klar sein, bevor wir sie beweisen.

Beweis von Lemma 8.2.8: Fiir alle konvergenten Reihen gilt

Gar()= Y, Rms(y)=lim > Rns(y).

k—oco
n<m<oo n<m<n+k

Den letzten Ausdruck hinter dem lim-Zeichen bezeichnen wir mit E,;(y). Dann geniigt es zu zeigen, daf

Eoi(y) = Ang - Mg £0(y)

ist. Dies zeigen wir durch Induktion iiber k. Fiir £ = 0 ist

Eno(y) = Rag(y) = ras(y) = Ans0(y).

Im Induktionsschritt wenden wir die Induktionsvoraussetzung fiir £ <1 und n 4+ 1 an. Es gilt

E(y) = 3. Rus(W)

n<m<n+k

= Ruf(y) + Z anf(y, s)Rmy(y,s) (Satz 8.2.4, ,bedingte W’keit“)
n<m<n+k s

= s+ perWs) D Rusly,s)

n<m<n+k
= rof(y) + anf(y, $)Ang1 7 - Anyi f0(y,s) (Ind.vor.)

= Anr Mg1s.- Aoy Oy, s) (Def. von Ayyp).
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Nun kommen wir zur Formalisierung des Optimalitatsprinzips. Da wir fiir Zustandsfolgen mit Wahr-
scheinlichkeit 0 keine Aussage treffen koénnen, bezeichnen wir mit dem Tréger T;,; die Menge aller y € S™
mit Pr(y) > 0. AuBerdem sei 77 = {s | po(s) > 0}.

Satz 8.2.9 (Bellman’sches Optimalititsprinzip):

Falls <00 < G < o0, sind die folgenden drei Aussagen dquivalent.

(1) f ist eine optimale Strategie.
(2) Gis(s) = G1(s) fir alle s € T1.
(3) Gns(y) = Gnlhns(y)) fir alle y € Ty und alle n € N.

Beweis: (1) = (2) Sei f optimal, aber G14(s*) < G1(s*) fiir ein s € T7. Nach Definition von G; gibt
es eine Strategie ¢ mit G14(s*) > G1f(s*). Wir definieren die Strategie h durch

h(s1,...,8n) = f(s1,...,8n), falls 51 #s™, und
h(s1,...,8n) = g(s1,...,8n), falls s; = s*.

Offensichtlich ist Gip(s) = Gip(s), falls s1 # s* und Gia(s) = Gig(s), falls s1 = s*. Da s* € T3, ist
po(s*) > 0. Da G € R folgt

G =Gy = Zpo ) Gi(s) (Lemma 8.2.5)
= Zpo ) G1y(s) +po(s™) Giy(s™)

sEs*

<D po(s) Gigls) +po(s7) Gig(s™) (G ER)
sEs*

= Zpo Gin(s) = Gy < G (Lemma 8.2.5),
offensichtlich ein Widerspruch.

(2) = (1) Sei g eine beliebige Strategie, dann ist fiir s € 71 : G1p = G1(s) > Gig(s).

Es folgt: Gy =" po(s) Gis(s) > >, po(s)Gig4(s) = Gy, und damit ist f optimal.

(2) = (3) Wir beweisen die Behauptung mit Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung genau
die Voraussetzung. Fiir den Induktionsschlufi nehmen wir die Existenz eines Paares (y,s*) € Thy1 ¢
mit y € 57, s* € S und Gry1,¢(y, %) < Gryi1(hnt1,¢(y,s*)) an. Nach Definition von G,y1 existiert
eine Strategie ¢ mit Gpy1 ¢ (Y, ™) < Grg1,4(y,5"), wobel ¢ € A(hpy1,¢(y, s¥)) ist, d.h. g stimmt in der
Vergangenheit auf Teilfolgen von y mit f iberein. Wir versuchen, f zu verbessern und setzen

h(s1,...,8m) = [f(s1,...,8m), falls m < n oder (s1,...,sn41) # (y,57),

h(s1,...,8m) = g(s1,...,8m), sonst.

Da h und f bis zum Zeitpunkt n iibereinstimmen, ist h € A(hn¢(y)). Es folgt
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an(y) Anf Gn+1,f(y) (Lemma 827)

Paf(¥) + 2o Pas(y,5) Gy s(y, ) (Definition Ay ;)
Y)+ O Pop(¥:5) Gua1,#(Y,8) +Pnp(y,5°) Gri1f(y, s7)

(
(
SES*
(
(

Tnf

< rap(y) + ;tZ Pri(¥,8) Gnar, (Y, 8) +Pnf(¥,57) Gnyr,g(y,s7) (da pnt(y,s™) > 0)

Pan(Y) + 2 ozer Prn(Y:8) Grprn(y,8) + Pan(y, 87) Gagan(y, )
Anh Gry1,0(y) = Gan(y) < Gulhag(y))

nach Definition von G,,. Dies ist ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.

(3) = (2) Dies ist trivial, da die Voraussetzung fiir n = 1 die Behauptung beinhaltet. 0

Uns ist also die Formalisierung und Verifikation des Bellman’schen Optimalititsprinzips gegliickt.

8.3 Die Bellman’sche Optimalitatsgleichung

Wir stellen zunéchst das Hauptresultat dar.

Satz 8.3.1 (Bellman’sche Optimalititsgleichung):

G=> po(s) Gi(s)
Gp(h) = sup{rp(h,a) + an(h, a,s) Gpyi(h,a,s) | a € Dy(h)}

Wieder 148t sich festhalten, daf wir nur die zweite Gleichung beweisen miissen, da die erste Gleichung
den Spezialfall n = 0, einzige Aktion zum Zeitpunkt 0 ,, Warten®, Auszahlung 0 zum Zeitpunkt 0, be-
schreibt. Die Optimalitdtsgleichung gilt, auch wenn keine optimale Strategie existiert. Wenn wir G 41
kennen (z.B. ist bei endlichem Horizont G 41 = 0), kénnen wir G, durch Ldsung einer einfachen Maxi-
mierungsaufgabe berechnen. Dies mag schwierig sein, wenn der Aktionenraum unendlich oder komplex
ist. Es gibt jedoch viele Anwendungen mit endlichem kleinem Aktionenraum. Aus sup wird maz, und
wir kénnen die endlich vielen Werte rechts ausrechnen und das Maximum bilden. Allgemein ist die Inter-
pretation der Optimalitdtsgleichung einfach. Wenn wir die Aktion ¢ € D, (h) wahlen, kommen wir mit
Wahrscheinlichkeit p,(h,a,s) in den Zustand s. Das Supremum der zu erwartenden Gewinne ist dann
Gpy1(h,a,s). Da wir zum Zeitpunkt n zusatzlich r,(h, a) erhalten, gibt der Klammerausdruck das Su-
premum der zu erwartenden Auszahlungen bei Aktion a an. Hieriiber das Supremum tiber alle Aktionen,
sollte das Bestmogliche sein. Der Operator £,, wird hier die Rolle spielen, die der Operator A, ; in Kapitel
8.2 hatte.

Definition 8.3.2: Es sei K, := {(h,a)lh € Hp,a € Dy(h)}. Fiir w: Hypp — R sei Low: K, > R
definiert durch
(Low)(h,a) :=rp(h,a) + an(h, a,s) w(h,a,s).

Wir wollen eine Beziehung zwischen £,, und A, ¢ herstellen. Sei f € A(h) und y die Zustandsfolge in A.
Dann ist

(En Gn+1)(ha f(y)) = rn(ha f(y)) + an(ha f(y)a 5) Gn+1(ha f(y)a 5)'
Sei nun hp41,¢(y) die Historie, die f bei anfanglicher Historie y erzeugt. Dann ist

(Ang(Grgr 0 hnpr )W) = Tag(¥) + Y Pas(y:5) Guyr(hngs s (v, 9))

= ([,n Gn+1)(ha f(y))

90



Beweis von Satz 8.3.1: Die Behauptung 148t sich mit Hilfe von £,, neu formulieren:
Gp(h) = sup{(Ly Gnt1)(h,a) | a € Dy (h)}.

»<¢ Falls ,>“ gilt, gibt es eine Strategie f € A(h), fiir die Gny(h) grofer als die rechte Seite der
Behauptung ist. Nach Lemma 8.2.5 ist

Grr(h) = (W) + D Pns(y,5) Guyr s (v, 9).

Da f € A(h), ist
Gn+1,f (y’ 5) < Gn-l-l(h’ f(y)’ 5)'
Also ist

2
3
<
=
IA

r”(h’ f(y)) + an(h, f(y)a 5) G”-l'l(ha f(y)a 5)

IA

sup{rp(h,a) + an(h, a,8) Gpy1(h,a, s)|a € Dy(h)},

im Widerspruch zur Annahme.

»>“ Zunichst nehmen wir an, dal Gp41(h, a,s) < oo fir alle s € S mit p,(h,a,s) > 0 und ein festes
(h,a) € K, ist. Die Zustandsfolge in h sei . Fiir jedes ¢ > 0 gibt es nach Definition von G, 41 eine
Strategie f*) € A(h,a,s) mit

Gn-l—l,f(s)(xa s) > Gpy1(h,a,s) Se.

Sei nun f € A(h, a, s) beliebig. Wir setzen nun f* aus den guten Strategien ) und der Dummy-Strategie
f fiir die Zustédnde, die mit Wahrscheinlichkeit 0 erreicht werden, zusammen.

"

f ) = f(s)(ym), falls m > n + 1 und yo41 = (z, s),
I

Ym
Ym) = [flym) sonst.
Damit ist f* € A(h,a, s) fir alle s. Falls p,(h, a,s) > 0, ist

Grtipe(2,8) = Gopq por(x,8) > Guyi(h, a,s) &e.
Also ist

G (h)

Y

Gpe(2) = Tnpe (@) + Y Page(2,5) Gy po (2, 5)

> rp(hya)+ an(h, a,8) (Guy1(h,a,s) <)

(,Cn Gn+1)(h, Cl) €.

Da diese Aussage fiir alle £ > 0 gilt, folgt G, (h) > (Ly, Gni1)(h,a) fiir alle a € D, (k) und damit die
Behauptung.

Falls p,(h,a,s*) > 0 und Gpy1(h, a, s*) = oo, sind wir im Fall (EP). Jetzt gibt es fiir k¥ € N eine Strategie
S € A(h,a,s*) mit G,y oo (2,5%) > k. Dann folgt fiir beliebige k € IN
Ga(h) > Gy pw (@) =ra(h,a) + Y pa(h,a,s) Gopy goo(2,s)

> ra(h,a)+kopa(hias) e > |l
nt+l<m<oo
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Die letzte Reihe konvergiert im Fall (EP). Da wir k beliebig grof8 wihlen kénnen, folgt G, (h) = oo und
damit die Behauptung. ad

Was niitzt uns die Optimalitdtsgleichung? Bei Problemen mit endlichem Horizont kénnen wir daraus
G und jeweils eine optimale Aktion (bei endlichem Aktionsraum) ausrechnen. Dies wird in vielen Al-
gorithmen nach der Dynamischen Programmierung ausgenutzt. Als Beispiele seien genannt: Optimale
Klammerung bei Multiplikation vieler Matrizen, kiirzeste Wege in Graphen, Rucksackproblem (Daten-
strukturen), Cocke-Younger-Kasami Algorithmus zur Syntaxanalyse fiir kontextfreie Sprachen, Umwand-
lung regulérer Sprachen in reguldre Ausdriicke (GTI), Rucksackproblem, Traveling Salesman Problem
(Effiziente Algorithmen). Die Liste kann erweitert werden durch die Konstruktion optimaler Codes, die
Konstruktion optimaler Suchbdume, usw.

Und bei Problemen mit unendlichem Horizont? Wir kénnen auf analoge Weise e-optimale Strategien be-
rechnen, indem wir kiinstlich einen endlichen Horizont N (N grof}) schaffen, wobei N so grof} ist, daf§ der
Fehler € nicht iibersteigt. Es gibt jedoch Moglichkeiten, Funktionalgleichungen wie die Bellman’sche Op-
timalitatsgleichung zu 16sen oder auch (mit Intuition fiir das spezielle Problem) eine Ldsung zu raten, z.B.
indem G, fiir eine vermutete optimale Strategie berechnet wird. Aber nicht jede Losung der Funktional-
gleichung mufl mit ,, libereinstimmen! Wir wissen nur, da} (G, die Funktionalgleichung erfiillt. In den
Féllen (EP) und (C) kénnen wir G,, als eine spezielle Losung der Bellman’schen Optimalititsgleichung
charakterisieren.

Wieder arbeiten wir mit geeigneten Operatoren.

Definition 8.3.3: Fir w: Hy,41 — R sei Upw : Hy — R definiert durch

Upw(h) = sup{(Lyw)(h,a) | a € Dy(h)}.

Die Bellman’sche Optimalitétsgleichung lautet nun G, = U, Gp41.

Satz 8.3.4: Im Fuall (EP) ist (Gy,) die punktweise kleinste aller Lésungen (wy,) der Optimalititsgleichung
unter der Nebenbedingung

wy(h) > <:>Z [|r]] fir alle n und A.

m=n

Beweis: (G,,) genligt offensichtlich selber der Nebenbedingung. Sei nun (w,) eine beliebige Losung der
Optimalitatsgleichung, die der Nebenbedingung geniigt. Wir miissen G (h) < wy,(h) fir alle h € H,
beweisen.

Sei Ry, := > ||r]l- Im Fall (EP) ist R, eine Nullfolge. Da w, der Nebenbedingung geniigt, ist
n<m<oo
wp(h) + Ry, > 0 fiir alle n € Nund h € H,. Sei nun Gpo := 0 und Grg = U, Gt k—1. Wir greifen nun
auf Satz 8.4.3 vor, der besagt, daf3
lim G, = G,

k—00
ist. Wir zeigen hier G, < wy + Ry Fir k — oo folgt daraus die Behauptung. Fiir & = 0 ist
Grno =0 < wy + Ryyo.

Fiir den Induktionsschritt kénnen wir Gp41 r < Wny1 + Rpyry1 voraussetzen. Also ist

Gn,k+1 == un Gn+1,k S un(wn+1 +Rn+k+1)
= UpWpt1 + Bngrs1 = Wy + Rpgpta.

Hierbei haben wir ausgenutzt, daB U, monoton ist und additive Konstanten herausgezogen werden
kénnen. i
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Satz 8.3.5: Im Fall (C) ist (G),) die einzige Lésung (wy) der Optimalititsgleichung unter der Nebenbe-

dingung
lwall < 37 Nemll-

n<m<oo

Beweis: Wieder ist klar, dafi (G,) selber die Nebenbedingung erfiillt. Sei (wy,) eine Lésung der Op-
timalitédtsgleichung, die die Nebenbedingung erfiillt. Wir wollen G, = w, oder, was Aquivalent ist,
|Gy, Swy || = 0 beweisen. Da (G,,) und (wy,) die Optimalitdtsgleichung erfiillen, gilt

G (h) Swn(h)| = [sup{(LnGni1)(h,a)|a € Dn(h)} Ssup{(Lnwny1)(h, a)]a € Dn(h)}]
< sup{|(LaGni1)(h, @) &(Lnwnia)(h, a)|[a € Dy (h)}.

Diese letzte Ungleichung gilt allgemein fiir die Vertauschung von | - | und sup (Ubungsaufgabe). Nach
Definition von £, folgt

|G (h) Sw,(h)] < sup{|rn(h,a)+an(h,a,5)Gn+1(h,a,s)<:>rn(h,a)

&> pa(h,a,s)wngi(h,a,s)||a € Dy(h)}

5

Sup{zpn(h’a a, 5)|Gn+1(ha @, 5) <:>wn+1(ha @, 5)| |Cl € D”(h)}

5

sup{)_ pu(h, @, $)||Gns1 Swnsall|a € Da(h)}

IA

IA

= ||Gn+1 <:>wn+1||~

Da diese Ungleichung fiir alle h € Hy, gilt, folgt ||G,, Sw,]| < ||Gn1Swn41|| und nach k-facher Tteration

IGn wall < |Gnpr Swnirll < N Grsll + [wn ]
< 2 > rmll =0 fiir k— oo in Fall (C).
n+k<m<oo
Also ist ||Gp ©wy|| = 0 und G, = wy,. O

Wir werden spéiter in konkreten Fillen sehen, dafi uns diese abstrakten Charakterisierungen in den An-
wendungen tatsichlich helfen.

8.4 Eine Methode fiir die Approximation des optimalen Gewinns

Wir arbeiten mit den bereits in Kapitel 8.3 vorgestellten Funktionen G, .
Definition 8.4.1: G, : H, — R ist definiert durch Gpo := 0 und G,,; := Un Gy - fiir n, kb € N

n+k—1
Lemma 8.4.2: G, (h) = sup{ Z Ry f € AR}

Mit dieser Aussage wird die formale Definition von Gy belebt. Gy (k) ist der maximal innerhalb von
k Zeittakten bei Historie h erreichbare Gewinn. Wenn das so ist, sollte G,y — G, fiir & = co gelten.
Zunichst beweisen wir jedoch die angegebene Charakterisierung von Gpy.
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Beweis von Lemma 8.4.2: Wir bezeichnen die rechte Seite der Behauptung mit Vy,; (k). Wir zeigen
die Behauptung Gpx = Vik, iIndem wir zeigen, dafl V,p wie G definiert ist, d.h. V0 = 0 und V,;, =
Un Vg1 k—1. Die Aussage V0 = 0 gilt offensichtlich, da dann die betrachtete Summe leer ist. Parameter,
die einen oberen Index (m) erhalten, beziehen sich auf das abgednderte Problem, in dem die Belohnungen
ab Zeitpunkt m auf 0 gesetzt worden sind. Da in der Definition von V;,;(h) nur Zeitpunkte bis n + k <1

(ntk)

vorkommen, kénnen wir R,,; durch Rmf ersetzen. Also ist nach Definition von G,

Var(h) =sup{ > RUFI W) f e AR} =GPH(n).

n<m<oo

Es folgt mit dieser Gleichung fiir (n, k) und (n + 1,k <1) und der Optimalitédtsgleichung

Vnk = Ggln-l—k) U Ggln_l:l—lk) unvn-l—l,k—l'

Satz 8.4.3: Im Fall (EP) gilt G, = limy_, o0 Gy i flir alle n € N.

Beweis: Wir nehmen zunéchst 7, > 0 an. Dann gilt

Z Rimg(y) — Z Rp¢(y) fiir k — oo

n<m<n4k—1 n<m<oo

fiir alle f € A(h), und der linke Ausdruck ist monoton wachsend in k. Fiir monoton wachsende Folgen
kénnen lim und sup vertauscht werden. Daher folgt

Gp(h) sup {Z Ry (y

fea(n

n+k—1

= 1 R
o Gl 2, s o

n+k—1
= lim p { Rm
= lim Gnk( ),
k—o0
wobei die letzte Gleichung aus Lemma 8.4.2 folgt.
Im allgemeinen (EP)-Fall setzen wir v/, := r, + ||r,;||. Dann ist v/, > 0. Fiir diese Auszahlungsfunktion

ist die Behauptung richtig. Nach Lemma 8.4.2 ist

G;Lk:Gnk‘i' Z ||7°;1||,

n<m<n4k—1

da die Summanden ||r,,|| sichere Auszahlungen sind. Daher ist auch

=Gt Y Il

n<m<oo

Nach dem ersten Teil des Beweises gilt G/, — G},. Da die ||r,||-Reihe im Fall (EP) konvergiert, folgt
Gur — Gy O

Wir haben die Aussagen von Satz 8.4.3 allgemein motiviert, nun aber nur im Fall (EP) bewiesen. Das
hat seinen guten Grund, wie folgendes Beispiel zeigt.
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Beispiel 8.4.4: Tm Fall (EN) gilt nicht immer Gp — G,. Sei S := Ny, A := {3,4,5,...}, Do(h) :
fiir alle A und n, po(1) := 1, pap(h,a,j) := p(sn,a,j) mit p(0,a,0) := 1, p(1l,a,a) := 1, p(2,a,0) := 1/a,
p(2,a,2) := 1<1/aund p(s,a,s 1) := 1 fiir s > 2.

I
S

Im Zustand 0 bleibt man fiir alle Ewigkeiten sitzen. Im Zustand 1, dem Startzustand, kann man wéhlen,
in welchen Zustand s > 3 man wechselt. Aus den Zustdnden s > 3 steigt man schrittweise in den
Zustand 2 ab. Im Zustand 2 bleibt man eine Weile, bis man schliefilich in den Zustand 0 féllt. Die
Verweildauer (erwartete Verweildauer) im Zustand 2 kann durch die Aktionen beeinfluft werden. Nun zu
den Auszahlungen. Es sei r(2,a) := <l /a, 7(3,a) := <l und r(s,a) := 0 fiir s ¢ {2, 3}.

Fir s, € {3,...,k+ 2} ist Gpr(h) = &1, da wir in k <1 Schritten sicher Zustand 3 erreichen, und in
Zustand 2 durch Wahl geeigneter Aktionen die Kosten beliebig klein machen kénnen. Fiir alle anderen
Zustande s, ist Gui(h) = 0, da wir fiir s, = 1 die Aktion ¢ = k + 2 wihlen kénnen. Insbesondere ist
G (1) = 0 fiir alle k. Fiir jede Strategie f ist f(1) = a € A. Nach a <1 Schritten erreichen wir Zustand
3 und zahlen eine Einheit. Also ist G1f(1) < <l fiir alle f und G1(1) < <1, d.h. G1x(1) A G1(1). Was
gilt fiir G(2) und G4 (2)7 (Ubungsaufgabe).

Das Beispiel basiert darauf, dafl wir notwendige Kosten beliebig weit in die Zukunft vertagen kénnen,
ohne ihnen aber endgiiltig ausweichen zu kénnen.

8.5 Die Existenz optimaler Strategien und das Optimalitatsprinzip

Wir haben Kenntnisse iiber Eigenschaften von G,, erarbeitet. Wann und wie kénnen wir diese Maximal-
gewinne realisieren? Eine natiirliche Bedingung scheint zu sein, zu jedem Zeitpunkt eine optimale Aktion
zu wihlen. Dieses Kriterium greift allerdings nur im Fall (EN).

Satz 8.5.1 (Optimalititsprinzip): FEs sei der Fall (EN) gegeben und G > <oo. Dann ist die Strategie
f genau dann optimal, wenn fir allen € N und y € T, ; die Aktion f(y) die Funktion (L,Gpny1)(hny(y), )
(s. Definition 8.3.2) auf Dy (hns(y)) mazimiert.

Beweis: ,,=“ Fiir diesen Beweisteil brauchen wir die Voraussetzung (EN) nicht. Es geniigt oo < G < 00
zur Anwendung des Bellman’schen Optimalitatsprinzips (B. O.). Sei also f optimal, n € N, y € T,,; und
h := hn¢(y). Dann ist

(LnGnt1)(h, f(y)) = (Mnp(Gng10hnyif))(y) (s. vor Beweis Satz 8.3.1)
= AnjGnyrr(y) (B.O.)
= Grs(y) (Lemma 8.2.5)
= Gup(h) (B.0O.)
= sup{(L£nGny1)(h,a)|a € Dy(h)} (Optimalitatsgleichung).

Also maximiert f(y) die Funktion (£,Gpy1)(h, ) auf Dy (h).
y=“Firn eNund y € 1), ist

(Anf(Grt1 0 hny1, ) (y) = (LaGaya)(h, f(y) (s. vor Beweis Satz 8.3.1)
= sup{(LnGnt1)(h,a) |a € Dy(h)} (Voraussetzung)
= Gu(h) = Gplhns(y)) (Optimalitatsgleichung).

Es folgt induktiv fiir alle n € N und alle s € T7:
(Atg - Aug Gyt © hasr )(s) = G (5).
Des weiteren gilt

(Anp(Gryr o b ) y) = (LaGnir)(h, f(Y))
= ros(¥) + > Pns(y,9)Gnyr(h, F(y),s) (Definition £,)

rpw)+ Do ekl

nt+l<m<oo
= (Ans0)(y) + Ra,

IA
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wobel wir R, als die letzte Summe in der vorletzten Gleichung definieren.

Mit Hilfe der Monotonie der A-Operatoren folgt

Gi(s) = (Aig. Anap(Grgrohagrf))(s)
Avg oo Ao p (Ang 0)(y) + Ra)
(Alf .. AnfO)(S) + R,.

A

Im Fall (EN) gilt R, — 0 fiir n = co. Nach Lemma 8.2.8 ist
Glf(s) = klgrc}o(Alf .. Aka)(S)

Zusammen folgt nun G1(s) < Gis(s). Da aber stets gilt G17(s) < G1(s), ist G1 = G1y auf T7. Nach dem
Bellman’schen Optimalitatsprinzip ist f optimal. a

Dieser Beweis zeigt auch deutlich, dal wir bereits eine machtige Theorie aufgebaut haben. Wir haben im
wesentlichen nur alte Ergebnisse gut zusammengeklebt.

Korollar 8.5.2: Im Fall (EN) und G > <0 ist f genau dann optimal, wenn

Gnl(hnf(y) = (LaGnt1)(hns(y), f(y)) fir allen € N und y € T, ist.

Beweis: Das Korollar folgt aus der Definition von £, und Satz 8.5.1. i

Beispiel 8.5.3: Im Fall (EP) und G < oo ist die in Satz 8.5.1 gegebene Bedingung nicht hinreichend fiir
die Optimalitét einer Strategie.

Sei S :=Nund A := {STOP, WEITER}. Die D,,-Mengen sind so definiert, dal die Aktion STOP genau
dann durchgefithrt werden darf, wenn sie noch nicht durchgefiihrt wurde, wihrend die Aktion WEITER
immer ausgefiihrt werden darf. Start ist im Zustand 1, von Zustand s wechselt man mit Sicherheit in
den Zustand s+1. Die Belohnung ist bei Aktion STOP im Zustand s gerade 1 <1/s und sonst 0. Dieses
Beispiel ist eine Formalisierung unserer schon diskutierten ,,Qual der Wahl“ Situation.

Es ist G, (h) = 1 fiir alle Historien h, die Aktion STOP noch nicht enthalten. Wir kénnen 1<e tibertreffen,
wenn wir lange genug warten, bevor wir Aktion STOP wahlen. Es ist Gy, (h) = 0 fiir alle Historien h, die
Aktion STOP enthalten. Die Strategie f, die stets Aktion WEITER wahlt, ist die schlechteste, aber sie
geniigt dem Optimalitatsprinzip, wie wir jetzt zeigen.

Es sei h, = (1, WEITER, 2, WEITER, ..., WEITER, n) die einzige Historie mit positiver Wahrschein-
lichkeit unter f. Dann ist (s.0.) Gp(hns(y)) =1 fiir y = (1,2, ..., n). Andererseits ist

(LrnGrg1)(hng(y), f(y)) = max{rns(1) + Grg1(hn, STOP, n+ 1), r,¢(2) + Gry1(hn, WEITER, n + 1)}
=max{l<1/n+0,0+1}=1.
Also ist die Bedingung aus Korollar 8.5.2 erfiillt.

Warten ist zwar zu jedem Zeitpunkt besser als Zugreifen. Wer aber nie zugreift, erhilt gar nichts.

Satz 8.5.4: Im Fall (EN) existiert eine optimale Strategie, wenn fir alle n € N und alle h € H, die
Funktion (LnGri1)(h, ) auf Dy (h) ihr Supremum annimmt.

Beweis: Fir G = <00 ist der Satz wahr, weil dann jede Strategie optimal ist.

Sei also G > <oo. Wir definieren f induktiv. Fiir h € Hy, sei M,,(h) die Menge der Maximumpunkte fiir
(£, Grt1)(h,-). Nach Voraussetzung ist M, (h) # @. Wir wihlen f(s1) beliebig in M;(s1). Fiir y € 5"
wahlen wir f(y) beliebig in M, (hnt(y)). Damit ist f nach Korollar 8.5.2 optimal. a
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Wir bemerken nur, dafl die Bedingung in Satz 8.5.4 nicht notwendig fiir die Existenz einer optimalen
Strategie ist. Sie kann natiirlich ohne weiteres fiir Historien, die bei optimalen Strategien nicht erreicht
werden, verletzt sein.

Korollar 8.5.5: Im Fall (EN) existiert eine optimale Strategie, wenn fir alle n € N und alle h € H,
die Menge Dy, (h) endlich ist.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 8.5.4. i

Die Mathematische Analysis stellt uns eine Fiille von Bedingungen zur Verfligung, die mit Satz 8.5.4
hinreichend fiir die Existenz optimaler Strategien sind. Die Kenntnis der Existenz optimaler Strategien
kann manchmal auch beim Nachweis der Optimalitét einer Strategie helfen. Wenn es uns gelingt, fiir alle
bis auf eine Strategie zu zeigen, daf sie nicht optimal sind, haben wir die iibrig gebliebene Strategie nur
dann als optimal nachgewiesen, wenn wir wissen, dafl es eine optimale Strategie gibt.

8.6 Markoffsche Modelle, stationdre Modelle

Definition 8.6.1: Ein Problem heifit Markoff-Problem, wenn D,, p, und r, nur noch vom letzten
erreichten Zustand (und von n) abhingen, d.h.,

(1) Dn(h) = Dy (sn).
(2) pn(h,a,s) =ph,(sn,a,s).
(3) rp(h,a) =7 (sn,a).
Eine Strategie heifit Markoff-Strategie, wenn f, (k) nur von s, abhangt.

Man beachte, dafl eine Markoff-Strategie f = (f,,) nur aus Abbildungen f, : S — A besteht.

Satz 8.6.2: Bei Markoff-Problemen hingt G, nur von s, ab, d. h. wir kénnen Gp(sn) := Gn(h) fir h
mit n-tem Zustand s, definieren. Die Optimalititsgleichung fiir Markoff- Probleme lautet dann

Gn(s) = sup {ra(s,a) + an(s, a, j)Grn1(5)}-

a€D () E

Hierbei haben wir schon die Notation vereinfacht, also (&, als Funktion auf S bezeichnet, analog fiir »,,
D,, und p,,.

Beweis von Satz 8.6.2: Wenn (¢, nur vom letzten Zustand abhéngt, folgt daraus sofort die angegebene
Form der Optimalitétsgleichung. Bleibt also zu zeigen, daf G, nur vom letzten Zustand abhéngt.

Sei nun f € A(h). Dann kann f,(s1,...,...,8m) von s1,..., s, abhéngen.
Wir betrachten die Werte Gpy¢(s1, ..., 5 ) fiir festes s,,. Wenn in der Menge dieser Werte ein maxima-
ler Wert G (51,80, 854155 Sm_1,5m) ist, setzen wir f¥ (sm) = f(51,. .-, 8n,Sp1 1, Spu_1, Sm)-

Wenn die Menge beschrankt ist, wahlen wir einen Wert, der sich um héchstens /2™ vom Supremum
unterscheidet und definieren f (sm,) entsprechend. Falls die Menge unbeschrankt ist, wahlen wir einen
Wert, der grofler als eine vorgegebene Konstante ist. Mit dieser Markoff-Strategie f* kdnnen wir die Giite
von f  fast® erreichen. Dies 148t sich fiir ' < oo folgendermaflen zeigen. Wenn wir f* nur zum Zeitpunkt
n und dann f anwenden, verlieren wir gegeniiber f hochstens einen Gewinn von £/2™. Wenn wir f* nur
zu den Zeitpunkten n, ..., m und dann f anwenden, ist der Verlust gegeniiber f durch /2" +...+¢/2™
beschrankt. Also ist der Verlust von f* gegeniiber f durch e beschrinkt. Damit ist das Supremum al-
ler erwarteten Gewinne von Markoff-Strategien nicht kleiner als das Supremum der erwarteten Gewinne
beliebiger Strategien. Dies folgt auch fiir den Fall G' = co. i
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Satz 8.6.3: Fiir Markoff-Probleme vom Typ (EN) existiert eine optimale Markoff-Strategie, wenn eine
optimale Strategie existiert.

Beweis: Fiir G = <00 ist die Aussage trivial. Sei nun G > <00 und f optimal. Nach Korollar 8.5.2 gilt

Gnlhng(y)) = LnGnir(hng(y), fn ()
fiir n € N und y € T,,;. Nach Satz 8.6.2 kénnen wir dies umschreiben zu

Gn(sn) = [rnGn+1(5na fn (y))a

wobel s, ein n-ter Zustand mit positiver Wahrscheinlichkeit unter f ist. Wir wollen nun eine optima-
le Markoff-Strategie ¢ entwerfen. Da es zum Zeitpunkt 1 noch keine Vergangenheit gibt, ist ¢ := fi
geeignet. Wir nehmen an, dal g1,...,¢,-1 so definiert sind, dafl nur solche n-ten Zustdnde positive
Wahrscheinlichkeit haben, die unter f positive Wahrscheinlichkeit haben. Sei s, so ein Zustand. Da es
nur abzéhlbar unendlich viele Zustandsfolgen y = (s1, ..., sp) mit n-tem Zustand s,, gibt, muf} eine davon
unter f positive Wahrscheinlichkeit haben. Wir setzen gy (sp) := fn(y). Dann gilt

Gn(sn) = [’nGn+1(5nagn(5n))a

und g ist eine optimale Markoff-Strategie. a

Das folgende Beispiel soll zeigen, dafl ein analoges Vorgehen im Fall (EP) nicht zum Ziel fiihrt.
Beispiel 8.6.4: S = Ng, A =N, D,,(s) = 4, po(0) = 0, po(i) = 277, pa(i,-,0) = 1, ra(s2,as) = 292,

rn = 0 fiir n # 2. Wir starten irgendwo, wechseln dann in den Zustand 0, wo wir verbleiben. Eine
Auszahlung gibt es nur zum Zeitpunkt 2.

Folgende Strategie ist optimal, da sie die erwartete Auszahlung oo ergibt. Nur die zweite Aktion ist
wichtig. Wir setzen fa(s1, a1, $2) := s1. Die erwartete Auszahlung betrigt

> 27 =0,
1<i<o0

Fiir jede Markoff-Strategie betrigt die Auszahlung 272(°) < oo. Wenn wir bei der Markoff-Strategie
wiirfeln diirfen, konnen wir auch die erwartete Auszahlung oo erzielen, indem wir f3(0) := a mit Wahr-
scheinlichkeit 27¢ wihlen. Die Nicht-Markoff-Strategie war deterministisch, sie hat den Anfangspunkt,
der von der ,Natur® ausgewiirfelt wird, als Wahrscheinlichkeitsexperiment benutzt. Dies ist einer Markoff-
Strategie verboten, da das ,, Wiirfeln“ der Natur zu lange zuriick lag.

Eine weitere Spezialisierung von Markoff-Problemen, bei denen wir die Abhéngigkeit der Parameter von
der Zeit ausschlielen, fiithrt zu stationdren Problemen.

Definition 8.6.5: Ein Markoff-Problem heifit stationér, wenn D, und p, nicht von n abhingen und es
eine Funktion r : S x A — R mit r, = "~ 17 fiir ein 3 € (0, 1] gibt.

Die Unterfille (EN), (EP) und (C) erhalten dann folgendes Aussehen.
(EN): r<0 oder (8<1 undr nach oben beschrankt).
(EP): r>0 oder (8<1 wundrnach unten beschriankt).
(C): =0 oder (F<1 undr beschriankt).

Definition 8.6.6: Eine Markoff-Strategie heifit stationdr, wenn f, nicht von n abhéngt.
Satz 8.6.7: Sei ein stationdres Markoff-Problem gegeben. Es gilt:

a) Fiir stationdre Strategien f ist Gpp = "7 1Gqy.

b) Sei s, der letzte Zustand von h € H,,. Dann ist G, (k) = "~ 1G4 (s,).

¢) Gy =ULpG.
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Beweis: a) Nach Voraussetzung ist Ryf = ﬁ”_lRm_nHJ, da nur 7y = G~ 'r iiber den Diskontfaktor
G von der Zeit abhangt. Also ist

Gup(h) = Gnp(sn)= D>, Bmp(sn)= Y, B"'Rm_nt1s(sn)

n<m<oo n<m<oo

BN N Ring(sn) = 877 Gryp(sn).

1<m<oo

b) Wir wissen, daf fiir Markoff-Probleme G, (h) nur vom letzten Zustand s, von A abhingt. Nun folgt
die Behauptung analog zu Teil a).

c) Die Optimalitatsgleichung 148t sich nun schreiben als
Gi(s) = sup {r(s,a)+ 62])(5, a,j)G1(j)}.

a€D(s) E
Also ist Gy = U1 G2 = U1 3G nach Teil b). m]

Satz 8.6.8: Fiir stationdre Markoff-Probleme vom Typ (EN) gibt es eine optimale stationdre Strategie,
wenn es eine optimale Strategie gibt.

Beweis: Wir wissen, daf} es eine optimale Markoff-Strategie g = (g,,) gibt, die mit ihren Aktionen g,(s)
den Ausdruck £,Gp41(s, ) maximiert. Nach Satz 8.6.7 maximiert g, (s) auch den Ausdruck £,8" G (s, -)
fiir alle s, die mit positiver Wahrscheinlichkeit als n—ter Zustand auftreten. Wir werden nun eine sta-
tiondre Strategie f entwerfen, die so beschaffen ist, dafi nur Zustdnde mit positiver Wahrscheinlichkeit
erreicht werden, die auch unter g mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht werden. Wenn wir auf solchen
Zustdnden s das Verhalten von g, simulieren, erhalten wir nach der Optimalitétsgleichung eine optima-
le stationére Strategie, wenn unter g der Zustand s zum Zeitpunkt n mit positiver Wahrscheinlichkeit
erreicht wird. Zunédchst definieren wir f(s) = g¢1(s) fiir alle s mit pg(s) > 0. Damit erreichen wir als
zweite Zustdnde nur solche Zustdnde mit positiver Wahrscheinlichkeit, die wir auch unter g mit positi-
ver Wahrscheinlichkeit erreichen. Fiir solche Zustande s, fiir die f(s) noch nicht definiert ist, setzen wir
f(s) = g2(s). Wir fahren analog fort. Insgesamt erreichen wir unter f hochstens weniger Zustinde mit
positiver Wahrscheinlichkeit als unter g. Wenn f von g abweicht, ahmt f ein fritheres Verhalten von g
nach und erreicht also nur Zustidnde mit positiver Wahrscheinlichkeit, die unter g mit positiver Wahr-
scheinlichkeit erreicht werden. Fiir Zustande s, fiir die f(s) durch obiges Verfahren nicht definiert wurde,
kann f(s) beliebig definiert werden. O

8.7 TUbersicht iiber die Anwendungen

Wir beginnen mit einer ganzen Problemklasse, dem optimalen Stoppen einer Markoftkette, d.h. wir
beobachten eine Markoftfkette und diirfen uns einmal entscheiden, die Kette zu stoppen. Dies ist bei
Kaufentscheidungen héufig der Fall. Wir bekommen eine Reihe von Angeboten, wobei wir auch langsam
lernen, wie die Angebotspalette aussieht. Leider diirfen wir auf alte Angebote nicht zuriickgreifen (andere
haben das Haus gekauft, den Job genommen, ...). Wann entscheiden wir uns zuzugreifen?

Wir wenden uns dann speziell Optimierungsproblemen mit diskontierten Kosten zu. Beispielprobleme
sind

- Maschinenerneuerung
- Qualitatskontrolle

- Hausverkauf.

In diesem Zusammenhang befassen wir uns auch mit der effizienten Berechnung optimaler Strategien.
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8.8 Optimales Stoppen einer Markoffkette

Wir betrachten nun den Spezialfall, dafi wir in einem Markoff-Problem nur die Aktionen ,,Stoppen® und
»Warten® zur Verfiigung haben. Wenn wir stoppen, erhalten wir eine Auszahlung, die vom gegenwirti-
gen Zustand abhidngt. Da wir die Auszahlungsfunktion hier mehr als die zentrale Funktion ansehen,
bezeichnen wir sie mit f. Nachdem wir gestoppt haben, stirbt die Markoftkette. Formal wechseln wir in
einen Zustand, in dem nichts mehr passiert. Wenn wir warten, erhalten wir keine Auszahlung. Die Uber-
gangswahrscheinlichkeit von Zustand # in Zustand y wird mit p(z, y) bezeichnet. Des weiteren setzen wir
voraus, daf f beschrankt ist. O.B.d. A. kdnnen wir annehmen, dafi f > 0 ist (bei negativer Auszahlung
stoppen wir sowieso nicht) und dafl f # 0 ist (sonst ist das Problem trivial). Wir befinden uns also im
Fall (EP), und die Existenz optimaler Strategien ist nicht gesichert. Die Optimalititsgleichung lautet

G(2) = max{)_ p(z,y)G(y), f(2)},

da wir nur zwei Aktionen betrachten miissen. Auflerdem ist GG die punktweise kleinste aller Losungen der
Optimalititsgleichung. Die zusitzliche Bedingung wiirde hier G > 0 lauten und kann wegfallen, da f > 0
ist.

In der Praxis wird der Zustandsraum hiufig endlich sein, nehmen wir also S = {1,...,n} an. Fiir jede
Losung w der Optimalitatsgleichung gilt (da G die punktweise kleinste Losung ist):

w(z) > G(x) fir z € S.

Falls w # G, ist w(y) > G(y) fiir mindestens ein y. Also gilt sogar > s w(x) > >, 5 G(x).

Damit hat G unter allen Losungen der Optimalitidtsgleichung die kleinste Summe der Funktionswerte.
Damit kénnen wir G mit Hilfe der folgenden Linearen Optimierungsaufgabe berechnen. Die Variablen
sind w(z), » € S.

min ) w(z) unter den Nebenbedingungen
T€ES
wie) = 2 p(z,y)ely) T €S,
ye
w@) > f@) res,

Wir kénnen also nun die Funktion G (bei endlichen Zustandsraumen) mit der Linearen Programmierung
berechnen. Daher setzen wir in Zukunft die Kenntnis von G voraus.

Definition 8.8.1: Die Menge der Zustdnde = mit G(z) = f(x) heifit Stiitzmenge und wird mit S*
bezeichnet.

Offensichtlich ist sofortiges Stoppen in & € S* optimal. Stoppen in & ¢ S* ist nicht optimal. Daraus folgt
aber nicht, dafl Warten optimal ist. Wir wissen ja nicht, ob stets eine optimale Strategie existiert.
Beispiel 8.8.2: S =N, f(n) = 1<1/n, p(n,n+ 1) = 1, Start in 1. Offensichtlich ist G = 1, und die
Stiitzmenge leer. Wiirden wir nur in der Stiitzmenge stoppen, wire die Auszahlung 0.

Wir kénnen aber zeigen, dafl solche Beispiele nur fiir unendliche Zustandsrdume moglich sind.

Satz 8.8.3: Die Strategie, betm ersten Eintreten in die Stitzmenge zu stoppen, st fir endliche Zu-

standsrdume S optimal.

Dem Beweis dieser Aussage widmen wir uns nun.

Nach Satz 8.4.3 gilt fiir die Funktion G im Fall (EP), dal G(x) = limg_co Gi (), wobei G der maximal
in k Zeiteinheiten erzielbare erwartete Gewinn ist. Es sollte klar sein, daf§ fiir den Markoffkettenfall

Gi(z) = f(z) ist und G441 (2) = max{zy plx,y) - Gily), f(2)}.
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Fiir den Operator 4* mit

(v v)(2) = max{}_p(z,y) - v(y), f(z)}

gilt also Gi41 = v*Gi.

Operator v* ist monoton. Da G2 > (i1 ist, wie man leicht verifizieren kann, folgt induktiv G;41 > G fiir
alle 7. Also gilt fiir den Operator v mit

(y0) () := max{)_ p(x,y) - v(y), v(z)}

auch Gy = vG;.

Wir wollen nun eine optimale Strategie 7 beschreiben. Sei ST := {s € S | G(s) = f(s)} die sogenannte
»otiitzmenge®. Strategie 7* sei wie folgt definiert: Stoppe sofort, wenn sich die Markoffkette in einem
Zustand aus ST befindet, sonst mache weiter. Wir behaupten, dafl die Strategie 7* optimal ist. Um dies
zu zeigen, miissen wir ein bifichen arbeiten.

Analog zu Satz 8.4.3 gilt im Falle (EP) natiirlich fiir jede Strategie 7, dal man G7 berechnen kann als
Limes der in k Zeiteinheiten erwarteten Auszahlungen fiir die Strategie 7. Also ist

s | fle), fallsxe ST,
G1 (2) = { 0, fallsz ¢ ST.

Auflerdem
. { flz), falls z € ST

Gip(e) = >y plz,y) - GI'(y), fallsz ST,
bzw. (fiir einen entsprechend definierten Operator y**):

[T
i+1=7"Gi .

Zunichst wollen wir beobachten, dafi wir dquivalenterweise auch G;_T_l = 'yGZ»T* schreiben kénnen. Der
Grund dafiir ist der folgende:

Der v**—Operator ist monoton und es gilt Gg* > GI*, wie man leicht verifizieren kann. Dadurch gilt fiir
alle i, daB GI™ > G7_, ist. Also kann man in der Definition von GZT_T_l(x) fiir z ¢ ST ruhig GZT_I*_l(x) =
max{zy p(z,y) - GZ»T* (y), GZ»T* () } schreiben, ohne die Folge zu verdndern.

Es ist GZ»T* < Gj. (7 ist eine feste Strategie und G ist das Supremum iiber alle Strategien.) Fiir z € ST
beobachten wir:

Fl@) = Gl (x) = (77 GT ) (@) < (vGy) (2) = Giga () = f(2),
also (Y*GT")(x) = (vGi)(x).

Also kénnen wir feststellen, dafl auch die G;*fFolge mit Hilfe des y—Operators geschrieben werden kann.

Grund genug, das Verhalten einer beliebigen Funktion v unter dem iterierten y—Operator zu analysieren.

Man stellt sich das v nun besser als Array v(1),...,v(s) vor.
Zu einem solchen Array definieren wir eine Folge von Arrays v; wie folgt: v1 1= v sowie v;41 := yv;. Sei
vmax

:=maxv(i). Nach Definition gilt fiir jedes z und alle ¢ die folgende Aussage:

v(r) < vie) < o™,

mar _ ,,mazr
v = .

Dies kann man induktiv nachweisen, denn > p(x, y)v; (2) <> p(x,y)
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Damit gilt fiir alle #, daf die Folge v;(x) monoton wachsend und beschriankt ist, somit konvergiert sie
gegen eine Zahl. Damit konvergiert die Folge der Arrays gegen das Array

(lim v (1), ..., lim v;(s)).

=00 1—00
Dieses Konvergenzarray bezeichnen wir mit Lém v. Natiirlich gilt Lim v > v.

Als Stiitzstellen bezeichnen wir alle ¢, fiir die (Lim v); = v; gilt. Das sind also alle Arraypositionen, auf
denen sich in der Folge nie etwas verdndert.

Wir halten zunichst folgende einfache Monotonieeigenschaft fest: Falls v* < v** (komponentenweises
Kleinergleich) gilt, so ist auch Lim v* < Lim v**. Dies gilt wegen der Monotonie des y—Operators.
AufBlerdem gilt natiirlich auch Lim Lim v = Lom v.

Satz 8.8.4: Set w < w ein Array, das an den Stiitzstellen von v die gleichen Werte hat wie v. Dann gilt
Lim w= Lim v.

Beweis: Sei V := Lim v und ST = m V; = v;} bezeichne die Menge der Stiitzstellen. ST bezeichne
die Menge der Nichtstiitzstellen. Falls ST = @ ist, gilt v = w, und es ist nichts zu zeigen. Sei nun also ST
nicht leer.

Wir sagen, daf} ein Vektor g die Eigenschaft F(A) (fiir ein A > 0) hat, wenn folgende drei Eigenschaften
gelten:

a) ¢ stimmt an den Stiitzstellen mit v (und V') iiberein.
b) ¢ ist an allen Nichtstiitzstellen mindestens um A kleiner als V.

c) Limg=V.
Offensichtlich hat der Vektor v die Eigenschaft E(J) fir § := minieﬁ{vi S} mit § > 0.

Wir zeigen nun: wenn es einen Vektor g mit der Eigenschaft F(A) gibt, dann gibt es auch einen Vektor
¢ < g mit der Eigenschaft E(2A).

Sei ¢’ der Vektor, der aus ¢ hervorgeht, indem wir in jeder Nichtstiitzstelle A subtrahieren. Damit treffen
Eigenschaft a) und b) auf ¢’ zu (und zwar mit 2A).

Lim ¢' stimmt an den Stiitzstellen mit V iiberein. (Grund: Lim ¢’ > ¢'. Auflerdem ¢’ <V also Lim ¢’ <
Lim V =V.V und ¢’ stimmen aber an den Stiitzstellen mit v tiberein.)

An den Nichtstiitzstellen ist Lim ¢’ hochstens um A kleiner als £im g = V. Dies folgt aus der Definition
der Arrayfolge (man kann es wieder induktiv fiir jedes Element der Folge nachweisen).

Damit ist Lim ¢’ ein Array, das > g ist. Also gilt Lim ¢ > Lim g = V. Wegen ¢’ < V ist auch
Lim g’ <V und somit Lim ¢’ = V. Also gilt auch Aussage c).

Nun gibt es induktiv fiir jedes A > 0 einen Vektor, der die Eigenschaft F(A) hat. Wahle A := max; (V; &

w;), dann gibt es einen Vektor w’ mit der Eigenschaft F(A), also w’ < w. Fiir diesen gilt wegen Eigenschaft
c) Lim w' =V wegen w’ < w < v also auch Lim w = V. O

Damit sollte nun klar sein, dafl wir die Optimalitdt der Strategie 7 nachgewiesen haben, denn man
kann G7 als Lim G7 schreiben und G als Lim G = Lim f. Da G] < () gilt und G7 an der
Stiitzmenge, also an der Menge der Stiitzstellen, mit Gy {ibereinstimmt, besagt der gerade bewiesene

Satz, daB Lim GT = Lim G, also G =G ist.

Fiir Zweifler schieben wir noch den Beweis des folgenden Satzes nach:

Satz 8.8.5: Lim Lim w = Lim w fir alle w.

Beweis: ¢ bezeichne das Array, das s mal den Eintrag £ hat. Wir beobachten, daf fiir alle w; < ws mit

[|ws ©w || < e gilt, dafl
Lim wy < Lim wa < g4 Lom wy ist.
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In der Arrayfolge zu einem w gibt es nach Definition des Limes zu jedem & > 0 ein wy,, so daB ||Lim w <
wy || < ¢ ist. Da w, ein Element der Folge ist, ist Lim w, = Lim w.

Nun ist nach der gerade gemachten Bemerkung
0 < Lim Lim weLim w <.
Da diese Aussage fiir alle ¢ > 0 gilt, gilt Gleichheit. ad

Fir endliche Zustandsrdume haben wir das Problem des optimalen Stoppens von Markoftketten gelost.
Wenn wir den Beweis noch einmal rekapitulieren, haben wir nur an einer einzigen Stelle ausgenutzt,
dafl die Zustandsmenge endlich ist, ndmlich an der Stelle, wo wir § > 0 geschrieben haben fiir § =
min; c7{ Vi ©v; }, denn ST ist endlich, wenn S endlich ist.

Schliellich beweisen wir noch ein Lemma, das in der Praxis manchmal Anwendung findet, weil man die
Stiitzmenge besonders einfach berechnen kann.

Lemma 8.8.6: Sei S endlich und B := {s | (vf)(s) = f(s)}. Wenn p(b,y) = 0 ist fir alle b € B und
y & B, dann ist B die Stitzmenge.

Beweis: Wir wissen G = Lim fund G > ~f > f. Falls s € B, dann folgt vf(s) > f(s), also G(s) > f(s)

und s ist nicht in der Stiitzmenge.

Falls s € B, dann beobachten wir

(¥*)(s) = max{y_ p(s,9) - (7)), J(5)} = max{Y_ p(s,9) - (+/)(®), f(s)}

yeS yEB
=max{Y_ p(s,9) - [(9), F(s)}(+)(s)
yeB
und somit induktiv (Lim f)(s) = f(s), also ist s in der Stiitzmenge. a

Ubrigens kann man fiir unendliche Zustandsraume analog zu Satz 8.8.3 folgendes Resultat beweisen.

Satz 8.8.7: Sei ¢ > 0 und S¥ die Menge der Zustinde x mit G(x) < f(x) < . Die Strategie 17, beim
ersten Einlritt in ST zu stoppen, ist e-optimal.

8.9 Beispiele fiir das optimale Stoppen von Markoffketten

Wir betrachten zwei Beispiele, in denen wir die Lésung ohne Rechnerhilfe berechnen kénnen.

Wir beginnen mit einer eindimensionalen Irrfahrt mit Absorption in den Endpunkten, d.h. .S = {0,...,n},
p(0,0) =p(n,n) =1 und p(z,z+ 1) =p(z,z 1) =1/2fir 0 < z < n.

16 1 | 1]2]3|4|5]6] 7| 8| 9|10]11]12]|13] 14
1[2]5]4a3]6 9] 1116|1513 [10]| 6] O

12 1[3|5]|4|5]6 9125 |16 15|13 10| 6| O
1.5 |3 |5 |5 |5|7|925|125 |16 |15 |13 |10| 6| 0

— T T T T T T T T T T T ®
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Trivialerweise gilt G(0) = f(0) = 0, G(14) = f(14) = 0, G(9) = f(9) = 16, da f dort sein Maximum hat.
Auch gilt offensichtlich G/(5) > f(5), da einmaliges Warten besser als Stoppen ist. Sollen wir im Zustand
3 stoppen? Einmaliges Warten verschlechtert die Auszahlung. Ist aber die Hoffnung, in den Zustand 9
zu gelangen, verlockend genug, um der Gefahr zu begegnen, im Zustand 0 ,,verschluckt® zu werden? Wir
wissen, was fiir G gelten muf}, ndmlich

1 1
g(z) > §g(x <)+ §g(x +1), fir0<z<n,
und auflerdem muB ¢ die punktweise kleinste solche Losung ¢ sein.

Also ist G die kleinste konkave Majorante von f. In unserem Fall ist G linear auf [0,9], d.h. G(z) = %x
fiir £ € {0,...,9},und G(x) = f(x) fir z € {9, ..., 14}. Die Stiitzmenge S* enthélt die Zusténde 0, 9, 10,

11, 12, 13, 14. Es ist optimal, beim ersten Eintreten in S* zu stoppen. Im Zustand 3 muf also gewartet
werden.

Das zweite Beispiel 1st das Problem der besten Wahl. Wir stellen uns einen typischen Autofahrer vor. Er
fahrt, ohne vorher zu planen, wo er iibernachten soll. Natiirlich wird er auf keinen Fall umkehren oder
die Autobahn verlassen. Da er zwischen 20 und 22 Uhr die Fahrt unterbrechen will, kann er die Zahl
n der Hotels, an denen er vorbeikommt, abschétzen. Er mochte die Wahrscheinlichkeit, das beste Hotel
zu erwischen, maximieren. Wenn er das ¢-te Hotel gesehen hat, kann er die ersten ¢ Hotels ihrer Giite
nach klassifizieren. A priori seien alle Reihenfolgen gleichwahrscheinlich, d.h. jedes Objekt (Hotel) ist
mit Wahrscheinlichkeit 1/n das beste. Es gibt sicher praxisrelevantere Situationen, die auf gleiche Weise
modelliert werden k&énnen.

Es sei G(n) die Erfolgswahrscheinlichkeit einer optimalen Strategie. Erstaunlicherweise liefert bereits eine
sehr einfache Strategie eine Erfolgswahrscheinlichkeit von mehr als 1/4. Sei n gerade. Wir warten n/2
Objekte lang ab und wihlen das erste Objekt, das besser als die ersten n/2 Objekte ist. Bei dieser
Strategie erhalten wir das beste Objekt zum Beispiel dann, wenn das zweitbeste Objekt in der ersten und
das beste Objekt in der zweiten Hailfte ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt (Hy = 1. Hilfte, Hy =
2. Hilfte)

P(best € Ha, 2-best € Hy) = P(best € Hy| 2-best € H1)P(2-best € Hy)
n/2 n/2 1 =n

1
nel n 4 nel 4

Wir wollen das Problem der besten Wahl nun als Problem des Stoppens einer Markoffkette modellieren.
Es sei S = {1,...,n}, und wir wollen Zustand k genau dann erreichen, wenn k das beste der ersten k
Objekte ist und nicht vorher gestoppt wurde. Dann wird sicher im Zustand 1 gestartet, da 1 das beste
der ersten 1 Objekte ist. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit p(k, ) gilt nun sicher p(k,l) = 0 fir | < k.
Es sei B die Menge der Zustinde k, die die besten der ersten & Objekte sind. Dann gilt fiir [ > &

p(k,l) = P{EB, o, ..., k+1¢B)}
= P{leB|lel,... k+1¢BIP{e1eBlle2,... k+1¢&B)-....
P{k+2¢Blk+1¢B}P{k+1¢ B}
— P{leB}P{ilel¢gBY...-P{k+2¢ B} P{k+1¢ B}.

Die letzte Gleichung folgt aus der Gleichwahrscheinlichkeit aller Permutationen. Damit héngt die Zu-
gehorigkeit von j zu B nicht von der Rangordnung der ersten j <1 Objekte ab.

Es folgt
1 12 13 k+1 k k

llel le2 k2 k+l l-(el)

p(k,1) =
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Formal brauchen wir noch einen Zustand, in den die Markoffkette gerdt, wenn kein folgendes Objekt
besser ist. In dem Zustand bleiben wir und erhalten nichts. Die Auszahlungsfunktion f(k) ist die Wahr-
scheinlichkeit, daBl & 4+ 1,...,n & B sind. Also ist

) = 1e Y kl—l@Z
k+1<i<n k+1<l<n
11 11\ k
= lek = 1<k -] =—.
kD (zm@z) <:><k n) n
E+1<i<n

Wir greifen auf die Lineare Optimierung zur Berechnung der Gewinnfunktion G zuriick.

G(k) —» min mit

1<k<n
G(k) > k/n 1<k<n,
k
k) > H 1<k<
Wz S et 1<k<n
+1<i<n
Wir werden dieses Lineare Programm von Hand lésen. Wenn wir G(k+ 1), ..., G(n) kennen, gibt es zwei

Nebenbedingungen fiir G(k), z.B. G(k) > ¢1, G(k) > c2, d.h. G(k) > max{c1,c2}. Aus der Form der

Nebenbedingungen folgt, dafl wir alle G(k) einzeln minimieren kénnen.

Fiir G/(n) sind die Beschréinkungen 1 und 0, also ist G(n) = 1. Fiir G(n <1) sind die Bedingungen 2=%
und 1. Da n > 2 (sonst gibt es den Zustand n <1 nicht), ist G(n <1) = 2=L. Wir nehmen an, daf
G(! ) [/n fiir k <! <n gilt. Dann sind die Beschrankungen fiir G(k)

Gy > *

n

2
=
v

sk Lk
lehn n\k 7 nel)’

E4+1<i<n

Es gilt also G(k) = % genau dann, wenn 3 + -+ —= < 1 ist, und G(k) > % sonst. Sei nun

k k l k 1 1 k
Gz D genthz 2 1(1@1)525<W+”'+n—@1)>5'

E4+1<i<n

Die Stiitzmenge ist also {k(n) + 1,...,n}, d.h. eine optimale Strategie schreibt vor, die ersten k(n)
Objekte nicht zu wahlen und dann das erste Objekt, das besser als alle vorherigen ist, zu wahlen. Die
Erfolgswahrscheinlichkeit p(n) dieser Strategie ist

l

pin) = Y P{eB lal¢B,..., kn)+1¢ B}~

k(n)+1<i<n n

k(n) L _ k(n) ( 1 1 )

- > - = +...+ .
k(n)+1<i<n tel)n n \k(n) n&l



Fir jedes n kann k(n) in linearer Zeit ausgerechnet werden. Wir wollen k(n) und p(n) fir groe n
approximieren. Es gilt

<

m

Wir summieren diese Ungleichungen von &, ... n <1 auf und erhalten

dz = In(m) <ln(m <1).

HI»—k
HI»—k

m+1
In(m 4+ 1) ©In(m) = /

1 1
In(n) eIn(k) < ot ol <In(n 1) eIn(k <1).

Der Parameter k(n) ist durch

M+l ther s “wrm Tt hen

definiert. Also gilt
In(n) ©In(k(n) +1) < 1 <In(n 1) Sln(k(n) <1).

Wir leiten hieraus eine obere und untere Schranke fiir k(n) ab. Es gilt

In(n) 1 < In(k(n) + 1), also | < k(n), und
e

1 1
In(k(n) 1) <In(n 1) <1, also k(n) < ne +1= L + (1 <:>—) :
e e

Insgesamt gilt
1
k(n) € (ﬁ &1, L +1 @—) ,
e e e

dies ist ein Intervall, das maximal zwei ganze Zahlen enthilt. Z.B. fiir n = 800 haben wir noch mehr

Gliick. Es gilt
k(800) € (293.30...,294.94),

also k(800) = 294.

Wir kommen zur Abschitzung von p(n). Es ist

n n
lim M =e!
n—o0 N
Dazu ist
! + + ! <1< L !
kn)+1 7 nel k(n) n <l
Da k(n) — oo, folgt
k(n) 1 1
1 =1 =~
Aim p(n) = lim =7 (k(n) + n<:>1) 0568
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8.10 Optimales Stoppen bei Strafkosten fiir das Warten

In vielen Problemen der Praxis entstehen beim Warten Kosten. Beim Stoppen in Zustand ¢ erhalten wir
die Belohnung f(i) > 0, beim Warten in Zustand i entstehen Kosten C'(7) > 0, nur die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p(i,j) beim Warten sind interessant. In der momentanen Situation haben wir weder ein
(EN)- noch ein (EP)-Problem. Wir nehmen an, daf flmae) .— sup{f(é) | ¢ € S} endlich ist. Wir kénnen
nur einmal eine Belohnung von héchstens f(7%%) erhalten. Wir ersetzen nun die Auszahlung beim Stop-
pen durch f(7) &fmar) dadurch sind nun alle Auszahlungen kleiner gleich 0. Fiir alle Strategien, die mit
Wahrscheinlichkeit 1 stoppen, haben wir die Kosten um den konstanten Summanden f("%%) verandert,
d.h. die gleichen Strategien wie zuvor sind optimal. Was ist mit Strategien, die nicht mit Sicherheit stop-
pen? Unter der Annahme, dafi C' :=inf{C({) | ¢ € S} > 0 ist, haben diese Strategien unendliche erwartete
Kosten und sind niemals optimal. Nun sind wir offensichtlich im Fall (EN), d.h. die Optimalitétsgleichung
gilt. Dies bedeutet

G(z) = max{ 3 pla,y) - Gly) ©C(2), f(2)}.

Da wir im Fall (EN) sind, kénnen wir folgendes beobachten:

1.) Der Aktionenraum bei unserem Problem ist endlich, also ist die Existenz einer optimalen Strategie
garantiert.

2.) Da unser Problem ein stationires Markoff-Problem ist, existiert eine optimale stationidre Markoff—
Strategie.

Man iiberlegt sich leicht, daBl jede stationidre Markoff-Strategie 7 in unserem Problem durch eine Teil-
menge T C S beschrieben ist, fiir die gilt

(s) = mp(s) = STOP, falls s € T,
=T = 1 WEITER  sonst.

Analog wie im Fall mit Wartekosten 0 kann man nun einen Operator v definieren als
(y0)(s) = max{y_p(s,y) -v(y) &C(s), F(5)}.
Y

Die Optimalitétsgleichung besagt vG = G.
Wieder gilt, dafl ¥ monoton ist und wieder kénnen wir zu v einen zugehdérigen Lim.—Operator definieren.

Wir sind im Fall (EN) und daher gilt nun nicht unbedingt, daf wir G als Limes der G,  berechnen kénnen.
Aber in unserem Fall kénnen wir beobachten, dafl folgendes gilt: Wenn wir den y—Operator iteriert auf 0
anwenden, erhalten wir eine monoton fallende Folge von Vektoren. Wenn wir den y—Operator iteriert auf
f anwenden, erhalten wir eine monoton wachsende Folge von Vektoren. Dies kann man wieder induktiv
nachweisen, auch dafl der Limes existiert. Es gilt nun G' < Lim+0. Der Grund dafiir ist der folgende. Wir
wissen, dal G < 0 ist, somit ist vG' < 70, also G < ~0. Es folgt induktiv &G < Lim.0. Analog kann man
aus G > f folgern, dafl G > Lim,, f ist.

Wieder definieren wir als Stiitzmenge die Menge ST aller Zustande s, fiir die G(s) = f(s) gilt. Wenn eine
Strategie auf einem Zustand auflerhalb der Stiitzmenge stoppt, so ist sie offensichtlich nicht optimal. Wir
miissen nun also nur noch alle Strategien 7p betrachten, die auf einer Teilmenge T" C ST" der Stiitzmenge
stoppen. Fiir eine Strategie 7p definieren wir einen yp—Operator, um die erwartete Auszahlung G, zu

beschreiben: £(s) fall T
_ s), alls s € 1,
(yrv)(s) = { Zy p(s,y) - v(y) ©C(s) sonst.
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Nach Lemma 8.2.8 errechnet sich G, als Lim.,.0.
Wir halten auch fest, dafl nach Definition fiir alle v die Eigenschaft vpv < v gilt.
Lemma 8.10.1: Se: 17 C 15 C ST. Fiir allei > 0 gult

(¥7,)0 < (v2,)0.

Beweis: Fiir ¢ = 0 gilt es trivialerweise. Gelte es nun fiir alle ¢ < &.

Sei v := 7%10 und w := 7%20. Wir wissen v < w nach Induktionsvoraussetzung und w < 4*0 < G.

Fir s € ST gilt (yp,v)(s) < (yr,w)(s) = (yr,w)(s) nach Definition der Operatoren, ebenso fiir s € 73.
Fir s € To\ T3 (also ist s € ST) beobachten wir, dafl (yp,w)(s) = f(s) und andererseits, daf} (yr, w)(s) <
(vw)(s) < G(s) = f(s) ist. O

Damit ist die Strategie 7op als optimal nachgewiesen, denn mit einer Ubertragung der Aussage des
Lemmas auf die Limiten folgt G-, > G, fiir alle 7' C ST'. Wir bemerken am Rande, daf§ wir hier nicht
die Endlichkeit der Zustandsmenge bendtigt haben.

Man mufl nun nur noch die Stiitzmenge berechnen. Wir betrachten einen Spezialfall, wo man das einfach
tun kann.

Satz 8.10.2: Es sei B:={b | (vf)(b) = f(b)}. Ist p(i,5) =0 fiir allei € B und j & B, dann ist B die
Stitzmenge.

Bewels: ... O

Wir wollen ein Beispiel diskutieren, in dem Satz 8.10.2 angewendet werden kann.

Beispiel 8.10.3: Wir wollen ein Haus verkaufen, fiir das wir téglich (im Durchschnitt) ein Angebot
erhalten. Die Angebote sind identisch und unabhingig verteilt. Die Angebotshohe ist j € {0,... N} mit
Wahrscheinlichkeit p;. Mit der Angebotshohe 0 haben wir auch modelliert, kein Angebot zu bekommen.
Wir wollen nun annehmen, daf§ wir tagliche Unterhaltskosten von ¢ fiir das Haus haben und auf friihere
Angebote zuriickgreifen konnen. Es gilt also R(¢) = ¢ und

p(i,j) = 0 firj<i
p(i,j) = po+...+p; firj=1iund
p(i,j) = p; firj>i

Nach Definition ist

B = Silei<csilpot...+p) e jpi
J>i
= iijjQinjgc = iZ(j@i)pjgc

i>i i>i j>i

Da > (j <1)p; fiir wachsendes ¢ fallt, ist B = {¢*,* +1,..., N} fir
J>i

¥ :=min<K ¢

Y Geip<c

j>i

Also ist nach Definition (p(¢,7) > 0 nur fir j > ¢) p(i,j) = 0 fir ¢ € B und j ¢ B. Also ist die
Strategie, beim ersten Angebot, das mindestens ¢* betrigt, zu akzeptieren, optimal. Dabei ist i* effizient
berechenbar.

108



Koénnen wir dhnliche Beispiele erzielen, wenn wir nicht auf alte Angebote zuriickgreifen diirfen? Die Menge
B’ fiir dieses Problem erfiillt im allgemeinen nicht die Voraussetzungen von Satz 8.10.2. Da unser Zustand
i’ nie grofer ist als der erreichte Zustand i, falls auf alte Angebote zuriickgegriffen werden kann, gilt fur
die minimalen erwarteten Kosten G < G’. Andererseits ist die Strategie, fiir das berechnete * das erste
Angebot von mindestens ¢* zu akzeptieren, weiterhin zuldssig und erzielt weiterhin erwartete Kosten von
G. D.h. G = G, und in beiden Fillen ist die gleiche Strategie optimal.

In diesem Beispiel erkennen wir, mit welchem Feingefiihl wir unsere Methoden anwenden miissen. Das
zweite Problem koénnen wir nicht direkt 16sen. Wir 16sen ein anderes Problem, ndmlich das erste, das sich
auf den ersten Blick entscheidend vom zweiten Problem unterscheidet, und iibertragen dann die Lésung
auf das zweite Problem.

8.11 Beispiele und Lésungsansitze fiir stationidre Modelle

Ein Problem in der Praxis bei stationdren Problemen besteht in der Wahl des passenden Diskontfaktors
5. Mit dieser Wahl wird die Gewichtung der Gegenwart, naher Zukunft und ferner Zukunft vorgenommen.
Wir nehmen hier an, da§ g € (0, 1) gegeben ist und die Kostenfunktion C' beschrankt ist. Auch hier ist
es in vielen Beispielen {iblicher, iiber Kosten statt iiber Belohnungen zu reden, C(i,a) sind die Kosten in
Zustand i bei Wahl der Aktion a. Aus der Beschrianktheit von C' folgt unmittelbar, daf wir im Fall (C)
sind. Wir erinnern an Notationen. Dabei beschreibt p(i, a, j) die zugehdrige Ubergangswahrscheinlichkeit,
Gs(i) die minimalen erwarteten Kosten bei Start in Zustand ¢ und Gy(i) die erwarteten Kosten bei
Strategie f und Start in 2. Wir kénnen uns auf stationére Strategien beschrianken. Wenn der Aktionenraum
endlich ist, lautet die Optimalititsgleichung

Gp(i) = min§ C(i,a)+ B> pli,a,j) Ga(j)|a € A

JES

Wir wissen, dafl G5 die einzige Losung der Optimalitétsgleichung ist, die der Kostenbeschrankung geniigt.
Bei Wahl einer Aktion, die die rechte Seite der Optimalitatsgleichung minimiert, erhalten wir eine optimale
Strategie. Die Funktion G kann durch Wertiteration approximiert werden. Bevor wir zu konkreten
Beispielen kommen, wollen wir ein Verfahren zur Verbesserung von Strategien diskutieren.

Zu stationédren Strategien f betrachten wir den Operator T} auf der Menge der beschrénkten Funktionen
u S — R. Der Operator ist definiert durch

Tru(i) == C(i, £(1) + 8> _ p(i, (i), 5) u(j)

JES

und beschreibt die erwarteten Kosten, wenn im ersten Schritt f angewendet wird und es danach zu den
Schlufikosten « kommt. Die folgenden Eigenschaften von T} sind einfach zu zeigen:

u<v = Tru<Tyv,
Ty Gy = Gy,
T}lu — Gy fir n — oo.

Definition 8.11.1: Zu einer stationaren Strategie f sei f* die Strategie, die im Zustand ¢ eine Aktion
a wihlt, die den Ausdruck C'(i,a) + 8 > p(i, a, j) G#(j) minimiert.
Jj€es

Satz 8.11.2: Due Strategie f* ist mindestens so gut wie f. Wenn f* nicht fir irgendeinen Zustand besser
als f ist, sind f und f* optimal.
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Beweis: Nach Definition von f* gilt
Ty Gpli) = OGS (@) + 8 pli, [7(0),4) G4 ())
Jj€Ss

JES

IA

Aus der Monotonie des T-Operators folgt induktiv
T, Gp(i) < Gyp(d).

Da die linke Seite gegen G- konvergiert, ist f* nicht schlechter als f.
Falls G¢+ = G ist, folgt nach Definition von f*

Gy(i) = Gy (i) = min{ C(i,a) + £ pli,a, /)Gy (j)|a € A

JES

Also ist Gy eine Losung der Optimalitdtsgleichung, die die iibliche Nebenbedingung erfiillt. Damit sind
f und f* optimal. a

Satz 8.11.2 gibt einen heuristischen Algorithmus zur Konstruktion von guten oder sogar optimalen Stra-
tegien an. Wenn Zustands- und Aktionsraum endlich sind, ist die Menge der stationdren Strategien und
damit auch der Algorithmus endlich.

Unser erstes Beispiel beschiftigt sich mit dem besten Zeitpunkt der Erneuerung einer Maschine. Es sei
S ={0,...,N} oder S =Ny, die Menge der moglichen Zustinde der betrachteten Maschine, wobei der
Zustand 41 ,schlechter® als der Zustand ¢ ist. Jeden Morgen wird der Zustand der Maschine festgestellt.
Dann kann Aktion 1 (Erneuerung der Maschine) oder Aktion 2 (Beibehaltung der Maschine) durchgefiihrt
werden. Da Zustand 0 der Zustand einer neuen Maschine ist, gilt fiir die Kosten D einer neuen Maschine

C(i,1) = D+ ¢(0), C(i,2)=c(i),

wobei ¢(i) die Unterhaltkosten fiir eine Maschine im Zustand ¢ angibt. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
kiirzen wir ab durch p(¢, 2, j) = p(, ) und p(i, 1, §) = p(0, ). Die beiden folgenden Annahmen sind nach
der Interpretation sinnvoll.

- Die Funktion ¢ ist monoton wachsend und beschrankt.
- Die Funktion ¢ — > p(d,j) ist fiir festes k& wachsend in i. Je schlechter der Zustand, desto

k<j<
groBer die Wahrscheinlichkeit, in die Klasse der schlechtesten Zustdnde zu kommen.

Zur Losung dieses Problems bendtigen wir ein technisches Lemma, dessen Beweis wir uns hier nicht
ansehen wollen.

Lemma 8.11.3: Sei h : Ny — R monoton wachsend und beschrdnkt. Dann ist auch g monoton wachsend,

wobet g definiert ist durch
g(i) = Y pli, Hh()).
0<j<o0

Nun koénnen wir eine sehr intuitive Aussage beweisen. Je schlechter der Startzustand einer Maschine ist,
desto héher die erwarteten Kosten.
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Lemma 8.11.4: G(i) ist monoton wachsend in i.

Bewels: Sel

Gs(i,1) = min{D+ c(0),c(i)}

Gg(i,n) = min{ D+¢(0)+ 3 Z (0,7) Ga(j,nel),
0<j<o0

i)+ 4 Z p(i,j) Gg(j,n<1)

0<j<o0

Nach Annahme 1 ist G(¢, 1) monoton wachsend. Der erste Term auf der rechten Seite der Definition
von Gg(i,n) ist von ¢ unabhéngig, im zweiten Term ist der erste Summand nach Voraussetzung monoton
wachsend, der zweite Summand ist nach Lemma 8.11.3 monoton wachsend, da Gg(j, n<1) nach Induk-
tionsvoraussetzung monoton wachst. Damit ist G(i, n) monoton wachsend. Da wir im Fall (C) auch im
Fall (EP) sind, gelten die Aussagen tiber die Approximierbarkeit der Funktion G'g, d.h. G(i,n) — Gg(i)
fiir n — oo. Also ist G(¢) monoton wachsend. O

Satz 8.11.5: Es gibl ein i* € Ny U {oo}, so daf die Strategie, die Maschine genau in den Zustdnden
1> 1" zu erneuern, optimal ist.

Beweis: Die Optimalitétsgleichung lautet

Gpg(i) =ming D +¢(0)+ 3 Z (0,7) Ga(j i)+ 3 Z p(i,4) Gs(j)

0<j<o0 0<j<o0

Der erste Term ist unabhéngig von ¢, der zweite wiederum nach Lemma 8.11.3 monoton wachsend in
t. Also ist die Menge der Zustinde, fiir die der zweite Term kleiner als der erste Term 1st, vom Typ
{0,..., ¢} fir i* € NgU {o0}. Da wir auch im Fall (EN) sind, ist die beschriebene Strategie optimal. O

Bei endlich vielen Zustdnden, geniigt es also, |S|+1 Strategien zu vergleichen. Zusétzlich kann die Methode
der Strategieverbesserung eingesetzt werden.

In dem zweiten Beispiel der Qualitdtskontrolle geben wir uns mit der Modellierung des Problems und der
Aufstellung der Optimalitétsgleichung zufrieden. Die Maschine kann in Ordnung sein und produziert dann
fehlerfreie Ware (bis auf den normalen Ausschufl), und die Maschine kann defekt sein und produziert dann
fehlerhafte Ware. Durch die Kontrolle der Ware kann (bis auf einen zu vernachlissigenden statistischen
Fehler) festgestellt werden, in welchem Zustand die Maschine ist. Die Kontrolle kostet I, die Kosten fiir
die Erneuerung der Maschine betragen D, und der Verlust durch die Produktion schlechter Ware ist
C'. Aktion 1 sei die Kontrollaktion und Aktion 2 die Aktion, nicht zu kontrollieren. Der Zustand ¢ gibt
die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Maschine defekt ist, und ~ die Wahrscheinlichkeit, mit der eine
funktionsfiahige Maschine in einem Tag defekt wird. Der Zustandsraum ist zwar iiberabzdhlbar, aber es
werden nur abzéhlbar viele Zustidnde angenommen. Wir beschreiben nun diese Parameter formal.

C(g,1) =T+ ¢q(C+ D), C(q,2) = qC, p(¢g,1,7) = 1 (neue Maschine nach einem Tag wieder defekt),
P(¢,2,9+ (1)) =1

Die letzte Gleichung folgt nach dem Satz von der bedingten Wahrscheinlichkeit. Es gilt ndmlich

P{defekt zu t + 1} = P{defekt zu t + 1|defekt zu ¢} P{defekt zu ¢} +
P{defekt zu ¢ 4 1|nicht defekt zu ¢} P{nicht defekt zu ¢}
= 1g+9(l=0).
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Damit lautet die Optimalitatsgleichung
Gplg) = min{l 4+ ¢(C'+ D) + fGs(7), ¢C+ PGs(¢+ (1 =4¢)7)} -

Jetzt kann die Methode der Strategieverbesserung angewendet werden.

Wir greifen nun auf das Beispiel des Hausverkaufs zuriick (Beispiel 8.10.3). Wir nehmen an, daf§ nicht auf
alte Angebote zuriickgegriffen werden darf. Analoge Resultate lassen sich jedoch auch im anderen Fall
erzielen. Die Optimalitdtsgleichung lautet

Gp(i) = ming <i,c+ B Z p;iGa(J)

0<j<N

Hier ist der zweite Term unabhingig von ¢. Die Strategie, alle Angebote, die mindestens

P i=min i Si<c+ B Z p;Gsld)
0<j<N

betragen, zu akzeptieren, ist also optimal. Um ¢* zu berechnen, berechnen wir fiir die Strategien f;,
alle Angebote von mindestens ¢ zu akzeptieren, die erwarteten Kosten. Wenn f; das Akzeptieren eines
Angebots vorschreibt, betrdgt das Angebot mindestens ¢. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl die Ange-
botshéhe j ist, betragt also p; /(pi + ...+ pn) flir j > 4. Wenn zum Zeitpunkt 7" gestoppt wird, betragen
die erwarteten Kosten also

et et .+ et N anl Y i

iSJSN - i<jEN

Die ersten Summanden ergeben ¢(1 <387)/(1 < 3). Es sei ¢ := pg + ... + pi_1 die Wahrscheinlichkeit,
nicht zu stoppen. Dann betrigt die Wahrscheinlichkeit, zam Zeitpunkt 7' zu stoppen, genau ¢ (1 <q),
da zu den Zeitpunkten 0,...,7T <1 nicht gestoppt wird. Es gilt

= Y. B (1eq) = (1eq)/(1<0g).

0<t <o
Also 1st
) ipj c Y opie Y i
<:>1 1&g i<G<nN 1 0<5<i i<j<N
G = I TSI T L 3 )= S92
&p ©hq 14 &P 2N Qﬁogdp]

Dieser Ausdruck ist bzgl. ¢ zu minimieren.

Wir kehren zur allgemeinen Methode der Strategieverbesserung zuriick. Innerhalb dieses Algorithmus
mufl Gy ausgerechnet werden. Fiir endliche Zustandsrdume S = {0, ..., N} gilt

Gypli) = N+B D b NGy ()-
0<i<N
Analog zu der entsprechenden Aussage fiir G5 kann gezeigt werden, dafi G; die einzige Lésung dieser
Gleichung ist. Also kann Gy durch Losung dieses Linearen Gleichungssystems berechnet werden. Wenn
wir G vorab kennen, kénnen wir den Algorithmus der Strategieverbesserung vorzeitig abbrechen, wenn
[|Gf =G| klein genug ist. Wir zeigen, wie wir (/g mit Hilfe der Linearen Optimierung berechnen kénnen.
Fiir beschrankte Abbildungen u : 5 — R betrachten wir den Operator T definiert durch

T@u(i) ‘= min C(i, a) + ﬁzp(i, a,j)u(j) acA
JES
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Aus der Optimalitédtsgleichung folgt TGz = G 5. Im Fall (C) folgt aus der Methode der Approximation
von Gg, da 3"[|u|| = 0 fiir n — oo, dal T§u — G fiir n — oo konvergiert.

Lemma 8.11.6: Falls Tiu > u wst, qilt Gg > u.

Beweis: Da der Operator 7 monoton ist, folgt aus der Voraussetzung Tgu > u. Da Tgu — Gy fir
n — oo, folgt Gg > w. o

Da, wie oben gesehen, TgG 3 = G ist, ist Gg die punktweise grofite Funktion, die das Ungleichungssystem
Tgu > u erfiillt. Da wir in Tsu(i) > u(i) die Minimumbedingung durch Bedingungen fiir alle Aktionen
ersetzen konnen, erhalten wir folgendes Lineare Optimierungsproblem auf den Variablen u(j), j € S,
dessen Losung G ist. Dabel ist S = {0,...N}.

Z u(j) = max, wobei
Cliya)+ 8 Y pli,a,ju(j) > u(i) fir0<i< N, a€ 4,

i) € 75 lC1l fir 0< i<,
Die letzte Nebenbedingung haben wir eingefiigt, um fiir die Variable u/(j) := u(j) <||C||/(1 ©3) die
tibliche Bedingung «/(j) < 0 zu erhalten. Die Bedingung ist korrekt, da die Kosten zum Zeitpunkt
t durch #%||C|| nach oben beschrankt sind. Wir erhalten ein Lineares Programm mit |.S| Variablen und
|S](|A|+1) Nebenbedingungen. Spétestens jetzt sieht man ein, dafl 100 Nebenbedingungen keine utopische
Zahl darstellen.

113



Literatur:

Aspvall, B. und Stone, R.E.: Khachiyan’s linear programming algorithm, Journal of Algorithms 1,
1-13, 1980.

Burkard, R.E.: Methoden der ganzzahligen Optimierung, Springer, 1972

Dynkin, E.B. und Juschkewitsch, A.A.: Sditze und Aufgaben iber Markoffsche Prozesse, Springer,
1969.

Hinderer K.: Foundations of non-stationary dynamic programming with discrete time parameter, Lec-
ture Notes in Operations Research and Mathematical Systems 33, Springer, 1970.

Hu, T.C.: Ganzzahlige Programmierung und Netzwerkflisse, Oldenbourg, 1972.
Muth, J.F. und Thompson, G.L.: Industrial scheduling, Prentice Hall, 1963.
Neumann: Operations Research Verfahren Bd 1, 11, 111, Carl Hanser Verlag.
Owen, G.: Spieltheorie, Springer, 1971.

Reich, U.P.: Die europdische Sicherheitskonferenz. Ein spieltheoretisches Experiment. Carl Hanser Ver-

lag, 1971.
Ross, S.M.: Applied probability models with optimization applications, Holden-Day, 1970.

Zimmermann, W.: Operations Research, Oldenbourg, 1990.

114



