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Hinweis: Es gilt das Archimedische Axiom.

Zu je zwei reellen Zahlen x, y > 0 existiert eine natürliche Zahl n mit nx > y.

Daraus folgt insbesondere:

Zu jeder reellen Zahl x gibt es natürliche Zahlen n und m, so dass n > x und −m < x.

Daraus folgt dann:

Zu jedem ε > 0 gibt es eine natürliche Zahl n, so dass
1

n
< ε.

Sie dürfen benutzen, dass 5n > 3n > 2n > 2n−1 ≥ n für alle n ∈ N und dass 0 ≤ a < b⇒
√
a <
√
b.

Aufgabe 4.1 (4 Punkte) Supremum/In�mum

1. Bestimmen Sie das Supremum und In�mum folgender Teilmengen der reellen Zahlen (falls sie
existieren). Handelt es sich dabei sogar um das Maximum, bzw. Minimum der entsprechenden
Menge?

a) A = {2−p + 3−q + 5−r | p, q, r ∈ N}

b) B =
{
x ∈ R | 3x2 − 10x+ 3 < 0

}
c) C =

{
x−1
x+1 | x ∈ [0,∞)

}
2. Zeigen Sie, dass 3

2 das Minimum und 2 eine obere Schranke von D =
{(

1 + 1
2n

)n | n ∈ N} ist.

(Hinweis: Bernoullische Ungleichung und
(
1 + 1

2n

)n
=
(
1− 1

2n+1

)−n
für alle n ∈ N, was Sie

ohne Beweis benutzen dürfen.)



Aufgabe 4.2 (4 Punkte) Intervallschachtelung

Seien a, b positive reelle Zahlen. Wir de�nieren das arithmetische Mittel A, das geometrische Mittel G
und das harmonische Mittel H von a und b wie folgt:

A(a, b) :=
a+ b

2
, G(a, b) :=

√
ab, H(a, b) :=

1

A
(
1
a ,

1
b

) =
2ab

a+ b

Jetzt sei 0 < a < b, a1 := a, b1 := b und an+1 := H(an, bn), bn+1 := A(an, bn). Zeigen Sie

1. min{a, b} < H(a, b) < G(a, b) < A(a, b) < max{a, b}.

2. Für alle n ∈ N gilt 0 < an < bn.

3. Die In := [an, bn] bilden eine Intervallschachtelung.

4.
√
ab ∈ In für alle n ∈ N. (Da die In eine Intervallschachtelung bilden, ist das gleichbedeutend

mit
⋂

n∈N
In = {

√
ab}.)

Aufgabe 4.3 (4 Punkte) Grenzwert

Es seien (an)n∈N, (bn)n∈N, (cn)n∈N drei reelle Folgen mit

an ≤ bn ≤ cn für alle n ∈ N.

Beweisen Sie, sind (an)n∈N, (cn)n∈N konvergent mit

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn =: c ∈ R,

so ist auch (bn)n∈N konvergent mit Grenzwert c.

Präsenzaufgabe 4.4

Sei A ⊆ R nichtleer und B ⊆ R nach oben beschränkt, auÿerdem sei s ∈ R. Zeigen Sie

1. s = sup(A)⇐⇒ ∀x ∈ A : x ≤ s ∧ ∀ε > 0 ∃x ∈ A : x > s− ε

2. A ⊆ B ⇒ A und B sind beide nichtleer und nach oben beschränkt und sup(A) ≤ sup(B)
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