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Aufgabe 11.1 (4 Punkte)

Sei 0 ≤ a < b und f : [a, b] → R, x 7→ x2. Weiter sei für n ∈ N die äquidistante Zerlegung Zn =
{x0, . . . , xn} des Intervalls [a, b] gegeben durch xi = a+ i b−an .

1. Berechnen Sie s(Zn), bzw. S(Zn).

(Hinweis: Es darf die Identität
n∑

k=1

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 benutzt werden.)

2. Unter Benutzung des Hinweises, dass lim
n→∞

s(Zn) = sup
Z

s(Z), bzw. dass lim
n→∞

S(Zn) = inf
Z

S(Z),

zeigen Sie, dass f Riemann-integrierbar ist und berechnen Sie
b∫
a
f(x) dx.

Aufgabe 11.2 (4 Punkte)

Sei a < b und f : [a, b] → R eine stetige, nicht-negative und Riemann-integrierbare Funktion. (Die
letzte Voraussetzung ist eigentlich über�üssig, Sie werden bald sehen, dass jede stetige Funktion auf
einem kompakten Intervall Riemann-integrierbar ist.)

Zeigen Sie: Ist
b∫
a
f(x) dx = 0, so gilt schon f = const0. (f ist die konstante Funktion, die überall (auf

dem Intervall [a, b]) den Wert 0 annimmt.)

(Hinweis: Nehmen Sie an, dass es ein t0 ∈ (a, b) mit f(t0) > 0 gibt. Dann zeige man, dass mit einer

geeigneten Zerlegung Z von [a, b] die Untersumme s(Z) > 0 ist, und leite hieraus einen Widersrpuch

zur Voraussetzung
b∫
a
f(x) dx = 0 her.)

Aufgabe 11.3 (4 Punkte)

Eine Funktion F : D → R heiÿt Stammfunktion einer Funktion f : D → R, wenn sie di�erenzierbar
ist und wenn gilt:

F ′(x) = f(x), x ∈ D.

Man bestimme Stammfunktionen zu

1. f(x) = 1
(1+x)3

, x 6= −1

2. f(x) = sin (2x)
2 = sin (x) cos (x), x ∈ R

3. f(x) = 2ln(x)
x , x > 0



Präsenzaufgabe 11.4

Sei f : [a, b]→ R eine stetige Funktion, die Riemann-integrierbar ist (über�üssig, s.o.), mit

b∫
a

f(x) dx = 0.

Zeigen Sie, dass ein Punkt x0 ∈ [a, b] existiert mit f(x0) = 0.

(Hinweis: Sie dürfen benutzen, dass, wenn f ≤ g gilt, auch
b∫
a
f(x) dx ≤

b∫
a
g(x) dx gilt. Hierbei sind

f, g : [a, b]→ R und f ≤ g ⇔ ∀x ∈ [a, b] f(x) ≤ g(x). )
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