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Aufgabe 15.1
Man entscheide, ob folgende Mengen M C R nach oben bzw. nach unten beschrankt sind und bestimme
gef. sup M und inf M. Weiter entscheide man, ob M ein Maximum oder ein Minimum besitzt:

1. M={reR|2?<10}
2. M={1+1|neN}
3. M={1-14+% |nmeN}

Loésungsvorschlag

1. M ={zeR|2?><10}
sup M = max M = /10
Dies gilt, da fiir x = \/ﬁ, (\/ﬁ)2 = 10 gilt. Fiir alle z > V10 wire damit die Forderung x? <10
verletzt.
inf M = min M = —v/10
Dies gilt, da fiir alle z < —/10 die Forderung 22 < 10 verletzt wire.

2. M={1+21|neN}
supM = max M = 2
Um das Supremum vom M zu bestimmen, muss man % moglichst groff bekommen. Dies geschieht,
wenn man n = 1 wahlt. Man findet kein n € N, sodass % > 1 ist.

M nimmt sein Infimum bei lim 1+ % =1 an.
n—oo

3. M={1-24+L |nmeN}
Da % subtrahiert und 2% addiert wird, muss man um das Supremum zu bestimmen
klein und 2},1 moglichst grofs machen. Dies geschieht, wenn n {iber jede Schranke hinauswéchst
und wir m = 1 wihlen. Damit liegt das Supremum von M bei 1 — 0 + % = 2 und ist wegen

2
lim % = 0 kein Maximum.
n—oo
Da % subtrahiert und 2%,1 addiert wird, muss man um das Infimum zu bestimmen % moglichst
grofs und 2% moglichst klein machen. Dies geschieht, wenn man n = 1 wihlt und 2% gegen Null

geht. Damit liegt das Infimum von M bei 1 — 1+ 0 und ist kein Minimum.

% moglichst




Aufgabe 15.2
Seien (an)nen und (by,)nen zwel reelle Zahlenfolgen mit Grenzwerten a und b. Beweisen Sie:

lim (max{a,, b,}) = max{a, b}, li_)m (min{ay, by }) = min{a, b}

n—o0

a+b+|a—b|
2

Hinweis: Die Formeln max{a,b} = und min{a,b} = %M—M kénnen hier ohne Beweis

verwendet werden.

Losungsvorschlag

1. le (max{an, b, }) = max{a, b}

Beweis: 1 lim buct lim (Jen—bal)
_ im anp+ lim by,+ lim (Jan—bn
hm maX{CLn, b }) _ llm an+bn‘;|an bn‘ — — n—ooo n—)ool n— oo
n— n—oo ~~ 7Lme 2
Satz aus Vorlesung
_ a+b+nh~>moo(|an_bn‘) _ (l-‘rb-H 7Lli>moo an_nli{noo bnl _ a+b+|a_b| _ b
= 2 Ny 5 = —— — = max{a, b}

Stetigkeit von ||

2. lim (min{ay,,b,}) = min{a, b}
n—o0

Beweis i lim b lim (Jan—bal)
_ - m ap+ lim bp— lim (jan—bn
hm (mln{an,b }) = lim %ﬁnbnl — _ n—oo n~>ooll n—oo
n—00 N~~~ n1_)rnoo2
Satz aus Vorlesung
B a+b—n1i>moo(|an—bn\) B a—&—b—\nli)moo an—nli}moobﬂ _ atb—la—b| _ . b
= 2 NP 5 =~ — = min{a, b}
Stetigkeit von ||
Aufgabe 15.3
Seien A = {ag,a1,...,a,} und B = {bg,by,...,b,} zwei reelle Zahlenmengen. Zeigen Sie:
n n n
=0 =0 =0

Losungsvorschlag Vollstéandige Induktion

1. Induktionsanfang: n =0
0 0 0
> (aibi)* = (aobo)? = aj - b = Y- a - 3 b
io i=0

=0

2. Induktionsvoraussetzung:

Sei 3" (a;b;)? < Z a? Z b? fiir die ersten n Zahlen bewiesen.

i=0 i=0
3. Induktionsschritt: n — n + 1
n+1 n n n
> (aibi)? = Y (aibi)? + (ant1bny1)? < >0 ag - > b7 + (any1bngr)?
=0 =0 ~~i=0 i=0
v
n+1 n+1
Um an der Stelle weiter zu kommen, hilft es > a? 3 b? umzuformen:
i=0  i=0
n—+1 2n-l—l 9 ’ ’
= 1=0

*Z Zb2+an+1Eb +b+1Za +ap b2

Die beiden Terme unterscheiden sich um genau a? Z b2 4+b2 4 Z a?. Diese beiden Summanden

smd Jedoch wegen des Quadrats >0 und damit kann man folgende Abschétzung einfiigen:

Z a; Z b7 + (ant1bn1)* < Zo ZObQ + CLn+1 Z b} + bn+1 Z a; + an+1bn+1
Damlt folgt die Behauptung.



Aufgabe 15.4
Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen:

5

L oan =77
n3—5n)t—n12
2. a/n = nil)l
_ 4An3—(—1)"n?
3. an = 5n+2n3
4. ap, =+V4n?2 4+ 3n —2n
Lésungsvorschlag
5
L oap=";

Annahme: a, ist streng monoton fallend fiir ein n > K € N
- n® (n4+1)° (n+1)4
n! (n+1)! — !

snd>nm+1)4

Dies gilt flir n > 5

Annahme: a,, ist beschriankt

Zunichst kann a, nicht negativ werden, da n € N. Da a,, streng monoton fallend bereits gezeigt
worden ist, ist a, beschriankt.

= streng monotone, beschréankte Folgen konvergieren. Damit konvergiert a,, gegen 0.

_ (n3_5n)4_n12

- Gp il
—20n10 | 150n8 50018 | 625n%
(nP—5n)*—n'2 _ 1122010415008 —500n8+625nt —nl2 _ 1T+ ,IT — a1t Tt
il = Il = ~
WIT
— 20 4 150 _ 500 , 625
N ( j_ ”3)4 172L5 * n’
. n>—5n)*—n

n—oo

P 4n?—(—1)"n?
L 5n+2n3 ,

4 3 —(1)"™ _1n
4n3—(=1)"n? _ - (n>3n _ 4 n)
5n+2n3 S5n 2n33 %4’,2
n'

+
. And—(—1)"n? 4
Jim = s =3 =2

. ap = V4n? +3n —2n

Um diese Aufgabe zu 16sen, muss man die 3. Binomische Formel verwenden und mit einer intel-

A2 n
4n® 4 3n +2n — 4n243n—4n? — 3n _ 37
VAnZ +3n +2n VAn2+3n-+2n V4n24+3n+2n \/4n2+3n+27n

n n

ligenten lmmultiplizieren:

VAn? 4+ 3n—2n = V4n? + 3n—2n-

=1

3 _ 3
\/4n2+3n+2 ~—~ 4+%+2
" n=vn?2
. 3 _ 3
lim ——3— =3

n—o0 /44 % +2



Aufgabe 15.5
Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

o0
1. YklgFfir0<g<1
k=0

00
k+4
2. Z k2—3k+1

Loésungsvorschlag

[e.@]
1. S kP firo<qg<1

k=0

Quotientenkriterium:

E+1D)gEtt 120k (k41)-gF T

[l | = 22U = (k4 1)

Wir betrachten nun das Ergebnis genauer:

(k+l)g<lek+l<;eok<; -1

q ist immer fest mit 0 < g < 1. So lésst sich immer ein £ finden fiir &k — oo, dass grofler als % -1
ist.

Damit konvergiert die Reihe nicht.

9 § ketd
T FBRAT
Minorantenkriterium:
Behauptung: % < #ﬂjﬂ
Sk —3k+1<k(k+4) =k +4k
& —-Tk+1<0
fiir k — oo ist die Folge nach Minorantenkriterium divergent.

o0 k k
3. 3 &)
k=0

Minorantenkriterium:
(k+1)F _ (k+1Vk1 1
v = () 1>

o0
und somit divergiert die Reihe, da ) % divergiert.
k=1

o (k)?

4. 1;0 k)T
Quotientenkriterium:
((k+1)D2 (2k)! _ ((k+1))2 (2k)! ((k+1)!)2 1 A N T S R byl
QERFO &) — ~ &DZ  @k+2)! U & Ck+D2(k+1) F+1)2 — 4k+2 ~ B2
. 1+% _1
e

Die Reihe konvergiert nach Quotientenkriterium.



Aufgabe 15.6
Untersuchen Sie folgende Funktionen f: D +— R auf Stetigkeit in ihrem Definitionsbereich D.

1. Sei D = Q und
F(z) = 0, falls =<2
Tl 1, falls x> /2

2. Sei D =R und
2z fills x>0

e
f(x)_{ 1, falls 2<0
3. SeiD:Rung

) e 22, falls x>0
J(@) = 0, falls <0

Loésungsvorschlag

1. 1. Moglichkeit: Sei z € Q, dann betrachte eine beliebige Folge x, mit n — x. Ist £ > /2, so ist
\% > 0. Das bedeutet ab einem ng € N ist x,, auch gréfer als /2. Bei < geht der Beweis analog.
Damit gilt ist die Funktion stetig.

2. Moglichkeit: Sei € > 0 und y € Q mit y > /2.
Withle § = |[v/2—y|. Gilt |[z—y| < J, so muss auch z > /2 sein und somit ist | f(x)— f(y)| = 0 < .
Der Fall y < /2 geht analog. Also ist die Funktion stetig.

2. Betrachte lim |e™2* — 1|:
z—0
lim e ?* — 1| =[1-1|=0<e

z—0

Damit ist die Funktion stetig.

1 i . :
3. Betrachte lir% le”22 — 1| und substituiere 2 = y% Dabei muss man auch dem Limes anpassen
T—r
Zu Yy — 00:
. 2 .
lim [e™¥ —1|= lim |4 —1|=0-1/=1
Yy—00 —o0 eY

Damit ist die Funktion nicht stetig.



Aufgabe 15.7
Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe von geeigneten Substitutionen:

1 [ sin? z cos xdz
2. [z +1dz

3. f71+ x2T+1dx

4. f ﬁdl’

Lésungsvorschlag
1. [sin®zcoszdr = [u?du= %u3 +C = ésmgx +C
u=sinx
5 3
2. [av/z+1dz = [(u—1)yudu = f(u% —u%)du = [u2du — [ udu = 2%2 —%Tz-l-c =
u=x+1

x u27 u+1)(u—1
3. J Vet I f%((w f( +u)—‘£1 Ludu = 3 J(w? —w)du = 522 + 1)V20 +1 -

1 _ 1 du __ du _ T
4. fieue_xdm = [ T W = ] Ther =arctanu + C = arctane” 4+ C
X

Vorlesung: http://Is4-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre/2012 ss/mathe2/index.html
Ubung: http://lsd-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre/2012 ss/mathe2 uebung/index.html
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