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Aufgabe 15.1

Man entscheide, ob folgende MengenM ⊂ R nach oben bzw. nach unten beschränkt sind und bestimme
ggf. supM und infM . Weiter entscheide man, ob M ein Maximum oder ein Minimum besitzt:

1. M = {x ∈ R | x2 ≤ 10}

2. M = {1 + 1
n | n ∈ N}

3. M = {1− 1
n + 1

2m | n,m ∈ N}

Lösungsvorschlag

1. M = {x ∈ R | x2 ≤ 10}
supM = maxM =

√
10

Dies gilt, da für x =
√
10, (
√
10)2 = 10 gilt. Für alle x ≥

√
10 wäre damit die Forderung x2 ≤ 10

verletzt.
infM = minM = −

√
10

Dies gilt, da für alle x ≤ −
√
10 die Forderung x2 ≤ 10 verletzt wäre.

2. M = {1 + 1
n | n ∈ N}

supM = maxM = 2
Um das Supremum vomM zu bestimmen, muss man 1

n möglichst groÿ bekommen. Dies geschieht,
wenn man n = 1 wählt. Man �ndet kein n ∈ N, sodass 1

n > 1 ist.
M nimmt sein In�mum bei lim

n→∞
1 + 1

n = 1 an.

3. M = {1− 1
n + 1

2m | n,m ∈ N}
Da 1

n subtrahiert und 1
2m addiert wird, muss man um das Supremum zu bestimmen 1

n möglichst
klein und 1

2m möglichst groÿ machen. Dies geschieht, wenn n über jede Schranke hinauswächst
und wir m = 1 wählen. Damit liegt das Supremum von M bei 1 − 0 + 1

2 = 3
2 und ist wegen

lim
n→∞

1
n = 0 kein Maximum.

Da 1
n subtrahiert und 1

2m addiert wird, muss man um das In�mum zu bestimmen 1
n möglichst

groÿ und 1
2m möglichst klein machen. Dies geschieht, wenn man n = 1 wählt und 1

2m gegen Null
geht. Damit liegt das In�mum von M bei 1− 1 + 0 und ist kein Minimum.



Aufgabe 15.2

Seien (an)n∈N und (bn)n∈N zwei reelle Zahlenfolgen mit Grenzwerten a und b. Beweisen Sie:

lim
n→∞

(max{an, bn}) = max{a, b}, lim
n→∞

(min{an, bn}) = min{a, b}

Hinweis: Die Formeln max{a, b} = a+b+|a−b|
2 und min{a, b} = a+b−|a−b|

2 können hier ohne Beweis
verwendet werden.

Lösungsvorschlag

1. lim
n→∞

(max{an, bn}) = max{a, b}
Beweis:

lim
n→∞

(max{an, bn}) = lim
n→∞

an+bn+|an−bn|
2 =︸︷︷︸

Satz aus Vorlesung

=
lim

n→∞
an+ lim

n→∞
bn+ lim

n→∞
(|an−bn|)

lim
n→∞

2

=
a+b+ lim

n→∞
(|an−bn|)

2 =︸︷︷︸
Stetigkeit von |·|

a+b+| lim
n→∞

an− lim
n→∞

bn|
2 = a+b+|a−b|

2 = max{a, b}

2. lim
n→∞

(min{an, bn}) = min{a, b}
Beweis

lim
n→∞

(min{an, bn}) = lim
n→∞

an+bn−|an−bn|
2 =︸︷︷︸

Satz aus Vorlesung

=
lim

n→∞
an+ lim

n→∞
bn− lim

n→∞
(|an−bn|)

lim
n→∞

2

=
a+b− lim

n→∞
(|an−bn|)

2 =︸︷︷︸
Stetigkeit von |·|

a+b−| lim
n→∞

an− lim
n→∞

bn|
2 = a+b−|a−b|

2 = min{a, b}

Aufgabe 15.3

Seien A = {a0, a1, . . . , an} und B = {b0, b1, . . . , bn} zwei reelle Zahlenmengen. Zeigen Sie:

n∑
i=0

(aibi)
2 ≤

n∑
i=0

a2i ·
n∑

i=0

b2i

Lösungsvorschlag Vollständige Induktion

1. Induktionsanfang: n = 0
0∑

i=0
(aibi)

2 = (a0b0)
2 = a20 · b20 =

0∑
i0

a20 ·
0∑

i=0
b20

2. Induktionsvoraussetzung:

Sei
n∑

i=0
(aibi)

2 ≤
n∑

i=0
a2i ·

n∑
i=0

b2i für die ersten n Zahlen bewiesen.

3. Induktionsschritt: n 7→ n+ 1
n+1∑
i=0

(aibi)
2 =

n∑
i=0

(aibi)
2 + (an+1bn+1)

2 ≤︸︷︷︸
IV

n∑
i=0

a2i ·
n∑

i=0
b2i + (an+1bn+1)

2

Um an der Stelle weiter zu kommen, hilft es
n+1∑
i=0

a2i
n+1∑
i=0

b2i umzuformen:

n+1∑
i=0

a2i
n+1∑
i=0

b2i =

(
n∑

i=0
a2i + a2n+1

)(
n∑

i=0
b2i + b2n+1

)
=

n∑
i=0

a2i
n∑

i=0
b2i + a2n+1

n∑
i=0

b2i + b2n+1

n∑
i=0

a2i + a2n+1b
2
n+1

Die beiden Terme unterscheiden sich um genau a2n+1

n∑
i=0

b2i +b
2
n+1

n∑
i=0

a2i . Diese beiden Summanden

sind jedoch wegen des Quadrats ≥ 0 und damit kann man folgende Abschätzung einfügen:
n∑

i=0
a2i ·

n∑
i=0

b2i + (an+1bn+1)
2 ≤

n∑
i=0

a2i
n∑

i=0
b2i + a2n+1

n∑
i=0

b2i + b2n+1

n∑
i=0

a2i + a2n+1b
2
n+1

Damit folgt die Behauptung.



Aufgabe 15.4

Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen:

1. an = n5

n!

2. an = (n3−5n)4−n12

n11

3. an = 4n3−(−1)nn2

5n+2n3

4. an =
√
4n2 + 3n− 2n

Lösungsvorschlag

1. an = n5

n!
Annahme: an ist streng monoton fallend für ein n ≥ K ∈ N
⇒ n5

n! >
(n+1)5

(n+1)! =
(n+1)4

n!

⇔ n5 > (n+ 1)4

Dies gilt für n ≥ 5
Annahme: an ist beschränkt
Zunächst kann an nicht negativ werden, da n ∈ N. Da an streng monoton fallend bereits gezeigt
worden ist, ist an beschränkt.
⇒ streng monotone, beschränkte Folgen konvergieren. Damit konvergiert an gegen 0.

2. an = (n3−5n)4−n12

n11

(n3−5n)4−n12

n11 = n12−20n10+150n8−500n6+625n4−n12

n11 =
−20n10

n11 + 150n8

n11 −
500n6

n11 + 625n4

n11

n11

n11

= −20
n + 150

n3 − 500
n5 + 625

n7

lim
n→∞

(n3−5n)4−n12

n11 = 0

3. an = 4n3−(−1)nn2

5n+2n3

4n3−(−1)nn2

5n+2n3 =
4n3

n3 −
−(1)nn2

n3

5n
n3+

2n3

n3

=
4− (−1)n

n
5
n2+2

lim
n→∞

4n3−(−1)nn2

5n+2n3 = 4
2 = 2

4. an =
√
4n2 + 3n− 2n

Um diese Aufgabe zu lösen, muss man die 3. Binomische Formel verwenden und mit einer ïntel-
ligenten 1mmultiplizieren:
√
4n2 + 3n−2n =

√
4n2 + 3n−2n·

√
4n2 + 3n+ 2n√
4n2 + 3n+ 2n︸ ︷︷ ︸

=1

= 4n2+3n−4n2
√
4n2+3n+2n

= 3n√
4n2+3n+2n

=
3n
n√

4n2+3n
n

+ 2n
n

=

3√
4n2+3n

n
+2

=︸︷︷︸
n=
√
n2

3√
4+ 3

n
+2

lim
n→∞

3√
4+ 3

n
+2

= 3
4



Aufgabe 15.5

Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

1.
∞∑
k=0

k!qk für 0 < q < 1

2.
∞∑
k=0

k+4
k2−3k+1

3.
∞∑
k=0

(k+1)k

kk+1

4.
∞∑
k=0

(k!)2

(2k)!

Lösungsvorschlag

1.
∞∑
k=0

k!qk für 0 < q < 1

Quotientenkriterium:

| (k+1)!qk+1

k!qk
| = |1·2·····k·(k+1)·qk+1

1·2·····k·qk | = (k + 1)q
Wir betrachten nun das Ergebnis genauer:
(k + 1)q < 1⇔ k + 1 < 1

q ⇔ k < 1
q − 1

q ist immer fest mit 0 < q < 1. So lässt sich immer ein k �nden für k →∞, dass gröÿer als 1
q − 1

ist.
Damit konvergiert die Reihe nicht.

2.
∞∑
k=0

k+4
k2−3k+1

Minorantenkriterium:
Behauptung: 1

k ≤
k+4

k2−3k+1

⇔ k3 − 3k + 1 ≤ k(k + 4) = k2 + 4k
⇔ −7k + 1 ≤ 0
für k 7→ ∞ ist die Folge nach Minorantenkriterium divergent.

3.
∞∑
k=0

(k+1)k

kk+1

Minorantenkriterium:
(k+1)k

kk+1 =
(
k+1
k

)k 1
k >

1
k

und somit divergiert die Reihe, da
∞∑
k=1

1
k divergiert.

4.
∞∑
k=0

(k!)2

(2k)!

Quotientenkriterium:
((k+1)!)2

(2(k+1))!
(2k)!
(k!) = ((k+1)!)2

(k!)2
(2k)!

(2k+2)! =
(
(k+1)!

k!

)2
1

(2k+1)2(k+1) = (k + 1) 1
(2k+1)2 = k+1

4k+2 =
k
k
+ 1

k
4k
k
+ 2

k

lim
k→∞

1+ 1
k

4+ 2
k

= 1
4 < 1

Die Reihe konvergiert nach Quotientenkriterium.



Aufgabe 15.6

Untersuchen Sie folgende Funktionen f : D 7→ R auf Stetigkeit in ihrem De�nitionsbereich D.

1. Sei D = Q und

f(x) =

{
0, falls x <

√
2

1, falls x >
√
2

2. Sei D = R und

f(x) =

{
e−2x, falls x > 0
1, falls x ≤ 0

3. Sei D = R und

f(x) =

{
e−

1
x2 , falls x > 0

0, falls x ≤ 0

Lösungsvorschlag

1. 1. Möglichkeit: Sei x ∈ Q, dann betrachte eine beliebige Folge xn mit n → x. Ist x >
√
2, so ist

x√
2
> 0. Das bedeutet ab einem n0 ∈ N ist xn auch gröÿer als

√
2. Bei < geht der Beweis analog.

Damit gilt ist die Funktion stetig.
2. Möglichkeit: Sei ε > 0 und y ∈ Q mit y >

√
2.

Wähle δ = |
√
2−y|. Gilt |x−y| < δ, so muss auch x >

√
2 sein und somit ist |f(x)−f(y)| = 0 < ε.

Der Fall y <
√
2 geht analog. Also ist die Funktion stetig.

2. Betrachte lim
x→0
|e−2x − 1|:

lim
x→0
|e−2x − 1| = |1− 1| = 0 < ε.

Damit ist die Funktion stetig.

3. Betrachte lim
x→0
|e−

1
x2 − 1| und substituiere x2 = 1

y2
. Dabei muss man auch dem Limes anpassen

zu y →∞:
lim
y→∞

|e−y2 − 1| = lim
y→∞

| 1

ey2
− 1| = |0− 1| = 1

Damit ist die Funktion nicht stetig.



Aufgabe 15.7

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe von geeigneten Substitutionen:

1.
∫
sin2 x cosxdx

2.
∫
x
√
x+ 1dx

3.
∫

x
1+
√
2x+1

dx

4.
∫

1
ex+e−xdx

Lösungsvorschlag

1.
∫
sin2 x cosxdx =︸︷︷︸

u=sinx

∫
u2du = 1

3u
3 + C = 1

3 sin
3 x+ C

2.
∫
x
√
x+ 1dx =︸︷︷︸

u=x+1

∫
(u − 1)

√
udu =

∫
(u

3
2 − u

1
2 )du =

∫
u

3
2du −

∫ √
udu = 2u

5
2

5 −
2u

3
2

3 + C =

2
5(x+ 1)

5
2 − 2

3(x+ 1)
3
2 + C

3.
∫

x
1+
√
2x+1

dx =︸︷︷︸
u=2x+1

∫
1
2
(u2−1)
(u+1) udu = 1

2

∫ (u+1)(u−1)
(u+1) udu = 1

2

∫
(u2 − u)du = 1

6(2x + 1)
√
2x+ 1 −

1
4(2x+ 1) + C

4.
∫

1
ex+e−xdx =︸︷︷︸

u=ex

∫
1

u+u−1
du
u =

∫
du

1+u2 = arctanu+ C = arctan ex + C

Vorlesung: http://ls4-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre/2012_ss/mathe2/index.html

Übung: http://ls4-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre/2012_ss/mathe2_uebung/index.html

http://ls4-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre/2012_ss/mathe2/index.html
http://ls4-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre/2012_ss/mathe2_uebung/index.html

