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Hinweis: Es gilt das Archimedische Axiom.
Zu je zwei reellen Zahlen x,y > 0 existiert eine natiirliche Zahl n mit nz > y.
Daraus folgt insbesondere:
Zu jeder reellen Zahl x gibt es natiirliche Zahlen n und m, so dass n > z und —m < =z.

Daraus folgt dann:

1
Zu jedem € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl n, so dass — < ¢.
n

Sie diirfen benutzen, dass 5" > 3" > 2" > 21 > p fiir allen € N und dass 0 < a < b = Va < N

Aufgabe 4.1 (4 Punkte) Supremum/Infimum

1. Ermitteln Sie mit einer Rechnung das Supremum und Infimum folgender Teilmengen der reellen
Zahlen (falls sie existieren). Handelt es sich dabei sogar um das Maximum, bzw. Minimum der
entsprechenden Menge?

a) A={2P4+377457" | p,q,r € N}
b) B={zecR | 322 — 10z +3 < 0}
c) C:{i—;% | € [0,00)}
2. Zeigen Sie, dass % das Minimum und 2 eine obere Schranke von D = {(1 + ﬁ)n | ne ]N} ist.

(Hinweis: Bernoullische Ungleichung und (1 + %)n = (1 — ﬁ) o fiir alle n € IN, was Sie

ohne Beweis benutzen diirfen.)



Aufgabe 4.2 (4 Punkte) Intervallschachtelung

Seien a, b positive reelle Zahlen. Wir definieren das arithmetische Mittel A, das geometrische Mittel G
und das harmonische Mittel H von a und b wie folgt:

a+b

A(a,b) := 5 G(a,b) :== Vab, H(a,b) :=

_ 2ab
1) a+b

Q| =

Al
Jetzt sei 0 < a < b, a; :=a,by :=bund a,y1 := H(an,by),bp+1 := Alan, by). Zeigen Sie

1. min{a,b} < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < max{a, b}.

2. Fir alle n € IN gilt 0 < a,, < by.

3. Die I, := [an, b,] bilden eine Intervallschachtelung.

4. Vab € I, fiir alle n € IN. (Da die I,, eine Intervallschachtelung bilden, ist das gleichbedeutend

mit () I, = {Vab}.)
nelN

Aufgabe 4.3 (4 Punkte)

Es seien (an)nenN, (bn)nen, (¢n)nen drei reelle Folgen mit
an < b, <c, fur alle n € IN.
Beweisen Sie, sind (ap)nenN, (¢n)nen konvergent mit

lim a, = lim ¢, =: c € R,
n—oo n—oo

so ist auch (by,)n,en konvergent mit Grenzwert c.

Bonusaufgabe 4.4 (4 Bonuspunkte)

Sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass es genau
(Z) verschiedene Teilmengen mit genau k& Elementen gibt fiir 0 < k < n.

Folgern sie daraus mit Beweis, dass die Potenzmenge von M genau 2" Elemente enthalt.

Hinweis: Beweisen Sie zunéachst die Gleichung (Z) + (kfl) = (”:1) fiir 1 <k <mnundn € NN.

Vorlesung: http://lsd-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre/2013 ss/mathe2/index.html
Ubung: http://ls4-www.cs.tu-dortmund.de/cms/de/lehre /2013 ss/mathe2 uebung/index.html
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