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Aufgabe 6.1 (1 Punkt) Begriffe/Verstindnisfragen Erldutern Sie folgende Begriffe:

e absorbierende, transiente, rekurrente Zustiande

zeitdiskrete/zeitkontinuierliche Markov-Ketten

Gedéchtnislosigkeit

stationdres Verhalten

Zeithomogenitat

Globale Flussgleichungen

1. Welche Eigenschaften hat die Ratenmatrix (Generatormatrix) einer CTMC?
2. Welche Eigenschaften hat die Transitionsmatrix einer DTMC?

3. Was ist der Unterschied zwischen transienter und stationérer Analyse? Geben Sie Beispiele
fiir Fragestellungen, die mit einer transienten Analyse behandelt werden konnen!

Aufgabe 6.2 (3 Punkte) Markov-Ketten
Ein elektronisches Gerédt mit interner Uhr generiert zuféillig die Nummern 0, 1 oder 2 bei jedem
Ticken der Uhr. Dabei werden die folgenden Regeln beachtet:

e Wenn zuletzt eine 0 generiert wurde, so ist die néchste Zahl wieder eine 0 mit der Wahr-
scheinlichkeit 0,5 oder eine 1 mit der Wahrscheinlichkeit 0, 5.

e Wenn zuletzt eine 1 generiert wurde, so ist die nédchste Zahl wieder eine 1 mit der Wahr-
scheinlichkeit von 0,4 oder eine 2 mit der Wahrscheinlichkeit von 0, 6.

e Wenn zuletzt eine 2 generiert wurde, so ist die ndchste Zahl eine 0 mit der Wahrschein-
lichkeit von 0,7 oder eine 1 mit der Wahrscheinlichkeit von 0, 3.



Bevor die Uhr anfangt zu Ticken wird eine Nummer generiert: 0 mit Wahrscheinlichkeit 0, 3,
1 mit Wahrscheinlichkeit 0,3 und 2 mit Wahrscheinlichkeit 0,4. Am Gerét ist eine Lampe
angebracht die aufleuchtet sobald die Zahlenfrequenz {1,2,0} generiert wurde. Die Uhr besitzt
ein Display mit der zuletzt ausgegebenen Nummer.

a) Zeichnen Sie ein Zustandstransitionsdiagramm fiir diese Kette mit allen Wahrscheinlich-
keiten und Transitionen.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Lampe nach exakt 2 Uhr-Ticks
aufleuchtet.

¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Lampe nach exakt 3 Uhr-Ticks
aufleuchtet.

d) Nehmen Sie an, Sie bekommen das Gerét in die Hand wihrend das Display die Nummer
1 anzeigt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Lampe nach exakt 2 Uhr-Ticks
anfiangt zu leuchten? Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Leuchten nach 3 Uhr-
Ticks?

Aufgabe 6.3 (3 Punkte) Markov-Kette fiir ein Defekt-Intakt-System

Ein Glithweinautomat und ein Weihnachtspunschautomat sind hin und wieder aufler Betrieb.
Die Zeit zwischen zwei Ausfillen sei exponentialverteilt mit Erwartungswerten eg bzw. ep. Die
Instandsetzungszeiten fiir die beiden Gerite seien ebenfalls exponentialverteilt mit Erwartungs-
werten e;g bzw. erp.

a) Stellen Sie fiir dieses System den Zustandsiibergangsgraphen auf.

b) Ermitteln Sie fiir die Parameter eq = 20, ep = 10, e;¢ = 5, e;p = 4 die stationdren
Zustandswahrscheinlichkeiten.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens ein Gerét defekt?

Aufgabe 6.4 (2 Punkte) Oszillierendes Verhalten der Zustandswahrscheinlichkeits-
verteilung
Stellen Sie die stochastischen Matrizen fiir die beiden Beispiele auf, setzen Sie 7(0) = (1.0,0)
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bzw. w(0) = (1.0,0,0) und berechnen Sie jeweils 7(k + 1) fiir £k =0, 1, 2.

Aufgabe 6.5 (3 Punkte) Markov-Ketten

Benutzen Sie die Methode der Uniformisierung, um eine zeitdiskrete Markov-Kette fiir { X (¢) }en,
aus der Aufgabe 5.2 abzuleiten. Ermitteln Sie die stationéren Zustandswahrscheinlichkeiten
(falls sie existieren). Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit dem Teil b) der Aufgabe 5.2.
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