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Bitte schreiben Sie auf Thre Abgabe Namen, Matrikelnummer und Gruppe auf. Die Abgabe werfen Sie
bitte in den passenden Briefkasten (auf Gruppennummer achten!) in der Otto-Hahn-Strafe 20 ein. IThre
Gruppennummer erfahren Sie im Assess-System.

Die Bonusaufgabe ist freiwillig zu bearbeiten, d.h. die erhéaltlichen Punkte sind zusétzliche Bonus-
punkte, die nicht zu den 100 % der Punkte des jeweiligen Blocks gehoren.

Aufgabe 4.1 (4 Punkte) Minimum, Maximum, Infimum und Supremum

Bestimmen Sie rechnerisch Minimum, Maximum, Infimum und Supremum folgender Mengen, falls sie
existieren:

L A={277+3794+57"€Q | p,g,r € N}
2. B={zeR | 32> —102+3 <0}

3, C:{’;—HG]R | mE[O,oo)}

Aufgabe 4.2 (4 Punkte) Sandwich-Theorem

Es seien (ap)nenN, (bn)nenN, (¢n)nen drei reelle Folgen mit a,, < b, < ¢, fiir alle n € IN. Beweisen Sie:
Ist b € R und sind (ap)nen, (¢n)nen konvergent mit

lim a, = lim ¢, = b,
n—oo n—oo

so ist auch lim b, =b.
n—oo

Aufgabe 4.3 (4 Punkte) Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel

Es seien a,b € R mit 0 < a < b die Seitenldngen eines Rechtecks R und

A(a,b) := a ; b, (Arithmetisches Mittel)
G(a,b) := Vab, (Geomtrisches Mittel)
1 2
H(a,b) = ——5 = ab . (Harmonisches Mittel)
ALl a+d

Zeigen Sie:
1. a < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) <b.

2. Ersetzt man a durch H(a,b) und b durch A(a,b), so erhilt man ein Rechteck mit dem selben
Flacheninhalt wie R, aber einem geringeren Umfang.



Bonusaufgabe 4.4 (4 Bonuspunkte) Intervallschachtelungsprinzip

Wiederholt man die Ersetzungen aus Aufgabe 4.3.2 rekursiv, so konstruiert man eine Folge von fli-
chengleichen Rechtecken, deren Seitenlingen im Grenzwert gegen G(a,b) = vab, also der Seitenlinge
des flichengleichen Quadrats, streben. Diese Beobachtung soll formal mit Hilfe des Intervallschachte-
lungsprinzips gezeigt werden. Es seien dazu a, b, A(a,b), G(a,b), H(a,b) und R definiert wie in Aufgabe
4.3. Ferner seien die Folgen

(an)neN mit ay := a, ap+1 := H(ay,by),
(bn)neN mit by := b, by+1 := Alan, by)
gegeben. Zeigen Sie:
1. Fiir alle n € N gilt 0 < a,, < b,.
2. Die Intervalle I, := [ay,, b,] bilden eine Intervallschachtelung, d.h.:
a) Fir alle n € N gilt I,,1; C I,,.
b) Fiir alle ¢ € R mit € > 0 gibt es ein n € IN mit |I,,| <e.
3. Fir alle n € IN gilt a,b,, = ab.
4. Fiir alle n € N gilt G(a,b) € I,,.
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