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Hinweis: Es gilt das Archimedische Axiom:
Zu je zwei reellen Zahlen x,y > 0 existiert eine natiirliche Zahl n mit nz > y.
Daraus folgt insbesondere:
Zu jeder reellen Zahl x gibt es natiirliche Zahlen n und m, so dass n > z und —m < =z.

Daraus folgt dann:

1
Zu jedem € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl n, so dass — < ¢.
n

Aufgabe 3.1 Quiz (14+1+1+1 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind richtig und welche falsch? Begriinden Sie Ihre Antwort.

5n2—Tn
Loan =550

fiir n € IN konvergiert gegen 0.

2. Ist (ap)nen eine Nullfolge und (by,),en eine beliebige Folge, so ist (ay, - by)new ebenfalls eine
Nullfolge.

3. Fiir alle 0 < a < b gilt \/a < Vb.

4. 5" > 3" > 27 > 271 > p fiir alle n € IN.



Aufgabe 3.2  Supremum/Infimum (242 Punkte)

1. Bestimmen Sie das Supremum und Infimum folgender Teilmenge der reellen Zahlen (falls sie
existieren). Handelt es sich dabei sogar um das Maximum, bzw. Minimum der entsprechenden
Menge?

A={2P+379457" | p,q,r € N}
2. Zeigen Sie, dass % das Minimum und 2 eine obere Schranke von D = {(1 + %)n | ne ]N} ist.

(Hinweis: Bernoullische Ungleichung und (1 + ﬁ)n = (1 - ﬁ)in fiir alle n € IN, was Sie

ohne Beweis benutzen diirfen.)

Aufgabe 3.3 Intervallschachtelung (14+1+1+1 Punkte)

Seien a, b positive reelle Zahlen. Wir definieren das arithmetische Mittel A, das geometrische Mittel G
und das harmonische Mittel H von a und b wie folgt:

a+b
2 )

~ 2ab

A(a,b) := G(a,b) := Vab, H(a,b):= Iy T a+b
"D

QIR =

A(
Jetzt sei 0 < a < b, a1 :=a,by :=bund ayy1 := H(an,by),bpt1 := Alan, by). Zeigen Sie

1. H(a,b) < G(a,b) oder G(a,b) < A(a,b).

(Hinweis: Es gilt insgesamt a < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < b.)
2. Fir alle n € IN gilt 0 < a,, < by,.
3. Die I, := [ap, by] bilden eine Intervallschachtelung.
4. Vab € I, fiir alle n € IN. (Da die I,, eine Intervallschachtelung bilden, ist das gleichbedeutend
mit () I, = {Vab}.)
nelN
Aufgabe 3.4 Sandwich-Theorem (4 Punkte)
Es seien (an)nenN, (bn)nen, (¢n)nen drei reelle Folgen mit
an < b, <c¢, fir alle n € IN.
Beweisen Sie, sind (ay)nenN, (¢n)nen konvergent mit
lim a, = lim ¢, =:c € R,
n—o0 n—oo

so ist auch (by,)nen konvergent mit Grenzwert c.
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