technische universitat Fakultat fiir Informatik
dortmund Lehrstuhl 4

Prof. Dr. Peter Buchholz, Alexander Frank WS 2019/2020

Modellierung und Analyse eingebetteter und
verteilter Systeme

Ubungsblatt 6

Ausgabe: 13. November, Abgabe: 20. November

Aufgabe 6.1 Kontinuierliche Markov-Prozesse
Betrachten Sie die Markov-Kette {X (¢)}{3, mit Zustandsraum S = {1,2, 3, 4,5} und Transiti-
onsratenmatrix ()

—-A A 0 0 0
Q= 0 0 —H1 0 H1
1o 0 0 —(A+m) A

0 125 0 0 — U2

a) Zeichnen Sie das Transitionsratendiagramm. Ist das System fiir Eingaben grofer 0 irre-
duzibel?

b) Im Folgenden gehen wir von (A =1, uy = 3 und py = ) aus. Benutzen Sie die Mehtode

der Uniformisierung fiir die konkrete Markov-Kette, um eine zeitdiskrete Markov-Kette
abzuleiten.

c) Ermitteln Sie stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten (wenn sie existieren)

Aufgabe 6.2 Markov-Kette fiir ein Defekt-Intakt-System
Ein Glihweinautomat und ein Weihnachtspunschautomat weisen ein bestimmtes Ausfallver-
halten auf. Die Zeit zwischen zwei Ausfillen sei exponentialverteilt mit Erwartungswerten Eq_
bzw. Ep_. Die Instandsetzungszeiten fiir die beiden Gerédte kénnen ebenfalls als exponentiell
verteilt angesehen werden mit Erwartungswerten Eq, bzw. Ep, .

a) Stellen Sie fiir dieses System den Zustandsiibergangsgraphen auf.

b) Ermitteln Sie fiir die Parameter Eq_ = 20, Ep_ = 10, Eq, = 5, Ep, = 4 die stationdren
Zustandswahrscheinlichkeiten, falls sie existieren.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens ein Gerét defekt?



Aufgabe 6.3 Markov-Ketten
Ein elektronisches Gerédt mit interner Uhr generiert zufillig die Nummern 0, 1 oder 2 bei jedem
Ticken der Uhr. Dabei werden die folgenden Regeln beachtet:

e Wenn zuletzt eine 0 generiert wurde, so ist die néchste Zahl wieder eine 0 mit der Wahr-
scheinlichkeit 0,5 oder eine 1 mit der Wahrscheinlichkeit 0, 5.

e Wenn zuletzt eine 1 generiert wurde, so ist die nachste Zahl wieder eine 1 mit der Wahr-
scheinlichkeit von 0,4 oder eine 2 mit der Wahrscheinlichkeit von 0, 6.

e Wenn zuletzt eine 2 generiert wurde, so ist die ndchste Zahl eine 0 mit der Wahrschein-
lichkeit von 0,7 oder eine 1 mit der Wahrscheinlichkeit von 0, 3.

Bevor die Uhr anfangt zu Ticken wird eine Nummer generiert: 0 mit Wahrscheinlichkeit 0, 3,
1 mit Wahrscheinlichkeit 0,3 und 2 mit Wahrscheinlichkeit 0,4. Am Gerét ist eine Lampe
angebracht die aufleuchtet sobald die Zahlenfrequenz {1,2,0} generiert wurde. Die Uhr besitzt
ein Display mit der zuletzt ausgegebenen Nummer.

a) Bestimmen Sie einen Markov-Prozess, der das Modell représentiert. Zeichnen Sie ein Zu-
standstransitionsdiagramm fiir diese Kette mit allen Wahrscheinlichkeiten und Transitio-
nen.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Lampe nach exakt 2 Uhr-Ticks
aufleuchtet.

¢) Nehmen Sie an, Sie bekommen das Gerit in die Hand wiahrend das Display die Nummer
1 anzeigt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Lampe nach exakt 2 Uhr-Ticks
anfingt zu leuchten? Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Leuchten nach 3 Uhr-
Ticks?

d) Ist das System irreduzibel? Welche Zusténde sind transient und welche rekurrent? Exis-
tiert eine echte geschlossene irreduzibele Teilmenge der Kette?
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