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Kapitel 1

Einleitung

Wenn ein Handelsreisender, startend in seinem Wohnort, Kunden in verschiedenen
Stadten besuchen méchte, mufl er sich eine Reihenfolge iiberlegen, in der er die Stadte
anféhrt. Er wird dazu zweckmaéfBigerweise eine Rundreise auswahlen wollen, die moglichst
kurz ist, um Kosten und Zeit zu sparen. Nehmen wir an, er kennt fiir alle Stadte die
geographischen Positionen und fiir jedes Paar von Stddten deren Abstand, dann hat er
alle notwendigen Daten, um eine kiirzeste Rundreise zu bestimmen, jedoch ist nicht ohne
weiteres zu ersehen, wie er diese Daten nutzen kann, um eine kiirzeste Rundreise zu finden.
Dieses Problem ist als Traveling Salesman Problem (TSP) bekannt. In letzter Zeit findet
man auch oft die Bezeichnung Traveling Salesperson Problem in Anlehnung an die zuneh-
mende Frauenquote in wirtschaftlichen Berufen. Es gibt viele verschiedene Versionen und
Spezialfille des TSP, von denen wir hier drei genauer definieren wollen.

Definition 1.0.1 (Traveling Salesman Problem (TSP))

(1) (allgemeines TSP) Gegeben sind n Stadte ¢y, ..., ¢, und eine Kostenfunktion k. Es sind
k(ci,¢;) die Kosten, um von Stadt ¢; nach Stadt ¢; zu kommen. Gesucht ist eine moglichst
kurze Rundreise, die alle Stadte besucht, also eine Reihenfolge der Stadte c;(yy, ..., c-(n),
so daf} die Kosten

n—1

Z k(e iy Criivny) + k()5 € (1)

=1
minimal sind.
(2) (Metrisches TSP) Die Stadte sind hier Punkte in einem metrischen Raum und die

Kostenfunktion k erfiillt die Regeln einer Metrik, also Positivitdt, Symmetrie und Drei-
ecksungleichung.

3) (Fuklidisches TSP) Die Stadte sind Punkte im IR* und die Kosten k(c;, ¢;), die durch
J

die Reise von ¢; nach ¢; entstehen, sind der euklidische Abstand der Punkte.

Die besondere Bedeutung des TSP rithrt nicht daher, dafl Handelsreisende versucht ha-
ben eine kiirzeste Rundreise zu bestimmen, sondern vielmehr daher, dafl das TSP stellver-
tretend fiir viele andere kombinatorische Optimierungsprobleme steht, so z.B. die Com-

5
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puterverdrahtung oder die Platinenbohrung (Printed Circuit Boards). Es zeichnet sich
aus durch die einfache, fiir jeden verstdndliche, Problemstellung und die Leichtigkeit , gu-
te® Losungen zu finden im Kontrast zur Schwierigkeit eine optimale Losung anzugeben.
Dadurch hat das Problem schon seit jeher nicht nur die Mathematiker und Informatiker
begeistert, weshalb bis heute unzéhlige Veroffentlichungen zum TSP erschienen sind. Eine
interessante frithe geschichtliche Entwicklung des TSP ist in [19] zu finden und eine um-
fangreiche Bibliographie mit aktuellen Arbeiten tiber das TSP und verwandte Probleme
findet man im Internet bei [26].

1.1 Geschichtliche Entwicklung

Seit den T0er Jahren ist bekannt, dal das TSP NP-hart ist, eine optimale Losung also
wahrscheinlich nicht effizient berechnet werden kann [18]. Um so erstaunlicher ist es, daf}
eine intuitive Wahl einer Rundreise meistens eine sehr gute Naherungslosung ist und es
gute Heuristiken gibt, die in nahezu linearer Zeit eine Nédherungslésung berechnen, die oft
nur um ein paar Prozent vom Optimum abweicht. Heuristiken kénnen aber keine feste
Giite garantieren, es gibt also immer Ausnahmefélle, in denen sie eine schlechte Losung
produzieren. Anders ist es bei Approximationsalgorithmen, bei denen eine beweisbare
Giite fir die gefundene Loésung angegeben werden kann. Sahni und Gonzalez konnten
allerdings 1976 zeigen, daf} es fiir das allgemeine TSP unter der P # NP-Annahme kei-
nen effizienten Approximationsalgorithmus gibt, der das Optimum bis auf irgendeinen
konstanten Faktor approximiert [23].

Die in der Praxis auftretenden Eingabeinstanzen fiir das TSP sind oft sehr speziell. Die
gerade beschriebenen negativen Resultate miissen deshalb dafiir nicht auch zwangslaufig
gelten. Garey, Graham und Johnson [14] bzw. Papadimitriou [20] zeigten dann allerdings,
dafl selbst das Fuklidische TSP, ein Spezialfall vom Metrischen TSP, NP-hart ist. Es
blieb also noch die Hoffnung, daf fiir diese Spezialfille gute Approximationsalgorithmen
existieren. Christofides [6] hat dann 1976 einen Approximationsalgorithmus entwickelt, der
in Polynomialzeit fiir eine beliebige Eingabe des Metrischen TSP’s eine Lésung produziert,
die beweisbar nicht gréfler als % mal der optimalen Lésung ist. Fiir eine gute Beschreibung
des anschaulichen Algorithmus siehe z. B. [19].

An die zwei Jahrzehnte der Suche nach einem besseren als Christofides’ Algorithmus
sind vergangen und viele Forscher glaubten, dafl sogar ein PTAS existieren koénnte. Ein
PTAS ist ein polynomieller Approximationsalgorithmus, der eine Giite beliebig nahe an
1 garantieren kann. Fine genau Definition eines PTAS ist im néchsten Kapitel zu finden.
Erst kiirzlich gelang es dann Arora, Lund, Motwani, Sudan und Szegedy [2] zu zeigen,
daB fiir das Metrische TSP und viele andere Probleme kein PTAS existiert, falls P £ NP.

Die Frage, ob ein PTAS fiir das Euklidische TSP existiert, blieb bis 1996 offen, als Arora
[1] zeigte, daB es ein PTAS gibt. Fiir jedes feste ¢ > 2 berechnet eine randomisierte Version
des Approximationsalgorithmus eine Rundreise, die nicht linger als 1 4+ 1 mal der Lange
der kiirzesten Rundreise ist. Die Laufzeit ist dabei O (n(log n)o(c)>. Der Algorithmus
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kann leicht derandomisiert werden, wobei sich die Laufzeit allerdings um einen Faktor
O(n?) verschlechtert. Wir wollen uns in dieser Arbeit mit dem Euklidischen TSP in der
Ebene beschéaftigen und zuerst Arora’s Algorithmus genau analysieren, um schliellich eine
mogliche Implementierung auf einem Parallelrechner zu untersuchen.

Das PTAS benutzt eine rekursive Zerlegung der Ebene in Quadrate, die durch einen
randomisierten Quadtree dargestellt werden, so dafl es eine Rundreise gibt, die die optima-
le Rundreise bis auf einen Faktor 1 4+ % approximiert und die jede Kante jedes Quadrates
in der Zerlegung hochstens O(c)-mal schneidet. Eine solche Rundreise kann mittels dyna-
mischer Programmierung gefunden werden. Fiir jedes Quadrat in der Zerlegung ,,rat* der
Algorithmus zuerst, an welchen Stellen die Rundreise die Kanten des Quadrates schneidet
und kann dann die Quadrate unabhingig voneinander bearbeiten. Es wird gezeigt, dafl
der Quadtree nur aus O(nlogn) Quadraten besteht und das ,Raten“ der Schnittpunk-
te nicht mehr als (logn)2) Zeit pro Quadrat in Anspruch nimmt. Daraus resultiert die
Gesamtlaufzeit von O (n(logn)°)).

1.2 Uberblick

Im zweiten Kapitel definieren wir einige grundlegende Begriffe aus der Komplexitétstheo-
rie zum Thema Approximationsalgorithmen. Dann beschreiben wir im Detail die Eingabe
zum Euklidischen TSP und welche Probleme bei der Bestimmung der Lange einer Rund-
reise entstehen. Am Ende von Kapitel 2 stellen wir noch einige zum Euklidischen TSP
verwandte Probleme dar, fiir die ebenfalls ein PTAS existiert.

Das dritte Kapitel beschreibt sehr ausfithrlich Arora’s PTAS fiir das Euklidische TSP
in der Ebene. Es wird zuerst die Struktur des Quadtrees, auf dem der Approximations-
algorithmus aufbaut, erkléart und dann die Vorgehensweise des Algorithmus beschrieben.
Wir werden dabei auch einige grundlegende Einsichten in die Struktur eines Quadtrees
erlangen, die {iber Arora’s Ausfithrungen hinausgehen. Der Approximationsalgorithmus
basiert auf dem Struktur-Theorem, das am Ende des Kapitels bewiesen wird. Der Be-
weis benutzt dabei im wesentlichen das Patching Lemma, das wir in dieser Arbeit auch
in einer neuen Version darstellen wollen. Die nachsten drei Abschnitte beschreiben dann
die einzelnen Phasen des Algorithmus. Zuerst werden die Eingabedaten normiert, dann
wird der Quadtree konstruiert und zuletzt die approximierte Rundreise mit Hilfe des
Quadtrees berechnet. Am Ende des Kapitels untersuchen wir schliellich die Effizienz des
Algorithmus.

Das vierte Kapitel ist der Parallelisierung des PTAS gewidmet. Wir geben dazu zuerst
eine Einfithrung in das PRAM-Modell. Als néchstes beschéftigen wir uns damit, wie
wir einen Quadtree parallel konstruieren kénnen. Wir benutzen dazu im wesentlichen
die Resultate von Bern, Eppstein und Teng [5]. Zum Schlufl des Kapitels zeigen wir
dann, als wesentliches neues Resultat, wie das PTAS parallelisiert werden kann, indem
wir verschiedene Versionen mit verschiedenen Graden der Parallelitit entwickeln. Die
Version mit dem hochsten Parallelisierungsgrad erreicht dabei eine Laufzeit von O(logn).
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Sie fordert dafiir aber auch den méchtigsten Prozessortyp.

Im fiinften Kapitel fassen wir die grundlegenden Frgebnisse unserer Arbeit nochmal
zusammen und geben einen Ausblick auf zukiinftige Forschungsinteressen. Die Zusammen-
fassung ist auch fiir den Leser gedacht, der nur an den relativ einfach nachzuvollziehenden
Resultaten interessiert ist.

Einige allgemeine Grundlagen der Mathematik {iber Summen, Binomialkoeffizienten
und Wahrscheinlichkeitsrechnug sind im Anhang aufgefithrt. Auf diese Grundlagen wird
in den einzelnen Kapiteln an den entsprechenden Stellen separat verwiesen.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir einige Grundlagen {iber Approximationsalgorithmen darstel-
len, wie sie auch in [13] oder [25] zu finden sind. Wir charakterisieren dazu den Problem-
typ, zu dem Approximationsalgorithmen gesucht werden und beschreiben anschlieflend,
wodurch sich ein guter Approximationsalgorithmus auszeichnet. Danach gehen wir dar-
auf ein, wie die Eingabe fiir unseren Approximationsalgorithmus aussehen soll und welche
Probleme daraus entstehen. Zuletzt wollen wir in diesem Kapitel noch einige zum TSP
verwandte Probleme darstellen, fiir die analoge Approximationsalgorithmen existieren.

2.1 Grundlegende Definitionen

Definition 2.1.1 Ein Optimierungsproblem 1l ist entweder ein Maximierungsproblem
oder ein Minimierungsproblem. Es ist gegeben durch:

1. Eine Menge D zulassiger Eingaben fir 11.
2. Fir jede Eingabe I € D eine Menge S(I) moglicher Losungen.

3. Eine Funktion w, die jeder Eingabe I € D und jeder méglichen zugehorigen Losung
o € S(I) eine positive rationale Zahl w(/, o), genannt der Wert von o, zuordnet.

Mit OPT(I) bezeichnen wir eine optimale Losung o, fiir die Eingabe I und mit opt;
bezeichnen wir den Wert dieser Losung. Bei einem Minimierungsproblem, wie es das TSP
ist, gilt bei Eingabe [ € D fiir alle Losungen o € S(I): w({,OPT (1)) = opt; < w(l,o).

Bei Maximierungsproblemen ist die Beziehung genau umgekehrt.

Betrachten wir das Euklidische TSP. Es ist ein Minimierungsproblem und D besteht
aus allen endlichen Mengen von Punkten in der Ebene. Die Menge S([) der moglichen
Losungen zur Eingabe [ besteht aus allen Rundreisen die auf I méoglich sind, also allen
Permutationen der Stadte in /. Der Wert einer Losung w([l, o) ist die Lange der berech-
neten Rundreise o auf der Eingabe [I.
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Definition 2.1.2 Ein Approximationsalgorithmus A fiir ein Optimierungsproblem ist ein
Algorithmus, der bei Eingabe I € D eine mégliche Losung A(1) € S(I) berechnet.

Bezogen auf das TSP bedeutet das, dafl der Algorithmus A eine der Permutationen
der Stadte in I berechnet. A([) ist dann die aus dieser Permutation abgelesene Rundreise

und w([I, A(1)) sind die Kosten dieser Rundreise.

Definition 2.1.3 Sei A ein Approximationsalgorithmus fiir ein Optimierungsproblem.
Die Giite R4(I) der Losung A(1) ist definiert durch:

1, AT
Ra(l) := % fiir Minimierungsprobleme und
¢
Ra(l) := m fiir Maximierungsprobleme

Die Giite eines Approximationsalgorithmus ist so definiert, dafl sie immer grofer gleich
1 ist. Berechnet der Algorithmus eine optimale Losung, dann ist die Giite genau 1.

Definition 2.1.4 Ein Polynomial Time Approximation Scheme, kurz PTAS, fiir ein ge-
gebenes Optimierungsproblem II ist ein Algorithmus A, der aus der Eingabe [ € D und
einem Genauigkeitswert ¢ > 0 eine Losung A.(I) € S(I) produziert, so daB gilt:

1
Ra(l)<1+4 -
C

Fiir die Laufzeit von A muf} gelten, daf} sie fiir jedes feste ¢ polynomiell in der Lange von
I beschrankt ist.

In der Definition wird der Ausdruck ,,Scheme®” verwendet, da A eigentlich eine Familie
(Ac).so von Approximationsalgorithmen ist; einer fiir jeden festen Wert von c. Zu beachten
ist, daf} die Laufzeit des Algorithmus nur polynomiell in der Lénge der Fingabe beschrankt
sein muf}, nicht aber in ¢. Es sind also Laufzeiten mit ¢ im Exponenten méoglich. Man
spricht bei einem PTAS auch von einem Algorithmus, der eine (1 + %)—Approximation er-
reicht, was bei einem Minimierungsproblem heiflen soll, dafl der Algorithmus zur Eingabe
I eine Loésung o produziert, deren Wert hochstens (1 + %) optr ist.

Im Zusammenhang mit dem Euklidischen TSP erhalt man durch das PTAS nur dann
eine Verbesserung zu anderen bekannten Approximationsalgorithmen, wenn ¢ gréfler als 2
gew&hlt wird, denn fiir ¢ gleich 2 erhilt man nur eine Giite von 2, die auch von Christofides’
Algorithmus erreicht wird.

2.2 Die Eingabe fiir das Euklidische TSP

Die Eingabe fiir unseren Algorithmus ist eine Menge mit n Punkten aus IR?, die durch

ihre Koordinaten gegeben sind. Der Unterschied des Euklidischen TSP zum TSP ohne
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Einschriankungen ist, dafl die Distanz zweier Punkte iiber die ¢3-Norm bestimmt wird.
Die {3-Norm ist ein Spezialfall der ¢,-Norm, p > 1, in der der Abstand zweier Punkte
x = (x1,22) und y = (y1,y2) definiert ist durch:

ol L

dp(z,y) = <|51?1 — "+ |ay — ?Jz|p>

Fir p =1 bezeichnet man die ¢;-Norm auch als Rechtecksnorm. Sie gibt die Lange des
kiirzesten Pfades zwichen x und y an, der nur aus Kanten besteht, die parallel zur x- bzw.
y-Achse verlaufen. Fiir p = 2 bezeichnen wir die (3-Norm als euklidische Norm. Sie mift
die Lange der geradlinigen Verbindung zwischen den beiden Punkten. Fiir diese Norm
werden wir das TSP genauer untersuchen. So wie wir die £,-Norm eingetithrt haben, ist
sie eine Metrik iiber IR?. Es gelten somit fiir sie auch die Gesetze einer Metrik, insbesondere
die Dreiecksungleichung,

dp(x,2) < dyp(z,y) + dp(y, 2)

die besagt, daBl der direkte Weg von x nach z nicht langer ist als der Weg von x nach y
und von dort nach z.

Betrachten wir die Entscheidungsvariante des TSP. Es ist hier die Frage, ob zu ei-
ner gegebenen Eingabe I eine Rundreise o derart existiert, dal die Kosten der Rundreise
nicht gréfer als eine vorgegebene Schranke B sind. Im allgemeinen kénnen solche Entschei-
dungsprobleme von einer nichtdeterministischen Turingmaschine gelést werden, indem sie
eine Losung rdt und dann in Polynomialzeit verifiziert, dafl die Kostenschranke eingehalten
wird. Beim Fuklidischen TSP entsteht hier aber ein technisches Problem. Die Distanzen
zwischen den Punkten kénnen irrationale Zahlen sein, selbst wenn die Punkte ganzzahlige
Koordinaten haben und wir kénnen irrationale Zahlen nicht exakt speichern. Wir kénnten
das Problem beheben, indem wir die Distanzmatrix implizit angeben. Wir wiirden dazu
immer das Quadrat der Distanzen in die Matrix eintragen und nur mit diesen Quadraten
rechnen. Es bleibt aber trotzdem ein Problem bestehen, da bei der Berechnung der ge-
samten Tourldnge eine Summe von Quadratwurzeln berechnet werden muf}, die dann mit
der Schranke B verglichen werden soll. Bei dieser Summenberechnung miissen wir uns
auf eine Rechnung mit abgeschnittenen Zahlen beschranken und das kann problematisch
werden. In Abbildung 2.1 ist eine Beispieleingabe dargestellt, bei der entschieden werden
soll, ob die Kosten der Rundreise die Schranke B = 37 einhalten. Rechnen wir hier mit
einer Genauigkeit von 5 Stellen und schneiden die restlichen Stellen ab so erhalten wir:

V152 4+ 42 +4/52 + 92 £ /102 4+ 52 = 15.524 + 10.295 + 11.180 = 36.999

Bei einer Rechnung mit 8 Stellen Genauigkeit erhalten wir hingegen:

V152 442 4 /52 + 92 4 /102 + 52 = 15.524174 + 10.295630 4 11.180339 = 37.000143

Die Entscheidung wiirde in den beiden Berechnungen verschieden ausfallen. Es ist bis
heute noch keine Methode bekannt, um in polynomieller Zeit die Anzahl der ben&tigten
Stellen zu bestimmen, so daf} die richtige Entscheidung getroffen werden kann. Es ist also
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nicht klar, ob die Entscheidungsvariante des Traveling Salesman Problems tiberhaupt
in NP ist, da nicht effizient verifiziert werden kann, ob eine (geratene) Rundreise die
Kostenschranke B einhalt.

(5,9)

(-10,5

(0,0)

Abbildung 2.1: Beispielrundreise

Bei der Optimierungsvariante des TSP, die im Rahmen dieser Arbeit behandelt wird, ist
die Situation etwas anders. Da wir nicht mit unendlicher Genauigkeit rechnen kénnen, wol-
len wir bei unserem Approximationsalgorithmus den euklidischen Abstand zweier Punkte
nur auf 1 + [logen] Nachkommabits berechnen und den Rest aufrunden. Der Abstand
zweier Punkte vergréfiert sich dadurch um maximal

1 1 1

21—|—[log cn — 21—|—log cn - 2en

Da eine Rundreise aus n Kanten besteht, erhalten wir eine maximale Verlangerung der
exakten Losung von % Nach dem Struktur-Theorem, das wir in Kapitel 3 prazise formu-
lieren werden, existiert eine Rundreise R mit bestimmten Einschriankungen, die das Op-
timum bis auf einen Faktor 1+ % approximiert. Das PTAS berechnet nun eine , kiirzeste“

Rundreise R mit den im Struktur-Theorem beschriebenen Einschriankungen beziiglich der
aufgerundeten Distanzen. Wir wollen jetzt untersuchen, wie wir die Genauigkeitsanforde-
rung ¢ anpassen miissen, damit auch R eine (1 + %)—Approximation ist. Dazu bezeichnen
wir mit costg die mit den exakten euklidischen Distanzen berechneten Kosten der Rund-
reise R und mit cost’y die Kosten von R beziiglich der aufgerundeten Distanzen. Nach
obiger Uberlegung sind dann die Kosten cost, um maximal % grofer als die Kosten costp.
Wahlen wir ¢ := 2¢, dann gilt:

cost% < cost% < costrp + i < (1 + l) opt + i < (1 + l) opt
2c c 2c c
Die letzte Ungleichung fordert, dafl opt > 1 ist. Dies wird durch eine anfiangliche
Normierungsphase, in der die Koordinaten der Punkte ganzzahlig gemacht werden und
der minimale Punkteabstand auf 4 gebracht wird, gewéahrleistet. Die Vergroflerung der
Kosten kann im Zusammenhang mit einem PTAS also durch eine ,interne® groflere Wahl
von ¢ ausgeglichen werden.
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Fir die Berechnungen des Algorithmus wollen wir das RAM-Modell mit dem uniformen
Kostenmaf verwenden [21]. Wir nehmen dazu an, daf} eine arithmetische Operation mit
reellen Zahlen in einem Schritt ausgetithrt werden kann. Genaugenommen bendtigen wir
Operationen auf reellen Zahlen nur in der Normierungsphase, in der die reellwertigen
Koordinaten ganzzahlig gemacht werden. Wir benétigen dafiir eine Division, eine Addition
und eine Rundungsoperation auf reellen Zahlen. Danach rechnen wir nur noch mit ganzen
Zahlen bzw. den aufgerundeten Distanzwerten. Fiir die aufgerundeten Distanzen gelten im
tibrigen immer noch die Regeln einer Metrik. Insbesondere gilt die Dreiecksungleichung.

2.3 Verwandte Probleme

Wir wollen in diesem Abschnitt einige zum TSP verwandte Probleme vorstellen, fir die
ebenfalls ein PTAS existiert [1]. Alle Probleme bis auf das Euclidean Matching sind NP-
hart. Es wird in [1] auch gezeigt, daf§ fiir die Probleme ein PTAS existiert, wenn die
Eingabepunkte aus IR? sind, fiir eine beliebige Dimension d.

1. Minimum Steiner Tree: Gegeben sind n Knotenpunkte im IR®. Gesucht ist
ein Baum, der die Knoten miteinander verbindet und dessen Kanten zusammen
moglichst kurz sind. Um die Verbindungskanten méglichst kurz zu machen, kénnen
dabei neue Knotenpunkte, sogenannte Steiner Punkte, eingefiigt werden.

2. k-TSP: Gegeben sind n Punkte im IR* und eine Zahl k € IN. Gesucht ist die kiirzeste

Tour, die mindestens & Punkte besucht.

3. k-Minimum Spanning Tree (k-MST): Gegeben sind n Knoten im IR* und eine
Zahl k& > 2. Gesucht sind k£ Knoten mit dem kiirzesten minimalen Spannbaum.

4. Euclidean Min Cost Perfect Matching: Gegeben sind 2n Punkte im IR% Ge-
sucht ist eine Menge mit nichtadjazenten Kanten, die alle Punkte tiberdecken und
zusammen moglichst kurz sind.



Kapitel 3

Der Algorithmus

Wir wollen in diesem Kapitel ein PTAS fiir das Euklidische Traveling Salesman Pro-
blem in der Ebene beschreiben. Wir erklidren dazu, wie die Ebene rekursiv durch einen
Quadtree in kleinere Segmente aufgeteilt wird. Im folgenden Abschnitt geben wir dann
das Struktur-Theorem an, das die Grundlage fiir den darauf folgenden Approximations-
algorithmus bildet. Wir beschreiben den Algorithmus in drei Phasen. Zuerst werden die
Eingabepunkte normiert, dann der Quadtree konstruiert und anschlielend der eigentliche
Approximationsalgorithmus gestartet. Wir untersuchen die Laufzeit des Algorithmus und
auch, wie sinnvoll es ist, ihn auf einem Rechner zu implementieren. Unsere Beschreibun-
gen sind fiir das Fuklidische TSP in der Ebene gemacht, lassen sich aber auf jede hohere
Dimension erweitern, wobei nur geringfiigige Einbuflen in der Laufzeit zu erwarten sind.
Arora hat dies in seiner Arbeit gezeigt [1].

3.1 Das Euklidische TSP in der Ebene

Wie in der Einleitung schon erwdhnt, ist die Hauptidee des Algorithmus eine rekursive
geometrische Zerlegung der Fingabeinstanzen. Die geometrische Zerlegung ist sehr einfach:
es ist eine randomisierte Quadtree-Variante. Als erstes werden einige grundlegende Begriffe
definiert, die wir im folgenden gebrauchen.

Ein kleinstes umschlieBendes, achsenparalleles Quadrat zu einer Punktemenge im IR?
heifit exakte Bounding-Box oder kurz exakte B-Box (i.a. ist eine exakte B-Box nicht ein-
deutig bestimmt). Sprechen wir nur von einer Bounding-Box bzw. einer B-Box so meinen
wir eine exakte B-Box, deren Ausmafle gleichméfig etwas grofler sind, so dafl keine Punkte
auf dem oberen und rechten Rand liegen. Die Grifie der (exakten) Bounding-Box ist die
Kantenlange des Quadrates. Eine gegebene (exakte) Bounding-Box ist eideutig bestimmt
durch Angabe der unteren linken Ecke (z,,y,) und der Grole L. Wir nehmen o. B.d. A.
an, daf} die untere linke Ecke immer an den Koordinaten (0, 0) liegt. (Wir kénnen den Ur-
sprung des Koordinatensystems auf (x,,¥,) schieben). Die Punkte liegen bei einer B-Box
dann alle in [0, L[* und bei einer exakten B-Box in [0, L]?.

14
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Eine Dissection ist eine rekursive Aufteilung einer Bounding-Box in kleinere Quadrate,
wobei jedes Quadrat entlang der Mitte in 4 gleichgrofie Unterquadrate aufgeteilt wird. Hat
die Bounding-Box Gréfle L, so haben die 4 Unterquadrate jeweils Grofle % In jedem dieser
Quadrate sind dann wieder 4 Unterquadrate der Grofle % enthalten und so weiter. Die
Aufteilung wird gestoppt, sobald die in der B-Box liegenden Punkte voneinander separiert
sind, was heiflen soll, daB sie in verschiedenen Quadraten liegen (siehe Abbildung 3.1).
Bei der Aufteilung kann es vorkommen, dafl sich Punkte auf dem Rand eines Quadrates
bzw. genau auf einem Eckpunkt befinden. Es gilt dabei, dal Punkte auf dem linken bzw.
unteren Rand eines Quadrates zu diesem gehdren und Punkte auf dem oberen bzw. rechten
Rand auflerhalb liegen. Fiir die Eckpunkte eines Quadrates gilt, dafl nur die linke untere
Ecke zu diesem gehért und die anderen drei Eckpunkte auflerhalb liegen. Da sich keine
Punkte auf dem oberen bzw. rechten Rand der B-Box befinden diirfen, sind alle Punkte in
Quadraten untergebracht. Dargestellt wird die Dissection durch einen Baum, in dem die
Knoten den Quadraten entsprechen. Wir werden im folgenden den Ausdruck ,,Knoten®
und ., Quadrat® gleichbedeutend gebrauchen. Jeder innere Knoten hat 4 S6hne. Die Wurzel
reprasentiert die urspriingliche B-Box und die Séhne stellen die Unterquadrate dar.

Ein Quadtree ist genauso definiert wie die Dissection abgesehen davon, dafl wir die
rekursive Aufteilung stoppen, sobald ein Quadrat nur noch einen Punkt enthélt. Im all-
gemeinen besteht dadurch der Quadtree aus weniger Quadraten als die Dissection (siehe
Abbildung 3.2). In der Darstellung als Baum entspricht wieder die Wurzel der B-Box und
die Knoten des Baumes stellen die Quadrate dar. Jeder innere Knoten hat 4 Séhne fiir die
4 Unterquadrate. Die Anzahl der Quadrate in der graphischen Darstellung des Quadtrees
und auch in der Dissection entspricht also der Anzahl der Knoten in der Baumdarstellung.

L L
2 2
T» T»
2 2
Abbildung 3.1: Die Dissection Abbildung 3.2: Der entsprechende Quadtree

Durch die Struktur einer Dissection bzw. eines Quadtrees sind die Quadrate auf Ebenen
angeordnet. Ebene 0 enthélt nur die Wurzel, Ebene 1 die 4 S6hne der Wurzel und Ebene 2
wieder deren S6hne und so weiter. Anstatt Ebene werden wir auch synonym den Ausdruck
Level verwenden.

Die Tiefe einer Dissection bzw. eines Quadtrees ist die grofite Ebenennummer, die in
der Darstellung vorkommt, und die Tiefe eines Quadrates ist die Nummer der Ebene,
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auf der es liegt. Die Wurzel hat z. B. Tiefe 0. Die in Abbildung 3.1 und 3.2 dargestellten
Zerlegungen haben Tiefe 3.

Seien 0 < a,b < L ganzzahlig, dann ist die Dissection mit Shift (a,b) dadurch definiert,
daf} die z- und y-Koordinaten von allen Linien in der Dissection jeweils um a bzw. b
verschoben werden und anschliefend modulo I reduziert werden. Mit anderen Worten:
Die mittlere vertikale Linie wird von der z-Koordinate % auf die z-Koordinate (a + %)
mod L und die mittlere horizontale Linie von der y-Koordinate % auf die y-Koordinate
(b + %) mod L verschoben. Der Teil der Dissection, der durch die Verschiebung auflerhalb
der Bounding-Box gerit, wird dann , herumgewickelt“ und erscheint wieder im linken bzw.
unteren Teil der B-Box. Nach dem Shift befindet sich die linke Kante der Dissection an der
z-Koordiante a und die untere Kante an der y-Koordinate b (Siehe Abbildung 3.3). Wir
betrachten ein ,herumgewickeltes* Quadrat in der geshifteten Dissection als eine Region,
wodurch die Notation stark vereinfacht wird. Der Leser kann sich ein ,herumgewickeltes*
Quadrat auch als eine disjunkte Vereinigung von 2 bzw. 4 Rechtecken vorstellen.

b+ b+

wo
wo

a—+ % a—+ %
Abbildung 3.3: Die geshiftete Dissection Abbildung 3.4: Der geshiftete Quadtree

Den Quadtree mit Shift (a,b) erhalt man aus der geshifteten Dissection, indem man
die Unterteilungen dort wegldBt, wo ein Quadrat nur noch einen Punkt in sich hat. Wie
in Abbildung 3.4 zu sehen ist, hat der geschiftete Quadtree im allgemeinen eine génzlich
andere Struktur als der urspriingliche. So ist die Tiefe des Quadtrees im Beispiel von 3
auf 2 gesunken. Zur Vereinfachung ist in den Abbildungen 3.3 und 3.4 a gleich b gesetzt
worden.

3.2 Beschreibung des Algorithmus

Der Algorithmus zur Bestimmung der approximierten optimalen Rundreise beruht im
Kern auf dem unten dargestellten Struktur-Theorem. Es besagt, dafl bei zufillig gew&hl-
tem Shift (a, b) der Dissection mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens % eine (1 + %)—
Approximation der optimalen Rundreise existiert, die jede Seite jedes Quadrates in der

geshifteten Dissection hochstens O(e¢)-mal durchkreuzt. Genaugenommen enthilt das
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Struktur-Theorem noch eine starkere Aussage: Die Durchkreuzungen der Tour mit den
Quadratkanten finden an speziellen vorher festgelegten Punkten statt, die Portale genannt
werden.

Wie kann es aber sein, dafl die Schnittpunkte der Rundreise mit den Quadraten schon
im Vorfeld der Berechnug bekannt sind 7 Der Grund dafiir ist, dal wir dem Salesman er-
lauben, von seiner geradlinigen Tour zwischen den Punkten abzuweichen. Er kann somit
scheinbar bedeutungslose Ausfliige zwischen dem Besuch zweier Stadte unternehmen. Ei-
ne Kante zwischen zwei Punkten ist dann eventuell an mehreren Stellen , geknickt® bzw.
»gebogen®. So eine Rundreise mit gebogenen Kanten wollen wir Salesman Pfad nennen;
unser Algorithmus berechnet einen solchen Pfad. Sprechen wir im folgenden von einer
Rundreise, so meinen wir immer eine Rundreise mit direkten Verbindungen. Natiirlich
kénnen wir am Ende die gebogenen Kanten bei einem Salesman Pfad wieder begradigen,
ohne die Kosten des Pfades zu erhéhen. Das liegt an der beim Euklidischen TSP gelten-
den Dreiecksungleichung. Um das Struktur-Theorem zu formulieren, ist noch eine genaue
Begriffsdefinition notwendig:

Definition 3.2.1 Seien m,r € IN. Eine m-requlire Menge von Portalen fiir eine geshiftete
Dissection ist eine Menge von Punkten auf den Kanten der Quadrate in ihr. Jedes Quadrat
hat ein Portal in jeder der 4 Ecken und m weitere Portale mit gleichem Abstand auf jeder
Seite. Ein Salesman Pfad ist (m,r)-light in Bezug auf die geshiftete Dissection, wenn er
jede Kante jedes QQuadrates hochstens r mal durchkreuzt und jede Durchkreuzung an
einem Portal stattfindet.

Abbildung 3.5: Verteilung der Portale fiir m =4

Im folgenden wollen wir die Definition etwas veranschaulichen. Es ist zu beachten, daf
bei der Portalvergabe jedes Quadrat jeder Grofe fiir sich betrachtet wird. Nur so kann
jede Seite m + 2 Portale bekommen. Deckt sich also eine Seite eines kleinen Quadrates
mit der eines grofleren, so sind nicht alle Portalpunkte der Seite des kleineren Quadrates
auch Portalpunkte auf der Seite des gréfieren. Betrachtet man z.B. die Einbettung eines
Quadrates in ein doppelt so grofles Quadrat, so kommt nur jeder zweite Portalpunkt zur
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Deckung (siehe Abbildung 3.5). Im Beispiel ist die Verteilung der Portalpunkte fiir m = 4
dargestellt. Die Portale des groflen Quadrates sind mit o gekennzeichnet und die der 4
kleinen mit e.

Ein Salesman Pfad der (m,r)-light ist, darf jede Kante jedes Quadrates nur an Por-
talpunkten kreuzen. Die Portale kénnen dabei eventuell 6fters durchlaufen werden. Nach
der Definition kénnen bei Kanten, die zu verschieden grofien Quadraten gehéren, nicht
alle Portalpunkte der kleineren Quadrate fiir den Pfad gebraucht werden, da diese nicht
alle auch Portalpunkte auf den Kanten eines groflen Quadrates sind. Im Beispiel darf ein
Pfad die Kante des dufleren Quadrates nur durch o-Punkte kreuzen. Es werden also nicht
alle @ -Punkte auf den duferen Kanten gebraucht. Weiter bedeutet (m,r)-light, daff eine
Kante des dufleren Quadrates maximal r-mal geschnitten werden darf. Das heifit dann
fiir die zwei darauf liegenden Kanten der kleineren Quadrate, dafl diese zusammen nur r-
mal geschnitten werden diirfen. Wir kommen darauf beim Beweis des Struktur-Theorems
zuriick.

Theorem 3.2.2 (Struktur-Theorem) Seic > 2 eine reelle Zahl. Sei der Abstand zwei-
er Punkte in einer TSP-Fingabe I entweder mindestens 4 oder genau 0 und set L die
Grifie der Bounding-Box der Eingabepunkte. Weiter seten 0 < a,b < L zufillig gewdhlte
ganzzahlige Shifts. Dann gibt es Zahlen m € O(clog L) und r € O(c), so daf$ mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens  in der Dissection mit Shift (a,b) ein zugehériger (m,r)-light
Salesman Pfad existiert, der héchstens Kosten (1 + %) opty hat.

Im folgenden nehmen wir an, dafl das Struktur-Theorem, das wir spdter beweisen,
der Wahrheit entspricht. Es bildet die Grundlage fiir den folgenden Approximationsal-
gorithmus, der zur Berechnug der approximierten optimalen Rundreise als Eingabe eine
TSP-Instanz und einen Genauigkeitswert ¢ > 0 erhélt. Ist ¢ < 2, so ruft der Algorith-
mus einfach Christofides’ Algorithmus auf und berechnet eine Rundreise der Giite % in
polynomieller Zeit. Fiir ¢ > 2 geht der Algorithmus wie folgt vor:

1. Normierung der Eingabe.
2. Konstruktion des Quadtrees mit zufallig gew&hltem Shift (a, b).

3. Bestimmung eines optimalen (m,r)-light Salesman Pfades im geshifteten Quadtree.

Der berechnete optimale (m,r)-light Salesman Pfad im geshifteten Quadtree ist mit
Sicherheit nicht langer als ein optimaler (m, r)-light Salesman Pfad in der geshifteten Dis-
section. Dieser wiederum ist nach Aussage des Struktur-Theorems mit Wahrscheinlichkeit
mindestens % eine (1 + %)—Approximation des Optimums, so daf} wir im Schnitt bei jeder
zweiten Wahl des Shifts (a,b) eine (1 + %)—Approximation erhalten. Wahlen wir fiir den
Shift (a,b) jeden moglichen Shift und berechnen jeweils den optimalen Salesman Pfad,
so kénnen wir am Ende den kiirzesten von allen Salesman Pfaden als Losung ausgeben.
Dieser ist dann mit Sicherheit eine (1 + %)—Approximation des Optimums. Wir werden
in den néchsten Abschnitten die drei Schritte des Algorithmus genauer beschreiben und

auch zeigen, daf} er wirklich nur polynomielle Laufzeit hat.
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3.2.1 Normierung der Eingabedaten

Um unter anderem die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des Struktur-Theorems zu
schaffen, werden die Fingabepunkte vom Algorithmus zu Anfang normiert. Dies bedeutet,

daf3

i) alle Punkte ganzzahlige Koordinaten haben,
ii) der Abstand zweier Punkte entweder genau 0 oder mindestens 4 ist und

iii) der maximale Punkteabstand O(n) ist.

Die FEingabe I wird wie folgt normiert. Sei dazu Ly die Grofle der exakten Bounding-
Box der gegebenen Eingabepunkte und opt; die Kosten einer optimalen Rundreise. Der
Ursprung unseres Koordinatensystems liegt auf der unteren linken Ecke der B-Box. Es
gilt offensichtlich, daf opt; > 2L ist, da die Distanz zwischen den Punkten, die die Grofle
der Bounding-Box festlegen, mindestens Ly ist und bei einer Rundreise diese Distanz
mindestens 2 mal durchlaufen werden muf}. Als néchstes legen wir ein Gitter mit der

Auflésung d := \/%(;C in die Ebene und bewegen jeden Punkt zu einem am néchsten

liegenden Gitterpunkt (sieche Abbildung 3.6). Es kann dabei durchaus vorkommen, daf}
mehrere Punkte auf den gleichen Gitterpunkt bewegt werden.

.,

‘\ d
di| - .
N a1l -
y N
Abbildung 3.6: Abbildung 3.7:

Im néchsten Schritt werden die Koordinaten mit dem Faktor 3 multipliziert. Wir errei-
chen dadurch, dafl die Punkte mindestens Abstand 4 haben, falls sie vorher nicht auf dem
gleichen Gitterpunkt gelandet sind und somit Abstand 0 besitzen. Die gerade beschrie-
bene Verschiebung der Punkte p = (z,y) auf die Gitterpunkte bekommen wir, indem wir
die # und y-Koordinaten der Punkte auf das néchstkleinere bzw. nachstgrofere Vielfache
von d verschieben. Das kénnen wir durch die Ersetzung (x,y) := (d LZ + %J ,d LE + %J)

d d
erreichen. Die anschliefende Skalierung mit % fiihrt dann zu der Transformation ¢ der

Punkte:
tp) = t(z,y) = (4. EJF%J . {%JF%J)
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Wie in obiger Gleichung zu sehen ist, sind nach der Transformation die Koordinaten
der Punkte ganzzahlige Vielfache von 4. Die Bounding-Box wird durch die Verschiebung
der Punkte auf der rechten und oberen Seite um maximal % erweitert. Die Skalierung
fithrt dann zur neuen Bounding-Box Grofle L:

L < (Lo—l—g>-% = 4V2ne+2 € O(ne) = O(n)

Damit sind die Bedingungen i), ii) und iii) fiir die Normierung erfiillt. Es bleibt noch
zu untersuchen, wie sich die Kosten einer Rundreise durch die Normierung verdndern.
Sei dazu A unser Approximationsalgorithmus, der die Punktemenge I und die Genauig-
keitsanforderung ¢ als Eingabe bekommt und daraus eine Rundreise R konstruiert, deren
Kosten costp kleiner gleich (1 + %) optr sind. Der Algorithmus A benutzt dabei den ei-
gentlichen Algorithmus A" als Unterprogramm. A geht dabei wie folgt vor:

1. Transformation der Eingabe (I, ¢) zu der normierten Eingabe (I’,¢).

2. Starten des eigentlichen Algorithmus auf (I’,¢') der die Ausgabe R’ mit Kosten
costp produziert.

3. Bestimmung der Ausgabe R aus R'.

Als erstes betrachten wir den Teil der Transformation, der die Verschiebung der Punkte
auf die Gitterpunkte beinhaltet. Es wird dabei ein Punkt um maximal % verschoben.
Werden zwei verbundene Punkte genau um diese Distanz in entgegengesetzter Richtung
verschoben, so erhéht sich ihr Abstand um v/2d (siche Abbildung 3.7). Da eine Rundreise
aus n Kanten besteht, ist die durch die Verschiebung hervorgerufene Kostenerh6hung £

durch v/2dn beschriankt. Es gilt:

L 2L t
k<\/§dn:—0:—0§%
c

Fiir die Kosten der optimalen Rundreise auf I’ ergibt sich damit: opt; < opt; + %.
Um die Kostenvergréflerung der Verschiebung auszugleichen, mufl der Genauigkeitswert
¢ dementsprechend angepafit werden. Algorithmus A’ erhalt die Eingabe (I’,¢’) wobei
= 2c+ 1 gesetzt werden mufl, damit gilt:

< (1e Y opty < (101 L0 R G
CoOSlR ~ o oply >~ 2@—|—1 oply 9 = B oply

Betrachten wir nun die Kostenerhéhung, die durch die Skalierung hervorgerufen wird.
Durch die Multiplikation der Koordinaten mit dem Faktor % werden die Distanzen zwi-
schen den Punkten und somit auch die Kosten einer Rundreise skaliert. Die Reihenfolge,
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in der die Punkte in der von A’ berechneten Rundreise durchlaufen werden, wird allerdings
nicht durch die Skalierung verandert. Algorithmus A kann somit die von A’ berechnete
Rundreise R’ ibernehmen.

3.2.2 Konstruktion und Analyse des Quadtrees

Kommen wir jetzt zum zweiten Punkt unseres Algorithmus, der Konstruktion des geshit-
teten Quadtrees. Wir beschreiben dazu zuerst einen Algorithmus, der uns einen nicht
geshifteten Quadtree berechnet. Danach untersuchen wir die Laufzeit und anschlielend
erklaren wir, wie mit dem Algorithmus ein geshifteter Quadtree konstruiert werden kann.

Wir erstellen den Quadtree fiir die n Eingabepunkte, indem wir die Prozedur INSERT,
die einem Quadtree einen Punkt hinzufiigt, fiir jeden Punkt anwenden. Ein Knoten im
Quadtree enthélt dabei ein 5-Tupel ((:qu, Yu)s L, by (25, yp), (pl,pz,pg,p4)> an Werten, wobei
(4, yy) die Koordinaten der linken unteren Ecke des dem Knoten entsprechenden Qua-
drates sind, [ die Ebene ist, in der das Quadrat liegt, b ein ,belegt“-Bit ist, das angibt,
ob das Quadrat leer ist oder einen Punkt enthalt, (z,,y,) die Koordinaten eines Punktes
sind und (p1, pa, p3, pa) vier Zeiger auf die Unterquadrate sind. Die Wurzel des Quadtrees
wird zu Beginn auf ((O, 0),0, FALSE,(0,0), (nil, nil, nil, ml)) initialisiert.

PROCEDURE INSERT(Q,p)

BEGIN
WHILE @ kein Blatt DO
() := Unterquadrat von (), in das p fallt;
oD
IF @ belegt THEN DO
¢ := Punkt, der schon in @) ist;
IF ¢ # p THEN DO
REPEAT
Erstelle die 4 Unterquadrate zu Q);
Fiige ¢ in das Unterquadrat ein, in das ¢ fallt und markiere es als belegt;
() := Unterquadrat von @), in das p fallt;
UNTIL p tallt in ein anderes Quadrat als ¢;
oD
oD
Fiige p in () ein und markiere () als belegt;
END

Die Prozedur INSERT erklért sich im wesentlichen selbst. Zu begriinden ist allein, warum
die Grofle eines Quadrates in den Knoten nicht gespeichert werden mufl zumal sie zur
Bestimmung des Unterquadrates, in das p fallt, ben6tigt wird. Die Gréfie eines Quadrates
ergibt sich ndmlich aus der Nummer der Ebene, auf der es liegt. Ist L die GroBe der
Bounding-Box so hat ein Quadrat auf Ebene [ die Gréfle %
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Welche Zeit bené6tigt der Algorithmus nun, um den Quadtree zu konstruieren 7 Sei ¢ die
Tiefe des resultierenden Quadtrees. Ein Aufruf von INSERT verursacht maximal Kosten
O(t) und da INSERT n mal aufgerufen wird, betragen die Gesamtkosten folglich O(n - t).
Die Tiefe des Quadtrees hdngt offensichtlich davon ab, wie oft die Quadrate aufgeteilt
werden miissen, also davon, wie nahe die Punkte beieinander liegen. Das folgende Lemma
gibt uns dariiber genau Auskunft.

Lemma 3.2.3 Sei eine Menge mit Punkten aus R?, die paarweise mindestens Abstand
d haben und deren Bounding-Box Griéfie L hat, gegeben. Dann hat die daraus gebildete
Dissection und auch der Quadtree maximal Tiefe ﬂog 5= ﬂ.

Beweis: Die Frage ist, wie klein ein Quadrat in der Dissection bzw. im Quadtree im
ungiinstigsten Fall werden kann; denn je kleiner die Quadrate werden, desto tiefer wird
auch der Baum. Da die Punkte mindestens Abstand d haben, werden sie spatestens dann

voneinander separiert, wenn die Quadrate Grofle % haben. Das liegt daran, daf} die

langste Strecke im Quadrat mit Kantenldnge %, namlich die Hauptdiagonale, Léange

2 2
\/<%> + <%> = d hat, was gerade der minimale Punkteabstand ist.

Eine weitere Beobachtung ist, dafl mit steigender Ebenenzahl die Grofle der Quadrate
jeweils halbiert wird. Auf den Ebenen 0,1,2,3,...,¢,... hat man also die Quadratgréfien

L, %, %, %, s %, .... Gesucht ist die Ebene 2, ab der die Grofle der Quadrate kleiner oder

gleich % wird. Dies fithrt zu folgender Ungleichung :

L d | L L 1 L
T 9> B = > log (VBE) = S glog s
2 = 2 > V2 L= Og<fd> ;e

Es gilt also, dafl ab Ebene (% + log %w die Gréfle der Quadrate kleiner oder gleich %

ist. Die Tiefe ist die grofite Nummer der Ebene, die noch belegt ist, also ﬂog% — %w O

Durch die Normierung der TSP-Eingabedaten wird erreicht, dafy der minimale Abstand
zweier Punkte 4 ist und die Grofle der Bounding-Box linear in n beschrankt ist. Es ist
also t € O(logn). Eine obere Zeitschranke fiir die Konstruktion des Quadtrees ist somit
O(nlogn). Fiigen wir nur Punktepaare, die jeweils Abstand d haben, in den Quadtree
ein, so mufl mindestens jeder zweite INSERT-Aufruf zur tiefsten Ebene laufen. Es gibt also
Eingabeinstanzen, durch die die obere Laufzeitschranke erreicht wird und damit ist die
Laufzeit von INSERT in ©(nlogn).

Der im nachsten Abschnitt beschriebene Algorithmus zur Bestimmung des optimalen
(m,r)-light Salesman Pfades muf, wie wir spater sehen werden, die Quadrate im Quadtree
ebenenweise bearbeiten kénnen. Wir miissen ihm dazu erméglichen, auf die Quadrate einer
Ebene nacheinander zugreifen zu kénnen. Dazu legen wir fiir jede Ebene eine Liste an, die
die Quadrate der Ebene enthélt. Jedesmal, wenn INSERT vier neue Quadrate erzeugt, tiigt
es diese in die Liste der zugehdrigen Ebene ein. Wie das néchste Lemma zeigt, befinden
sich auf einer Ebene hochstens 2n Quadrate. Die Listen koénnen also als Array der Grofe
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2n realisiert werden und ein Listenelement kann per Direktzugriff in Zeit O(1) eingetragen
bzw. ausgelesen werden.

Lemma 3.2.4 Fin Quadtree, der aus einer Punktemenge mit n Punkten gebildet wird,
enthdlt in jeder Ebene héchstens 2n Quadrate.

Beweis: Eine erste Beobachtung ist, daff die Anzahl der Quadrate auf jeder Ebene (bis
auf Ebene 0) ein Vielfaches von 4 ist, da immer 4 Quadrate im Quadtree auf einmal
erzeugt werden. Fiir gerades n gibt es bei der Aussage des Lemmas dabei keine Probleme,
da 2n dann durch 4 teilbar ist. Damit die Aussage des Lemmas fiir ungerades n Giiltigkeit
behilt, miissen wir aber dann beweisen, dafl maximal 2(n — 1) Quadrate auf einer Ebene
sein konnen, da das die nachstmogliche, durch 4 teilbare Zahl kleiner als 2n ist.

Betrachten wir jetzt die Quadrate einer beliebigen Ebene grofier 0. Diese lassen sich
zu 4-Tupeln so zusammenfassen, dafl immer 4 Quadrate denselben Vater haben. Wir
wollen jetzt zeigen, dafl in jedem dieser 4-Tupel mindestens zwei Punkte sein miissen.
Dann wissen wir, da wir n Punkte gegeben haben, daf es nur L%J 4-Tupel in jeder Ebene
geben kann. Fiir gerades n sind das maximal 2n Quadrate und fiir ungerades n maximal

4 - L%J =2(n — 1) Quadrate.

Besteht ein 4-Tupel nur aus Blattern, so miissen mindestens zwei davon einen Punkt
enthalten, denn sonst wére das 4-Tupel bei der Erstellung des Quadtrees nicht entstan-
den. Enthalt ein 4-Tupel ein Quadrat, das kein Blatt ist, so mufl dieses schon alleine
zwei Punkte enthalten. Die anderen drei Quadrate kénnen dann allerdings leere Blatter
sein. Insgesamt haben wir aber in jedem 4-Tupel mindestens zwei Punkte. Mit obiger
SchluBfolgerung ist die Aussage dann bewiesen. O

Wir wollen jetzt noch ein Resultat darstellen, das zeigt, dal die Prozedur INSERT
eine bestmégliche Prozedur zur Konstruktion eines Quadtrees ist. Um einen Quadtree zu
erstellen, muf} jeder Knoten im Quadtree erzeugt werden. Es ist also mindestens fiir jedes
Quadrat im resultierenden Quadtree ein Schritt nétig. Der folgende Satz besagt, daf die
Anzahl der Quadrate im Quadtree fiir L € O(n) und d = 4 zur Menge O(nlogn) gehort
und damit ist die Prozedur INSERT optimal.

Satz 3.2.5
(1) Die Anzahl der Quadrate eines Quadtrees, der aus einer Punktemenge mit n Punkten
gebildet wird, die paarweise mindestens Abstand d haben und deren Bounding-Box Grdfie
L hat, ist nach oben beschrinkt durch :

o L | N 14 1

nlog — —nlogn+ —n -4

(2) Es gibt Punktemengen, so daff die Anzahl der Quadrate im zugehorigen Quadtree die
Schranke ©(2nlog L — nlogn + n) erreicht.

Beweis: Als erstes ist zu bemerken, dafl die Gréfie der Bounding-Box L und die Anzahl
der Punkte n fiir eine sinnvolle Aussage des Satzes nicht zusammenhangslos sein kénnen.
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Es mufl n < (%)2 sein, da mehr Punkte in die B-Box einfach nicht ,hineinpassen®. Den
Mindestabstand d zweier Punkte wollen wir im folgenden als konstant gegeben annehmen.

Wir fithren jetzt den Begriff der Kapazitit einer Ebene im Quadtree ein. Die Kapazitét
einer Ebene soll die maximal mégliche Anzahl der Quadrate auf einer Ebene sein, die durch
die Struktur des Quadtrees begrenzt ist. So haben die Ebenen 0,1,2,3, ..., Kapazititen
1,4,16,64,...,4°. Es gilt also fiir die Kapazitit K(z) auf Ebene i: K (i) = 4°. Unter einem
maximalen Quadtree wollen wir einen Quadtree verstehen, dessen Anzahl an Quadraten
maximal ist.

Wie sieht nun ein maximaler Quadtree aus 7 Anders ausgedriickt lautet die Frage: Wie
miissen die n Punkte verteilt sein, damit im Quadtree moglichst viele Quadrate entstehen ?
Offensichtlich kann die Anzahl der Quadrate auf einer Ebene nicht die Kapazitdt der
Ebene iiberschreiten. Weiter wissen wir wegen Lemma 3.2.4, dafl die Anzahl der Quadrate

pro Ebene durch 2n begrenzt ist. Ein Quadtree, auf dessen Ebenen ¢ = 0,1, ..., ﬂog % — 1}

sich min( K (7), 2n) Quadrate befinden, ware somit ein maximaler Quadtree. Ist es mégliczh,
die n Punkte so zu verteilen, daf} ein derartiger Quadtree entsteht 7 Wollen wir erreichen,
daf} auf den unteren Ebenen solange wie méglich 2n Quadrate pro Ebene erzeugt werden,
miissen auf der untersten Ebene immer 2 von 4 Blattern jeweils einen Punkt enthalten,
was voraussetzt, dafl n gerade ist; auf den dartiberliegenden Ebenen miissen immer 3 von

4 Quadraten leere Bléatter sein (sieche Lemma 3.2.4).

Als Beispiel siche Abbildung 3.8, in der L = 8, n = 8 und d = /2 gewihlt sind.
Wir haben d = /2 gewéhlt, damit das kleinste Quadrat im Quadtree Kantenlinge 1
hat und dadurch die Darstellung vereinfacht wird. Es gibt dort die Ebenen 0,1, 2,3 mit
den Kapazitdten 1,4,16,64. Im Beispiel ist 2n = 16. Die Ebenen 2 und 3 enthalten 16
Quadrate. Auf den Ebenen 0 und 1 ist mit 2n die Kapazitat der Ebene {iberschritten. Sie
enthalten K(0) =1 bzw. K(1) = 4 Quadrate. Der Quadtree ist also maximal.

Abbildung 3.8: Maximaler Quadtree

Sei M die maximale Anzahl an Quadraten im Quadtree. Um sie zu bestimmen, miissen
wir die maximale Anzahl Quadrate pro Ebene {iber alle Ebenen aufsummieren. Nach
obiger Argumentation steht in der Gleichung genau dann das Gleichheitszeichen, wenn n
gerade ist. Es gilt:
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M < min( K (2),2n)

1=

o

In der entstandenen Summe wird jeweils K(i) = 4° aufsummiert, solange 4° < 2n ist.
Danach wird immer nur noch 2n hinzugezahlt. Um die Summe in zwei Teile zu zerlegen,
miissen wir den Index ¢ bestimmen, bis zu dem 4° aufsummiert wird:

, . 1
48 < 2n = 2% < 2n &= i < §log2n

Da der Index ¢ ganzzahlig sein muf, gilt: : = L% log ZnJ. Jetzt kénnen wir die obige
Summe in zwei Teile zerlegen und nach oben abschéatzen:

L% log QnJ

M < Z 4i—l—2n-<[log§—%-‘—{%10g2nJ>
=0

4L%10g2ﬂj+1 _1 L 1 1
= 3 —|—2n-<{10g5—§-‘—{§10g2nJ>

<4'4%10g2n_1+2 ] L 1+1 11 |
= 3 %Y T2 g B

_ 0 1—|—3—|—21L log 2
—3n3 n nogd nlog 2n

onl L | _|_14 1
= 2nlog — —nlogn+ —n — -
d 3 3

Der zweite Schritt in der Rechnung gebraucht die geometrische Summenformel, die im
Anhang in Satz A.1.1 dargestellt ist. Ist L von der Form L = d2°=% und n von der Form
n = %46 fiir @, b € IN, dann fallen die Rundungsklammern in obiger Abschatzung weg und
es entstehen nur Gleichheitsbeziehungen. Die Rechnung fithrt dann zu genau

L 8 1
2n10g3 —nlogn + 3" "3 € O@2nlogL —nlogn+n)

3
Quadraten. Ein Beispiel dafiir ist der Quadtree in Abbildung 3.8, in dem ¢ = 3 und b = 2
gesetzt sind. Die Anzahl der Quadrate ergibt sich dort mit 37. O

Beschiftigen wir uns jetzt mit der Konstruktion des geshifteten Quadtrees. Sei da-
zu wieder L die Grofle der Bounding-Box der Eingabepunkte. Der geshiftete Quadtree
entsteht aus der geshifteten Dissection durch Weglassen der Unterteilungen in den Qua-
draten, in denen die Punkte schon separiert sind. Es ist also nicht gleichbedeutend, den
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normal konstruierten Quadtree einfach um («a, b) nach rechts oben zu shiften, da dadurch
eventuell mehrere Punkte in einem Quadrat landen. Anstatt den nach rechts oben geshif-
teten Quadtree zu berechnen, kénnen wir aber den nicht geshifteten Quadtree auf den
nach links unten geshifteten Eingabepunkten konstruieren. Wir erhalten so genau die
Quadrataufteilung des nach rechts oben geshifteten Quadtrees. Shiften wir den so erhal-
tenen QQuadtree mit den Eingabepunkten wieder nach rechts oben, so erhalten wir den
geshifteten Quadtree auf den urspriinglichen Eingabepunkten. Das Shiften der Eingabe-
punkte bendtigt offensichtlich O(n) Zeit und das Shiften des Quadtrees wird beim spéteren
Bearbeiten eines Quadrates realisiert. Der Quadtree wird also nichtgeshiftet gespeichert.
Immer dann, wenn ein Quadrat ausgelesen wird, wird dieses geshiftet und in bis zu vier
Rechtecke aufgeteilt.

3.2.3 Das Hauptprogramm des Algorithmus

Kommen wir jetzt zum eigentlichen Algorithmus, der den optimalen (m, r)-light Salesman
Pfad im geshifteten Quadtree bestimmt. Der Algorithmus ist deterministisch und benutzt
dynamische Programmierung zur Bestimmung des Pfades. Wir werden zeigen, daf} seine
Laufzeit O <n3(log n)o(c)> ist, unter der Annahme, dafl ¢ < logn ist. Diese Annahme stellt
im Zusammenhang mit einem PTAS keine Einschrankung dar, da fiir Eingaben, bei denen
logn < ¢, also n < 2° ist, alle Permutationen der Fingabepunkte durchprobiert werden
kénnen, um eine Lésung zu finden, die eine (1 + %)—Approximation ist. Wir zdhlen also
alle méglichen Rundreisen auf und berechnen die kiirzeste beziiglich der aufgerundeten
Distanzen. Sei R eine optimale Rundreise und R die kiirzeste Rundreise beziiglich der
aufgerundeten Distanzen. Genau wie in Kapitel 2 bei der Beschreibung der Fingabedaten
erhalten wir hier:

1 1 1 1
o< < — = < _ -
costy < costp < coslp+ 7% opt + e = (1 + 20) opt < (1 + c) opt

Die Zeit, die benétigt wird, alle méglichen Rundreisen aufzuzéhlen, ist zwar exponen-
tiell in ¢, aber eine Laufzeit exponentiell in ¢ ist bei einem PTAS erlaubt.

Der Algorithmus beruht auf folgender Beobachtung: Angenommen, () ist ein Quadrat
im geshifteten Quadtree und der gesuchte optimale (m,r)-light Salesman Pfad 7 durch-
kreuzt die Umrandung von () insgesamt 2p < 4r mal. Sei aq, aq, ..., ay, die Sequenz der
Portale, an denen diese Durchkreuzungen stattfinden. Die Portale sind in der Reihenfolge
durchnumeriert, in der sie von 7 geschnitten werden. Der Teil des optimalen Salesman
Pfades 7 im Quadrat () ist dann eine Sequenz von p Pfaden, fiir die gilt:

(i) Fiir 2 = 1,2,...p verbindet der i-te Pfad die Portale az;_1 und as;.

(ii) Alle p Pfade zusammen besuchen jeden Punkt, der in @ liegt.
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(iii) Die Zusammenfassung der p Pfade ist (m,r)-light, d.h., dal sie zusammen jede
Kante jedes Unterquadrates in () nur maximal r-mal schneiden und diese Schnitte
nur an Portalen stattfinden.

Da der Salesman Pfad = optimal ist, ist die oben beschriebene Sequenz von p Pfaden
kostenminimal unter allen Sequenzen mit p Pfaden, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii)
erfiillen. Diese Beobachtung motiviert uns, ein (m,r)-Multitour Problem zu definieren.
Eine Eingabeinstanz fiir dieses Problem ist gegeben durch:

(a) Ein nichtleeres Quadrat im geshifteten Quadtree.

(b) Eine Multimenge mit < r Portalen auf jeder der vier Seiten dieses Quadrates, so
daBl die Summe der Méchtigkeiten der vier Multimengen eine gerade Zahl 2p < 4r
ist.

(¢) Eine Paarung (ay,az), (as,as), ..., (agy—1,az,) der 2p Portale, die in (b) angegeben
sind.

Das Ziel des (m,r)-Multitour Problems ist es, p Pfade in dem Quadrate zu finden, die
zusammen (m, r)-light und kostenminimal sind. Der ¢-te Pfad soll dabei die Portale az;_q
und ag;, 1 < ¢ < p, verbinden und alle p Pfade zusammen sollen jeden Punkt in dem
Quadrat besuchen. Fiir p = 0 ist das Ziel, einen optimalen (m,r)-light Salesman Pfad fiir
die Punkte in dem Quadrat zu finden. Das (m,r)-Multitour Problem kann auch als ein
Multiple Traveling Salesman Problem aufgefafit werden, in dem ein Team von Salesmen
eine Menge von Kunden besuchen muf. Jeder Kunde mufl dabei von einem Salesman
besucht werden und jeder Salesman hat einen festgelegten Start- und Endpunkt.

Der gesuchte optimale (m,r)-light Salesman Pfad ist offensichtlich die Losung fiir das
(m,r)-Multitour Problem mit der Bounding-Box der Eingabepunkte und p = 0 als Ein-
gabe. Wie aber konnen wir dieses (m,r)-Multitour Problem lésen ? Im folgenden ist es
unser Ziel, die Losung fiir ein (m,r)-Multitour Problem fiir ein Quadrat auf Ebene 7 aus
den Losungen der Probleme fiir Quadrate aut Ebene ¢+ 1 zu berechnen. Der Algorithmus
speichert dazu in jedem Knoten des Quadtrees zusdtzlich einen Zeiger auf ein Array, in
dem die Kosten der optimalen Losungen zu allen Eingabeinstanzen des (m,r)-Multitour
Problems fiir das zugehérige Quadrat stehen. Die moglichen Eingabeinstanzen werden
dazu sortiert aufgezdhlt und in dem Kostenarray stehen dann an Stelle k die Kosten der
optimalen Losung der k-ten Eingabeinstanz [j. Die Eingabeinstanz [y := {} stellt dabei
die leere Eingabe dar. Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist es moglich, die
Quadrate des Quadtrees ebenenweise auszulesen. Die Reihenfolge, in der die Quadrate auf
der Ebene angeordnet sind héngt davon ab, in welcher Reihenfolge die Quadrate bei der
Konstruktion des Quadtrees erstellt wurden, also in welcher Reihenfolge die Punkte in
den Quadtree eingetiigt wurden. Diese Reihenfolge ist beliebig, also auch die der Quadrate
auf einer Ebene. Fiir den Algorithmus spielt das aber keine Rolle. Wir wollen mit Q(1})
die Kosten der optimalen Losung des (m,r)-Multitour Problems fiir das Quadrat @ bei
Eingabe [} bezeichnen.
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Bei der Erstellung des Quadtrees wird der Zeiger auf das Kostenfeld zunéchst auf nal
gesetzt. Die Prozedur INSERT dndert sich dadurch nur unwesentlich. Die Kostenfelder der
Quadrate werden durch den Algorithmus jetzt von der untersten Ebene an aufsteigend be-
schrieben. Sind wir bei der Wurzel angekommen, dann ist der Algorithmus fertig, denn die
Kosten des optimalen (m,r)-light Salesman Pfades konnen bei Q({}) abgelesen werden,
wobei () die Wurzel des Quadtrees ist.

Wir wollen jetzt beschreiben, wie die Kostenfelder ,,bottom-up* ausgefiillt werden. Die
(m,r)-Multitour Probleme fiir Quadrate auf der tiefsten Ebene im Quadtree lassen sich
leicht 16sen. Diese Quadrate sind ndmlich Blatter und enthalten somit keinen oder nur
einen Punkt. Enthélt ein Quadrat keinen Punkt, so sind die Kosten des (m, r)-Multitour
Problems minimal, falls die p Pfade jeweils von ihrem Eintrittsportal direkt zu ihrem
Austrittsportal laufen. Um die Kosten zu bestimmen, miissen also die Distanzen zwischen
allen p Portalpaaren aufsummiert werden. Da es maximal 2r Portalpaare gibt, sind dafiir
maximal 2r € O(e) Schritte notig. Enthdlt ein Quadrat genau einen Punkt, so muf
dieser Punkt probeweise auf jeden Pfad gesetzt werden, um festzustellen, welcher Pfad
durch Aufnahme des Punktes die geringsten Kosten verursacht. Es miissen dann genau
2r - (2r + 1) € O(c?) Distanzen berechnet werden. Nehmen wir jetzt an, der Algorithmus
hat alle (m, r)-Multitour Probleme fiir die Quadrate auf den Ebenen grofier ¢ gelost und sei
Q) ein Quadrat auf Ebene 7, das kein Blatt ist. Seien @)1, ()2, @3, ()4 die vier Unterquadrate
von Q. Fiir jede Wahl der Eingaben (b) und (c¢) fiir @ z&hlt der Algorithmus nun alle
Méglichkeiten auf, in denen eine (m,r)-Multitour die vier inneren Kanten von @4, ..., Q4
durchkreuzen kann. Das umfafit das Aufzéhlen aller folgenden M6glichkeiten:

(a’) Eine Multimenge mit < r Portalen auf jeder der vier inneren Seiten der Unterqua-
drate von Q).

(b’) Eine Reihenfolge, in der die Portale, die durch (a’) festgelegt sind, von den Pfaden,
die durch (b) und (c¢) festgelegt sind, durchkreuzt werden.

Die Wahlen von (a’) und (b’) fithren zu (m,r)-Multitour Problemen in den vier Unter-
quadraten. Es fithren allerdings nicht alle Wahlen dazu, sondern nur solche die iberhaupt
giiltige Fingaben fiir die Multitour Probleme darstellen. Addieren wir die minimalen Ko-
sten fiir die (m, r)-Multitour Probleme in den Unterquadraten @1, ..., @4, so erhalten wir
die minimalen Kosten fiir eine Wahl von (a’) und (b’). Das fithren wir dann fiir jede Wahl
von (a’) und (b’) durch und tragen die minimalen gefundenen Kosten in das Quadrat @
an der Stelle ein, die der Eingabeinstanz entspricht, die durch die Wahl von (b) und (¢)
festgelegt ist.

Der Algorithmus zur Bestimmung des optimalen (m,r)-light Salesman Pfades ist im
folgenden dargestellt. Er bekommt als Eingabe eine Liste P mit Punkten und eine Ge-
nauigkeitsanforderung c¢. Als Ausgabe liefert er in der Variable opt die Kosten des opti-
malen Salesman Pfades. Wir haben den Algorithmus in ein Hauptprogramm ApproxETSP
und eine Unterroutine CalcCost zerlegt, damit die Darstellung tibersichtlicher wird. Die
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Unterroutine 16st dabei das Multitour Problem fiir ein festes Quadrat sowie eine feste
Eingabeinstanz.

PROCEDURE ApproxETSP (P : Koordinatenliste; ¢, opt : real);
BEGIN

Normierung(P);
L := GroBe der Bounding-Box um P;
opl 1= o0;
FOR ALL Shifts 0 < a,b < L DO
CalcQuadtree(P, a,b,QT);
FOR ALL Level i = depth(QT) DOWNTO 0 DO
FOR ALL Quadrate j auf Level : DO
() := Quadrat j auf Ebene 1;
FOR ALL Eingabeinstanzen I = {(a1,a2), (a3, aq), ..., (azp—1, asp)} des
(m,r)-Multitour-Problems in @ DO
CalcCost(Q), Ii);
oD
oD
oD
opt := min(opt, Q({})); {* leere Eingabeinstanz bei der Wurzel *}
oD
END

Bisher haben wir nicht erértert, wie der Algorithmus sich bei Quadraten verhélt, die
durch den Shift (a,b) ,herumgewickelt sind. Das (m,r)-Multitour Problem in diesen
Quadraten ist einfacher zu l16sen als in ,normalen® Quadraten, da ein Pfad der Multitour
sich nur in einem der zwei oder vier Teile des Quadrates befinden kann. Es brauchen hier
also nicht alle moglichen Wahlen von (b) und (¢) aufgezahlt werden, sondern nur die, die
zu giiltigen Eingabeinstanzen fithren.

So wie wir den Algorithmus bis jetzt beschrieben haben, erhalten wir am Ende nur
die Kosten des optimalen (m,r)-light Salesman Pfades, aber nicht den Pfad selbst. Spei-
chern wir in jedem Knoten des Quadtrees zusatzlich zu den Kosten einer Multitour auch
noch die Indizes der vier Fingabeinstanzen, die zu minimalen Lésungen fir die Multi-
tour Probleme in den Unterquadraten fithrten, so kénnen wir am Ende den Salesman
Pfad konstruieren, indem wir den Quadtree von der Wurzel startend entlang der gespei-
cherten Entscheidungsindizes bis zu den Blattern durchlaufen und dort die den Indizes
entsprechenden Losungen in die Quadrate eintragen.

Wie zu Anfang schon erwihnt, konnen wir aus dem optimalen (m,r)-light Salesman
Pfad eine Salesman Tour machen, indem wir die gebogenen Kanten begradigen. Aufgrund
der Dreiecksungleichung entsteht dadurch keine Kostenerhéhung. Es ist méglich, dafl die
resultierende Rundreise sich selbst schneidet. In [19], Seite 163, ist beschrieben, wie diese
Schnitte ohne Kostenerh6hung beseitigt werden kénnen.
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PROCEDURE CalcCost (@ : Quadrat; [ : Eingabeinstanz);

{* Berechnet die minimalen Kosten fiir das (m, r)-Multitour Problems in ) *1
{* bei Eingabeinstanz [, = {(a1, az), ..., (a2p—1, a2,)} und speichert sie in Q([y). *1
{* d(x,y) := Euklidischer Abstand von Punkt & und Punkt y. *1
BEGIN
IF @ Blatt THEN {* @ enthilt keinen oder einen Punkt *}
P
IF @ nicht belegt THEN Q([;) := > d(agi—1,as;)
=1
ELSE DO

¢ := Punkt im Quadrat @);

P P
Q(]k) = fll[llﬂ (d(azl—h Q) + d(Q7 Gzl) + E d(a%—h Gzi)) ;
B =
oD
ELSE DO {* @ ist kein Blatt *}
Seien ()1, ()9, @3, Q)4 die Nachfolger von ) im Quadtree;
QL) 1= o0;
FOR ALL Eingabeinstanzen [y, Iy,, Iy, , Iy, der (m,r)-Multitour-Probleme in
Q1, ..., Q4, die sich mit [ decken DO

QU1 = min (£ i1, Q1) )
OD

oD
END

Kommen wir jetzt zur Laufzeitanalyse von ApproxETSP. Die erste Schleife 1auft iiber
alle Shifts (a,b) und deren Anzahl betrigt L? € O(n?). Die zweite Schleife 1duft iiber alle
O(log n) Ebenen und die dritte iiber alle Quadrate auf einer Ebene und das sind maximal
2n (siehe Lemma 3.2.4). Es miissen also fiir insgesamt O (n®logn) Quadrate fiir jeweils
alle Eingabeinstanzen die (m,r)-Multitour Probleme gelost werden. Wieviele verschiede-
ne Eingabeinstanzen [ gibt es nun fiir ein (m,r)-Multitour Problem ? Die Anzahl der
verschiedenen Eingabeinstanzen ist die Anzahl der moglichen Wahlen von (b) und (c).
Betrachten wir zunéchst die Anzahl der méglichen Eingabeinstanzen, die durch Wahlen
von (b) entstehen. Die Anzahl der Moglichkeiten, auf einer Seite eines Quadrates von
den m 4+ 2 Portalen k£ auszuwihlen ist nach Satz A.2.1 (m"}f"’l). Wollen wir die Anzahl
der Moglichkeiten, < r Portale auszuwahlen berechnen, so miissen wir alle Moglichkeiten,

k=0,1,...,r Portale auszuwéhlen, aufsummieren. Nach Lemma A.2.2 gilt:
27": <m+k+1> B <m+r+2>
k B r
k=0

Machen wir das fiir jede der vier Seiten so erhalten wir insgesamt <m+;+2>4 mogliche
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Wahlen von (b). Um die Rechnung zu vereinfachen, haben wir dabei vernachlassigt, daf}
die Gesamtzahl der ausgewahlten Portale gerade sein muf}, um eine giiltige Eingabeinstanz
zu erhalten. Das Lemma A.2.3 besagt schliefilich, daf} die Anzahl der Méglichkeiten nicht
grofler als (m + 3)4T ist.

Betrachten wir jetzt die Anzahl der Moglichkeiten fiir (c¢). Es gibt maximal (4r)!
Méglichkeiten, die in (b) ausgewéhlten Portale anzuordnen. Da die Reihenfolge der Paare

keine Rolle spielt, kénnen wir noch durch die (2r)! Moglichkeiten die Paare anzuordnen
dividieren. Insgesamt erhalten wir dann

S(m 43" € 0(?9 (logn)?) € O ((logn)®) fir ¢ <logn

als eine obere Schranke fiir die Anzahl der moglichen Eingabeinstanzen fiir ein (m,r)-
Multitour Problem.

Zu untersuchen bleibt jetzt noch der Zeitaufwand der Prozedur CalcCost. Ist () ein
Blatt, so ist der Zeitaufwand wie oben schon erwahnt O(c?). Ist @ kein Blatt, dann
werden alle Moglichkeiten (a’) und (b’) aufgezahlt. Fiir (a’) gibt es mit der gleichen
Begriindung wie oben maximal (m + 3)*" Moglichkeiten. (b’) besteht aus der Anzahl an
Méoglichkeiten fiir jedes der maximal 4r in (a’) gew&hlten Portale einen der maximal 2r
Pfade, die durch die Wahl von (b) und (c) festgelegt sind, auszuw&hlen. Das sind maximal
(2r)* Moglichkeiten. Diese miissen noch multipliziert werden mit der Anzahl an méglichen
Reihenfolgen, in der die maximal 4r Portale aus (a’) auf den Pfaden liegen, also maximal
(4r)! Mbglichkeiten. Insgesamt haben wir (m +3)% - (4r)!- (2r)* € O ((logn)®() als eine
obere Schranke fiir die Anzahl der méglichen Wahlen von (a’) und (b’). Es fithren zwar
viele dieser Wahlen nicht zu giiltigen Fingaben, aber es sind alle giiltigen Eingaben durch
diese Wahlen abgedeckt. Damit erreichen wir die zu Anfang erwédhnte Gesamtlaufzeit von

O (n*(log n)°) Schritten.

3.3 Beweis des Struktur-Theorems

In diesem Abschnitt wollen wir das Struktur-Theorem beweisen. Dazu zeigen wir zuerst
zwei Lemmas, die wichtige Bestandteile des Beweises sein werden. Eines davon ist das
Patching-Lemma. Es zeigt uns, wie wir die Anzahl der Schnittpunkte eines Pfades mit
einem Liniensegment durch umbiegen des Pfades auf maximal zwei reduzieren kénnen.
Das zweite Lemma beschreibt, wie wir die Lange einer Rundreise durch die Anzahl der
Schnittpunkte der Rundreise mit einem Gitter ausdriicken kénnen.

3.3.1 Das Patching-Lemma

Fiir den Beweis des Patching-Lemmas ben6tigen wir einige grundlegende Begriffe aus der
Graphentheorie, die wir jetzt kurz erwdhnen wollen.
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Definition 3.3.1 Existiert in einem Graphen G ein geschlossener Kantenzug 7, der jede
Kante genau einmal enthélt, so heifit GG ein Fulergraph und Z eine Fulertour.

Offensichtlich ist ein Eulergraph immer ein bis auf eventuell isolierte Knoten zusam-
menhéngender Graph, da es sonst keinen geschlossenen Kantenzug geben kénnte. Aus
der Graphentheorie ist folgendes Resultat bekannt, welches einen Fulergraphen auf ande-
re Weise charakterisiert. Einen Beweis findet man z. B. in [7], [10] oder [11].

Satz 3.3.2 Fin Graph G ist Fulergraph genau dann, wenn G bis auf tsolierte Knoten
zusammenhdngend ist und jeder Knoten von GG geraden Grad hat.

Kommen wir jetzt zum ersten Lemma, dem sogenannten Patching-Lemma. Der ge-
schlossene Pfad 7w, von dem hier die Rede ist, wird in unserem spiteren Beweis des
Struktur-Theorems ein Salesman Pfad sein. Der daraus konstruierte Pfad =’ ist dann
ein neuer Salesman Pfad. Zu beachten ist, dal wir im Beweis ausnutzen, dafl ein Sales-
man Pfad gebogene Kanten haben darf, denn sonst wére es i. a. nicht méglich, den Pfad
um Liniensegmente zu ,erweitern®.

Lemma 3.3.3 (Patching-Lemma)

(1) Sei S ein beliebiges Liniensegment der Linge | und m ein beliebiger, geschlossener
Pfad, der S mindestens dreimal durchkreuzt. Dann gibt es auf S Liniensticke, deren Ge-
samtlinge hdchstens 2l ist, so daf$ die Erweiterung von © um diese Linienstiicke einen
geschlossenen Pfad 7' ergibt, der S hochstens zweimal durchkreuzt.

(2) Es gibt einen Pfad 7™ mit obigen Figenschaften, zu dem die Erweiterung mit Lini-
ensticken auf S mindestens Gesamtlinge 21 haben mufs.

Beweis: Zuerst beweisen wir die Aussage (1). Sei ¢t die Anzahl der Schnittpunkte von
7 mit S und seien My, Ms, ..., M; diese Schnittpunkte. Zerteilen wir 7 an diesen Stellen,
so erhalten wir ¢ Pfadsegmente Py, P, ..., P;.. In der Abbildung 3.9 ist ein Beispielpfad
mit 5 Schnittpunkten dargestellt. Im folgenden wollen wir uns einen Hilfsgraphen G kon-
struieren, der die beschriebene Szene darstellt. G soll 2¢ Knoten haben, und zwar die
Schnittpunkte My, ..., M; in doppelter Ausfithrung. Wir bezeichnen sie mit M7, ..., M/ und
MY, ..., M]. Zwei Knoten werden miteinander durch eine Kante verbunden, wenn es in
Py, ..., P, ein Pfadsegment gibt, das die zugehérigen Schnittpunkte verbindet. Zuséatzlich
enthélt ¢ die Kanten (M, M), ..., (M}, M]"). Der Hilfsgraph ist damit eine schematische
Darstellung des Pfades mit den Schnittpunkten. In Abbildung 3.10 ist der Hilfsgraph zu
dem Beispiel aus Abbildung 3.9 dargestellt. Wir stellen uns das Liniensegment S dabei
zwischen den beiden Knotenreihen liegend vor. Die Knoten Mj, ..., M/ bezeichnen wir als
die Knoten der linken Seite und die Knoten M, ..., M/ als die der rechten Seite. Der Sinn
des Hilfsgraphen ist, dal wir an ihm besser erkennen kénnen, wie wir den Pfad = an den
Schnittpunkten umleiten kénnen, so dafl er S nur noch héchstens zweimal schneidet.

Da 7 ein geschlossener Pfad ist, ist der konstruierte Hilfsgraph ein Eulergraph, der das
Liniensegment S genau ¢ mal schneidet. Unser Ziel ist es jetzt, durch geschicktes Hin-
zufiigen bzw. Wegnehmen einiger Kanten den Graphen so zu verdndern, dafl er S nur
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Abbildung 3.9: Beispielpfad Abbildung 3.10: Hilfsgraph

noch hochstens zweimal schneidet, aber immer noch ein FEulergraph bleibt. Es existiert
dann namlich eine Eulertour und diese entspricht einem geschlossenen Pfad #’, der die
Pfadsegmente P, ..., P, enthédlt und der S nur hochstens zweimal durchkreuzt. Wir be-
schreiben jetzt einen Algorithmus, der diese Umformung des Hilfsgraphen durchfiihrt. Die
Anzahl der Schnittpunkte ¢ ist nach Voraussetzung mindestens 3.

1. ¢:=1;

2. Entferne Kante (M, M) aus G
3. Fiige Kante (M}, M, ) und Kante (M;", M\ ) in G ein;

M,

4. Entferne Kante (M! i

i+10 ) aus

5. Verbinde die maximal zwei Komponenten durch die Doppelkante (M, |, M/, ;) bzw.
(Mi/fl—h Mz«l—?%

6. 1:=1+2;

7. Falls ¢ <t —2 dann gehe zu 2. sonst STOP;

Wir haben jetzt zwei Dinge zu zeigen und zwar erstens, dafl der Algorithmus wohlde-
finiert ist und wirklich einen Eulergraphen, der S nur maximal zweimal schneidet, liefert
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und zweitens, dafl die hinzugefiigten Kanten den Pfad # um maximal 2/ verlangern. Zum
ersten Punkt wollen wir zeigen, dafl der Hilfsgraph nach jedem Durchlauf der Schleife
ein zusammenhingender Graph ist, in dem jeder Knoten geraden Grad hat und damit
nach Satz 3.3.2 ein Eulergraph ist. Da pro Schleifendurchlauf die Kanten zwischen der
linken und rechten Seite entfernt werden, bleiben am Ende nur noch maximal die beiden
untersten Kanten (M]_;, M;" ;) und (M], M]") (bei geradem t die beiden untersten und bei
ungeradem ¢ nur die unterste) bestehen. Am Ende wiirde die Prozedur dann also einen
Eulergraphen liefern, der S nur noch maximal zweimal schneidet.

Bevor wir den Algorithmus starten, ist (G ein zusammenhangender Graph, in dem je-
der Knoten Grad 2 hat. Da G ein Eulergraph ist, existiert ein geschlossener Kantenzug,
der jede Kante genau einmal enthélt. Durch Entfernen nur einer Kante bleibt der Graph
also zusammenhangend. Nach dem zweiten Schritt haben wir damit immer noch einen
zusammenhangenden Graphen. Die Knoten M! und M/ haben dann allerdings Grad 1.
In Schritt 3 werden zwei Kanten hinzugefiigt. Der Graph bleibt dabei zusammenhéngend
und die Knoten M und M;" bekommen wieder Grad 2 und die Knoten M; , und M/,
erhalten Grad 3. Im 4. Schritt wird eine Kante entfernt, was zur Folge hat, dafl danach
wieder alle Knoten geraden Grad haben. Der Graph ist aber nicht mehr zwingend zu-
sammenhéngend, da G vor dem 4. Schritt kein Eulergraph war. Der Hilfsgraph kann aber
nur in maximal zwei Komponenten K(M;, ) und K(M/ ) zerfallen sein. Fiir den Fall,
dafl der Hilfsgraph nicht zerfillt, also zusammenhingend bleibt, haben wir jetzt wieder
einen Eulergraphen. Zerféllt der Hilfsgraph in zwei Komponenten, dann muf} eine der bei-
den Komponenten K(M{,,) oder K(M/_,) verschieden sein von K(M/ ;) bzw. K(M\,),
denn wére K(M/ ) = K(M],_,) und K(M! ) = K(M,,), dann wére die Komponente
K(M;j,,) iiber die Kante (M/, ,, M ,) mit K(M], ) verbunden und das ist ein Wider-
spruch dazu, daB K(M;, ) und K (M, ;) verschiedene Komponenten sind. Wir kénnen
den Hilfsgraphen also entweder durch die doppelte Kante (M/,,, M/, ,) oder (M, M} ,)
wieder zusammenhdngend machen. Der Knotengrad bleibt dabei iiberall gerade und damit
ist der Graph in jedem Fall nach Durchlauf der Schleife wieder ein Eulergraph.

Kommen wir jetzt dazu zu zeigen, daf} die hinzugefiigten Kanten den Pfad = um maxi-
mal 2[ verlangern. Im Algorithmus werden dem Hilfsgraphen nur Kanten im dritten und
fiinften Schritt hinzugefiigt. Im dritten Schritt fiigen wir zwei Liniensegmente zwischen
M; und M;y; ein und im fiinften Schritt eventuell zwei Liniensegmente zwischen M, 4
und M;4,. Jedes Liniensegment zwischen zwei Schnittpunkten wird also hochstens zwei-
mal eingefiigt. Also ist die Gesamtlange aller hinzugefiigten Liniensegmente hochstens 21.
In den Abbildungen 3.11 und 3.12 ist der Hilfsgraph zu dem Beispiel aus Abbildung 3.9
nach dem ersten bzw. zweiten Schleifendurchlauf dargestellt. Nach dem zweiten Schlei-
fendurchlauf ist der Algorithmus fertig und der Hilfsgraph ist der endgiiltige Eulergraph.

Kommen wir jetzt zum Beweis von Aussage (2). Wir miissen hier zeigen, dafl es einen
Pfad gibt, der erzwingt, dafl die Gesamtlange der hinzugefiigten Linienstiicke mindestens
20 ist. Wir geben dazu einen Pfad 7 an, bei dem die Erweiterung um Linienstiicke aus S
mindestens Lange 2/ haben muf}, damit daraus ein geschlossener Pfad 7' entsteht, der S
hochstens zweimal schneidet. Es ist offensichtlich so, dal zu jedem geschlossenen Pfad 7',
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Abbildung 3.11: Nach erster Schleife Abbildung 3.12: Nach zweiter Schleife

der S hochstens zweimal schneidet, sich aus dem Hilfsgraphen zu 7 ein passender Euler-
graph konstruieren 1a8t, der S hochstens zweimal schneidet. Kénnen wir also zeigen, daf}
zu dem Hilfsgraphen fiir 7 Liniensegmente der Gesamtldnge mindestens 2! hinzugefiigt
werden miissen, damit daraus ein Fulergraph entsteht, der S hochstens zweimal schnei-
det, dann sind wir fertig. Wir betrachten im folgenden immer den Hilfsgraphen ohne die
Kanten zwischen der linken und rechten Seite. (Die miissen bei der Umformung sowie-
so bis auf maximal zwei Kanten entfernt werden.) Der Hilfsgraph enthélt dann nur die
Pfadsegmente Py, ..., P, und die muf der zu konstruierende geschlossene Pfad 7" auch ent-
halten. In Abbildung 3.13 ist der Pfad # dargestellt und in Abbildung 3.14 der zugehérige
Hilfsgraph. S wird dabei von 7 in den Punkten My, M, und M5 geschnitten.

Zuerst schauen wir uns an, durch wieviele Kanten die Knoten M;, M), M} mit den
Knoten My, MY, MY wirklich verbunden sein kénnen. Da S von 7’ nur zweimal geschnit-
ten werden darf, darf es auch nur maximal 2 dieser Verbindungskanten geben. Allgemein
gilt aber: Ist die Anzahl der Schnittpunkte My, ..., M; ungerade, so kénnen die Knoten
M, ..., M/ mit den Knoten M/, ..., M nur durch genau eine Kante verbunden sein, denn
waren sie mit keiner oder zwei Kanten verbunden, dann wiirde im Hilfsgraphen auf jeder
Seite von S eine ungerade Anzahl Knoten mit ungeradem Grad tibrigbleiben (im Hilfs-
graphen hat jeder Knoten Grad 1). Diese konnten aber - ohne S zu schneiden - nie mehr
so verbunden werden, daf} jeder Knoten geraden Grad hat, da eine Kante immer bei 2
Knoten den Grad um eins erhdht. Es gibt in unserem Hilfsgraphen nur drei Moglichkeiten
eine Kante zwischen der linken und rechten Seite einzufiigen und fiir jeden dieser drei
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Abbildung 3.13: Pfad 7 Abbildung 3.14: Hilfsgraph zu 7

Falle gibt es nur eine Moglichkeit, daraus einen Fulergraphen zu machen. Die drei mégli-
chen Fulergraphen sind in Abbildung 3.15 zu sehen. Die Gesamtldnge der hinzugefiigten
Kanten ist in allen drei Graphen 2[.

4h

Abbildung 3.15: Die drei méglichen Eulergraphen zu 7

Auf dhnliche Weise lassen sich tibrigens auch fiir jede beliebige Anzahl von Schnittpunk-
ten Beispiele konstruieren, so daf3 die hinzugefiigten Kanten die Gesamtlange 2/ haben
miissen. Waren die Schnittpunkte M; und Ms im Pfad aus Abbildung 3.9 am oberen bzw.
unteren Ende von S, dann wére dieser Pfad auch ein Beispiel dafiir. Es gibt aber auch
Pfade, bei denen es moglich ist, Kanten mit einer Gesamtléange kleiner als 2/ hinzuzufiigen,
so daf} der Graph ein Eulergraph wird, der S nur hochstens zweimal schneidet. O

Das néchste Lemma stellt einen Zusammenhang her zwischen der Linge einer Rundrei-
se und der Anzahl an Schnitten der Rundreise mit senkrechten und waagerechten Linien.
Dazu legen wir ein Gitter mit vertikalen und horizontalen Linien, die Abstand 1 haben,
in die Bounding-Box der Eingabepunkte. Sei 7 eine Rundreise und [ eine der Gitterlinien,
dann sei ¢(7, 1) die Anzahl der Schnitte von & mit /.
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Lemma 3.3.4 Haben die Fingabepunkte einer TSP-Instanz paarweise mindestens Ab-
stand 4 und sei m eine Rundreise der Linge T, dann gilt:

dotm ) o+ Y t(ml) < 2T

lyertikal Ihorizontal

Beweis: Eine wichtige Beobachtung fiir den Beweis ist, daf} die linke Seite der Ungleichung
grob gesprochen die {;-Lénge der Tour ist. Sei e eine Kante aus 7 und s die Lange dieser
Kante. Seien u und v die horizontale und vertikale Projektion der Kante e. Es ist dann
u4v die (1-Lénge von ¢ und vu? + v? = s die £3-Lange. Die (1-Linge einer Kante betrigt
maximal das v/2-fache der ly-Lange, da

0§(u—v)2 — 2uv < u?+4 vl
= (u—l—v)2:uz—l—Zuv—l—v2 < 2(u2—|—v2)
= elp =ut+v < V2 VU402 =V2-|el,
Die Kante e erhoht die linke Seite der Ungleichung um maximal (u+ 1)+ (v+1). Siehe

dazu Abbilung 3.16, in der v = 8,5 und v = 2,6 ist. Es werden dort 3 horizontale und 9
vertikale Gitterlinien geschnitten.

Abbildung 3.16:

Wir kénnen jetzt den maximalen Beitrag einer Kante zur linken Seite der Ungleichung
nach oben abschétzen, woraus dann die Behauptung folgt.

utv+2 < ﬂ-\/uz—l—v?—l—Z < \/§'S—|-2 < 2s

Die letzte Ungleichung gilt fiir alle s > 24 +/2 ~ 3,41. Dies stellt kein Problem dar,
da laut Voraussetzung s mindestens 4 ist. O
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3.3.2 Das Struktur-Theorem

Wir sind jetzt bereit, unsere Kernaussage, das Struktur-Theorem, zu beweisen. Es werden
dazu einige Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorausgesetzt. Die verwendeten
Resultate sind zur Erleichterung des Verstandnisses im Anhang dieser Arbeit zu finden.
Ebenfalls ist dort das ,,Zufallsexperiment® im Struktur-Theorem als Beispiel aufgefiihrt
(siehe Beispiel A.3.7).

Beweis (Struktur-Theorem): Sei 7 eine optimale Rundreise mit Kosten opt zu ei-
ner beliebigen TSP-Eingabe und seien (a,b) zufillig gewahlte Shifts. Wir beweisen das
Struktur-Theorem, indem wir = iiber mehrere Schritte hinweg in einen Salesman Pfad
transformieren, der (m,r)-light ist in bezug auf die zuféllig geshiftete Dissection. Wir ver-
wenden dazu eine deterministische Prozedur, die die Transformation vornimmt. Es werden
die Tourkosten dabei leicht erhéht. Wie wir aber im folgenden sehen werden, 1a8t sich die
Erhéhung nach oben beschranken.

Um den Kostenzuwachs der Transformation besser abrechnen zu kénnen, legen wir ein
Gitter mit vertikalen und horizontalen Linien, die Abstand 1 haben, in die Bounding-Box
der Eingabepunkte und , belasten® die Gitterlinien mit jeder Kostenerh6hung der Tour.
Sei t(m,l) die Anzahl der Schnitte von = mit Gitterlinie [. Wir werden zeigen, daf die
erwartete Belastung fiir jede feste Linie [ des Gitters bei Shift (a, b) beschrankt ist:

t(m, 1)

FE.p(Belastung von [) < 1
c

Wegen der Linearitdt des Erwartungswertes (Satz A.3.4) ergibt sich die erwartete
Erhohung der gesamten Tourkosten dann durch Aufsummieren der erwarteten Kosten-
erhéhung fiir jede Linie [ des Gitters:

zl:t(Z;l) _ izl:t(ﬂ',l) = i(lz t(ﬂ—vl) + Z t(ﬂ-’l)> = 02—pct

vertikal Ihorizontal

Die letzte Ungleichung gilt wegen Lemma 3.3.4, das wir anwenden koénnen, da der
minimale Abstand zweier Punkte 4 ist. Wenden wir nun die Markoffsche Ungleichung
(Satz A.3.5) fiir A := 2 an, so erhalten wir:

t 1
P (Kostenerhéhung > %> < 5
¢
Diese Ungleichung ist 4quivalent zu P (Kostenerhéhung < O—T) > % Es folgt also, daf
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens £ der Kostenzuwachs nicht grofer als OTpt ist.
Die Kosten des kiirzesten (m,r)-light Salesman Pfades fiir die geshiftete Dissection sind
also mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens % hochstens (1 + %) opt.
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Um das Theorem zu beweisen, reicht es also aus, zu beschreiben, wie wir die optima-
le Rundreise transformieren und die Kostenerh6hung auf die Gitterlinien verteilen. Sei
die GroBe der Bounding-Box L der TSP-Eingabe eine Zweierpotenz. Dies kénnen wir
o.B.d. A. annehmen, da wir die Grofle der B-Box immer auf die nichste Zweierpotenz
erh6hen kénnen. Weiter wollen wir die Quadrate in der Dissection solange in kleinere Qua-
drate zerlegen, bis die Gréfie der Quadrate genau 1 ist und nicht dann stoppen, wenn die
Punkte separiert sind. Die Dissection entspricht dann vom Aussehen her genau dem Gitter
und die Tiefe der Dissection ist genau log L. Die geshiftete Dissection deckt sich ebenfalls
mit dem Gitter, da die Gitterlinien Abstand 1 haben und die Shifts a, b ganzzahlig sind.

Wie wir wissen, bildet die Dissection auf natiirliche Weise eine Hierarchie, die die
Quadrate auf Ebenen anordnet. Wir bezeichnen im folgenden eine Gitterlinie als Level-i-
Linie, wenn sich auf ihr eine Kante eines Quadrates von Ebene ¢ befindet. Beachte, dafl
ein Quadrat von Ebene ¢ auf Ebene ¢z + 1 in vier Quadrate eingeteilt wird. Eine Kante
eines Quadrates von Ebene ¢ teilt sich somit auf Ebene ¢ + 1 in zwei Kanten von je einem
Quadrat dieser Ebene. Eine Level-:-Linie ist also auch eine Level-j-Linie fiir alle j > 7. Fiir
jedes 7 > 0 gibt es 2 horizontale und 2° vertikale Level-i-Linien. Die vertikalen Level--
Linien haben z-Koordinaten x, := (a +p- %) mod I und die horizontalen Level-:-Linien
y-Koordinaten y, := (b—l—p- %) mod L, wobei p € {0,1,...,2° — 1} ist.

5 [

2

? Yp+1 I I
L

% Yp

3

0

03231323
Abbildung 3.17: Gitterlinien mit ihren Abbildung 3.18:

max-Level Werten

Der max-Level einer Gitterlinie ist die kleinste Zahl ¢, fiir die die Gitterlinie noch eine
Level-i-Linie ist, also die hochste Ebene, auf der sie liegt. In Abbildung 3.17 ist ein Gitter
der Grofle 8 mit den Ebenen 0 bis 3 dargestellt. Die Linien sind mit dem zugehérigen
max-Level Wert beschriftet, wobei die letzte Linie keine Beschriftung bekommen hat, da
sie der ersten Linie nach der Modulo-Rechnung entspricht.

Wieviele horizontale Shifts « fithren nun dazu, dafl eine feste vertikale Gitterlinie [
max-Level ¢ bekommt ? Wir definieren dazu eine Zufallsvariable ML; : {0,1,...,L—1} —
{0,1,...,log L} fiir eine feste vertikale Gitterlinie [, die den max-Level von [ bei horizon-
talem Shift @ angibt. Die Anzahl der horizontalen Shifts, durch die eine feste vertikale

Linie | auf max-Level 0,1,2,3,4,....¢,....log L landet, ist 1,1,2,4,8,...,2i_1,...,§ (siehe
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Abbildung 3.17). Es folgt daraus, dal die Wahrscheinlichkeit, mit der eine feste vertikale

Gitterlinie [ max-Level ¢ bekommt, bei horizontalem Shift «

Pa(MLl:Z-) _ Pa({a'|MLl(a'):i}) _ |{a’|ML[I(Ja’):Z'}| _ { I: Zi ’

ist. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir horizontale Gitterlinien bei vertikalem Shift b.

Was bedeutet das nun fiir einen Salesman Pfad, der (m, r)-light sein soll 7 Der Einfach-
heit halber beschreiben wir die Situation nur fiir vertikale Linien; fiir horizontale Linien
gilt eine analoge Aussage. (m,r)-light zu sein bedeutet,

(i) daB fir eine vertikale Linie [, die max-Level 7 hat, das Segment der Linie, das
zwischen den y-Koordinaten y, und y,41 liegt, von dem Salesman Pfad héchstens r
mal geschnitten wird und

(ii) alle diese Schnitte an Portalen stattfinden.

Siehe dazu Abbildung 3.18, in der eine vertikale Linie mit max-Level ¢ dargestellt ist.
Das Liniensegment zwischen y, und y,41 ist dann die Kante eines Quadrates auf Ebene
t, die nur r-mal geschnitten werden darf. Da ¢ der max-Level von [ ist, ist diese Kante
die groBtmogliche und es ist nicht zu befiirchten, dafl eine Kante eines Quadrates von
Ebene ¢ — 1 auch auf Linie [ liegt. Wir werden jetzt die Rundreise 7 in zwei Schritten so
verdndern, daf} sie die beiden Bedingungen ertiillt.

Wie kénnen wir fiir # nun die erste Bedingung erfiillen 7 Eine naheliegende Idee ist,
alle Gitterlinien [ zu durchlaufen und falls [ den max-Level i hat, jedes der 2° Segmente
der Lange % mit dem Patching-Lemma zu bearbeiten, falls die Anzahl der Schnitte der
optimalen Rundreise mit dem Segment grofer als r ist. Offensichtlich wére dies eine
einfache Loésung, aber es konnte die durch das Patching-Lemma bewirkte Kostenerhéhung
zu grof} ausfallen. Genauer gesagt, wire die Erhéhung der Kosten von der Form klog L fiir
eine Konstante k. Die Rundreise kénnte also nicht mehr nur um einen konstanten Faktor

verlangert werden, wie es bei einem PTAS gefordert wird.

Bei dem gerade beschriebenen Verfahren wird jedes Liniensegment von [, das mehr als
r Schnittpunkte mit der Rundreise hat, ,gepatcht®. Die Anzahl der Schnittpunkte wird
also auf hochstens 2 reduziert, obwohl eigentlich nur gefordert wird, daf§ die Anzahl der
Schnittpunkte hochstens r ist. Es konnte ja sein, dafl sich auf einem kleinen Abschnitt des
Liniensegmentes die meisten Schnittpunkte ,tummeln® und es somit ausreichen wiirde
diesen Abschnitt zu patchen. Das fithrt uns zu der besseren Idee, das Patching-Lemma
,bottom up® fiir alle Ebenen j > ¢ aut der Gitterlinie [ anzuwenden. Die folgende Prozedur
MODIFY(/,7,b) tut genau dieses und geht dabei, wie wir gleich sehen werden, etwas spar-
samer mit der Kostenerh6hung um. Die Prozedur wird hier nur fiir vertikale Gitterlinien
beschrieben, da sie fiir horizontale Linien analog aufgebaut ist.
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PROCEDURE MODIFY(/,i,b)

{* l ist eine vertikale Gitterlinie, b ist der vertikale Shift der Dissection und )
{* ¢ ist der max-Level von [ *1
BEGIN

FOR j =log L. DOWNTO : DO
FOR p=0TO 2 —1 DO
Sei [, das Liniensegment auf [ zwischen den y-Koordinaten (b +p- QL—]> mod L und
(b—l—(p—l—l) . 2%) mod L;
IF Anzahl Schnitte der Rundreise mit /, > r
THEN Wende Patching-Lemma auf [, an;
oD
oD
END

Da es nur eine Gitterlinie mit max-Level 0 gibt und diese auf dem Rand der Dissection
liegt, also von der Rundreise gar nicht geschnitten werden kann, sind die durch MODIFY
verursachten Kosten auf dieser Linie 0. Wir kénnen uns daher im folgenden auf die Linien
mit max-Level grofer als 0 konzentrieren. Durch die Prozedur MODIFY wird der Salesman
Pfad dynamisch vom tiefsten Level bis zum max-Level einer Linie aktualisiert. Dadurch
beeinflufit die Anwendung des Patching-Lemmas auf ein Liniensegment einer tieferen Ebe-
ne eine eventuelle Anwendung auf einer héheren Ebene. Anders ausgedriickt wird immer
erst versucht, das Patching-Lemma auf den tieferen Ebenen, auf denen die Liniensegmente
ja kiirzer sind als auf héheren, anzuwenden. Fine Anwendung des Patching-Lemmas redu-
ziert die Anzahl der Schnittpunkte je Segment i. a. auf maximal 2. Eine Ausnahme bilden
die Liniensegmente, die durch den vertikalen Shift  herumgewickelt* sind. Jede Ebene
kann so ein Liniensegment enthalten. Um diese Liniensegmente zu bearbeiten, miissen
wir das Patching-Lemma auf jeden Teil des Segments anwenden. Dadurch kénnen wir
die Anzahl der Schnittpunkte auf diesen Liniensegmenten nur auf maximal 4 reduzieren.
Noch zu bemerken ist, dal die Anwendung des Patching-Lemmas auf eine vertikale Git-
terlinie die Anzahl der Schnitte der Rundreise mit einer horizontalen Line erhéhen kann.
Wir ignorieren diesen Effekt vorerst und kommen am Ende des Beweises darauf zuriick.

Beschéftigen wir uns jetzt mit der Kostenerhéhung durch MODIFY. Sei dazu [ eine ver-
tikale Gitterlinie mit max-Level ¢, auf die wir MODIFY anwenden. Fiir j > ¢ sei ¢ ;(b) die
Anzahl der Level-j-Liniensegmente auf [, auf denen wir das Patching-Lemma anwenden.
Fir j < ¢ ist ¢;(b) offensichtlich 0. Beachte, daf ¢; ;(b) unabhingig von ¢ ist, da die zweite
Schleife im Algorithmus unabhéngig von ¢ ist. Hier liegt der wesentliche Unterschied zu
unserem ersten Ansatz, in dem die Anzahl der Anwendungen des Patching-Lemmas von
¢ abhingig war. Bei jeder Anwendung des Patching-Lemmas werden mindestens r + 1
Schnittpunkte durch maximal 4 ersetzt. Die Anzahl der Schnittpunkte wird also minde-
stens um r — 3 reduziert. Da die optimale Rundreise 7 die Gitterlinie [ nur #(m,!)-mal
durchkreuzt, haben wir fiir jede vertikale Gitterlinie [ und jeden vertikalen Shift b folgen-
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den Zusammenhang:

log L

t(m, 1)
> aslb) < 3

i=i

Da das Patching-Lemma zu einem Pfad, der ein Liniensegment der Ladnge s durch-
kreuzt, maximal Linienstiicke der Gesamtliange 2s hinzufiigt, erhalten wir fiir die
Erhéhung der Tourkosten:

log L
L
costy(i,b) := Kostenerhohung durch MODIFY(/,7,b) < Z (cm(b) -2 2—]>

i=i

Wir rechnen diese Kostenerh6hung der Gitterlinie [ an. Dazu definieren wir eine Zu-
fallsvariable K; : {0,1,..., L. — 1} — IR fiir eine feste vertikale Gitterlinie [, die den
durch Schritt (i) hervorgerufenen Kostenzuwachs zu [ bei horizontalem Shift ¢ angibt.
Die Belastung von [ ist fiir alle horizontalen Shifts a, durch die [ auf max-Level ¢ lan-
det costi(2,b). Summieren wir jetzt iiber alle horizontalen Shifts auf, so konnen wir die
Belastungen fiir die Shifts, durch die [ auf dem gleichen max-Level landet, gruppieren
(siehe zweite Gleichung in der Rechnung unten). Wir erhalten fiir jeden Level eine Grup-
pe, und die Wahrscheinlichkeit, mit der die Kosten cost;(¢, b) dieser Gruppe auftreten, ist
die Wahrscheinlichkeit mit der Linie [ max-Level ¢ hat, also P,(ML; = ¢). Die zu erwar-
tende Belastung einer festen vertikalen Gitterlinie [ bei horizontalem Shift a ist fiir jeden
vertikalen Shift b:

L-1 log L
1
FE.(Belastung von [ durch Schritt (i)) = Z T Ki(a) = Z P.(ML; = 1) - cost(i,b)
a=0 =0
logL ;4 log L log L
2 : b
= costy(i,0) < Z 2t Z c;]]i)
=1 =1 7=t
log L 7 log L
B Cl,](b) i-1 Cl,](b)
- 9i-1 Z 2 - 9j—1 (2] - 1)
7=1 =1 7=1

INA
[N}
0
)
N
o~
S’
|
[N}
0
)
N
o~
S’
INA
[N}
o~
N
=
—~
S’

In der Rechnung wurde im 5. Schritt die Summengleichheit aus Satz A.1.2 und im 6.
Schritt die geometrische Summenformel (Satz A.1.1) verwendet.
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Kommen wir jetzt zur zweiten notwendigen Modifikation der Rundreise, dem Bewe-

gen der Schnittpunkte aut die Portalpunkte. Hat eine Gitterlinie | den max-Level ¢, so
haben die Liniensegmente auf [ Linge % Jedes Liniensegment besitzt m + 2 Portale,
die in gleichem Abstand verteilt sind. Der Abstand zwischen zwei Portalpunkten ist
somit 21(757“) Der Abstand eines Schnittpunktes zum naheliegendsten Portal ist dann
maximal 2l+1(Lim+1)
ment trifft, zum néchsten Portal 1duft und dann wieder zuriickkehrt zu ihrer urspriing-

. Andern wir die Tour nun so ab, daf} sie, wenn sie auf das Linienseg-

lichen Route, so ist die Kostenerhthung pro Schnittpunkt nicht gréfler als m Sei
K] :{0,1,...L = 1} — R wieder eine Zufallsvariable fiir eine feste vertikale Gitterlinie
[, die den durch Schritt (ii) hervorgerufenen Kostenzuwachs zu [ bei horizontalem Shift «
angibt. Mit derselben Argumentation wie in Schritt (i) ergibt sich daraus eine erwartete

Kostenerh6hung von maximal

L-1 log L
1
FE.(Belastung von [ durch Schritt (ii)) = g - Kl(a) < g
a=0

=1

i1 L
) —
7 ) %(m + 1)

|

t(w, 1) log L < t(m, 1)
2(m+1) = kr

Die letzte Ungleichung gilt, falls m > %r log L ist fiir eine Konstante & > 0. Wir kénnen
jetzt die zu erwartenden Gesamtkosten, um den Salesman Pfad auf der Gitterlinie [ (m,r)-
light zu machen, nach oben abschétzen:

E,(Belastung von [) < Qt(r’;) + t(Z’ D _ (2 Z Z - 32)3;(777 )
r — T rir —
© (9k+8)(r =3t _ (W9k+8)ix D) _ ir])
- 8kr(r —3) B 8kr - e

Die Ungleichung (x) setzt fir alle k& > 0 voraus, dafl » > 19 ist und die letzte Unglei-
chung gilt fiir r > %. Da ¢ mindestens 2 ist, ist r > 19 4 % > 19 fiir alle k. Die
Bedingung fiir die Ungleichung (%) ist somit fiir alle k& erfiillt. Das ist kein Zufall, denn die
Abschéatzung (%) ist genau so gewéahlt, daf die durch die Ungleichung entstehende Bedin-
gung fir r durch die letztendliche Wahl von r genau eingehalten werden kann. Betrachten
wir das Verhalten von r fiir & — oo, so ist das Ergebnis, dal r > 9.5¢ sein muf. Damit
haben wir eine untere Schranke fiir r. Je ndher r an die untere Schranke herankommt,
desto grofler muf} allerdings m gewahlt werden.

Wir haben jetzt die anfédngliche Behauptung gezeigt. Um den Beweis zu beenden,
miissen wir noch den durch MODIFY hervorgerufenen Effekt erkldaren. Immer dann, wenn
wir MODIFY auf einer vertikale Gitterlinie [ anwenden, benutzen wir eventuell das Patching-
Lemma und erweitern den Salesman Pfad um einige Linienstiicke, die auf [ liegen. Diese
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Linienstiicke kénnen einige horizontale Gitterlinien I’ durchkreuzen, so dafl der Salesman
Pfad diese Linien nachher ofter als t(x,!")-mal schneidet. Wir kénnen aber o.B.d.A.
annehmen, dafl die Erhéhung der Schnitte des Salesman Pfades mit [ durch das Patching
auf [ nicht grofler als 2 ist; denn ist die Erhéhung gréfer als 2, dann reduzieren wir sie mit
dem Patching-Lemma einfach auf 2. Die Anwendung des Patching-Lemmas auf [ fiigt dem
Pfad nur vertikale Linienstiicke hinzu, die auf [ liegen. Deswegen brauchen wir auf der
horizontalen Linie I’ auch nur einen Abschnitt patchen, der die Ausdehnung 0 hat, also
einen Punkt. Die Kosten des Salesman Pfades werden also durch das Patching auf I’ nicht
erh6ht. Die Prozedur MODIFY geht dann so vor, daf} sie als erstes alle Liniensegmente von [
auf den Ebenen log . bis zum max-Level von [ bearbeitet und dann auf allen horizontalen
Linien, die durch das Patching auf [ geschnitten werden, das Patching-Lemma anwendet,
um die Anzahl der Schnittpunkte auf 2 zu reduzieren. Durch die Struktur der Dissection
haben die horizontalen Linien {’, die von einem Liniensegment auf [ geschnitten werden,
immer einen kleineren max-Level als [ (sieche Abbildung 3.17). Es ist deswegen nicht
moglich, daf ein horizontales Liniensegment an beiden Seiten durch jeweils ein vertikales
Liniensegment, welches das horizontale schneidet, begrenzt ist. Die Erhéhung der Anzahl
der Schnittpunkte auf I’ ist also maximal 2.

Den gleichen Trick, wie gerade beschrieben, miissen wir auch fiir Schritt (ii) anwen-
den, da hier die Erweiterungen des Salesman Pfades auch horizontale Linien schneiden
kénnen. Wir kénnen die Anzahl der Schnitte aber wieder mit dem Patching-Lemma auf
2 reduzieren.

Insgesamt kann also jede Gitterlinie maximal (r +2)-mal geschnitten werden und nicht
r-mal, wie wir es eigentlich wollen. Das ist aber kein Problem, wenn wir ,,r* einfach durch
»T + 2% ersetzen. O

3.4 Wie effizient ist der Algorithmus?

Wir wollen hier untersuchen, wie effizient eine direkte Implementierung der Prozedur
ApproxTSP tatsachlich ist. Im Beweis des Struktur-Theorems wurde gezeigt, dafl r fir
jede beliebige Eingabe grofier als 19 sein mufl. Die Zahl r gibt die maximale Anzahl an
Schnittpunkten des Salesman Pfades mit einer Quadratkante an und muf} daher eine ganze
Zahl sein. Es sollte also r > 20 fiir alle Eingaben sein. Die Anzahl der Portale m + 2 auf
einer Kante sollte damit auch mindestens 20 betragen.

Wir wollen jetzt zeigen, dal die Anzahl der moglichen Eingabeinstanzen fiir ein (m, r)-
Multitour Problem schon so grof} ist, dafl ein normaler Rechner eine nicht mehr vertretbare
Anzahl an Rechenschritten bendtigen wiirde, um sie aufzuzdhlen. Dazu wollen wir allein
die Anzahl der Méglichkeiten betrachten, aus m + 2 Portalen genau r auszuwéhlen und
das sind nach Satz A.2.1

mArEIN S BN 923264410
r 20
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Bedenken wir, dafl wir diese Moglichkeiten kombiniert fiir jede der vier Seiten eines
Quadrates wihlen miissen, so erhalten wir ~ 2.25665 - 10*> Méglichkeiten. Unter der
Annahme, dafl ein moderner Rechner 10 Milliarden Rechenschritte pro Sekunde schafft,
erhalten wir eine Rechenzeit von rund 10%° Jahren. Wir haben dabei noch lange nicht alle
Méglichkeiten aufgezéhlt, die der Algorithmus wirklich durchlaufen muf}. Eine direkte
Implementierung des Algorithmus erweist sich daher als wenig sinnvoll.



Kapitel 4

Der Algorithmus auf einem
Parallelrechner

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie sich das sequentielle PTAS aus Kapitel 3
auf einem Parallelrechner implementieren 1a6t. Wir fiihren dazu zuerst ein Parallelrech-
nermodell ein. Im zweiten Abschnitt beschreiben wir, wie wir einen Quadtree in O(logn)
parallelen Schritten konstruieren kénnen und im dritten Abschnitt untersuchen wir ver-
schiedene Versionen des parallelen PTAS wovon die beste eine Laufzeit von O(logn)
parallelen Schritten erreicht. Wir werden sehen, daff wir dazu allerdings den méachtigsten

Prozessortyp, die CRCW PRAM, benétigen.

4.1 Einfiihrung in das verwendete Parallelrechner-
modell

Es gibt verschiedene Parallelrechnermodelle, so z. B. gerichtete azyklische Graphen, das
Shared-Memory-Model oder das Netzwerkmodell. Eine gute Einfithrung in diese Model-
le findet man z.B. in [17]. Wir haben uns hier fiir die PRAM (parallel random-access
machine) als Shared-Memory-Model entschieden, da sie eine natiirliche Erweiterung des
grundlegenden sequentiellen Modells, der RAM, darstellt und auf ihr schon eine Vielzahl
an Problemen geldst ist. Eine PRAM besteht aus mehreren gleichen Prozessoren, von de-
nen jeder seinen eigenen lokalen Speicher hat und sein eigenes lokales Programm ausfiihren
kann. Die Kommunikation der Prozessoren findet dabei iiber einen gemeinsamen Speicher
statt, der auch als globaler Speicher bezeichnet wird. Jeder Prozessor erhélt einen Index,
der die Nummer des Prozessors angibt und den der Prozessor selber auch kennt. Fr kann
also in seinem Programm mit seiner Nummer operieren. Die PRAM ist ein synchrones
Shared-Memory-Model, d. h., daf} alle Prozessoren synchron, durch einen zentralen Takt
gesteuert, arbeiten.

Es gibt verschiedene Versionen von PRAM Modellen, die beschreiben, in welcher Weise
auf die gleiche Zelle im gemeinsam genutzten Speicher zugegriffen werden kann. Das Mo-

46



KAPITEL 4. DER ALGORITHMUS AUF EINEM PARALLELRECHNER 47

dell mit der groBten Einschrankung ist dabei die EREW (exclusive read exclusive write)
PRAM, die keinen gleichzeitigen Zugriff mehrerer Prozessoren auf eine Zelle des globalen
Speichers duldet. Die CREW (concurrent read exclusive write) PRAM erlaubt gleichzei-
tigen Zugriff nur bei einer Leseoperation und die CRCW (concurrent read concurrent
write) PRAM erlaubt simultanen Zugriff beim Lesen und Schreiben. Gleichzeitiges Lesen
einer Speicherzelle durch mehrere Prozessoren ist dabei unproblematisch - im Gegensatz
zu einer Situation, in der mehrere Prozessoren versuchen in die gleiche Speicherzelle zu
schreiben. Dazu gibt es drei Varianten der CRCW PRAM. Die common CRCW PRAM
erlaubt gleichzeitiges Schreiben nur dann, wenn alle beteiligten Prozessoren den gleichen
Wert schreiben. Bei der arbitrary CRCW PRAM gewinnt ein beliebiger Prozessor den
Kampf um die Speicherzelle, wéhrend bei der priority CRCW PRAM angenommen wird,
daf} die Indizes der Prozessoren linear geordnet sind und nur der Prozessor mit dem klein-
sten Index die Speicherzelle beschreiben darf.

Die Ausdrucksméchtigkeit der dreit PRAM Modelle bildet eine echte Hierarchie. So gibt
es Algorithmen fiir eine CRCW PRAM, die auf einer CREW PRAM nur mit Zeitverlust
laufen und Algorithmen fiir eine CREW PRAM, die auf einer EREW PRAM ebenfalls nur
mit Zeitverlust laufen, unabhéangig davon wieviele Prozessoren man auch investiert. Wei-
ter ist von den drei verschiedenen CRCW PRAM Modellen die common CRCW PRAM
das Modell mit den grofiten Einschrankungen und die priority CRCW PRAM das Mo-
dell mit den meisten Freiheitsgraden. Andererseits 1at sich aber eine priority CRCW
PRAM mit p Prozessoren durch eine EREW PRAM mit p Prozessoren mit einem Zeit-
verlust von O(log p) simulieren. Beweise fiir die gemachten Aussagen sowie Verweise auf
die Originalarbeiten findet man z. B. in [17].

Es gibt verschiedene Kriterien, die die Leistungssteigerung eines parallelen Algorithmus
in Bezug auf einen sequentiellen Algorithmus beschreiben. Sei P ein gegebenes Berech-
nungsproblem und n die Grofie der Eingabe. Mit Ti(n) bezeichnen wir die Laufzeit des
besten bekannten sequentiellen Algorithmus fiir das Problem P. Sei A ein paralleler Algo-
rithmus, der P in Zeit T,(n) auf einer PRAM mit p Prozessoren 16st. Der von A erreichte
Speedup ist dann definiert durch

Der Speedup ist maximal p, falls kein besserer sequentieller Algorithmus gefunden wird,
denn ein sequentieller Algorithmus kann einen Schritt eines parallelen Algorithmus mit p
Prozessoren in p Schritten simulieren. Unser Ziel ist es, parallele Algorithmen zu erstellen,
die einen Speedup von nahezu p haben.

Ein weiteres wichtiges Maf} fiir das Verhalten eines parallelen Algorithmus ist die von
dem Algorithmus geleistete Arbeit. Genauer gesagt ist die Arbeit W,(n) eines paralle-
len Algorithmus definiert als das Produkt seiner Laufzeit und der Anzahl der benutzten
Prozessoren, also
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Ein drittes Leistungskriterium fiir einen parallelen Algorithmus A ist die Effizienz, die

definiert ist durch
Tiin)  Ti(n)  Sp(n)

p-Ty(n) — Wy(n) — p

Die Effizienz zeigt an, wie gewinnbringend die p Prozessoren von dem Algorithmus
benutzt werden. Eine Effizienz von nahezu 1 bedeutet, dafl der Algorithmus A mit p

E,(n) =

Prozessoren ungetéhr p-mal schneller ist als mit nur einem Prozessor. Es folgt also, daf
jeder Prozessor pro Zeiteinheit sinnvolle Arbeit verrichtet. Wiinschenswert sind demnach
Algorithmen die gleichzeitig eine hohe Geschwindigkeit und eine Effizienz von nahezu
1 erreichen. Wir wollen einen parallelen Algorithmus fiir ein Berechnungsproblem P als
optimal bezeichnen, wenn fiir die Arbeit des Algorithmus gilt W(n) = O(T(n)), wobei
T(n) die Laufzeit des besten bekannten sequentiellen Algorithmus ist. Ein Beispiel fiir
einen Algorithmus dieser Art ist der Merge-Sort Algorithmus aus [8]. Er hat eine Laufzeit
von O(logn) Schritten mit n Prozessoren. Der beste sequentielle Sortieralgorithmus hat
eine Laufzeit von O(nlogn). Es ergibt sich also ein Speedup von O(n) sowie eine Effizienz
von ndherungsweise 1. Die Arbeit des Algorithmus ist @(nlogn) und damit ist er optimal.

Fir die Darstellung der folgenden parallelen Algorithmen verwenden wir das Work-
Time Presentation Framework, wie es in [17] dargestellt wird. Der Algorithmus wird dazu
schrittweise sequentiell beschrieben, wobei in einem Schritt mehrere parallele Operationen
ausgefithrt werden kénnen. Wir verwenden hierbei die PARDO Anweisung, um anzudeu-
ten, daf} die darauffolgenden Operationen parallel ausgefithrt werden.

4.2 Parallele Konstruktion des Quadtrees

Wir wollen in diesem Abschnitt analog zum sequentiellen Fall die Konstruktion eines
Quadtrees beschreiben. Genauer gesagt, erstellen wir hier nur ein ,,Skelett* des Quadtrees.
Wir werden sehen, daf dieses ausreicht fiir unseren parallelen TSP-Algorithmus.

Ein Skelett ist genauso aufgebaut wie ein Quadtree, abgesehen davon, daf} jeder innere
Knoten mindestens zwei belegte Unterquadrate hat und es keine leeren Quadrate gibt.
Entfernen wir in einem Quadtree jedes Quadrat, das keinen Punkt enthélt und schieben
wir alle verbleibenden Pfade von Quadraten, die nur noch ein Unterquadrat haben zu-
sammen, so erhalten wir einen Baum, in dem jeder innere Knoten mindestens Grad 2 hat,
also ein Skelett. Auf umgekehrte Weise kénnen wir auch aus dem Skelett einen Quadtree
konstruieren. Eine Kante in dem Skelett entspricht dann eventuell mehreren Kanten im
Quadtree. In Abbildung 4.1 ist der Quadtree aus Abbildung 3.2 als Baum dargestellt und
in Abbildung 4.2 das zugehorige Skelett.

Wir wollen den méglichen vier Unterquadraten eines Quadrates jeweils eine Positions-
nummer 1 bis 4 geben, damit wir auf ein bestimmtes Unterquadrat eindeutig zugreifen
kénnen. Die Positionsnummern sollen wie in Abbildung 4.3 gezeigt angeordnet sein.

Wir beschreiben jetzt, wie die Struktur des Skeletts parallel erzeugt werden kann. Dazu
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EAE A IR

Abbildung 4.1: Der Quadtree Abbildung 4.2: Das Skelett

nehmen wir an, dafl die Koordinaten der Eingabepunkte ganzzahlig sind und die Gréfie
der Bounding-Box linear in n ist. Wir vergréflern die Grofle der B-Box auf die néchste
Zweierpotenz. Sei L diese Grofle. Es gilt dann immer noch L € O(n), da sich die Grofle
maximal verdoppelt hat. Nach Transformation des Ursprungs des Koordinatensystems in
die linke untere Ecke der B-Box liegen alle Punkte in [0, L[>. Da L eine Zweierpotenz
ist, liegen die linken unteren Ecken von allen Quadraten an Koordinaten, die ganzzah-
lige Vielfache von Zweierpotenzen sind und die Grofle aller Quadrate ist ebenfalls eine
Zweierpotenz.

Abbildung 4.3: Die Positionsnummern

Mit einem Level-1-Quadrat wollen wir ein beliebiges Quadrat auf Ebene ¢ im Quadtree
bezeichnen. Fin Level-:-Quadrat hat Grofe % Sprechen wir von einem Quadrat, dafl ma-
ximal ein Level-z-Quadrat ist, so bezieht sich das ,maximal® auf die Grée des Quadrates
und nicht auf den Level.

Das abgeleitete Quadrat zu zwei gegebenen Punkten ist das kleinste Quadrat im
Quadtree, das diese Punkte enthilt. Die Gréfle und die linke untere Ecke des Quadra-
tes lassen sich leicht bestimmen. Seien dazu (x1,y1) und (a2,y2) die Koordinaten von
zwel Punkten. Sei ¢ die Position der hoéchstwertigsten 1 in der Binédrdarstellung von
(71 ® 22) V (y1 ® y2), dann hat das abgeleitetet Quadrat Gréfie 271 und die linke un-
tere Ecke erhélt man, indem man die unteren : Bits der Koordinaten von einem der
beiden Punkte ausmaskiert.
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Wir wollen den Eingabepunkten jetzt eine Reihenfolge geben, in der sie angeordnet
sind. Sei (x,y) ein Punkt, dann ist der gemischte Wert des Punktes eine Mischung der
x- und y-Koordinate des Punktes, die durch abwechselnde Wahl eines Bits von z und
eines Bits von y entsteht. Begonnen wird die Mischung beim héchstwertigsten Bit der
x-Koordinate. Die Reihenfolge der Punkte fiir ein Quadrat der Grofe 8 ist in Abbildung
4.4 dargestellt. Der erste Punkt ist links unten und die folgenden Punkte befinden sich
entlang der Ecken des Pfades bis zum letzten Punkt rechts oben.

Abbildung 4.4: Die Reihenfolge der Punkte

Im ersten Schritt der Konstruktion des Skeletts werden die Eingabepunkte nach ihren
gemischten Werten sortiert. Das kann in O(log n) Zeit mit n EREW Prozessoren geschehen
[8]. Als néchstes werden wir zwei Lemmas beweisen, die Aussagen {iber die Punkte in der
gemischt sortierten Reihenfolge machen.

Lemma 4.2.1 Die Punkte, die in einem Quadrat im Quadtree liegen, bilden ein durch-
gehendes Intervall in der sortierten Rethenfolge.

Beweis: Die Koordinaten der Punkte in einem Quadrat der Grofie %, 1 =0,1,...,1og L,
haben in ihrer Bindrdarstellung die gleichen héchstwertigen 2 Bits und es liegen alle Punkte
mit den gleichen héchstwertigen ¢ Bits in einem Quadrat der Grofle % Falls ein Punkt
(x,y) auBerhalb eines gegebenen Quadrates liegt, so muf} eines seiner hochstwertigen ¢
Bits in x oder y von denen der Punkte in diesem Quadrat abweichen. Ist dieses Bit 0,
dann wird (x,y) vor allen Punkten des Quadrates in der sortierten Reihenfolge liegen
und ist dieses Bit 1, dann wird sich (z,y) hinter allen Punkten des Quadrates befinden.
Es ist also unmoglich fiir (x,y) zwischen den Punkten des Quadrates in der sortierten
Reihenfolge zu liegen. Die Punkte in einem Quadrat liegen also in der gemischt sortierten
Reihenfolge nebeneinander. O

Wie wir dem Lemma entnehmen kénnen, liegen die Punkte aus einem Quadrat im
Quadtree in der gemischt sortierten Reihenfolge nebeneinander. Wir wollen die Punkte
in einem Level--Quadrat eine Level-i-Gruppe nennen und den ersten Punkt Anfihrer
der Gruppe. Eine Level-i-Gruppe enthdlt maximal vier Level-(¢ + 1)-Gruppen, die den
maximal vier Unterquadraten entsprechen. Die Level-(¢ + 1)-Gruppen treten dabei in der
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Reihenfolge der Positionsnummeren der vier Unterquadrate auf. Die erste Level-(: 4 1)-
Gruppe gehoért also zu dem Unterquadrat an Position 1, falls dieses belegt ist, die néchste
Gruppe zu dem an Position 2 und so weiter.

Lemma 4.2.2 Falls mehr als ein Unterquadrat von Quadrat () einen Punkt enthdlt, dann
gibt es in der sortierten Rethenfolge zwei benachbarte Punkte, fir die () das abgeleitete
Quadrat ist.

Beweis: Nach Lemma 4.2.1 bilden die Punkte aus dem Quadrat ¢) ein durchgehendes
Intervall in der sortierten Reihenfolge. Dieses Intervall kann in zwei, drei oder vier kleinere
Intervalle eingeteilt werden, in denen sich dann jeweils die Punkte der vier Unterquadrate
befinden. () ist dann das abgeleitete Quadrat fiir jedes beliebige Punktepaar, das aus zwei
verschiedenen der kleineren Intervallen gewéhlt wird. O

Nach Lemma 4.2.2 sind die abgeleiteten Quadrate fiir jedes Paar benachbarter Punkte
in der sortierten Reihenfolge genau die Quadrate des Skeletts und die Struktur des Skeletts
spiegelt sich wieder in der Einbettung der Intervalle, die durch Lemma 4.2.1 beschrieben
ist. Um das Skelett zu erhalten, berechnen wir jetzt zu jedem benachbarten Punktepaar
das abgeleitete Quadrat und tragen die Gréfe in eine Liste D ein. Wir erhalten die Qua-
dratgrofen wy, ..., w,_1. Es kénnen dabei bis zu dreimal die gleichen abgeleiteten Quadrate
entstehen, denn falls ein Quadrat () vier Unterquadrate hat, die Punkte aus () also in vier
Intervalle innerhalb der Gruppe von () zerfallen, dann stoflen die Intervalle an drei Stellen
aneinander. Es gibt dann also drei Punktepaare, die () als abgeleitetes Quadrat haben.
Wir miissen jetzt noch die Einbettung der Intervalle ineinander bestimmen. Dazu bestim-
men wir zu jedem abgeleiteten Quadrat () das nichstgroflere zu seiner linken Seite und
zu seiner rechten Seite in der Liste D. Das kleinere der beiden ist dann das nachstgrofiere
Quadrat, in das () eingebettet ist. Diese Berechnung ist eine all-nearest-larger-values Be-
rechnung, die mit n—1 EREW Prozessoren O(log n) Zeit kostet [4]. Durch die Liste D und
die all-nearest-larger-values ist das Skelett ausreichend beschrieben. Insgesamt bendtigen
wir n EREW Prozessoren und O(logn) parallele Zeit.

4.3 Beschreibung des parallelen Algorithmus

Wir wollen in einer ersten Version fiir den parallelen Algorithmus n EREW Prozessoren
verwenden. Damit 148t sich die Vorgehensweise des Algorithmus am besten beschreiben.
Spater werden wir dann die Prozessorenzahl erhéhen und untersuchen, inwiefern sich
dadurch die Laufzeit bzw. der Prozessortyp verandern.

Im Gegensatz zum sequentiellen Algorithmus soll der Quadtree hier nicht vorab be-
rechnet werden, vielmehr wird immer nur das Quadrat konstruiert, das gerade bendtigt
wird. Der sequentielle Algorithmus durchlduft den Quadtree von der tiefsten Ebene star-
tend nach oben und 16st fiir alle Quadrate einer Ebene die (m,r)-Multitour Probleme.
Fiir die Berechnung der Lésung zu einem Multitour Problem eines Quadrates auf Ebene ¢
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bendtigt er die Losungen der Probleme auf Ebene ¢ +1. Wir kénnen also nicht alle Ebenen
parallel, wohl aber die Quadrate auf einer Ebene parallel bearbeiten, da die zugehérigen
Multitour Probleme unabhéngig voneinander sind. Die Idee der ersten Version des par-
allelen Algorithmus ist es also, sequentiell {iber alle Ebenen zu laufen und die Multitour
Probleme auf einer Ebene parallel zu l6sen. Gestartet wird bei Ebene log L. Es ist dabei
immer ein Prozessor fiir einen Punkt zustandig und dieser 16st das (m, r)-Multitour Pro-
blem fiir das Level-i-Quadrat, in dem der Punkt liegt. Auf héheren Ebenen wiirden so
mehrere Prozessoren das gleiche Multitour Problem bearbeiten. Es geniigt also, wenn nur
die Anfiihrer einer Ebene die Multitour Probleme fiir ihre Quadrate 16sen.

Wir beschreiben den Algorithmus jetzt etwas genauer. Zuerst wird die Eingabe nor-
miert wie bei der sequentiellen Version. Die Koordinaten der Punkte werden also ganz-
zahlig gemacht, der minimale Punkteabstand auf 4 gebracht und die Gréfie der Bounding-
Box auf eine Zweierpotenz L € O(n) gebracht. Es ist dabei immer ein Prozessor fiir einen
Punkt zustdndig und damit ist die Laufzeit fiir die Normierung O(1). Im zweiten Schritt
werden die Punkte nach ihren gemischten Koordinaten sortiert. Seien ¢y, ..., g, die Ein-
gabepunkte in der sortierten Reihenfolge. Im folgenden kiimmert sich Prozessor P; um
Punkt ¢;. Ist Punkt ¢; Anfithrer einer Gruppe, so bezeichnen wir den Prozessor P; auch
als Anfiihrer dieser Gruppe.

Als néchstes wird die Liste D = {wy,...,w,_1} der abgeleiteten Quadrate in O(1) Zeit
berechnet. w; ist dabei das abgeleitete Quadrat von ¢; und ¢;;1;. Damit der Algorith-
mus in Randfillen keine Fehler macht, definieren wir wy := 2L. Aut D werden dann die
all-nearst-larger-values in O(logn) Zeit bestimmt. Genaugenommen werden spater nur
die linken nachstgroferen Werte benétigt. Sei dazu ind(w;) der grofite Index kleiner ¢, so
dal} winaquw;) > w; ist. ind(w;) ist also der Index des néchstgroBeren links von w; liegen-
den Wertes. Spatestens wy ist grofer als w; und deshalb ist ind(w;) > 0 fiir alle 7. Es
soll gelten ind(wy) = 0. Die Prozedur Init {ibernimmt die Aufgabe der Sortierung, der
Erstellung der Liste D der abgeleiteten Quadrate und der Bestimmung der left-nearest-
larger-values. Zusétzlich wird noch eine Transfertabelle T" erstellt, auf deren Bedeutung
wir spater eingehen werden.

Der Algorithmus lauft jetzt sequentiell {iber alle Ebenen ¢ = log L, ..., 0 und nur die
Prozessoren, die Anfiihrer einer Level-i-Gruppe sind, bearbeiten die Multitour Probleme.
Die anderen Prozessoren ,legen sich schlafen®. Auf den untersten Ebenen ist jeder Pro-
zessor solange Anfithrer, bis die Quadrate so grofl werden, dafl mindestes zwei Punkte
in einem Quadrat liegen. Dann ist nur noch einer der beiden Prozessoren der Anfiihrer
dieses Quadrates. Ist ein Prozessor Anfiihrer einer Level-:-Gruppe, so ist er auch Anfiihrer
einer Level-j-Gruppe fiir alle 7 > 2. Ein Prozessor kann leicht testen ob, er Anfiihrer ei-
ner Level-i-Gruppe ist. Der einzige Anfiihrer der Level-0-Gruppe, also der Anfiihrer aller
Punkte, ist ¢;. Fiir die restlichen Punkte gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.3.1 Sei g;, 2 < 5 < n, ein Punkt einer Level-i-Gruppe. Es ist q; genauw dann
Anfihrer dieser Gruppe, wenn w;_q > 21% ist.

Beweis: Sei () ein Level-i-Quadrat. Das abgeleitete Quadrat zweier beliebiger Punkte
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aus () ist dann maximal ein Level-i-Quadrat, denn kommen die Punkte aus verschiedenen
Unterquadraten von (), so erhalten wir genau ) als das abgeleitete Quadrat, befinden sie
sich dagegen in demselben Unterquadrat, so erhalten wir ein kleineres Quadrat als ) als
abgeleitetes Quadrat. Ein Anfiithrer von () ist dadurch charakterisiert, dafl das abgeleitete
Quadrat von ihm und seinem linken Nachbarn mindestens ein Level-(: —1)-Quadrat ist. Es
ist ¢; also genau dann Anfithrer, wenn das abgeleitete Quadrat von ¢;_; und ¢; mindestens
ein Level-(¢ — 1)-Quadrat ist, also w;_q > 21% ist. O

PROCEDURE ParApproxETSP (K : Koordinatenliste; ¢, opt : real);
BEGIN

Normierung(K);
L := GroBe der Bounding-Box um K;
opl 1= o0;
FOR ALL Shifts 0 < a,b < L DO
Shifte Punkte in K" um (a, b) nach links unten;
Init(K,D,T);
FOR ALL Level : = log L. DOWNTO 1 DO
FOR ALL Anfiihrer ¢; einer Level-:-Gruppe PARDO
Q)i; = Level-.-Quadrat um Punkt ¢;;
FOR ALL Eingabeinstanzen [; des (m,r)-Multitour Problems in @;; DO
IF i =log L THEN C|e, 4, k] := cost(i,{q,}, ;) ELSE CalcCost(Q,j, [);

oD
pos := Positionsnummer von @);; im Level-(¢ — 1)-Quadrat um Punkt ¢;;
T[lv Clnf(l - 17j)7p08] = ]7
oD
oD
CalcCost(Qor, lo); {* Qo1 = B-Box, Iy = leere Eingabeinstanz *}
opt := min(opt, C[0,1,0]);
oD
END

Sind die Anfithrer auf Ebene ¢ bestimmt, so muf} jeder Anfiihrer das (m, r)-Multitour
Problem fiir das Level-i-Quadrat um seinen Punkt 16sen. Genau wie im sequentiellen Fall
miissen wir wieder die Losungen zu allen moéglichen Eingabeinstanzen [ des Multitour
Problems berechnen. Die Kosten der Losungen werden diesmal in eine Lookup-Table '
eingetragen. Ein Eintrag an Position C[i, j, k] enthéalt die Kosten der optimalen Losung
des Multitour Problems fiir das Level--Quadrat um Punkt ¢; bei Eingabeinstanz Ij.
Die Prozedur ParApproxETSP beschreibt diesen Vorgang. Sie gebraucht dazu wieder eine
Unterroutine CalcCost,die die optimalen Kosten fiir ein Quadrat und eine Eingabeinstanz
berechnet.

Bei der Losung des Multitour Problems fiir ein QQuadrat und eine Eingabeinstanz tritt
ein Problem auf, da die Losungen der Teilprobleme benétigt werden. Wie kommt der ak-
tuelle Prozessor aber an diese Losungen heran? Auf Ebene logn entsteht kein Problem,



KAPITEL 4. DER ALGORITHMUS AUF EINEM PARALLELRECHNER 54

PROCEDURE CalcCost (Q;; : Quadrat; I; : Eingabeinstanz);

{* Berechnet die minimalen Kosten fiir eine Eingabeinstanz [} des *1
{* (m, r)-Multitour Problems in @Q);; und speichert sie in C[i, 7, k]. *1
BEGIN

Cli, g, k] = oo;

FOR ALL Eingabeinstanzen Iy, Iy,, It,, Iz, der Multitour Probleme in den vier
Unterquadraten von );;, die sich mit [} decken DO

M = 0;
FOR [:=1TO 4 DO
next := T[4+ 1,7,1; {* Index des [-ten Unterquadrates *}

IF next nicht definiert THEN inc(M, cost(i + 1,{}, Iy,)) {* Qit1near ist leer *}
ELSE inc(M,C[i + 1, next, k]);
OD;
Cli, j, k] := min(M, C[z, g, k]);
oD
END

da das Level-(logn)-Quadrat um einen Punkt nur diesen Punkt enthilt und die optimale
Loésung des Multitour Problems direkt bestimmt werden kann. Fiir hohere Ebenen wer-
den aber die optimalen Losungen der vier Unterquadrate benétigt. Sei P; ein Anfithrer
eines Level-i-Quadrates () und seien P; ..., P;,
vier Level-(i + 1)-Unterquadrate von ). Die Anzahl der Anfithrer mufl nicht genau vier

[ < 4, die maximal vier Anfiihrer der

sein, da nur die Unterquadrate, die mindestens einen Punkt enthalten, einen Anfiihrer
haben. Einer der Anfithrer ist natiirlich P; selber, und zwar der Anfithrer des Unter-
quadrates mit der kleinsten Positionsnummer. Die optimalen Lésungen der Multitour
Probleme fiir die belegten Unterquadrate sind in der Lookup-Table an den Positionen
Cli+1,1,.],...,Clt+ 1,5, .] zu finden. Die optimalen Losungen der leeren Unterquadrate
kann P; selbst berechnen. Damit Prozessor P; an die Indizes ji,..., 5 der Anfithrer der
Unterquadrate herankommt, fithren wir eine Transfertabelle T" ein. Ein Eintrag T'[7, j, pos],
pos = 1,2,3,4, enthidlt den Index des Prozessors, der auf Ebene ¢ Anfiihrer eines Level-:-
Quadrates war, das im Level-(¢ — 1)-Quadrat Positionsnummer pos hat und dessen neuer
Anfithrer P; ist. Zu Anfang wird jeder Eintrag der Transfertabelle durch die Prozedur
Init auf ,nicht definiert” gesetzt. Damit die Tabelle auch beschrieben wird, muf} jeder
Anfiihrer einer Level-i-Gruppe seinen Index in der Tabelle an die Position des Anfiihrers
der tibergeordneten Level-(2 — 1)-Gruppe schreiben. Ist er dort auch Anfiihrer, so muf} er
seinen eigenen Index eintragen. Das néchste Lemma zeigt, wie wir sonst den Index des
iibergeordneten Anfithrers finden.

Lemma 4.3.2 Sei q; Anfihrer einer Level-t-Gruppe, © > 1, der auf Ebene v — 1 kein
Anfithrer mehr ist, dann ist ind(w;j_1) + 1 der Index des Anfihrers der ibergeordneten
Level-(¢ — 1)-Gruppe.
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Beweis: Wenn ¢; Anfiihrer einer Level-i-Gruppe, ¢ > 1, ist, dann gilt nach Lemma 4.3.1 :
L1, Sei ¢ der Anfiihrer der iibergeordneten Level-(i —1)-Gruppe. Das abgeleitete

wj—l Z 2i—1‘

Quadrat zweier Punkte einer Level-(7 — 1)-Gruppe ist maximal ein Level-(¢ — 1)-Quadrat.
Es gilt also wy, ...,w;_1 < 21% und daraus folgt w;_y = 21% Da w;_1 > TL_Q > 55

und die QuadratgréBen w; bis w;_; nicht groBer als w;_; sind, ist das nédchstgréfere

Quadrat links von w;_y gerade w;_1. Es ist also ind(w;_1) = [—1 und damit Gind(w;_1)+1 =
qi- [

Wir wissen jetzt, wie wir den Anfiihrer der iibergeordneten Gruppe finden kénnen. Ist
q; ein Anfithrer auf Ebene 7, dann wollen wir mit anf(¢ — 1, ) den Index des Anfiihrers
der iibergeordneten Level-(z — 1)-Gruppe bezeichnen. Es gilt:

n.d. falls ¢; kein Anfithrer auf Ebene 2,
anf(e—1,7) =<3 falls ¢; Anfithrer auf Ebene ¢ und ¢ — 1,
ind(wj_1) + 1 sonst

Ein Prozessor P;, der Anfithrer auf Ebene ¢ ist, kann {iber die Tabelle seinen Index
dem Anfiihrer auf Ebene ¢ — 1 mitteilen. Er setzt dazu T[é,anf(¢— 1, ), pos] := j, wobei
pos die Positionsnummer des Level-i-Quadrates im {ibergeordneten Level-(i — 1)-Quadrat
ist. Die Positionsnummer kann P; dabei durch eine AND-Verkniipfung der GroBe des
Level-i-Quadrates mit der linken unteren Ecke des Quadrates herausfinden.

In der Beschreibung der Prozedur ParApproxETSP und CalcCost benutzen wir der
Ubersichtlichkeit wegen die Funktion cost(7, {¢}, I1), die die minimalen Kosten der Losung
des Multitour Problems in dem Level-z-Quadrat um Punkt ¢ bei Eingabeinstanz [, angibt,
bzw. die Funktion cost(z,{}, I}), die die Kosten der Losung fiir ein leeres Level-i-Quadrat
bei Eingabeinstanz [ angibt. Die Funktion cost kann wie im sequentiellen Fall in kon-
stanter Zeit berechnet werden.

Wir haben bis jetzt noch nichts dazu gesagt, wie der Algorithmus den geshifteten
Quadtree behandelt. Genau wie im sequentiellen Fall shiften wir die Eingabepunkte nach
links unten anstatt den Quadtree nach rechts oben zu shiften. Immer dann, wenn auf
einem Quadrat ein Multitour Problem gelést werden soll, miissen wir dieses Quadrat
wieder nach rechts oben shiften und das Problem aut dem geshifteten Quadrat 16sen.

Wir wollen jetzt den Zeitautwand unserer ersten Version des parallelen Algorithmus
betrachten. Die Prozedur Init wird auf die n Prozessoren verteilt. Sie benétigt dann
O(log n) Zeit. Die erste Schleife 1auft sequentiell {iber alle L? € O(n?) Shifts (a, b) und die
zweite Schleife tiber alle O(logn) Ebenen. In der nachsten Schleife lauft der Algorithmus
parallel iiber alle Quadrate einer Ebene im Quadtree und 16st dabei jeweils, genau wie im
sequentiellen Algorithmus, alle méglichen Multitour Probleme. Wie wir bei der sequenti-
ellen Analyse gesehen haben, miissen dafiir (logn)?(®) Schritte aufgewendet werden. Der
gesamte Zeitbedarf ergibt sich also zu O (n?(logn)?(?)) Schritten.

Da immer nur die Anfithrer einer Gruppe die Multitour Probleme l6sen, ist sicherge-
stellt, dafl jeder Prozessor mit seinen eigenen Daten beschéftigt ist. Es reichen also EREW
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Prozessoren aus. Der Exponent O(c¢) ist im sequentiellen Algorithmus der gleiche wie im
parallelen Algorithmus, da die Multitour Probleme durch die gleichen Schleifen aufgezahlt
werden. Wir erhalten somit einen Speedup von O(n) und eine Effizienz von naherungs-
weise 1. Der Algorithmus ist also optimal beziiglich unserer sequentiellen Version. Wie
verhélt sich der Algorithmus aber, wenn wir den Grad der Parallelisierung steigern, also
mehr Prozessoren investieren, um damit die Laufzeit zu veringern ?

Wir wollen O(L?) = O(n?) weitere Prozessoren hinzuziehen, und zwar einen fiir jeden
Shift (a,b). Die Berechnungen im Quadtree sind fiir jeden Shift unabhéngig voneinan-
der, womit wir weiterhin EREW Prozessoren verwenden kénnen. Die Tabellen C' und
T miissen um die Indizes ¢ und b erweitert werden, da sie nicht fiir jeden geshifteten
Quadtree tiberschrieben werden kénnen. Die einzige Kommunikation der neuen Prozes-
soren besteht darin, dafl am Ende aller Berechnungen die kiirzeste von allen Lésungen
ausgegeben werden muf. Die Lange des kiirzesten (m,r)-light Salesman Pfades zu einem
Shift (a, b) ist in der Lookup-Table an der Stelle C[a, b,0,1,0] zu finden. Es muf das Mi-
nimum zu allen O(n?) Shifts (a,b) dieser Tabelleneintrige gefunden werden. Das gelingt
mit O(n?) EREW Prozessoren in O(log n) Zeit [17]. Wir kommen damit letztlich auf einen
Gesamtzeitbedarf von (logn)°(®) parallelen Schritten mit O(n®) EREW Prozessoren und
erhalten wieder einen optimalen Algorithmus.

PROCEDURE ParApproxETSP2 (K : Koordinatenliste; ¢, opt : real);
BEGIN

Normierung(K);
L := GroBe der Bounding-Box um K;
FOR ALL 5Shifts 0 < a,b < L PARDO
Shifte Punkte in K" um (a, b) nach links unten;
Init(K,D,T);
FOR ALL Level ¢ = log L DOWNTO 1 DO
FOR ALL Anfiihrer ¢; einer Level-:-Gruppe PARDO
Q)i; = Level-.-Quadrat um Punkt ¢;;
FOR ALL Eingabeinstanzen Ij; des Multitour Problems in ¢);; PARDO
IF i =log L THEN Cla,b,t,7, k]| := cost(i,{q;}, Ir)
ELSE ParCalcCost(a,b,Q;j, [1);

oD
pos := Positionsnummer von @);; im Level-(¢ — 1)-Quadrat um Punkt ¢;;
T[lv Clnf(l - 17j)7p08] = ]7
oD
oD
ParCalcCost(a, b, Qo1 lo); {* Iy leere Eingabeinstanz *}
oD
opt := CalcMinimum (C[a,b,0,1,0]); {* Minimum fiir alle Shifts (a,b) *}

END
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PROCEDURE ParCalcCost (a,b : Shifts; @);; : Quadrat; [; : Fingabeinstanz);

BEGIN
FOR ALL Eingabeinstanzen Iy = (Iy,, Ix,, Ik, I,) der Multitour Probleme in den vier
Unterquadraten von @);;, die sich mit [}, decken PARDO

MIK'] = 0;
FOR [:=1TO 4 DO
next := T[4+ 1,7,1; {* Index des [-ten Unterquadrates *}

IF next nicht definiert THEN inc(M[K'], cost(v + 1,{}, Iy,))
ELSE inc(MI[K'],Cla,b,i+ 1, next, k]);
OD;
oD
Cla,b,t,j, k] := CalcMinimum (M); {* Minimum von M[k'] fir alle &’ *}
END

Die derzeitige Version des parallelen Algorithmus bearbeitet ein Quadrat im Quadtree
immer noch sequentiell. Es werden alle moglichen Eingabeinstanzen fiir ein (m,r)-
Multitour Problem in einem Quadrat der Reihe nach aufgezdhlt und die Probleme mit
Hilfe der Unterquadrate gelost. Wir wollen nun alle méglichen Eingabeinstanzen fiir ein
Multitour Problem in () parallel bearbeiten. Dabei tritt das Problem auf, dafl jeder Pro-
zessor, der eine Eingabeinstanz fiir das Multitour Problem in () bearbeitet, die Nummern
der Unterquadrate aus der Tabelle T' und die Loésungen der Probleme in den Unter-
quadraten auslesen muf}. Es kann hierbei vorkommen, daf} die Prozessoren aus gleichen
Speicherzellen gleichzeitig lesen. Die berechneten Losungen fiir () werden dann allerdings
stets an verschiedenen Stellen in die Lookup-Table ' geschrieben - und zwar immer an
die Stellen, die den Nummern der Fingabeinstanzen entsprechen. Wir werden fiir eine
erfolgreiche Parallelisierung daher CREW Prozessoren investieren miissen.

Zéhlen wir die moglichen Eingabeinstanzen fiir die Multitour Probleme in den vier
Unterquadrate von () auch noch parallel auf, so miissen wir uns zu jeder Moglichkeit
Iy, die vier Eingabeinstanzen zu wihlen, die zugehérigen Kosten merken und am Ende
das Minimum in die Lookup-Table eintragen. Wir speicheren die Kosten dazu jeweils in
MIK'] und berechnen am Schluff das Minimum von allen M[k’]. Wie beim sequentiellen
Algorithmus schon gezeigt, ist die Anzahl der Mé&glichkeiten, die vier Eingabeinstanzen
zu wihlen (logn)?). Es muB also das Minimum von (log7)°(¢) Werten bestimmt werden.
Das Minimum parallel zu berechnen, bendtigt dann Zeit O (log(log n)??) = O(loglog n)
mit (logn)°©) EREW Prozessoren. Insgesamt ereichen wir eine parallele Laufzeit von
O(log n loglogn) mit O (n*(logn)?()) CREW Prozessoren. Der Algorithmus ist jetzt al-
lerdings nicht mehr optimal. Der Exponent O(c¢) ist im Prozessor-Zeit-Produkt zwar der
gleiche wie bei der sequentiellen Laufzeit (wir investieren ja genauso viele Prozessoren,
wie der sequentielle Algorithmus Schleifendurchldufe hat), aber der Faktor loglogn in
der parallelen Laufzeit verhindert die Optimalitat. Die Prozeduren ParApproxETSP2 und
ParCalcCost stellen die beschriebene endgiiltige Version des parallelen Approximations-
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algorithmus dar. Dabei steht die Unterroutine CalcMinimum fiir die beschriebene Mini-
mumsberechnung.

Die Frage, die sich jetzt noch stellt, ist, ob wir mit CRCW Prozessoren noch eine Ver-
besserung erzielen kénnen. Es ist bekannt, dafi das Minimum von n Zahlen mit O(n?)
common CRCW Prozessoren in O(1) Zeit bestimmt werden kann, mit beliebig vielen
CREW Prozessoren die Laufzeit allerdings nicht besser als O(logn) sein kann [17]. Nut-
zen wir diese Tatsachen bei der Minimumsberechnung in ParCalcCost aus, so erreichen
wir eine Gesamtlaufzeit von O(log n) mit O (n®(logn)®?) CRCW Prozessoren. Die Mi-
nimumsberechnung in ParApproxETSP2 belassen wir aber bei der alten Methode, da dort
eine Minimumsberechnung in O(1) Zeit keine Verbesserung in der Gesamtlaufzeit hervor-
rufen wiirde, sondern nur die Prozessorenzahl unnétig steigern wiirde. Optimal ist der
Algorithmus allerdings nicht, da bei der Minimumsberechnung zusétzliche Prozessoren
benotigt werden, die bei der Prozessorenzahl im Exponenten O(c¢) ,versteckt® sind.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Zu Beginn haben wir Arora’s PTAS fiir das Euklidische TSP in Anlehnung an seine Ar-
beit [1] genau beschrieben und untersucht. Wir haben dabei zuerst festgestellt, dafi bei
dem Euklidischen TSP allgemein technische Schwierigkeiten entstehen, da eine exakte
Berechnung der Linge einer Rundreise eine Rechnung mit ungerundeten reellen Zahlen
erfordert. Wir haben dieses Problem gel&st, indem wir mit aufgerundeten Distanzen rech-
nen und die dadurch entstehende Abweichung von der exakten Lange bestimmt und die
Genauigkeitsanforderung ¢ dementsprechend angepafit haben.

Die grundlegende Datenstruktur auf der Arora’s PTAS arbeitet ist der Quadtree. Wir
haben diese Datenstruktur genau analysiert und einen effizienten Algorithmus angegeben,
der einen Quadtree aus einer Menge von Punkten erstellt. Ist die Gréfle der Bounding-Box
um die Punkte linear in n und haben die Punkte paarweise mindestens Abstand d fiir eine
Konstante d, dann hat der Algorithmus zur Konstruktion des Quadtrees eine worst-case
Laufzeit von O(nlogn) und es ist nicht moglich einen schnelleren Algorithmus fiir dieses
Problem anzugeben.

Das PTAS benutzt dynamische Programmierung, um die Multitour Probleme in den
Quadraten des Quadtrees zu 16sen. Wir zeigen, dafl die Anzahl der méglichen Multitour
Probleme in einem Quadrat durch O ((log n)o(c)> beschréankt ist; multipliziert mit der
Anzahl an Quadraten und der Anzahl an moglichen Shifts (a,b) erhalten wir dann eine

Gesamtlaufzeit des PTAS von O (n®(logn)°().

Die Grundlage fiir das PTAS ist das Struktur-Theorem, dafl uns die Existenz eines
(m,r)-light Salesman Pfades bescheinigt, dessen Kosten die optimalen Kosten bis auf
einen Faktor von 1+ % anndhern. Um den Salesman Pfad (m,r)-light zu machen, miissen
wir verhindern, dafl er einige Kanten in der Dissection ,zu oft® schneidet. Wir benutzen
dazu das Patching-Lemma, das wir in dieser Arbeit in einer neuen, schirferen Version
dargestellt haben, um die Anzahl der Schnitte auf zwei zu reduzieren, ohne dabei den
Pfad wesentlich zu verldangern.

Im zweiten und neuen Teil der Arbeit haben wir untersucht, wie sich Arora’s PTAS
auf einem Parallelrechner implementieren 1d8t und welche Laufzeitvorteile dadurch zu
erwarten sind. Als Parallelrechnermodell haben wir hier die PRAM gewéhlt, da auf ihr
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schon eine Fiille an Algorithmen existieren.

Zuerst haben wir uns hier in Anlehnung an die Arbeit von Bern, Eppstein und Teng
[5] mit der parallelen Konstruktion eines Quadtrees beschiftigt. Wir haben gezeigt, daf}
das Skelett des Quadtrees durch die Liste der abgeleiteten Quadrate mit den zugehérigen
all-nearest-larger-values ausreichend bestimmt ist und diese Berechnung mit n EREW
Prozessoren in O(log n) paralleler Zeit moglich ist.

Bei der Parallelisierung des PTAS sind wir schrittweise vorgegangen. So haben wir in
der ersten Version nur die Quadrate einer Ebene im Quadtree parallel bearbeitet. Das
Hauptproblem dabei war, daf} fiir die Losung der Multitour Probleme in einem Quadrat
die Losungen der Multitour Probleme in den vier Unterquadraten bendtigt werden und
es fiir den aktuellen Prozessor nicht so ohne weiteres moglich ist, an diese Lésungen
heranzukommen. Wir haben dafiiv die Transfertabelle eingefiihrt, durch die der aktuelle
Prozessor die Nummern der Anfiithrer der vier Unterquadrate erhilt.

Die erste Version kommt mit n EREW Prozessoren aus und benétigt dabei eine paralle-
le Zeit von O (nz(log n)o(c)> Schritten. Ohne Investition eines méachtigeren Prozessortyps
kénnen wir den Parallelisierungsgrad auf O(rn®) EREW Prozessoren, bei einer parallelen
Laufzeit von O ((log n)o(c)> Schritten, steigern. Investieren wir CREW Prozessoren, so
geniigen O (n®(logn)®?) Prozessoren, um eine Laufzeit von O(lognloglogn) Schritten
zu erzielen und mit common CRCW Prozessoren reichen sogar O(logn) Schritte aus bei
asymptotisch gleicher Prozessorenzahl.

Bei der Untersuchung der Effizienz des PTAS hat sich eine schlechte Praktikabilitat
gezeigt, da der Exponent O(c¢) fiir kleine ¢ schon zu grofl wird. Bei der parallelen Imple-
mentierung ist es nicht anders. Wir erreichen zwar eine sehr gute Laufzeit von O(logn)
Schritten, miissen dafiir aber eine Anzahl an Prozessoren investieren, die die Anzahl der
Atome im Universum iiberschreitet. Es wire demnach interessant, einen schnelleren PTAS
fiir das Euklidische TSP zu suchen bzw. eine Kombinierbarkeit des PTAS mit bekannten
Heuristiken zu untersuchen.

Ein anderer interessanter zu untersucheneder Aspekt ist die Ubertragbarkeit des PTAS
auf andere euklidische Optimierungsprobleme, wie zum Beispiel Minimum Weight Eucli-
dean Triangulation oder Vehicle Routing.



Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 Summenformeln

Satz A.1.1 (geometrische Summenformel) Ist ¢ # 1 eine reelle Zahl, dann gilt:

q =
=0 q— 1
. n ) n+l n ) n ) n '
Beweis: (¢—1)->.¢" = Y ¢—=>.¢ = > ¢ +q¢"" — <q0_|_2q2> — gt 1 [
=0 =1 =0 =1 =1

Satz A.1.2 Fir alle Zahlen a;; gilt:

) STTID o) P

=1 j=1 7=1 =1

Beweis: Beide Seiten der Gleichung stellen die Summe der Elemente a;; einer oberen
Dreiecksmatrix A dar.

11 G112 - dip
92 ton

A=
a?’L?’L

Der einzige Unterschied zwischen den beiden Seiten ist, dafl in der linken Summe die
Elemente zeilenweise aufsummiert werden und in der rechten Summe spaltenweise. 0
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A.2 Binomialkoeffizienten
Satz A.2.1 Die Anzahl der k-elementigen Multiteilmengen einer m-elementigen Menge
ist (1)

Beweis: Das Problem ist in der Literatur als Kombinationen mit Wiederholung zu finden.
Fiir einen Beweis siehe [3]. O

r

Lemma A.2.2 ZT: <m+:_1> = ("),
k=0

Beweis: Das Lemma 1488t sich mit vollstdndiger Induktion iiber r beweisen. Fiir r = 0

gilt:
()= () == ()

Als Induktionsvoraussetzung gilt jetzt das Lemma fiir r. Damit zeigen wir die Behaup-
tung fir r 4 1:

§ (m—|—k—1> _i (m—l—k—1>+<m—|—r> v (m—l—r>+<m—|—r> B (m—l—r—l—l)

— k _k:O k r4+1/) r r+1/) r+1
Das letzte Gleichheitszeichen gilt aufgrund des Additionstheorems fiir Binomialkoeffi-

zienten, das allgemein bekannt sein diirfte. O

Lemma A.2.3 (") < (m+1)

Beweis: Das Lemma wird durch vollstdndige Induktion iiber r bewiesen. Fiir r = 0 gilt:

(?) =1=(m+1)°

Als Induktionsvoraussetzung gilt jetzt die Behauptung des Lemmas fiir . Damit zeigen
wir die Behauptung fiir r + 1:

r+1 m!(r+ 1)! S mirl  r41

7

(m—l—r—l—l)_ (m4r+1)! m+r+1 (m+r)!  m+r+l (m—l—r)

1%’ m+r+1

S o mA SmADm ] = (mt 1)
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A.3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Definition A.3.1 Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, P), das aus
einer endlichen Menge 2 und einer Abbildung P der Potenzmenge B() in das Einheits-
intervall [0, 1] besteht mit den folgenden Eigenschaften:

(i) P(Q) =1,
(ii) Fir disjunkte Mengen A, B € P(Q) gilt: P(AU B) = P(A) + P(B)

Die Menge Q heilt Ergebnisraum, die Funktion P die Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber

2 und jede Teilmenge F von Q ein Ereignis. Ist P({w}) = |§12—| fiir alle w € ), dann spricht

man von einer Gleichverteilung.

Im folgenden beschréanken wir uns auf endliche Wahrscheinlichkeitsraume.

Bemerkung: Ist P eine Gleichverteilung, dann gilt fir alle £ € B(Q): P(E) = %

Definition A.3.2 Fine Abbildung X : Q@ — IR heifit Zufallsvariable. Wir schreiben
P(X L a) fir P{w|X(w) L a}), wobei L€ {=,#,<,>,<,>}.

Definition A.3.3 Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X ist

B(X) =) X(w) P({w})

we

Satz A.3.4 Seien X und Y Zufallsvariablen, dann gilt: E(X +Y) = E(X)+ E(Y)

Beweis:

E(X+Y) = ) (X+Y)w) - P({w}) = ) (X(w)+Y(w) P{w}) = B(X)+E(Y)

wEeQ we

O

Satz A.3.5 (Markoffsche Ungleichung) Nimmt die Zufallsvariable X nur nichinega-
tive Werte an und ist F(X) ihr Erwartungswert, dann gilt fir jede positive Zahl A

P(X > X-E(X)) < %
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Beweis: Fiir einen Beweis des Satzes siehe z. B. [22] oder [12] O

Beispiel A.3.6 Betrachten wir das Ergebnis eines Wurfs mit zwei Wiirfeln. Fiir den
Ergebnisraum gilt: Q = {(4,k)[1 <4,k <6} = {1,2,3,4,5,6}*. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung P ergibt sich hier zu P(w) = 31—6 fir alle w € Q, da wir annehmen wollen, daf
die Wiirfel nicht gezinkt sind. Betrachten wir jetzt die Zufallsvariable X, die der Augen-
summe der beiden Wiirfel entsprechen soll, also X (¢, k) := ¢+ k fiir (¢, k) € Q. Fragen wir
nun z. B. nach der Wahrscheinlichkeit mit der die Augensumme gleich 6 ist, so miissen

wir P(X = 6) berechnen:

. . 5

P(X =6) = PH{(, k)X (k) =6}) = P({(1,5),(2,4),(3,3),(42),(5,1)}) = 36

Der Erwartungswert F(X) beschreibt, welche Augensumme wir im Durchschnitt er-
warten kénnen:

E(X) = > X(i.k)-PH{(i,0)}) = Y (i+k)-% = 36-ZZ(i+k) =7

(i,k)€Q (i,k)eQ i=1 k=1

Wir kénnen also im Schnitt erwarten, eine Augensumme von 7 zu wiirfeln. Nehmen
wir an, wir haben 2 weitere Wiirfel, mit denen wir zwei weitere Zahlen wiirfeln. Die
Zufallsvariable Y soll deren Summe beschreiben. Dann beschreibt die Zufallsvariable 7 :=
X 4V die Gesamtsumme. Wie sieht nun der Erwartungswert £(7) aus? Nach Satz A.3.4
gilt folgender Zusammenhang:

E(Z)=EX+Y)=EX)+EY)=7+47=14

Beispiel A.3.7 Betrachten wir das Zufallsexperiment im Struktur-Theorem als Beispiel.
Der Shift (a,b) wird zuféllig gewahlt. Im Ergebnisraum sind somit die méglichen Wahlen
von (a,b) zu finden: Q@ = {0,1,...,L — 1}?. Die Wahrscheinlichkeit, mit der der Shift
(a,b) gewdhlt wird, ist P(a,b) = 75, also ist P eine Gleichverteilung. Wir haben fiir jede
horizontale und vertikale Gitterlinie [ Zufallsvariablen K; : {0,1,...,L — 1}* — IR und
K/ :{0,1,...,L—1}* — IR, die den Kostenzuwachs zu [ bei Shift (a, b) fiir Schritt (i) und
(ii) angeben. (Im Beweis haben K; und K| nur den horizontalen Shift « als Argument, da
o.B.d. A. nur vertikale Gitterlinien betrachtet werden und die dafiir gemachten Aussa-
gen fiir alle vertikalen Shifts b gelten.) Die zu erwartende Kostenbelastung des gesamten
Gitters ergibt sich damit zu:

L-1

h
)_l

1

7z (Ki(a,b) + K/(a,b))

F.p(Kostenbelastung) = Z
!

a=0 b

Il
=]
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