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Zusammenfassung

Dieser Bericht wurde im Rahmen eines Fuzzy-Logik Seminars an der Uni-
Dortmund geschrieben. Er zeigt 13 Bedingungen fiir Defuzzifizierungsoperatoren
auf, die sinnvollerweise von Entwicklern eines Fuzzy Controllers gefordert werden
kénnen. Eine derartige Entwicklung ist notwendig, da bisher bekannte Defuzzifizie-
rungsstrategien wie etwa die Schwerpunktmethode nicht immer akzeptables Verhal-
ten zeigen. Als Resultat werden die bekannten Defuzzifizierungsstrategien ”Mean of

Maxima (MOM)”, ”Center of Gravity (COG)” und ”Center of Area (COA)” auf
die Vertriglichkeit mit den Bedingungen untersucht.

1 Einleitung

Heutzutage werden Fuzzy Controller in vielen Gebieten der Anwendung eingesetzt. So
zum Beispiel in der Roboterforschung, Bild- und Sprachverarbeitung sowie in der Medi-
zin. Der Controller bekommt dabei Eingabewerte von zu steuernden Geraten geliefert und
produziert dann anhand der im Controller gespeicherten Regelbasis einen oder mehrere
Ausgabewerte. Intern arbeitet der Fuzzy Controller mit unscharfen Werten. Es werden
dazu die Eingabewerte erst fuzzifiziert, dann bearbeitet und zum Schluf, da die Ausgabe
ein fester, scharfer Wert sein soll, wieder defuzzifiziert. Die meisten Anwendungen be-
nutzen dazu die bekannten Defuzzifizierungsstrategien ”Mean of Maxima” oder ”Center
of Gravity”. Sie funktionieren in vielen Anwendungen auch korrekt, kénnen aber nicht
als allgemein giiltige Strategien angesehen werden, da sie bei bestimmten Anwendungen
nicht akzeptables Verhalten zeigen. Es ist also nétig, neue Defuzzifizierungsalgorithmen
zu entwerfen.

In diesem Bericht soll es nun darum gehen, wiinschenswerte Eigenschaften von Defuz-
zifizierungsalgorithmen aufzuzeigen. Dazu werden 13 Bedingungen vorgestellt, denen ein
Defuzzifizierungsalgorithmus geniigen sollte. Im Anschluff daran wird untersucht, inwie-
fern die klassischen Methoden den Bedingungen geniigen.
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2 Deftuzzifizierung

Die Aufgabe der Defuzzifizierung besteht darin, aus einer gegebenen Fuzzy-Menge, die
durch eine Zugehorigkeitsfunktion g : U — [0, 1] beschrieben wird, einen scharfen Wert
zu bestimmen. Das Universum U ist dabei in der Regel ein reelles Intervall.

U:=[®inf, Tsup) C IR (1)

Die Defuzzifizierung 1a8t sich dann mit einem Defuzzifizierungsoperator, der eine Zu-
gehorigkeitsfunktion p auf einen scharfen Wert abbildet, darstellen.

FUPpU) = U (2)

PWU) :=A{pu | p: U — [0,1]} ist dabei die Potenzmenge aller Fuzzy-Mengen iiber
U. Im folgenden werden einige schon bekannte Defuzzifizierungsmethoden noch einmal
zusammengefafit.

2.1 Mean of Maxima (MOM)

Bei dieser Defuzzifizierungsmethode wird als scharfer Wert der Mittelwert aller Stellen mit
maximalem Erfiillungsgrad von p ausgegeben. Sei M (p) die Menge der globalen Maxima
von p, also

M(p) = {r € U | ply) < p(x) fir alle y € U} (3)

Dann ist im Fall, dafl M(x) endlich ist

der Defuzzifizierungsoperator. Andernfalls gilt

[ x dx
_ zeM(p)
From(p) = ﬁ (5)
zeM(p)

2.2 Center of Gravity (COG)

Die Defuzzifizierung nach der Schwerpunktmethode liefert als scharfen Wert die Abszisse
des Schwerpunkts der Flache unter dem Graphen der Fuzzy-Menge p. Im Falle eines
endlichen Universums U := {1, ..., z,,} stellt sich der Defuzzifizierungsoperator wie folgt

dar :



FC_(I)G(M) =

Im Falle eines unendlichen Universums gilt :

Tsup

xf plx) - x de
Fooa(n) = 5 (7)
x-ff p(x) de

2.3 Center of Area (COA)

Dieses Verfahren teilt die Flache unter der Fuzzy-Menge p parallel zur p(x)-Achse in zwei
gleich grofle Teile und gibt die z-Stelle der Achse als scharfen Wert aus. Die Methode liefert
im wesentlichen das gleiche Ergebnis wie die COG-Methode. In einigen Spezialfillen zeigt
sie jedoch ein besseres Verhalten [2]. Formal stellt sie sich wie folgt dar :

Foal) Tsup
| ) de= [ ) da (8)
Finf Faoaln)

2.4 Center of Largest Area

Diese Methode wird gebraucht, wenn die Fuzzy-Menge p sich als nicht konvexe Menge
darstellt, sie also in der graphischen Darstellung zwischen zwei Bergen ein Tal hat. Es
wird dann zuerst die Seite bestimmt, die den gréferen Flacheninhalt hat und dann darauf
die COA-Methode angewandt, um einen scharfen Wert zu bestimmen.

3 Bedingungen fiir Defuzzifizierungsoperatoren

Im folgenden werden 13 Bedingungen fiir Defuzzifizierungsstrategien, die im wesentlichen
aus [1] iibernommen wurden, dargestellt. Die Bedingungen lassen sich beziiglich ihrer
Motivation in 4 Gruppen einteilen:

A. Grundlegende Bedingungen: Hier werden einige generelle Bedingungen, die ein Def-
fuzifizierungsoperator erfiillen sollte, aufgefiihrt.

B. Graphisch motivierte Bedingungen: Diese Bedingungen resultieren aus der gra-
phischen Betrachtung der Zugehérigkeitsfunktion der zu defuzzifizierenden Fuzzy-

Menge.



C. Durch Fuzzy-Operationen motivierte Bedingungen: In dieser Gruppe wird eine Ver-
bindung zwischen Fuzzy-Operationen wie z.B. T-Normen und dem Defuzzifizie-

rungsoperator hergestellt.

D. Bedingungen in Bezug auf spezielle Anwendungen: In verschiedenen Anwendungen
werden manchmal sehr spezielle Defuzzifizierungseigenschaften benétigt. Obwohl sie
meistens kontextabhédngig sind, sollen doch einige hier aufgefithrt werden.

Die Bedingungen der einzelnen Gruppen werden nun genauer untersucht.

A. Grundlegende Bedingungen

1. Null-Element: Fine Fuzzy-Menge, deren Zugehérigkeitsfunktion p fiir alle z € U :=
[inf, Tsup] €inen konstanten Wert « liefert, soll auf die Mitte des Intervalls defuzzi-

fiziert werden (siehe Abbildung 1):

Linf + T sup (9)

V2 € [@ing, Toup) s () i=a = F ' (u):= 5

2. Fins-Flement: Eine Singelton Fuzzy-Menge, also eine Fuzzy-Menge, deren Zu-
gehorigkeitsfunktion g nur an einer Stelle x. den Wert 1 hat und sonst 0 ist, sollte
zu z. defuzzifiziert werden (siehe Abbildung 2):

1 falls z = =z, _
o= { i T P 0)
()
()
= 1 ’
Linf TinftTsup Lsup Te
2
Abbildung 1: Null-Element Abbildung 2: Fins-Element

3. Monotonie: Die Bedingung der Monotonie teilt sich in 4 Teilbedingungen auf. Sie
beschreiben, wie sich der defuzzifizierte Wert z* := F~'(u) bei Erhohen oder Ver-
ringern der Zugehorigkeitsfunktion p verdndern sollte (siehe Abbildung 3):



(a) Wird rechts von a* die Zugehorigkeitsfunktion u ein Stiick verringert, bewegt
sich der neu defuzzifizierte Wert nicht nach rechts.

fl)=p)Ve<ae® A ) <ple)Ve>z* = F ) <™ (11)

(b) Wird rechts von a* die Zugehérigkeitsfunktion p ein Stiick erhoht, bewegt sich
der neu defuzzifizierte Wert nicht nach links.

fx)=px)Ve<a® A ) >p)Ve>a = FHu)>2" (12)

(¢) Wird links von z* die Zugehorigkeitsfunktion p ein Stiick verringert, bewegt
sich der neu defuzzifizierte Wert nicht nach links.

pla) <plz)Va<a™ A pla)=pla)Vae>a™ = F7(W) > (13)

(d) Wird links von «* die Zugehorigkeitsfunktion p ein Stiick erhoht, bewegt sich
der neu defuzzifizierte Wert nicht nach rechts.

Wx)y>pz)Vae<z® A p)=px)Ve>2" = FHu)<z* (14)

p(e) p(e)
p(e) p(e)

Abbildung 3: Verringere rechts, erhéhe rechts, verringere links, erhéhe links

B. Graphisch motivierte Bedingungen

4. Symmetrie: Wird die Zugehorigkeitsfunktion p an der pu(x)-Achse gespiegelt, so soll
die relative Position des defuzzifizierten Wertes gleich bleiben (siehe Abbildung 4):

W) = p(@ing + oy — ) = FT () = 2ing + 2y — F () (15)



5. x-Verschiebung: Wird die Zugehorigkeitsfunktion p nach rechts oder links entlang
der z-Achse verschoben, so soll die relative Position des defuzzifizierten Wertes gleich

bleiben (siehe Abbildung 5):

W)= ple+ Ac) = F7() = Fi) — Aa (16)
() ()
F=H ) F7H) F=H () £ )
Abbildung 4: Symmetrie Abbildung 5: x-Verschiebung

6. x-Skalierung: Wird die Zugehorigkeitsfunktion entlang der z-Achse mit einem kon-
stanten Faktor ¢ skaliert, so soll sich die relative Position des defuzzifizierten Wertes

nicht andern (siehe Abbildung 6):

p() = p(ting + ¢ (x —aing)) = F7H ') =2ing+c- (F7(p) —wing)  (17)

7. p-Verschiebung: Addiert man einen konstanten Offset o zu der Zugehorigkeitsfunk-
tion g, erhoht also den Zugehorigkeitswert fiir jedes Element des Universums, so
kénnen zwei verschiedene Bedingungen fiir den defuzzifizierten Wert gefordert wer-
den:

(a) starke Version: Der defuzzifizierte Wert der verdnderten Zugehorigkeitsfunkti-

on ' soll der gleiche bleiben wie bei y (siehe Abbildung 7):

W)= p(e) +a = P = P () (15)
(b) schwache Version: In dieser schwachen Version wird eine Bewegung des defuz-

zifizierten Wertes nur in Richtung des Mittelpunktes x,, des Support-Intervalls
von pu zugelassen:

pla)=ple)+a A F7Hp) <aw = F)ZFHp) o (19)
pa)=pl)+a A P ) =en = F)=F"p)  (20)

W)= ple) b A FT () s e, = PGS E () (21)



P P P

Abbildung 6: z-Skalierung Abbildung 7: p-Verschiebung, starke

Version

8. p-Skalierung: Wird die Zugehorigkeitsfunktion g mit einem konstanten Faktor ¢
multipliziert, also der Zugehérigkeitsgrad der Elemente des Universums zur Fuzzy-
Menge multiplikativ erhoht, soll sich der defuzzifizierte Wert nicht &ndern (siehe

Abbildung 8):

Wia)i=cople) = P70 = F 7 (n) (22)

Abbildung 8: p-Skalierung

C. Durch Fuzzy-Operatoren motivierte Bedingungen

Fuzzy-Systeme stellen unére und bindre Operationen auf Fuzzy-Mengen zur Verfiigung.
Unére Operationen sind z.B. Modifikatoren wie "very” oder "more or less (MOL)”. Binére
Operationen sind "und”- und ”oder”-Verkniipfungen zwischen Fuzzy-Mengen. Sie werden
allgemein als T-Normen ("und”) und S-Normen (”oder”) bezeichnet. Die gebrauchlisten
sind dabei der Minimum-Operator fiir "und” und der Maximum-Operator fiir "oder”. In
Anlehnung an diese Operationen werden die nachsten 3 Bedingungen definiert.

9. T-Norm: Es soll festgelegt werden, dafl der defuzzifizierte Wert einer Fuzzy-Menge,
die durch eine T-Norm-Operation entstanden ist, sich in dem Intervall befindet, das
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durch die beiden defuzzifizierten Werte der Argumentmengen begrenzt ist (siehe

Abbildung 9):

P ) SF Hpe) = F7Hm) S F 7w Neopz) < 7o) (23)

10. S-Norm: T-Normen und S-Normen sind dual zueinander. Es wird daher die entspre-

chende Eigenschaft gefordert (siehe Abbildung 10):
Fo ) < F7u2) = F7Hu) S F7 o Vs pz) < F7H(u) (24)

p@) ()

F= Ay p2) F= o Vs i)

Abbildung 9: T-Norm Abbildung 10: S-Norm

11. Modifikatoren:

(a) Concentration ("very”): Wir betrachten fiir die Concentration den Operator
VERY, der jeden Zugehorigkeitswert einer Zugehorigkeitsfunktion o quadriert:

VERY ()(x) = (u(x))? (25)

Befindet sich der defuzzifizierte Wert der Zugehorigkeitsfunktion in einem mo-
noton steigenden Teil von g, so soll in der quadrierten Funktion der defuzzi-
fizierte Wert grofler werden. Befindet er sich dagegen in einem fallenden Teil
von p, sollte er sich nach links bewegen, also kleiner werden. Der defuzzifizierte
Wert bewegt sich also in Richtung des héchsten Zugehorigkeitsgrades. Dazu sei
z* := F~Y(p) und 4 die 1. Ableitung von g. Dann soll gelten (siehe Abbildung
11):

W) <0 = FVERY (1) < F7 () (26)

W) 20 = FVERY (1) > F7 () (27)



(b) Dilation ("more or less”): Die Dilation stellt den inversen Operator zur Con-
centration dar. Hier wird die Dilation MOL betrachtet, die von jedem Zu-
gehorigkeitswert die Wurzel zieht:

MOL()(x) = \/u() (28)

Das Verhalten des defuzzifizierten Wertes stellt sich hier analog dar (siehe
Abbildung 12):

W) <0 = FT(MOL() > F () (29)
W) 20 = FT(MOL()) < F-' () (30)
) )
F=H(p) = ()
Abbildung 11: Concentration Abbildung 12: Dilation

D. Bedingungen in Bezug auf spezielle Anwendungen

12.

13.

Fuzzy-Zahlen: Konvexe, stiickweise stetige Fuzzy-Mengen, die genau an einer Stel-
le x,, den Zugehorigkeitswert 1 annehmen, werden Fuzzy-Zahlen genannt [3]. Sie
werden oft in einer L-R-Darstellung (x,,, o, #)r angegeben, wobei wx,, die Maxi-
mumstelle ist und L und R spezielle Funktionen fiir den Teil links und rechts von
z,, sind, die durch die Parameter a und 8 beschrieben werden [3, 4]. Aufgrund
der groflen Bedeutung von x,, soll der Defuzzifizierungsoperator auch diesen liefern

(siehe Abbildung 13):

/’L(F_l(lu(l’myavﬁ)LR) =1 (31)

Verbotene Zugehdrigkeiten: In manchen Anwendungen ist es notig defuzzifizierte
Werte zu verbieten, deren Zugehoérigkeitsgrad eine Schwelle o unterschreitet. Ein
Beispiel ist ein Fuzzy Controller, der einen Roboter steuert. Die Ergebnisfuzzymenge
gibt dabei an, ob der Roboter sich nach rechts oder links bewegen soll. Sind beide
Alternativen moglich, konnte eine Defuzzifizierungsstrategie den Mittelwert bilden



und wiirde den Roboter geradeaus fahren lassen. Dies kénnte aber schlimme Folgen
haben, wenn geradeaus z.B. eine Wand oder ein Loch wire.

Um diese Fehler zu vermeiden, fiihren wir einen Schwellwert « ein, {iber dem der
Zugehorigkeitswert des defuzzifizierten Wertes liegen muB. Es entstehen so zwei
Zonen: eine mit zuléssigen und eine mit unzulassigen Resultaten der Defuzzifizierung

(siehe Abbildung 14):

p(F~H () = a (32)
) ()
!
: T T
F- _ _
) ) F )
Abbildung 13: Fuzzy-Zahlen Abbildung 14: Verbotene Zugehorig-
keiten

4 Resultat

In diesem Abschnitt sollen die am Anfang eingefithrten Defuzzifizierungsstrategien ”Mean
of Maxima (MOM)”, ”Center of Gravity (COG)” und ”Center of Area (COA)”auf ihre
Vertréglichkeit mit den 13 vorgestellten Bedingungen iiberpriift werden.

Betrachten wir zuerst MOM: Bedingung 1 wird definitionsméafig eingehalten, Bedin-
gung 2-8 sind offensichtlich auch erfiillt. Die T-Norm Eigenschaft, die in Bedingung 9
gefordert wird, ist nicht erfiillt, wie Abbildung 15 zeigt. Es liegt ndmlich der defuzzi-
fizierte Wert der Schnittmenge nicht im Intervall der beiden defuzzifizierten Werte der
Ursprungsmengen. Die S-Norm Eigenschaft aus Bedingung 10 ist allerdings erfiillt, da bei
MOM gerade der Mittelpunkt zwischen den Maxima genommen wird. Bedingung 11 und
12 sind auch erfiillt. Bedingung 13 nicht, da der defuzzifizierte Wert im ”Tal” zwischen
zwei " Bergen” liegen kann.

Bei den Defuzzifizierungsstrategien COG und COA sieht es etwas anders aus. Be-
dingungen 1-6 sind erfiillt. Bei Bedingung 7 gilt nur die schwache Version, bei der sich
der defuzzifizierte Wert ins Support-Zentrum bewegt. Dies ist so, weil bei einer additi-
ven Erhéhung des Zugehorigkeitsgrades die Fléachen links und rechts vom defuzzifizier-
ten Wert verschieden vergroflert werden. Bei der Skalierung ist es anders. Hier wird der
Flacheninhalt relativ zum alten Flacheninhalt vergréBert. Bedingung 8 ist also erfiillt.
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Die T-Norm Eigenschaft ist wie bei MOM nicht erfiillt. Es kann die gleiche Abbildung
15 zur Begriindung herangezogen werden, wobei F'~!'(u) sich etwas weiter rechts befin-
det. Die S-Norm Eigenschaft ist hier allerdings im Gegensatz zu MOM auch nicht erfiillt,
wie Abbildung 16 belegt. Die Zugehorigkeitsfunktionen g und g’ sind hier so gewahlt,
dafl F'~1(u) = F~'(y/) gilt. Die Vereinigung der beiden Mengen ist links allerdings etwas
grofer als die Einzelmengen, wodurch der defuzzifizierte Wert nach links wandert. Laut
Bedingung sollte er aber stehen bleiben. Bedingung 11 ist wiederum erfiillt, 12 und 13
offensichtlich nicht.

() ()

T — T
B F ()
Abbildung 15: T-Norm Fehler Abbildung 16: S-Norm Fehler
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